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SOLUCOES Teste 1 24/03/09

(1) Basta observar que, por definicdo de 0, se tem 0+ 0 = 0.

(2)

(Outra justificacao: como 0+ (—0) = 0 = 0 + 0 entao, pela lei do corte, —0 = 0.)

Se a é invertivel entdo a equacdo ax = b tem uma solucdo tnica: ax = b < z = a~'b. Caso
contrario, pode acontecer tudo, isto é, pode nao ter solu¢ao (por exemplo, em Z4, 2o = 3 nao
tem solugdo) ou mais do que uma solugao (por exemplo, em Z4, 2 = 0 tem duas solugoes:
0 e 2). Podemos dizer um pouco mais: se a tem um inverso a direita a;l entao a equacao
tem pelo menos uma solugao (r = a;lb) que ¢é unica quando esse inverso também é inverso a

esquerda.

aAa é claramente nao vazio (contém, por exemplo, os elementos a0a = 0 e ala = a). Sejam azxa
e aya dois elementos arbitrarios de aAa. Entao axa — aya = a(za — ya) = a(z — y)a € ada
e (axa)(aya) = a(ray)a € aAa. Isto mostra que aAa é um subanel de A. Além disso,

(ala)(axa) = aaxra = aza e (azxa)(ala) = axaa = axa.

E evidente que 0 € R(A). Sejam a,b € R(A) (suponhamos a™ = 0 e b™ = 0). Entdo a' = 0
para qualquer ¢t > n e b° = 0 para qualquer s > m. Portanto, para &k > n e usando a férmula

binomial (a — b)¥ = Zfzo(—l)k_i(];) a’ bF~1, valida em qualquer anel comutativo, temos:

IR al bhi
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Assim, como os a’ sdo nulos a partir de i = n, para garantirmos que todas as parcelas no
somatério sio nulas (e assim garantirmos que (a —b)* = 0, mostrando que a—b € R(A)) basta
exigir que k —n + 1 > m (para que tenhamos b=t =0 parai=0,1,2,...,n — 1). Portanto,
para k > m+n—1, (a —b)* = 0.

Finalmente, sejam a € Ae b € R(A) (com b"” = 0). Entao (ab)™ = a"b" = 0, o que mostra que
ab € R(A).



(5)

Seja a + R(A) € R(A/R(A)). Entao existe n € N tal que (a + R(A))" = 0+ R(A). Isto
significa que a™ + R(A) = 0+ R(A), isto é, a™ € R(A). Portanto, existe um m € N tal que
(a™)™ =0, ou seja a™ = 0. Logo a € R(A) e, consequentemente, a + R(A) = 0+ R(A), como

desejavamos mostrar.

Seja I um ideal primo de A. Se a € R(A) entdo a™ = 0 para algum natural n. Mas aa™ ! =

a" =0 ¢€ I el éprimo, o que implica a € I ou a” ! € I. No primeiro caso concluimos logo o
que desejavamos. No segundo caso, aplicando o mesmo raciocinio, podemos concluir que a € [
ou a" 2 € I. Repetindo o raciocinio indutivamente chegaremos, ao cabo de um nimero finito

de passos, a conclusao de que a € I sempre.

Afirmagdo verdadeira: a> =1« a?—-1=0< (a—1)(a+1) = 0. Como nio existem divisores

de zeroem Aentagoa—1=0oua+1=0,istoé,a=10oua=—1.
Contra-exemplo: em Zo, —1 =1 pois 1 +1 = 0.

Afirmacao verdadeira: ab = ac < a(b—c¢) = 0. Como a # 0 e nao existem divisores de zero

em A entdo b — c = 0, ou seja, b = c.

Pelo algoritmo da divisdo em A[z], p(z) = q(x)z + d para algum ¢(x) € Az] e algum d € A.
Como ¢ é sobrejectiva, existem q;(z) e p(x) em A[z] tais que ¢(q1(x)) = q(z) e p(p(z)) = =.
Portanto, p(z) = ¢(q1(z))p(p(x)) + ¢(d) = ¢(q1(z)p(x) + d). Agora, pela injectividade de
¢, podemos concluir que =z = ¢i(x)p(z) + d, o que implica que gr(qi(z)p(x)) = 1. Conse-
quentemente, ou gr(qi(x)) =1 e gr(p(x)) =0, ou gr(gi(x)) =0 e gr(p(x)) = 1. Suponhamos
que acontece o primeiro caso. Entéo p(z) = a € A, o que implica z = ¢(p(x)) = ¢(a) = a,
uma contradi¢cdo. Logo, ocorre necessariamente o segundo caso: ¢i(z) = ¢ € A e p(z) =
¢(q1(z)p(z) +d) = (cp(z) +d) = cx +d.




