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SOLUCOES

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 16gico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

(a)

(b)

()

2. (a)

(b)

A divisao de polinémios é sempre possivel em Zg|x].

| <
x|

[Por exemplo, é impossivel fazer a divisdo pelo polinémio constante 2, uma vez que 2, sendo

um divisor de zero de Z4, n3o € invertivel.]

p(z) € Alx] pode ter mais do que gr(p(z)) raizes.

[Basta que A tenha divisores de zero: em Z4, 2x tem duas raizes, 0 e 2.]
O ntmero real m ¢é algébrico sobre Q.

[Basta observar que \/m é raiz do polinémio (2% — 2)3 = —2, que tem coeficientes

racionais.]

O ntimero real v/2 — ¢/2 é construtivel, por régua e compasso, a partir de Q.

[A dimensio [Q(v/2 — V/2) : Q)], sendo igual a 6, ndo é uma poténcia de 2, pelo que o

HH

nimero n3o poderd ser construtivel.]

V3 € Q(v34). [ x
[(v/31i)% = —3 donde /31 é raiz do polinémio x2 + 3 € Q[z].

Este polinémio é claramente irredutivel sobre @, pelo que [Q(v/34) : Q] = 2. Portanto,
Q(V3i) ={a+bV/3i|a,bec Q. Isto diz-nos que os complexos com parte imaginaria nula
que pertencem a Q(v/314) s3o precisamente os racionais, pelo que v/3 ¢ Q(v/31).]
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O isomorfismo @ : Z — T»(Z)/I é agora evidente: basta definir

@(a):[g 8]+I,

pois trata-se claramente de uma bijecgao que satisfaz ®(a + b) = ®(a) + ®(b) e ®(ab) =
D (a)®(b).

Seja p(z) um polinémio de grau 2 ou 3. Se p(x) é redutivel sobre K entao p(x) =
q1(x)g2(x), onde nem ¢ (z) nem go(x) sdo constantes. Assim, necessariamente um destes
dois polinémios é de grau 1, da forma az + b. Este polinémio tem a raiz —a~'b € K,
que serd evidentemente também raiz de p(z).

Reciprocamente, se p(x) tem uma raiz o em K entao, pelo Teorema do Resto, p(z) =
(r — a)q(x) para algum polindmio ¢(z) € Klz|. Pela regra dos graus, ¢(z) tem neces-
sariamente grau > 1, pelo que ndo é uma unidade de K|z|. Portanto, (x — a)g(x) é uma

factorizacdo nao trivial de p(z) em K|z|, o que mostra que este polinémio é redutivel
sobre K.

(Metade da Proposigao 2.9(3) nos Apontamentos)

Suponhamos, por absurdo, que I ndo é maximal, ou seja, que existe um ideal J = (g(x))
(pois K[z] é um dominio de ideais principais) tal que I C J C Klz]. Entao p(z) =
r(x)q(x) para algum r(z) € K|z]. E claro que gr(r(z)) > 1 (pois se r(z) fosse constante,
q(z) pertenceria a (p(x)) e terfamos J = I). Por outro lado, também gr(g(x)) > 1 (caso
contrario, J = K|[z]). Assim, a factorizagdo p(x) = r(x)q(z) mostra que p(z) é redutivel
sobre K.

Uma vez que p(x) tem coeficientes inteiros, se P ¢ raiz de p(x) entdo p | =3 e q | 2, ou
q
seja,
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Verificando uma a uma, concluimos que s6 % é raiz de p(x).

Pela alinea anterior sabemos que p(z) é divisivel por (2z — 1). Efectuando a divisao
obtemos p(x) = (2 —1)(2® — 322 — 62 + 3). Pelo critério de Eisenstein, 2® — 322 — 62 +3
é irredutivel sobre Q (basta considerar o primo 3). Portanto, (2z —1)(2® — 322 — 6x + 3)

é a factorizagdo de p(z) em factores irredutiveis sobre Q.

a é raiz do polinémio m(z) = 23 — 322 — 6x + 3 € Q[z], que é irredutivel sobre Q como
vimos. Portanto, m(z) é o polinémio minimo de a sobre Q, pelo que [Q(«a) : Q] =3 e

{1,0,6%} é uma base desta extensdo.

Seja f(z) = z. Uma vez que m(z) = f(x)(2? — 3z — 6) + 3 (o que confirma que
mde(m(x), f(x)) = 1), entdao 3 = m(z) — (z* — 3z — 6) f(x), ou seja,
m(r) x?>—-3x—6

1= 3 3 f(x).

a?—-3a—6
3

Substituindo x por o obtemos 1 = — «, 0 que mostra que em Q(«)

1
a = —§a2+a+2.



5.

6.

Solugao alternativa: Como a® — 3a? — 6a + 3 = 0 entdo o — 3a® — 6a = —3, isto §é,

2 _ _
ala i:’)))a 6) = 1. Logo, em Q(«)

1
at= —§a2+a+2.

N3zo existe nenhum corpo com 12 elementos porque 12 = 22 x 3 nio é uma poténcia de um
primo. Como 256 = 28, Fos6 tem caracteristica 2, donde 1+1+141 = 0. Portanto 1 é raiz do
polinémio p(z) = 2® + 22+ 2+ 1 e consequentemente z — 1 = x + 1 é divisor de p(z). Fazendo
a divisdo obtemos p(x) = (z + 1)(22 4+ 1). Claramente x? + 1 tem novamente a identidade
como raiz e factoriza-se em (z + 1)(z + 1). Portanto p(x) = (z + 1)3 pelo que tem uma tnica

raiz (a identidade) com multiplicidade 3.

(a) Seja M um ideal maximal de A e a € A~ M. Entao o ideal
(MU{a})={m+ax|me M,z e A}

contém M estritamente pelo que terd que coincidir com A. Em particular, 1 € (M U{a}).
Logo existem m € M e x € A taisque 1l = m+ ax, isto é, 1 —ax =m € M.
Reciprocamente, seja M um ideal préprio satisfazendo a condigao enunciada e seja J um
ideal de A satisfazendo M C J C A. Existe pelo menos um elemento a € J ~ M. Por
hipdtese existe entao z € Atal que 1 —ax € M. Como 1 —ax € Jeax € Jentao 1 € J
o que é suficiente para concluirmos que J = A (de facto, como qualquer a € A se escreve
na formaa=a-1¢€ J, entao A C J).

(b) Seja M um ideal maximal de A. Se ab € M e b ¢ M entao, usando (a), existe x € A tal
que 1 —bxr =m € M. Logo a =a-1=a(m+ bzx) =am + abx € M. Isto mostra que

abe M =acMoube M,

logo M é primo.
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