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Os apontamentos que se seguem contém as notas das aulas da disciplina de Geome-
tria Diferencial. Inclui-se ainda algum material extra, com o intuito de obviar o risco
que se corre, num curso basico de Geometria Diferencial, dos resultados colhidos nao
compensarem o trabalho dispendido com a introducao e formulacao rigorosa dos con-
ceitos. Este material poderd servir como referéncia para os estudantes mais curiosos
que, porventura, queiram aprofundar certos temas.

Na sua elaboracao basedmo-nos em [12], [6] e [9]. Nas demonstragoes de muitos
dos resultados fundamentais seguimos de perto as notas do Professor F. J. Craveiro de

Carvalho:

e Notas sobre Geometria Diferencial de curvas em R3, Universidade de Coimbra,
1987;

e Superficies em R®, Universidade de Coimbra, 1989.

Resumo

Em geometria diferencial estudam-se objectos de natureza geométrica — curvas e su-
perficies — usando as técnicas do cédlculo diferencial e integral. A geometria diferencial
cléssica que aqui estudaremos engloba o estudo das propriedades das curvas e superficies
no espago euclidiano. Teve as suas origens no século XVII, com a introdugao dos métodos
do célculo infinitesimal na geometria euclidiana. Nela se estudam as propriedades lo-
cals, isto é, aquelas que dependem somente do comportamento da curva ou superficie na
vizinhanca de um ponto. Por isso é usual chamar-lhe teoria local de curvas e superficies.
A geometria diferencial moderna estuda a influéncia das propriedades locais no compor-
tamento de toda a curva ou superficie (teoria global de curvas e superficies) e estende
o estudo aos espacos nao euclidianos e variedades de qualquer dimensao, baseando-se
ainda, no entanto, nos métodos do calculo diferencial e integral.

Neste curso abordamos os temas cldssicos da geometria diferencial: curvas e su-
perficies no plano e no espago. Estudaremos resultados obtidos na sua quase totalidade
no século XIX. Curvas e superficies sao objectos que qualquer pessoa pode ver, e muitas
das questoes que podem ser levantadas sobre estes objectos sdo ébvias e naturais. A geo-
metria diferencial preocupa-se com a formulacao matematica de algumas dessas questoes

e em tentar encontrar respostas para elas, usando as técnicas do célculo diferencial.
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Num primeiro capitulo dedicamo-nos ao estudo das curvas. Num segundo (e iltimo)

capitulo estudamos a teoria local das superficies.

Muitos dos conceitos bésicos das curvas planas foram introduzidos por C. Huy-
gens (1629-1675) na obra Horologium Oscillatorium de 1667, um trabalho devotado
a concepcao tedrica de relégios de péndulo. Huygens obteve os seus resultados por
métodos puramente geométricos e foi mais tarde Newton quem, em 1736, na obra Geo-
metria Analytica, primeiro empregou os métodos do calculo infinitesimal nesta area.
Os primeiros passos na geometria diferencial no espaco foram dados por Clairaut no
trabalho Recherche sur les Courbes a Double Curvature (1731), um trabalho que trata
simultaneamente de curvas e superficies. O instrumento decisivo para o estudo das cur-
vas, o chamado triedro mdvel de Frenet-Serret, foi introduzido por Michel-Anye Lancret
(1774-1807), um estudante de Monge, em 1806.

As origens da geometria diferencial de superficies remontam ao século XVII, com
o estudo das geodésicas, isto é, curvas, de comprimento minimo, numa superficie (na
altura, na superficie esférica, pelas aplicagoes na navegacao). Em 1697 Jean Bernoulli
(1667-1748) colocou o problema de determinacao da curva mais curta ligando dois pon-
tos numa superficie convexa. Em 1698 Jacques Bernoulli (1655-1705) determinou as
geodésicas nos cilindros, cones e superficies de revolugao. A forma geral das equagoes
das geodésicas numa superficie foi obtida por Euler em 1728. Foi Euler quem deu bases
sélidas a teoria das superficies em Recherches sur la Courbure des Surfaces (1760), onde
introduziu as chamadas curvaturas principais de uma superficie num ponto. Em 1827
Gauss publicou o seu famoso trabalho fundamental sobre superficies, Disquisitiones gen-
erales circa superficies curvas (Comm. Soc. Gottingen Bd 6, 1823-1827) [5], no qual
introduziu uma nova medida de curvatura, a curvatura total (hoje chamada curvatura
gaussiana) de uma superficie. Gauss provou que a curvatura total de uma superficie
num ponto é o produto das curvaturas principais de Euler nesse ponto. Melhor ainda,
descobriu uma propriedade fenomenal da curvatura total: suponhamos que a superficie
é feita de algum material flexivel mas nao eldstico, de modo que possa ser modelada
em diferentes formas sem rasgoes ou estiramentos; durante este processo de deformagao
(continua), em cada ponto, as curvaturas principais alteram-se mas o seu produto, ou
seja, a curvatura total, ndo! isto mostra que duas superficies com diferentes curvaturas
gaussianas sao intrinsecamente distintas, pois nunca poderemos levar uma a coincidir
com a outra por simples deformagoes destas (sem rasgoes). Por exemplo, uma regiao de
uma superficie esférica nunca pode ser planificada ou mesmo distorcida numa superficie
esférica de raio diferente. Portanto, a curvatura gaussiana é uma medida intrinseca
da curvatura de uma superficie, no sentido em que nao depende do modo como a su-
perficie estda mergulhada no espaco tridimensional. Foi este facto que conduziu mais

tarde Riemann a generalizagoes muito abstractas da ideia de geometria.

Nestas notas tentamos seguir sempre a abordagem mais directa e simples a cada
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resultado, mantendo sempre os pré-requisitos no minimo possivel. Esta parece-nos ser
a abordagem certa para um primeiro estudo da geometria diferencial, motivando os

conceitos e os problemas e fundamentando a intuicao.

Pré-requisitos

Conhecimentos bésicos de Analise e Algebra Linear (incluindo matrizes e determi-
nantes).
Capitulo I: O espaco euclidiano R™ (a estrutura de espaco vectorial de R™, produto
escalar, produto vectorial, produto misto, norma euclidiana); Fungoes vectoriais de
variavel real (limites, continuidade, diferenciabilidade, integrabilidade).
Capitulo II: O espago métrico R™ (distancia euclidiana, bolas abertas, abertos, conexos,
subespagos métricos de R™); Fungoes vectoriais de varidvel vectorial (continuidade e

diferenciabilidade em R"™).

Material de estudo

Além destes apontamentos recomendamos:

e M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall,
1976. (53C/CAR)!

O. Neto, Tépicos de Geometria, Universidade Aberta, 1999. (51N/NET)

A. Pressley, Elementary Differential Geometry, Springer, 2001. (53-01/PRE)

e A. Goetz, Introduction to Differential Geometry, Addison-Wesley, 1968. (53-
01/GOE)

O livro

e A. Gray, S. Salamon e E. Abbena, Modern Differential Geometry of Curves and
Surfaces with Mathematica, CRC Press, 3* Edigao, 2006. (53-01/GRA)

contém intimeros exemplos, com ilustracdes, de curvas e superficies em R3.
Muitas das figuras incluidas nestes apontamentos podem ser manipuladas e vistas

com mais pormenor (e de outros angulos) em

www.mat.uc.pt/“picado/curvsup/praticas.html

!Entre parénteses indica-se a cota do livro na Biblioteca do DMUC.
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Podem ser encontradas mais informacgoes sobre a disciplina (incluindo os sumérios

das aulas tedricas, algumas notas histéricas, etc.) em

www.mat.uc.pt/ picado/curvsup
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Curvas em R?

1. Preliminares

O espago euclidiano R"

Consideremos o conjunto
R"™ = {(x1,22,...,2y) | z; € Rparai=1,2,...,n}

constituido por todas as sequéncias ordenadas de n nimeros reais. Os seus elementos
(x1,x2,...,2y) sao denominados pontos de R™ e os nimeros reais 1, 2, . . . , T, dizem-se
coordenadas (ou componentes).

Este conjunto munido das operagoes (vectoriais) adi¢ao

R™ x R™ — R™
(@15 mn), (1,5 0m)) = (@1 4+ Y15 0+ Yn)

e multiplicacdo escalar

R x R"™ — R"™

(o, (1.0 ) — (axy,...,0m)

é um espago vectorial (real) de dimensao n. Por isso os elementos de R™ dizem-se também
vectores (usaremos a notacao ¥ = (x1,x2,...,%,) para denotd-los) e os nimeros reais,
escalares.

E ainda possivel definir a aplicacao

R™ x R* —s R
(Z,9) +— @Y =z 4+ + Tpyn.

Esta aplicagao chama-se produto escalar. Trata-se de um produto interno em R™,

visto satisfazer os axiomas de definicao de produto interno:
(1) VZe R*"\ {0} (Z]|Z)>0;

@) Vi, geR" (7|9 =(]D);

<y

(3) VZ,i,ZeR" Vo, e R (af+ | 2) = (T | 2) + B(7 | 2).
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Portanto, estando em R"™ definido um produto interno, R™ é um espaco euclidiano
(de dimensao n). Claro que se podem definir outros produtos internos em R™. Este
que aqui definimos é normalmente designado por produto escalar ou produto interno

canonico.

Observagao: Embora estas nogoes abstractas de espago vectorial e espago euclidiano
estejam aparentemente divorciadas da geometria, os vectores e as operagoes vectoriais
(adigao, multiplicagao escalar, produto escalar) tém uma interpretacao (representagao)

geométrica interessante em espagos de dimensao < 3.

Estando em R"™ definido um produto interno, é possivel associar-lhe uma norma, dita

norma euclidiana:

Rn

— R
= (z1,...,2n) +— (Z|2)

=azi+- -+l

N

Assim sendo, diz-se que R™ é um espaco normado. A imagem de um vector x por
esta fungao chama-se norma de x e representa-se por ||z|.

Esta aplicagao assim definida satisfaz, de facto, os denominados axiomas de norma:
(1) vZe R"\{0} |[Z]| > 0;
(2) VZeR" VaeR |aZ| = |of||Z];
@) vZ,geR" |7 +g| <|Z] + (171
Note-se que em R” se podem definir outras normas, isto é, outras aplicagoes de R™
em R satisfazendo os axiomas (1), (2) e (3) de norma. Apenas trabalharemos, contudo,

com a norma euclidiana ||z|| = (z | x)%
O produto escalar e a norma euclidiana satisfazem ainda as seguintes propriedades:
o (Z|9) = [IZ]| |71 cos £(Z, 7);
o [|Z]] =17l < [lZ — 7l
Trabalharemos ainda com o produto vectorial
R¥xR3 — RS

(Z,9) > TAY

i 7 k
TANY=| 21 T2 =3
Yyr Y2 Y3

ngLd o Eag Ly 17 xgl = (127l sind
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e com o produto misto

RExR3 xR} — R
(7,9, Z) — [7,9,2] = (TG 2),

xr1 T2 X3
[Z,0,2] = (ZANY|2)=| 1 v2 u3

Z1 22 23
12, 9, 21| = ||Z][||4]][|]] sin 6 cos ¢

o [7,4,2] = (Z |y 2);

o [Z,7,Z] =0seesdsel §e Zsao linearmente dependentes.

Funcgoes vectoriais de variavel real

O conceito de fungao vectorial de varidvel real serda fundamental no nosso estudo.

Seja I um intervalo de R. Uma aplicagao f : I — R"™ diz-se uma funcao vectorial
de varidvel real. Nesta defini¢cdo I poderd ser um qualquer dos intervalos [a, b, [a,b) (b
podendo ser +00), (a,b] (a podendo ser —o0) ou (a,b) (a podendo ser —oo e b podendo
ser 4+00).

Estas fungoes chamam-se funcoes vectoriais de variavel real porque, de facto, asso-

ciam a cada real t € I um vector f(t) de R™.

Se considerarmos para i = 1,2,...,n as projecgoes
II; : R"™ — R
(.7}1,%'2,...,.%'”) — Z;

e denotarmos por f; a composi¢ao Il; o f : I C R — R, podemos escrever f(t) =
(f1(t), fa(t), ..., fu(t)). Isto significa que cada funcao vectorial de varidvel real f origina
n funcoes reais de variavel real f1, fa,..., fn, cujos valores em ¢ sdo as componentes de

f(t). Indicaremos este facto utilizando a notagao

f:(f17f27"'7fn)

e chamaremos a f; a i-ésima componente de f.
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Os conceitos de limite, derivada, integral e continuidade de fungoes reais de variavel

real podem ser estendidos as fungoes vectoriais de variavel real:

LIMITES

Definicao 1.1. Sejam f : I C R — R" uma funcao vectorial de variavel real e ty um
ponto aderente de I. Diz-se que lim;_, f(t) = U se, para todo € > 0, for possivel

determinar § > 0 tal que
(teled<|t—ty <d)=|ft)—1u] <e

Se tivermos presente a nogao de limite de uma funcao real de varidvel real a seguinte

proposicao tem demonstracao imediata:

Proposicao 1.2. Sejam f = (f1, fo,..-, fn) : I TR — R"™, ty um ponto aderente de I

et = (u1,u,...,u,) € R". Entdo lim;_, f(t) = U se e s6 se limy_yy, fi(t) = u; para
1=1,2,...,n. ]
CONTINUIDADE

Definicao 1.3. Seja f : I C R — R"™ e tg € I. Diz-se que f é continua em ty se
limgyy, f() = f(to)-
A fungao diz-se continua no intervalo J C I se for continua em todos os pontos de

J.

Atendendo & Proposigao 1.2 é 6bvio que f = (f1, fa,..., fn) é continua em tg se e s6
se, para cada i € {1,2,...,n}, f; é continua em .

Sao igualmente vélidos, como no caso das fungoes reais de varidvel real, os teoremas
relativos a continuidade da soma de fungoes vectoriais continuas, do produto de uma
funcao escalar continua por uma funcao vectorial continua e dos produtos escalar e

vectorial de fungoes continuas.

DIFERENCIABILIDADE

Definigao 1.4. Sejam f: I CR — R" ety € I. A funcao f diz-se diferencidvel em t

se existir o limite
f(t) — f(to)

t—to t— t()

A este limite chama-se derivada de f em ty e representa-se por f’(tp).

Note-se que a razao incremental =——=* ¢é o produto do vector f(t) — f(to) pelo
escalar %
0

f)—f(to)
t—to
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Se f = (f1, f2,--, fn), como
f) = f(to) _ (fl(t) — fi(to) fa(t) — fa(to) fu(t) — fn(to))

t—to t—to | t—ty 7 t—1,
entdo, atendendo & Proposicao 1.2, f é diferencidvel em ¢y e f'(to) = (u1,ug, ..., uy,) se
e s6 se, para cada i € {1,2,...,n}, f; é diferencidvel em to e f!(to) = u;.

Se f é diferenciavel em todos os pontos de um intervalo Iy C I diz-se que é diferen-
cidvel no intervalo I e a derivada f’ é uma funcao vectorial definida neste intervalo e
poderemos escrever

ff h — R»
t — f(t).

Admitamos que a funcao f’ assim definida é diferencidvel num intervalo Iy C I1. A

derivada de f’ em cada ponto ty de I serd, por definicao, o limite

o 110 = f(t0)

t—to t—1o
e designa-se por sequnda derivada da funcao vectorial f, ou derivada de sequnda ordem,
e representa-se por f”(t) ou f(t). Portanto f? : ¢ — f)(t) é uma funcio vectorial
definida em I5.

Se as sucessivas condigoes de diferenciabilidade forem satisfeitas poderemos definir a
terceira derivada, a quarta derivada, etc. A derivada de ordem n de f, que denotaremos
por f( ¢ definida por f (n=1)" " sendo ela prépria uma funcao vectorial:

f™: ,CR — R®
t o fO).
Definicao 1.5. Uma funcao f : I C R — R" diz-se suave se é infinitamente diferen-
cidvel, ou seja, se todas as derivadas f', f”, f"”,--- existem (em particular, sdo conti-
nuas).
Proposicao 1.6. Sejam f: 1 CR - R eg: Iy CR — R" tais que f(I) C Iy, f €

diferenciavel em ty e g € diferenciavel em f(tg). Entao go f é diferencidvel em ty e

(go f)(to) = f'(to)g'(f(to))-

Demonstracao: Como g = (g1,92,...,9n) ¢é diferencidvel em f(ty), cada g¢; (i =
1,2,...,n) é diferencidvel em f(ty). Recordando o resultado da derivada da fungao
composta para funcoes reais de varidvel real podemos concluir que cada g; o f é dife-
rencidvel em ty e que (g; o f)'(to) = f'(t0)g.(f(to)). Consequentemente, como go f =
(grof,...,gnof), go f é diferencidvel em t( e

(g0 f)(to) = ((g10f)(to),---,(gno f)(to))
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INTEGRABILIDADE

Definicao 1.7. Uma fungao f = (fi, fo,..., fn) : [a,b] — R™ diz-se integrdvel em [a, D]

se cada f; (i = 1,2,...,n) for integravel em [a,b] e define-se fff(t)dt como sendo o

vector (fab fi)dt, [P fa(t)dt, ..., [P fn(t)dt>.

Para terminar listemos as propriedades do integral que utilizaremos ao longo do

Ccurso:

(1) [, (f@) +g@)dt = [} f(t)dt + [ g(t)dt;
[Pef(tydt = c [0 f(t)dt.
(2) Para cada ¢ € [a,b], [ f(t)dt = [ f(t)dt + [ f(t)dt.
(3) Para cada v € R”, [°|jv]ldt = || [2vdt].
(4) Se f é integravel em [a, b] entdo

I fa) — R
t = @l
é integrével em [a, b] e

b b
I [ swar < [C1sw)ae

(5) Se f é continua em [a,b] entao é integrdvel em [a,b] (porque nesse caso cada

componente de f é continua em [a, b] logo é integravel em [a, b]).

(6) [Primeiro Teorema Fundamental do Célculo Integral] Seja f : I — R”
continua em [a,b] C I. Para ¢ € [a,b] defina-se A : [a,b] — R” por A(z) =
[ f(t)dt. Entéo, para cada z € (a,b), A'(x) existe e é igual a f(z).

(7) [Segundo Teorema Fundamental do Calculo Integral] Seja f : I — R”

continua no intervalo aberto I e seja F' uma primitiva de f em I. Entao, para
quaisquer ¢, d € I, fcd f(t)dt = F(d) — F(c).

Exercicios

1.1. Mostre que o produto escalar e a norma euclidiana em R" satisfazem as seguintes pro-
priedades, para quaisquer Z,%,2 € R" e o, 5 € R:

(a) (Z|Z) >0sed#0.

(b) (Z]9) = (7] 7).
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(d

f
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)
)
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(f)
)
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(a+ By | Z) = a(Z | Z) + B(7 | 2).
IZ]] > 0 se & # 0.

[zl = le[|Z]].

12+ 71l < 2| + (||

(@ | §) = [IZ]] |7]] cos £(Z, 7).

12 = 191 < [l= — 4]

1.2. Em R? considere uma base ortonormada (;, j, l;) com orientagao positiva. Dados dois

vectores T e i defina o produto vectorial £ A ¢ usando o determinante simbdlico cuja primeira

linha é i j k sendo a segunda e terceira formadas, respectivamente, pelas coordenadas de Z e .

IAT
i j ok
ng: r1 X9 I3
Y1 Y2 Y3

O objectivo das alineas seguintes é mostrar que o produto vectorial & A ¢ ndo depende da

base, nas condigoes anteriores, que se fixa.

(a)
(b)

S 2 22y 2 L2
Prove que | ZA 7|7 = Z || 7" — (Z]7)".
Prove que se & e i s@o ndo nulos entdo | ZAY ||=|| & ||| ¥ || sin b, sendo § o angulo formado
por & e .
Prove que (ZAY|Z)=(ZAY|¥) =0, peloque ZAY L ZeZANY LY.
Mostre que, sendo Z A ¢ # 0, entdo (Z,¥,Z A ) é uma base ordenada que determina a
mesma orientagao que (i, 7 l;)
Mostre que £ Ay = 0 se e 86 se £ e ¢ sdo linearmente dependentes.
Considerando (z7 , j_7, k?’) outra base ortonormada com a orientacdo usual de R3, defina

Z X i de forma andloga a Z A §. Mostre que TA§ =T X 7.

1.3. Prove que o produto misto

satisfaz as seguintes propriedades:

(a) [fagvg]: Yy Y2 Y3

REXR}xR? — R
(Z,7,2) — [T,9,2] = (TAY] 2),

1 T2 I3

21 %2 %3

(b) [fa _072] = (f | 37/\5)

(¢) [#,4,Z] =0 seesdsel, ie Zsdo linearmente dependentes.

)
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2. Que é uma curva?

Vamos comecar por discutir duas formulacdes matemdticas da nocao intuitiva de curva.
Daremos alguns exemplos de curvas de cada tipo e modos prdticos de passar de um tipo

para o outro. De sequida, comecaremos o nosso estudo de curvas em R3. 2

Ja todos temos uma ideia, pelo menos intuitiva, de curva. Quando questionado
para dar um exemplo de uma curva, o leitor pode dar uma linha recta, por exemplo
y — 2z = 1, ou uma circunferéncia, por exemplo 2 4+ y? = 1, ou talvez uma parabola,

por exemplo y — z2 = 0.

y—2z=1 ?+yt=1 y—z°=10

Todas estas curvas sao descritas por meio da sua equagao cartesiana f(x,y) = ¢,
onde f é uma funcao de x e y e ¢ é uma constante. Deste ponto de vista, uma curva é

um conjunto de pontos
C = {(z,y) eR?*| f(z,y) = c}. (2.1.1)

Estes exemplos sao todos de curvas no plano R?, mas podemos também considerar curvas

em R3. Por exemplo, o eixo OX em R? é a recta dada por
{(@,y,2) eR’ |y = 2 =0},
e, mais geralmente, uma curva em R? pode ser definida por um par de equacoes

fl(x7y7 Z) = (1, f2(x7y72) = C2.

Curvas deste tipo sao chamadas curvas de nivel (pois, por exemplo, a curva em (2.1.1)
é o conjunto de pontos (z,y) do plano nos quais a quantidade f(z,y) atinge o “nivel”
c).

Existe um outro modo de pensar numa curva, mais util em muitas situagoes. Consiste

em olhar uma curva como o caminho tracado por um ponto a mover-se no espaco R3.

2Para uma abordagem mais completa e uma perpectiva histérica sobre o desenvolvimento da nocéo
de curva consulte o pardgrafo 25 do Cap. I (pp. 128) e o pardgrafo 20 do Cap. IV (pp. 194) de [1],

onde fomos buscar o titulo desta secgao.
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Portanto, se (t) é o vector de posi¢ao do ponto no instante t, a curva é descrita por
uma funcdo v de um parametro escalar ¢ com valores no espaco vectorial R? (caso a
curva seja plana) ou em R3. Usamos esta ideia para dar a primeira definicio formal de
curva em R" (s6 nos interessam os casos n = 2 e n = 3, mas é conveniente tratar ambos

os casos simultaneamente):

Definicao. Uma curva parametrizada em R™ é uma funcao v : I — R™ definida num
intervalo I de R. A imagem ~v(I) de uma curva parametrizada v chamamos trago (por

vezes também apelidada de rasto ou caminho da curva).
Em geral, o dominio I da curva pode ser um intervalo de qualquer tipo.

Uma curva parametrizada cujo trago esteja contido numa curva de nivel C' diz-se
uma parametrizacao de (parte de) C. Os exemplos seguintes ilustram como passar de

curvas de nivel para curvas parametrizadas.

Exemplos 2.1. (a) Determinemos uma parametrizaciao 7(t) da pardbola y = 22. Se

v(t) = (71(t),72(t)), as componentes 1 e 2 de v devem satisfazer
2(t) = m(t) (2.1.2)

para todos os valores ¢ do intervalo I onde v estd definida (ainda por decidir), e de tal
modo que todo o ponto na pardbola é igual a (v1(t),v2(t)) para algum ¢t € I. E claro que
existe uma solugdo dbvia para a equacio (2.1.2): considere v;(t) = t, Y2(t) = t2. Para
obtermos todos os pontos da pardbola devemos permitir que ¢ possa tomar qualquer
valor real (pois a primeira coordenada de «(t) é justamente ¢ e a coordenada no eixo
OX de um ponto da pardbola pode ser qualquer nimero real), pelo que temos de tomar

I = (—00,00). Portanto, a parametriza¢ao procurada é

v :(—00,00) — R?
t = (t,t2).

Mas esta nao é a unica parametrizacao da pardbola. Outra escolha possivel é v(t) =
(t3,%) com I = (—o0,00). Portanto, a parametrizacio de uma dada curva de nivel nio

é necessariamente unica.

(b) Tentemos agora a circunferéncia x2 + % = 1. E tentador considerar 2 = ¢ como no
exemplo anterior e, consequentemente, y = v/1 — t? (também podiamos considerar y =
—v/1 —t?). Mas isto define s6 uma parametrizacao da metade superior da circunferéncia,
uma vez que V1 —t2 é sempre > 0. Analogamente, se tivessemos considerado y =
—v/1 — t2, obterfamos somente uma parametrizacao da metade inferior da circunferéncia.

Se queremos uma parametrizacao de toda a circunferéncia, teremos que pensar um

pouco mais. Precisamos de fungoes v, e 72 tais que

Nt +72(t)’ =1 (2.1.3)
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para qualquer t € I, e de tal modo que todo o ponto na circunferéncia é igual a
(71(t),72(t)) para algum ¢ € I. Existe uma solugao 6bvia para a equagao (2.1.3):
71(t) = cost e yo(t) = sint (pois cos?t + sin?t = 1 para qualquer t). Podemos tomar
I = (—o00,00), embora tal seja desnecessdrio; bastard um intervalo aberto de compri-

mento maior (ou igual, caso o intervalo seja semi-aberto) que 27.

O exemplo seguinte mostra como passar de curvas parametrizadas para curvas de

nivel.

Exemplo 2.2. Consideremos a curva parametrizada (chamada astréide) definida por
v(t) = (cos® t,sin®t) e I = R. Como cos?t + sin?t = 1 para qualquer ¢, as coordenadas

x = cos®t, y = sin® ¢ do ponto 7(t) satisfazem 2%/% 4+ 42/ = 1. A curva de nivel
C={(z,y) eR* | &* 44/ =1}
coincide com o traco de 7.

E importante compreender a importancia da definicdo de curva como uma fungao
de um parametro ¢ e perceber a distin¢ao entre curva (parametrizada) e traco da curva.
Por exemplo, suponhamos que uma formiga caminha de um ponto A até um ponto B e
que, num mero exercicio académico, vamos marcando em cada instante ¢, com o niimero

t, a sua posigao (comegando com ¢t =0 em A):

Quando a formiga chegar a B teremos tracado o caminho por ela percorrido. O

mesmo efeito pode ser conseguido se seguirmos o rasto de uma lesma:
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Existe no entanto uma diferenga significativa. Olhando para o rasto da lesma nao
poderemos dizer se ela esteve parada durante algum tempo nalgum ponto; tdo pouco
poderemos dizer alguma coisa sobre se, nalgum troco do caminho, o percorreu varias
vezes (para tras e para a frente).

E por estas razoes que em Geometria Diferencial se estd mais interessado na funcao
t — posicao da formiga no instante ¢ (2.2.1)

do que no caminho sem a sua evolugao ao longo do tempo, isto é, na imagem da fungao
(2.2.1). Para dar um exemplo explicito, suponhamos que a viagem da lesma era descrita
pela correspondéncia

t — (cos2mt,sin2nt)  (t € [0,1]).

O rasto que ela marcaria seria o da circunferéncia de raio 1
2, _
{zr e R®: ||z|| =1}

que ¢ indistinguivel do rasto que deixaria se o caminho percorrido fosse descrito pela
correspondéncia
t — (cosdnt,sindnt) (¢ € [0,1])

ou
t — (sin27t,cos2nt) (¢t € [0,1]).

E por isso que em Geometria Diferencial adoptamos para definicao de curva o con-
ceito de curva parametrizada, ou seja uma funcio v : I — R3. Assumimos, além disso,
por razoes 6bvias, que a fungao v é continua. Mas isso nao chega. Com efeito, nao serd

surpresa para ninguém que as seguintes figuras sejam exemplos de imagens de fungoes

or @ &y

Existe contudo um facto desconcertante sobre estas funcgoes que estraga muita da

continuas I — R3:

nossa intuicao: a figura seguinte também é um exemplo de imagem de uma destas

funcoes.
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Com efeito, em 1890 Peano apresentou um exemplo de uma fungao continua de [0, 1]
em R? (a que hoje se chama Curva de Peano) cuja imagem preenche todo o quadrado
0 < z,y <1, o que sai evidentemente fora do dmbito do nosso conceito intuitivo. Em
1915, Sierpinski construiu outros dois exemplos famosos de imagens continuas planas
do intervalo [0,1]. Na figura seguinte podem ver-se os graficos destas duas curvas, ou

melhor, de aproximacgoes destas duas curvas:

O0oOoOoOooooaoa0o
DDD Dl:ID DI:lD
0D oooooOoaGoao
O 0o g O 0o o
DDD DDD
o o ad O o o
OO O ooo oaogoaa
o[ Jo o] Jo o] o
OO0 ooo oo a

Estes exemplos mostram que teremos que impor as curvas condigoes adicionais, além
da continuidade, de modo a excluirmos as curvas de Peano e a nos mantermos perto da
intuicao inicial. Dizemos que uma curva parametrizada v é suave se v é uma funcao

suave, ou seja, se todas as derivadas 7/,+",~"”, - - existem.

A partir de agora, salvo mengao em contrdrio, quando usarmos a palavra “curva”

estaremos a referir-nos a curvas parametrizadas suaves.

Definigdo. Seja v : I — R? uma curva e t € I. A 4/(t) chamaremos vector tangente de

~ no ponto y(t).

Para compreendermos a razao desta terminologia, notemos que o vector
V(t 4 0t) —~(¢)
ot
é paralelo a corda ligando os pontos (t) e y(t + dt) do trago C de :

~(t + 6t)

v(t)



14 CURVAS EM R3

E claro que, a medida que dt tende para zero, a corda se torna paralela a tangente

a C' em v(t). Portanto, a tangente deverd ser paralela a

O seguinte resultado é intuitivamente claro:

lim
6t—0

Proposicao 2.3. Se o vector tangente a uma curva vy € constante, o trago de vy é (parte

de) uma recta.

Demonstragao:  Suponhamos que 7/(t) = v para qualquer ¢, sendo v um vector

constante. Entao, integrando componente a componente, obtemos

y(t) = /fy’(t)dt = /vdt:tv+w,

onde w é outro vector constante. Se v # 0, isto é a equacao paramétrica da linha recta

paralela a v e passando pelo ponto cujo vector de posicao é w:

ty v(t)

0

Se v = 0, o trago de v é um tnico ponto (nomeadamente, o ponto cujo vector de posi¢ao

éw). [

Defini¢ao. Chama-se recta tangente & curva v no ponto v(t) a recta determinada pelo

ponto (t) e pelo vector tangente +'(t).

Portanto, a equagao cartesiana da recta tangente é
{PeR3|3INER: P=~(t) + (1)}

Um dos primeiros problemas que se colocam no estudo de uma curva é como definir
o seu comprimento. Para encontrar tal formula, notemos que se 0t é muito pequeno, a
parte do traco de v entre v(t) e y(t + dt) é praticamente uma linha recta, pelo que o seu

comprimento é aproximadamente

Iyt +0t) =~ (@)l

Novamente porque dt é pequeno, (y(t + dt) —~(t))/dt é aproximadamente igual a v'(t),

pelo que o comprimento é aproximadamente

I (t)lat. (2.3.1)
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Se queremos calcular o comprimento de uma parte do trago de v (nao necessariamente
pequena), podemos dividi-la em segmentos, cada um dos quais correspondendo a um
pequeno incremento dt em ¢, calcular o comprimento de cada segmento usando (2.3.1),
e adicionar tudo. Considerando dt a tender para zero, deveremos entao obter o valor

exacto do comprimento. Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao. Dizemos que o comprimento de arco de uma curva -y a partir do ponto 7(to)

é a funcao s definida por

s(t) = t 1" (w) | du.

Exemplo 2.4. Para a espiral logaritmica

iz
\J

N

definida por () = (el cost, et sint) (¢t € [0, +0o0)), temos

v (t) = (et(cos t —sint), e!(sint + cos t))

|7/ ()[|* = e*(cost — sint)? + e*(sint + cost)? = 2e*.
Logo, o comprimento de arco de « a partir do ponto v(0) = (1,0), por exemplo, é dado

por

s(t) = /Ot V2e2udy = /2(e! — 1).

Como .
ds d ,
— = — du = ||7/(t
= i 1l =),
se pensarmos em 7y(t) como sendo a posi¢ao de um ponto mével no instante t, ds/dt é

a velocidade do ponto. Isto motiva a seguinte defini¢ao:
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Definigao. Seja v : I — R? uma curva. A velocidade de v no ponto (t) é o niimero
real v(t) = ||7/(t)||. A curva ~y diz-se parametrizada por comprimento de arco se v(t) = 1

para qualquer t € 1.

Veremos ao longo deste capitulo muitas féormulas e resultados sobre curvas que
tomam uma forma mais simples quando a curva estd parametrizada por comprimento
de arco. A razao para esta simplificacdo deve-se a seguinte proposicao, que serd muito

util na secgao seguinte, onde estabelecemos toda a teoria de Frenet-Serret.

Proposicao 2.5. Em qualquer curva ~ parametrizada por comprimento de arco,
(Y ()| (t)) = 0 para qualquer t, isto €, ou " (t) = 0 ou v"(t) é perpendicular a (),

para qualquer t.

Demonstracao: Como a curva estd parametrizada por comprimento de arco, temos

1= [7®)|? = (¥ (t)|Y(t)) para qualquer t. Por derivacio relativamente a ¢ obtemos
(V'O () + (' (®)]7"(2)) = 0, ou seja, 2(y"(£)[7(¢)) = 0. m

Observamos nos Exemplos 2.1 que uma dada curva de nivel pode ter diversas para-

metrizacoes. Serd importante compreendermos a relacao entre elas.

Definigao. Chama-se mudanca de parametro a uma bijecgao A : J — I entre intervalos
de R, que é suave bem como a sua inversa A~
Seja v : I — R3 uma curva. A composicao ¥ = vy o A de v com uma mudanca de

parametro chama-se reparametrizacao de ~.

Rn
7(t)
0
F=7y0A\ 0
A
T
J I
(o, g O (e, < O
r=\"1 (t) 2L t
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Exemplo 2.6. No Exemplo 2.1(b) obtivemos a parametrizacao 7y (t) = (cost,sint) para
a circunferéncia 22 + y? = 1. Outra parametrizacio é 5(t) = (sint, cost). Para vermos
que 4 é uma reparametrizacao de -y, temos que encontrar uma mudanca de parametro

A tal que (cos A(t),sin A(t)) = (sint,cost). Uma solugao possivel é \(t) = /2 —t.

Observagoes 2.7. (a) Como a inversa de qualquer mudanca de parametro ainda é uma
mudanca de parametro, se a = o A é uma reparametrizacao da curva -y, também y é
uma reparametrizacao de .

(b) E evidente que duas curvas que sao reparametrizacoes uma da outra tém o mesmo
traco, pelo que terao as mesmas propriedades geométricas.

(¢) Em qualquer mudanca de parametro A\ : J — I, os intervalos I e J s@o do mesmo
tipo (isto é, sdo simultaneamente abertos, fechados ou semi-abertos). A justificagao

desta afirmagcao reside no seguinte facto:

Se X : I — R € continua e injectiva entao € estritamente crescente ou estritamente

decrescente.

(d) Uma bijecgao suave X : J — I é uma mudanga de parametro se e s6 se ' nunca
se anula. Com efeito, se A é uma mudanca de pardmetro, como A\~ o A = id, temos
(A to)) =1 (A Y (A)N(t) =1 para qualquer ¢ € .J, o que implica N (t) # 0 para
qualquer ¢t € J. Quanto a implicacao reciproca veja o Exercicio 2.15.

O facto de X' nunca se anular implica que X (t) > 0 para qualquer t € J ou X'(t) < 0
para qualquer ¢ € J. No primeiro caso diz-se que A preserva a orientacao, e no segundo

caso que inverte a orientac¢ao.

E claro que esperamos que o comprimento de arco seja uma propriedade geométrica
e, portanto, que nao dependa da parametrizacdo. A seguinte proposicao confirma-nos

isso mesmo:

Proposicao 2.8. Seja 8 : [c,d] — R® uma reparametrizacdo da curva o : [a,b] — R3.

Entao os comprimentos de o e 3 coincidem.

Demonstragao: Seja A a mudancga de parametro tal que f = a o A. O comprimento

de arco, ¢(8), de 8 em [c,d] é igual a

9= [ 1801a= [ woowola= [ weon Ko

Se N'(t) > 0 para qualquer ¢, temos

/ o/ () |V (£t = / o/ ()]l ds = (),

fazendo a mudanga de varidvel u = A(t). Caso contrario, se X'(t) < 0 para qualquer ¢,

/ o/ DI (1)t = / o/ (w)lldu = e(a). .

temos
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Como ja observamos, o estudo de uma curva simplifica-se quando ela estd parametri-
zada por comprimento de arco. Serd portanto importante conhecer que curvas admitem

reparametrizacoes por comprimento de arco.

Defini¢gao. Um ponto 7(t) de uma curva v é um ponto regular se v'(t) # 0; sendo diz-se

ponto singular de v. Uma curva é regular se todos os seus pontos sao regulares.

Antes de mostrarmos a relagao entre regularidade de uma curva e existéncia de
reparametrizagoes por comprimento de arco dessa curva, notemos uma propriedade sim-

ples das curvas regulares.
Proposigao 2.9. Qualquer reparametrizacao de uma curva reqular € reqular.

Demonstragao: Seja ¥ = 7 o A uma reparametrizacdo de uma curva regular ~.
Derivando ambos os membros daquela igualdade obtemos 7'(t) = ~'(A(t)) N (t). Como

N nunca se anula, estd provado. [

Teorema 2.10. Uma curva possui uma reparametrizacao por comprimento de arco se

e so se € regular.

Demonstracao: Em primeiro lugar, suponhamos que uma curva v : I — R3 possui
uma reparametrizacao por comprimento de arco ¥ : J — R3. Entao ¥ = 4 o \ para
alguma mudanca de parametro A : I — J. Daqui segue que, para qualquer t € I,
Y (t) = Y (A1))N(t). Logo +/(t) nunca se anula (pois ¥, estando parametrizada por
comprimento de arco, satisfaz ||3/(t)|| = 1 para qualquer ¢ € J, e A é uma mudanca de
parametro).

Reciprocamente, seja v : I — R? uma curva regular e seja tg € I. Definamos

s: I — R por
t
st)= [ 7 (W) du.
to
Trata-se de uma funcao diferenciavel:
s:I — R
t o= @Ol

Como v é suave, é evidente que s’ é suave. Portanto s é suave. A regularidade de
~ implica s’ > 0. Logo s é crescente e, portanto, é injectiva. Designemos por J a
sua imagem s(I). Obtemos deste modo uma bijeccao s : I — J que é uma funcao
suave. Uma vez que s’ nunca se anula, podemos concluir pela Observacao 2.7(d), que
1

st 1 J — I é uma mudanca de parametro. Finalmente a composicdo v o s~ ! é uma
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reparametrizagao de v por comprimento de arco. De facto:

Iyos™ O = I @' (s @)l

(s O (s~ )
S SR

1 /(g1
ey e ol

= 1

Exemplo 2.11. Para a espiral logaritmica (t) = (e’ cost, e’ sint), vimos no Exemplo
2.4 que |7/ (t)]|?> = 2¢?!. Este nimero nunca é zero, pelo que v é regular. Vimos também

que o comprimento de arco a partir de v(0) = (1,0) é dado por s = v/2(e! — 1). Entdo

S

S S S
Y(s) = ((—= + 1) cos(In(— + 1)), 4+ 1)sin(In(— + 1
3(9) = (5 + D eos(in(J5 + 1), (5 + 1 sin(in( 5+ 1))
dé-nos uma reparametrizagdo por comprimento de arco de 7.

Embora qualquer curva regular, como acabamos de ver, possua uma reparametri-
zacao por comprimento de arco, pode ser muito complicado, ou mesmo impossivel,
determinar explicitamente essa reparametrizacdo. Com efeito, dois tipos de obstdculos

se nos poderao deparar:

(1) Em primeiro lugar, pode néo ser possivel exprimir o integral
t
!/
s(t) = t 17 (w)]|du
0

em termos de funcoes familiares como logaritmos e exponenciais, fungoes trigonométri-

cas, etc. Por exemplo, se 7 é a elipse dada por 7(t) = (2sint, cost) entao

17 (u)|| = Vacos?u + sin?u = 24/1 — 3/4sin? u.

Como /1 — 3/4sin? u ndo possui primitiva imediata, o integral fg |7/ (u)||du ndo pode
ser calculado directamente pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral. (E um

exemplo de integral eliptico.)

Um outro exemplo deste tipo é a curva dada por y(t) = (¢,t2,13), —00 < t < cc.
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Temos +/(t) = (1,2t,3t%), [/ (t)|| = /1 +4t2,9t*. Como +'(t) nunca se anula, v é
regular. O comprimento de arco a partir de v(0) = (0,0,0) é

t
s(t) = / V1+4u? 4+ 9u? du,
0

um outro exemplo de integral eliptico.

(2) Em segundo lugar, mesmo que se consiga determinar s(t), podera nao ser possivel

1

encontrar a funcado inversa s~ : s(I) — I. Esse é o caso, por exemplo, se v é dada por

y(t) = (t,t2/2). Com efeito, v/(t) = (1,t) e, consequentemente,

s(t) = /Ot V14 u?du = %(t\/l +t2+1In(t+ V1+t2)).

Note-se que v é uma simples pardbola!

A parametrizagao dada pelo Teorema 2.10 é essencialmente a tinica reparametrizagao

por comprimento de arco de uma curva regular:

Proposicao 2.12. Seja v : I — R? wma curva reqular e o : J; — R3 uma repa-
rametriza¢io por comprimento de arco de . FEntio B : Jo — R3 € também uma
reparametrizacao por comprimento de arco de vy se € s6 se B =a o\, para \: Jo — Jp

definida por A\(t) =t + ¢ ou A(t) = —t + ¢, onde ¢ é uma constante.

Demonstragao: E claro que esta condicao ¢ suficiente para que § seja também uma
reparametrizagao por comprimento de arco de 7y; de facto, sendo f = ao A e, sendo «
uma reparametrizacao de v, 8 = v o § o A para alguma mudanca de parametro ¢, pelo

que 8 é uma reparametrizacao de vy, por comprimento de arco:

18" @1 = N @ e’ AEDI = llo' A = 1.

Reciprocamente, se 8 = yoAs e a = yo\; s@o reparametrizagoes por comprimento de
arco de 7y, entdo B = yolg = oA\ oXg. Seja A = A oy Temos f/(t) = N (t)o/ (A(t))
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e [[B/@)) = IN(@®)] [l&/(A®))[l. Mas, para qualquer ¢t € Jp, [|B'(¢)]| = 1 = [|o/(A(t))]|
donde |N(t)| = 1. Consequentemente, A'(t) =1 ou X' (t) = —1. Pelo Teorema do Valor
Intermédio podemos afirmar mais: ou N (¢t) = 1 para qualquer t € Jy ou N(t) = —1
para qualquer ¢ € J,. Portanto A(t) =t + ¢ para qualquer t € Jy ou A(t) = —t + ¢ para
qualquer t € Js. [ ]

Observemos, por fim, que uma dada curva de nivel pode ter parametrizagoes regu-
lares e ndo regulares. Por exemplo, a parametrizacio y(t) = (¢,t?) da pardbola y = 22

é regular, mas a parametrizacao y(t) = (t3,t%) ja ndo é regular pois 7'(0) = 0.

A partir de agora, salvo menc¢ao em contrdrio, quando usarmos a palavra “curva”

estaremos a referir-nos a curvas regulares.

Exercicios

2.1. Determine parametrizacoes v : I — R2 das seguintes curvas de nivel:

(a) Pardbola P = {(z,y) € R? | y = 2?}.

(b) Circunferéncia C' = {(z,y) € R? | 2% +y? = 1}.
(c) Hipérbole H = {(z,y) € R? | y* —2* =1,y > 0}.
(d) Elipse £ = {(z,) € R*| & + & =1},

2.2. Sera que v(t) = (t?,t*) é uma parametrizacio da parabola y = 2:2?

2.3. Determine as equagoes cartesianas dos tracos v(R) das curvas planas definidas pelas seguintes

parametrizacoes: *

—
o
SN~—

)
—~
~~
N—
I
—
o
@]
7]

w
a@#
&.
=
w
~
N
—
=)
@»
&
S
=N
o~
I
)
=
a7
=
[o5c]
i
=
o
ol
o
—
o
o
o
=

2.4. Seja P um ponto de uma circunferéncia C' (no plano XOY') de raio a > 0 e centro (0,a) e
seja @ o ponto de interseccdo da recta y = 2a com a recta que passa pela origem e por P. Seja

ainda R o ponto de interseccao da recta horizontal que passa por P com a recta vertical que

passa por Q.
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A medida que P se move ao longo de C', R descreve uma curva chamada curva de Agnesi.

Determine uma parametrizagao desta curva e a respectiva equacao cartesiana.

2.5. Considere uma circunferéncia a rolar, sem escorregar, numa superficie plana, ao longo de

uma linha recta. Chama-se cicldide a curva plana descrita por um ponto nessa circunferéncia.

Mostre que, se a linha recta for o eixo OX e a circunferéncia tiver raio a > 0, a cicléide pode
ser parametrizada por y(t) = a(t — sint, 1 — cost).

2.6. Generalize o exercicio anterior, determinando uma parametrizacao da curva descrita por
um ponto numa circunferéncia de raio b quando uma outra circunferéncia concéntrica de raio a
rola, sem escorregar, sobre uma linha recta.

Caso a <b

NN

NN S,
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Casoa>b

0O

2.7. Determine uma parametrizagdo da epicicldide (resp. hipocicldide),, isto é, da curva plana

descrita por um ponto numa circunferéncia de raio b que rola, sem escorregar, pela parte exterior

(resp. interior) de uma outra circunferéncia de raio a.

Epicicléide com 3 vértices

D!
)
S
=

R
5
B
-
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2.8. Mostre que y(t) = (cos®>t—1/2,sint cost, sint) é uma parametrizagao da curva de intersecgio
do cilindro circular, de raio 1/2 e eixo OZ, com a esfera de raio 1 e centro (—1/2,0,0) (chamada

Hipocicloide com 6 vértices

curva de Viviani).

2.9. Calcule os vectores tangentes das curvas do Exercicio 2.3. Em que pontos é que o vector

tangente ao astroide se anula? Identifique-os na figura.

2.10. Determine as rectas tangentes as curvas dadas nos pontos indicados:
(a) v:R— R3 ~(¢) = (1 + cost,sint,2sin(t/2)), t = .
(b) v:R = R3, y(t) = (e7t,t2,5+1), t = 0.

2.11. Considere a curva v : R — R? dada por 7(t) = (2cost,3sint,t). Prove que o trago de
v estd contido num cilindro eliptico. Determine a velocidade de v no ponto que estd no plano
z=0.

2.12. Considere a espiral logaritmica + : R — R? definida por v(t) = (e cost, e sint).
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Mostre que o dngulo entre v(t) e o vector tangente em () ndo depende de t.
2.13. Calcule o comprimento de arco das seguintes curvas:

(a) Espiral logaritmica, a partir do ponto v(0) = (1,0).

(b) Catendria v(t) = (t,cosht), a partir do ponto (0, 1).

(c) Ciclside (Exercicio 2.5) correspondente a uma revolugao completa da circunferéncia.
2.14. Mostre que as seguintes curvas estao parametrizadas por comprimento de arco:

() (1) = (3402301 - 02, &),

(b) y(t) = (% cost,1 —sint, —2 cost).

2.15. Seja X\ : J — I uma bijeccao suave. Mostre que se A’ nunca se anula em J entdo \7' é

também suave.
2.16. Mostre que as seguintes fung¢oes sdo mudangas de parametro:
(a) A:(0,4+00) — (0,1) definida por A(t) =

(b) A:(=1,1) = (—o00,+00) definida por A(t) = tan(3t).

t2
t241"

2.17. Prove que qualquer curva pode ser reparametrizada de forma a que o dominio da repara-
metrizagao seja um intervalo de extremos 0 e 1.

2.18. Seja o : R — R? definida por a(t) = (¢,sint,et). Prove que 8 : RT — R3 dada por
B(t) = (Int,sin(Int),t) é uma reparametrizagao de «.

2.19. A Cissdide de Diocles é a curva cuja equacao em termos de coordenadas polares (r,6) é
r=sinftand (—7/2 < 6 < 7w/2).
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Escreva uma parametrizagao da cisséide usando § como parametro e mostre que y(t) = (2, \/%)
(=1 <t < 1) é uma sua reparametrizacao.

2.20. Consideremos a,b € R e v, : R — R? a curva definida por v, 4(t) = (at, bt?,t?). Determine
os valores de a e b para os quais 7, ¢ regular.

2.21. Considere as curvas «, 3 : R — R? dadas por a(t) = (¢,t2) e B(t) = (t3,15), respectiva-
mente. Prove que o e 8 tém o mesmo trago mas « é regular e 5 nao o é.

2.22. Quais das seguintes curvas sao regulares?

(a) (t) = (cos?t,sin®t) para t € (—00,00).

(b) Curva da alinea anterior, mas com ¢ € (0,7/2).

(¢) v(t) = (t,cosht) para t € (—00,0).
Determine reparametrizagoes por comprimento de arco das que sao regulares.
2.23. Seja v : R — R? dada por y(t) = (el cost, el sint, e).

(a) Reparametrize v por comprimento de arco.

(b) Calcule o comprimento de arco de v em [0, 7].

2.24. Seja v : I — R3 uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco. Prove que:
(a) O trago de v estd contido numa recta sse todas as rectas tangentes a v sdo paralelas.

(b) O trago de 7 estd contido numa recta sse todas as rectas tangentes a  passam por um

mesmo ponto fixo.

2.25. Seja v : R — R? uma curva regular. Prove que v tem velocidade constante se e s6 se os

vectores v/ (t) e v”(t) sdo ortogonais, para qualquer ¢t € R.

2.26. Seja v : R — R? uma curva regular para a qual existe a € R? tal que, para cada t € R,
~(t) —a e v/ (t) sdo ortogonais. Mostre que 7 é uma curva esférica (isto é, o seu trago estd contido

numa esfera).

2.27. Seja v : I — R3 uma curva regular e seja 7 : J — R3 uma reparametrizacio de v com
mudanca de parametro A (portanto () = v(A(#))). Seja to € J e ty = A(fy). Sendo s e § os
comprimentos de arco de v e 7 a partir do ponto v(ty) = ¥(f), prove que § = s se N (f) > 0
para qualquer f € J, e que § = —s se X' (f) < 0 para qualquer £ € J.

2.28. Seja v : R — R3 uma curva regular tal que ||7/(t)|| = a, para qualquer ¢ € R. Prove que se
«a é uma reparametrizacao por comprimento de arco de v entao existe uma constante real c¢ tal
que «a(t) = y(t/a + ¢) para qualquer t € R ou «a(t) = y(—t/a + ¢) para qualquer ¢t € R.
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3. Quanto é que uma curva curva?

Curvatura e torgao; triedro de Frenet-Serret

Nesta seccao associamos a cada curva duas funcoes escalares, chamadas curvatura e
tor¢ao. A curvatura mede quanto € que a curva se afasta de estar contida numa recta
(portanto, linhas rectas tém curvatura zero), e a tor¢ao mede quanto € que a curva se
afasta de estar contida num plano (portanto, curvas planas tém tor¢ao zero). Acontece
que a curvatura e a tor¢do determinam completamente a forma da curva, como veremos

mais tarde.

Comecemos por procurar uma medida da “curvatura” de uma curva, que meca em
cada ponto o afastamento da curva relativamente a tangente a curva nesse ponto. Como

esta “curvatura” s devera depender do trago da curva,

(1) deverd ser inalteravel por mudanga de parametro (quando a curva é reparametri-
zada).

Além disso, deverd estar de acordo com a nossa intuicao em casos especiais simples. Por

exemplo:

(2) a curvatura de uma linha recta devera ser zero;

(3) acurvatura de uma circunferéncia devera ser constante, tanto maior quanto menor

for o seu raio.

Com tudo isto em mente, encontramos a sugestao para a definicao de curvatura
na Proposi¢ao 2.3: se 7 é uma curva com 7”(t) = 0 em cada t entdo o trago de ~ é
parte de uma linha recta e, por (2), devera ter curvatura zero. Somos assim tentados a
definir curvatura de v no ponto (t) como ||y”(¢)|| (tomamos a norma porque queremos
que a curvatura seja uma medida, ou seja, um escalar). Infelizmente, isto depende
da parametrizagao de 7, contrariando (1). Temos assim, para nao contrariar (1), que

comecar por nos restringirmos as curvas parametrizadas por comprimento de arco.

Definicao 3.1. Seja v uma curva parametrizada por comprimento de arco. Chama-se

curvatura de v no ponto ¥(s), e denota-se por £(s), ao ntimero ||7”(s)||.
Confirmemos que esta nogao satisfaz as condigoes (1), (2) e (3):

(1) A recta que passa por um dado ponto w € R? e tem a direccdo do vector v € R?
(Jlv|l = 1) tem uma parametrizacdo por comprimento de arco dada por y(s) =

sv+w. E claro que k(s) = 0 para qualquer s.

(2) Quanto a circunferéncia de raio r > 0, y(s) = (r cos(s/r),rsin(s/r)) é uma para-

metrizagdo por comprimento de arco. Como

v (s) = (— sin f, cos f)

r r
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e
1 1
V() = (~cos T~ sin)),
T roor T
obtemos
1 s 1 S 1
S — s S a (misin B2 = & 3.1.1
o) = /(- Eeos 22 4 (L By = 1 (3.0.1)

pelo que a curvatura da circunferéncia é inversamente proporcional ao seu raio.

(3) Sejam 7 : I — R3 e 42 : J — R? duas reparametrizacdes por comprimento
de arco de uma curva 7. Pela Proposicao 2.12 sabemos que 42 = 71 o A., onde
Ac(t) = t + ¢ para qualquer t € J ou A.(t) = —t + ¢ para qualquer t € J. Entao
() = A1 (A(#))AL(t). Como N!(t) = 0 para qualquer ¢, obtemos

75 (1) = 3 et Xe(t) = 31 (Ac(1)).

Consequentemente,

k3 (1) = 195 ()]l = 191 (s)| = £5, (s)
onde s = \(t) € I.

E no caso geral, como devemos definir (e calcular) a curvatura de v? Se 7 é re-
gular, sabemos existir, pelo Teorema 2.10, uma reparametrizacao por comprimento de
arco 7. Entao, para garantir a propriedade (1), bastard definir a curvatura de v como
sendo a curvatura da reparametrizacdo 4 (ou de qualquer outra reparametrizacdo por

comprimento de arco). Portanto

sendo A a mudanca de parametro correspondente. Como nem sempre é possivel determi-
nar explicitamente a reparametrizacao v, necessitamos de uma féormula para a curvatura

em termos de 7y e t somente.

Proposigao 3.2. Seja v : I — R® uma curva (regular). Entdo, para cada t € I,

_ V@O A
@1

Demonstracgao: Seja 7 : J — R? uma reparametrizacdo por comprimento de arco

k(1)

de 7, com mudanca de pardametro A : I — J. De v = 4 o A\ obtemos, por derivacao,
V() = A ADIN () e 7" (t) = N ()7 (A1) + X (£)*5"(A(t)). Entao

V() A" (1) = X (0P (T AB) AT AW)
e, consequentemente,

&) A" O = IXOF 15 AT @),
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1

pois, pela Proposicao 2.5, 7/ (A(t)) e 4”(A(t)) s@o ortogonais. Mas |N(¢)| = |7/ ()],
1V A =1 e [F" A = £5(A(£)) = r4(t), pelo que

_ @O A
@1

K(t)

Exemplos 3.3. (1) Consideremos a hélice circular de eixo vertical, definida por
Yra(t) = (rcost,rsint,at), (—oo <t < 00)

onde r e a sao constantes reais.

Se (x,y,z) é um ponto no trago da hélice, entdo x = rcost, y = rsint e z = at para
algum t € R, logo 22 +3? = r2, mostrando que o traco da hélice esta contido no cilindro
vertical (eixo OZ) e raio |r|. O nimero positivo |r| diz-se o raio da hélice. A medida
que t cresce 27 unidades, o ponto (rcost,rsint,at) efectua uma rotagdo em torno do
eixo OZ e move-se na vertical, 27ra unidades; o niimero positivo 27|a| chama-se passo da
hélice circular (tomamos os valores absolutos pois nao assumimos r e a positivos). As
figuras seguintes mostram o traco da hélice circular, respectivamente no caso a,r > 0 e

no caso a < 0,r > 0:
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Reparametrizando 4, , por comprimento de arco (Exercicio 3.5) obtemos

. S s )
rsin ,Q ,
V2 +a2 Vr2+a?

- S
ra(s) = (r cos ,
F}/ 7a( ) \/m

donde segue

: 1
K() = (@)l = .

Portanto, a curvatura da hélice circular v, , é constante, diminuindo com o crescimento
em valor absoluto de r ou de a.

Alternativamente, podiamos ter calculado a curvatura de <, , usando a férmula da
Proposicao 3.2, evitando com isso a determinacao da reparametrizagao por comprimento
de arco. Como 7, ,(t) = (—rsint,rcost,a), v, ,(t) = (—rcost,—rsint,0) e v, ,(t) A
v/ o(t) = (rasint, —racost, r?), obtemos

|(rasint, —racost,r?)|  (r2a® 4 r*)1/? |7]

"= = = . 3.3.1
~(1) |(=rsint,rcost,a)l (r2 + a2)3/2 721 g2 ( )

No caso limite a = 0 (com 7 # 0), a hélice circular é simplesmente uma circunferéncia
no plano horizontal XOY', de raio |r|, pelo que, por (3.1.1), a sua curvatura é 1/|r|. Por
outro lado, a férmula (3.3.1) d4-nos também, como nio podia deixar de ser, |r|/r? =
1/|r|. No outro caso limite 7 = 0 (com a # 0), o traco da hélice é uma linha recta (o

eixo OZ), pelo que a sua curvatura é 0 (e (3.3.1) déd-nos isso quando r = 0).

(2) As figuras seguintes mostram, respectivamente, o grafico da curvatura da cicléide

de parametro a = 1 (Exercicio 2.5) e o traco da cicléide de pardmetros a = 1, b = 3

(Exrecicio 2.6) e a respectiva curvatura.
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Observamos (pégina 27) que a curvatura de uma recta é constantemente nula. A
Proposigao 2.3 diz-nos que o reciproco também é verdadeiro (pois k(s) = 0 para qual-
quer s implica que o vector 7/(s) seja constante). Determinamos assim o significado

geométrico da curvatura ser nula:

um segmento (trogo) de uma curva tem curvatura nula se e sé se estd contido

numa recta.

Dada uma curva qualquer, podemos sempre particiond-la em segmentos, de tal modo
que a curvatura se anula em todos os pontos de alguns desses segmentos e, nos restantes,
s6 se anula eventualmente nos extremos. Nos primeiros segmentos ja conhecemos a geo-
metria da curva: segmentos de recta, semi-rectas ou rectas. Portanto sé nos precisamos
de preocupar em estudar os outros, onde a curvatura nunca se anula a nao ser, even-

tualmente, nos pontos extremos.

Por esta razdo, daqui em diante assumiremos que a curvatura k nunca se anula.
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Refira-se somente que nos pontos extremos (isolados) onde k se anula (chamados
pontos de inflexao) podem acontecer muitas coisas estranhas. Por exemplo, a curva

(regular e suave) v : R — R3, definida por

(t,e Y/.0) set<0
v(t) =4 (0,0,0) set=0
(t,0, e_l/tQ) set >0,

tem curvatura nula em ¢ = 0, o seu traco de —oco a 0 estd contido num plano e o seu

trago de 0 a 400 estd contido noutro plano.

O exemplo da hélice circular acima mostra-nos que a curvatura nao ¢é suficiente para
identificarmos completamente a forma de uma curva (isso s6 acontecerd para as curvas
planas, como veremos). Com efeito, quer a circunferéncia de raio 1 no plano XOY quer
a hélice circular de pardametros = a = 1/2 tém curvatura constante igual a 1, e sdo
manifestamente curvas muito diferentes na sua forma (mais precisamente, é impossivel
levar uma até a outra por rotagao e translagao). Introduziremos entdo um outro tipo
de curvatura para curvas nao planas, chamada tor¢ao, que medird a variacao do plano
“osculador” da curva — ou, dito de outro modo, o quanto uma curva se afasta de ser

plana.

Seja 7 : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja T(s) =
7/(s) o seu vector tangente no ponto y(s). Se a curvatura k(s) ndao for nula, podemos
definir o vector normal principal (também chamado simplesmente vector normal) de =

no ponto y(s) como sendo o vector

1
N(s) = —T'(s). 3.3.2
5= T (332
N(s) é um vector unitério (pois ||7"(s)|| = k(s)), ortogonal a T'(s), pela Proposigao 2.5.
Consequentemente,
B(s) =T(s) ANN(s) (3.3.3)

é um vector unitario perpendicular a T'(s) e a N(s). Este vector chama-se binormal de
-+ no ponto (s). Em conclusao, {T'(s), N(s), B(s)}, o chamado triedro de Frenet-Serret,
é uma base ortonormada de R?, com orientacdo positiva (mesma orientacdo que a base

canonica), isto é,
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Em cada ponto ~(s) temos trés rectas e trés planos especiais:
e recta tangente, paralela a T'(s);
e recta normal principal (ou, simplesmente, recta normal), paralela a N(s);

recta binormal, paralela a B(s);

plano osculador, paralelo a T'(s) e N(s);
e plano normal, paralelo a N(s) e B(s);

plano rectificante, paralelo a T'(s) e B(s).

Como B(s) é um vector unitario, B’(s) é perpendicular a B(s). Recordemos a regra

de derivagao para o produto vectorial de fungoes vectoriais F' e G de parametro s:
(FAG) (s)=F'(s) NG(s) + F(s) ANG'(s).
Aplicando-a a B(s) = T'(s) A N(s) obtemos
B'(s) =T'(s) AN(s) + T(s) A N'(s), (3.3.4)

pois pela definigao de N(s), T'(s) A N(s) = k(s)N(s) A N(s) = 0. A equagao (3.3.4)
mostra que B’(s) também é perpendicular a T'(s). Entao B’(s) é necessariamente para-

lelo a N(s), pelo que
B'(s) = —7(s)N(s), (3.3.5)
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para algum escalar 7(s), a que se chama tor¢ao de v no ponto «y(s) (o sinal — é simples-
mente uma questao de convengao). Note que a torgao s6 estd definida caso a curvatura
seja nao nula, e que, ao contrario da curvatura, pode assumir valores negativos.

Como no caso da curvatura, definimos tor¢ao de uma curva regular arbitraria v como

sendo a torcao de uma sua reparametrizagao por comprimento de arco 7. Portanto

sendo A a mudanca de parametro correspondente.

Para que esta definigdo faga sentido (ndo seja ambigua), temos que garantir que
sendo 71 : I — R3 e 49 : J — R3 duas reparametrizacdes por comprimento de arco da
curva 7, a torcao calculada em 41 e 42 dd o mesmo resultado. Como 45 = 41 0 A., onde
Ac(t) =t + ¢ para qualquer t € J ou A.(t) = —t + ¢ para qualquer t € J, a mudanga de

parametro t — s = A\.(t) tem o seguinte efeito nos vectores introduzidos acima:

Ty, = £T5,, Tz, — T

%> N5, = N5,, By, — £Bjy,, B:, — B%,.

Consequentemente, 75, — Ty,, pela equagao (3.3.5), ou seja, 75, (t) = 73, (s).

H& uma lacuna nos calculos que efectuamos até ao momento que queremos preencher
ja: sabemos que, para curvas parametrizadas por comprimento de arco, 7"(s) = (s)N(s)
e B'(s) = —7(s)N(s). E como se calcula N'(s)?

Da igualdade N(s) = B(s) A T(s) decorre, por diferenciacao,

N'(s) = B'(s)AT(s)+ B(s) ANT'(s)
= —7(s)N(s) AT(s) + (s)B(s) A N(s)

()T (s) + 7(s)B(s).

= —K

Em conclusao:

Teorema 3.4. Seja v : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco,

cuja curvatura nunca se anula. Entio, para cada s € I, temos:
(1) T'(s) = r(s)N(s);
(2) N'(s) = —r(s)T(s) + 7(s)B(s);
(3) B'(s) = —7(s)N(s).
»

As equagoes (1)-(3) chamam-se equagoes ou formulas de Frenet-Serret. Note que a

matriz
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que exprime 77, N’ e B’ em termos dos vectores da base T, N e B é anti-simétrica, isto

é, é igual a negativa da sua transposta. Isto ajuda a memorizar as equagcoes.

Tal como fizemos para a curvatura, é possivel dar uma férmula para a torgao, uni-
camente em termos de 7, sem requerer o conhecimento de uma reparametrizagao por

comprimento de arco:

Proposicao 3.5. Seja v uma curva (reqular, cuja curvatura nunca se anula). Entao

)= DO 0.0
/() A (D)2

Demonstracgao: Seja 7 :.J — R3 uma reparametrizacio por comprimento de arco de

v, com mudancga de parametro A : I — J. Vimos na demonstracao da Proposicao 3.2

que
() = N (0T (A®)) + N ()27 (A1) = N () T5 (A1) + N (1) kg (A(£)) N5 (A1),

V(1) AY"(1) = N () ks () (T5(M1) A N5 (A1) = X (8) 5 (A(£)) By (A1)

IV () Ay ()1 = N (6)° ma(A(#))*.
Entao
YI(t) = NTO)TAE) + N (N (@T5 (ML) + 2N (N (8)65(A(8)) N5 (A(2)) +
N ()55 (M) N3 (A () + X (£)* k5 (A(E)) N5 (A1)
= N(OT5(A(1)) + NN (0)r5 (M) N5 (A2)) + 2X ()" (1) k5 (A1) N5 (A1) +
N () K5 (M) Ny (A(8)) + X (8) k5 (A1) | =5 (M) T5 (A1) +
75(A(£)) By (A(1))
= (6) = N () ms A T5(A®)) +

Portanto,

(), 7" (), 7" ()]
I () Ay (@)]]?

= 73(A()) = (1)

Exemplos. (1) Consideremos novamente a hélice circular v,, dada por v,.(t) =

(rcost,rsint,at). Neste caso (recorde o Exemplo 3.3)

Tra(t) A a(t) = (rasint, —racost,1?) e |[1.4(t) A7 ()P = r*(r® + a®).
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Como 7}, (t) = (rsint,—rcost,0), entdo [y, ,(t), v (1), 1 (t)] = r?a e

r,a r,a

’1“2(1 a

t) = = .
7(t) r2(r2 +a?)  r?2+a?

Note que, neste caso, a tor¢cao também é constante, como a curvatura.
(2) As férmulas dadas pelas proposigoes 3.2 e 3.5 podem ser implementadas facilmente
na linguagem do programa Mathematica, o que nos permite, com a ajuda do computador,

obter os graficos da curvatura e da torcao de qualquer curva sem grande dificuldade:

kappalalpha_][t_] :=
Simplify[Factor[Cross[D[alphaltt], tt],
D[alphaltt], {tt, 2}]1].
Cross[D[alphaltt], tt], D[alphaltt], {tt, 2}1111°(1/2)/
Simplify[Factor[D[alphaltt], tt].
D[alpha[tt], tt]]]17(3/2) /. tt > ¢t

taulalpha_] [t_] := Simplify[Det[
{D[alphaltt], tt], D[alphaltt], {tt, 2}],
D[alphaltt], {tt, 3}1}11/
Simplify[Factor[Cross[D[alphaltt], tt],
D[alphaltt], {tt, 2}]].Cross[D[alphaltt], tt],
D[alphaltt], {tt, 2}]111]1 /. tt -> t

Por exemplo, se agora escrevermos

glt_]1 := {-Cos[2t], -2Cos[t], Sin[2t]}
ParametricPlot3D[Evaluate[
gltll, {t, 0, 2Pi}, PlotPoints -> 400,
PlotRange -> {{-2, 2}, {-2, 2}, {-2, 2}}];

Plot [Evaluate [kappalg] [t]1], {t, O, 2Pil}];

Plot [Evaluate[taulg] [t]1], {t, 0, 2Pi}];

obtemos esbocos dos graficos da curva esférica (v. Exercicio 3.16) definida por ~(t) =
(—cos2t,—2cost,sin2t) e das respectivas fungbes curvatura (grafico da esquerda) e

torgao (grafico da direita):
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Além disso, se escrevermos

kappalg] [t] // PowerExpand
taulg] [t]

obtemos mesmo as expressoes exactas para as fungoes k e 7 da curva +:

/104 Z24 Coa[2 t]

[6-2Cos[2t] ¥t

48 5in[t]

104 24 Cos[2t]

No caso da curva definida por y(t) = (3t — t3,3t%,3t +t3) (v. Exercicio 3.8) obtemos:
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3 (1+t)t

1
301+ttt

o que nos indica que, para esta curva, Kk = 7.

Proposicao 3.6. Seja v : I — R® uma curva cuja curvatura nunca se anula. As

sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) v € plana (ou seja, o trago de 7y estd contido num plano);
(ii) para cada t € I, 7(t) = 0.

Demonstragao: Como para qualquer reparametrizacdo por comprimento de arco 7
de v se tem
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e ~ é plana se e s6 se ¥ € plana
° T, =Ts

entao o resultado serd valido para uma curva geral v se e s6 se é valido para qualquer
sua reparametrizagao por comprimento de arco. Bastard entao provar o resultado para
curvas parametrizadas por comprimento de arco.

(i)=(ii): Seja P o plano a que pertence o traco da curva . Consideremos um ponto py

desse plano e um vector unitario a perpendicular a esse plano. Entao
P={peR’|(p—pola) = 0}
e a condigao y(I) C P traduz-se em
Vs eI, (v(s) — pola) = 0.
Derivando sucessivamente obtemos
(T'(s)la) = 0 e k(s)(N(s)[a) =0

para qualquer s € I. Isto significa que a é perpendicular a T'(s) e a N(s), para qualquer

s € I. Portanto a é paralelo ao vector binormal B(s) em cada s € I, ou seja, B(s) =

A(s)a para algum escalar real A\(s). Como |la|| =1 e ||B(s)|| = 1, temos |A(s)| = 1. Em
conclusio B(s) = a ou B(s) = —a para cada s € I. Mas a funcdao B : I — R? dada
por s — B(s) é suave, logo B(s) = a para qualquer s € I ou B(s) = —a para qualquer

s € I. Em ambos os casos a fungao B é constante pelo que, por (3.3.5), 7(s) = 0 para
qualquer s € 1.

(ii)=(i): Por (3.3.5) a fungao binormal é constante, igual em cada s a um dado vector
B. A implicagao contraria sugere que 7y(I) estd contido num plano perpendicular a B.
Fixando sy € I, terd que passar pelo ponto v(sp). Verifiquemos entao que y(I) estd
contido no plano {p € R? | (p — v(s0)|B) = 0}, ou seja, (v(s) — v(s0)|B) = 0 para
qualquer s € I. Como (y(s) — v(s0)|B) = (T'(s)|B) = (T'(s)|B(s)) = 0 para qualquer
s € I, a funcao s — (y(s) — v(so)|B) é constante. Por outro lado, em s toma o valor

(7v(s0) —v(s0)|B) = 0. Portanto (y(s) — v(so)|B) = 0 para qualquer s € I. ]

Ficamos assim a conhecer o significado geométrico da torcao ser nula:

a curva estd contida num plano (que € o plano osculador da curva em qual-

quer ponto, como a demonstra¢cdo nos mostra,).

Mais geralmente, para uma curva geral -, o plano osculador em cada ponto (t) é o

plano & qual ~, na vizinhanca de (t), estd “mais préximo” de pertencer.

J& vimos como podemos determinar a curvatura e a tor¢ao de qualquer curva -y
sem precisarmos de determinar uma sua reparametrizacao por comprimento de arco 7.

Como serd para o triedro de Frenet-Serret?
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Proposigao 3.7. (1) T5(A(t)) = i%.

TYNY" (t
(2) By(\(®) = L Fa2

(Onde o sinal + € tomado se a respectiva mudanca de pardmetro X preserva a orienta¢ao;

caso contrdrio toma-se o sinal —.)

Demonstracao: (1) De v = 4 o X decorre, 7/(t) = 7' (A(t)) N (t). Consequentemente,
como ||/ (#)| = [X'(2)], temos

- B _ 7@
HOW) =700 = 3 = * vl = T

(2) J& vimos na demonstragao da Proposigao 3.5 que
() A (1) = N ()P k5 (A1) B5 (A1)
Portanto [[7/(t) A" (t)]] = [N (t)]Pr5 (A1) e

() A(F)

e A~ oA

Observagao. O vector N;(A(t)) calcula-se através do produto vectorial Bz (A(t)) A
T5(A())-

Seja v : I — R3? uma curva. Define-se
T(t) = Ty (A1)

para cada t € I, onde 4 é uma reparametrizacao por comprimento de arco cuja mudanca

de parametro preserva a orientacdo. Analogamente, definem-se
Ny (t) = N5(A(#)), By(t) = B5(A(1)).
Neste caso geral, como se calculam as derivadas T', N’ e B'?
T(t) = N (O)T5(A() = vy (£)r5 (A(E)) N5(A(£)) = vy (£)y () Ny (2),

onde vy (t) = |7/ (t)]] = [N ()| = XN (t) é a velocidade de v no ponto y(t).

Analogamente,

N (t) = vy () iy ()T (£) + vy (8) 7 (£) By (2)
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Em resumo, no caso geral as formulas de Frenet-Serret tém a forma

T 0 Kk 0 T
N | =v,| =k 0 7 N
B’ 0 -7 0 B

Vejamos uma aplicacao simples das formulas de Frenet-Serret:

Proposicao 3.8. Seja v : I — R3 uma curva com tor¢ao nula e curvatura constante k.

Entao o trago de ~y estd contido numa circunferéncia de raio 1/k.

Demonstracao: Pela demonstracao da Proposicao 3.6, o vector binormal B é cons-
tante e o trago de 7y estd contido num plano perpendicular a B. Consideremos os pontos
p(t) = A1) + (1/R)N(t). Como p/(t) = v(t)T(1) + (1/k)N'(t) = v(t)T(t) — ()T (¢) = 0
(pela segunda férmula de Frenet-Serret), p(t) é constante, digamos p(t) = py para qual-

quer t € I. Além disso, para cada t € I, ||v(t) — poll = || — (1/k)N(t)| = 1/k, o que
mostra que todos os pontos da curva 7 estao contidos na circunferéncia de centro pg e
raio 1/k. [
Exercicios

3.1. Determine as curvaturas das seguintes curvas:

(a) 7)) = (30 +02, 30 - 1)2, &)
(b) v(t) = (% cost,1 —sint, —2 cost)

(¢) v(t) = (¢, cosht)

(d) ~y(t) = (cos® t,sin®t).

No caso do astréide em (d), mostre que a curvatura tende para oo & medida que nos aproximamos

dos pontos (£1,0), (0,41). Compare com a figura do Exercicio 2.3.

3.2. Seja v : I — R? uma curva (regular) parametrizada por comprimento de arco, esférica (isto

é, cuja imagem estd contida numa esfera). Prove que a curvatura de v nunca se anula.

3.3. Seja v : R — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco. Prove que

!

ki (8) = |71(8)72 (s) = 71 (s)7a(s)],
onde 1 e 72 denotam as fungdes componente de 7.
3.4. Sejam a, 3 : R — R3 definidas por a(t) = (t,p + qt +rt2,0) e B(t) = (t,a + be,d), em que

p, q, r, a, b, c e d sao constantes. Estabeleca uma condigao necessaria e suficiente, envolvendo

as constantes, para que kq(0) = £3(0).

3.5. Considere a hélice circular ~,, : R — R3, dada por 7, (t) = (rcost,rsint, at), r constante
positiva e a constante nao nula. Calcule a curvatura e a tor¢do de qualquer reparametrizacao

por comprimento de arco de 7, 4.
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3.6. Sejam o : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja curvatura nunca

se anula e § = a o A uma sua reparametrizagao. Prove que

Ta(A(1)) = [8'(1). B"(1). B” D)/I| B'(2) A B"(2) |
3.7. Calcule a curvatura e a torgao da curva v : R — R? definida por v(t) = (e’ cost, el sint, et).
3.8. Considere a curva v : R — R3 definida por (t) = (3t — t3,3t%, 3t + t3). Mostre que k = 7.

3.9. Prove que as seguintes curvas estao parametrizadas por comprimento de arco e calcule o
seu triedro de Frenet-Serret:

(a) v:R = R3 7(s) = (5 coss, 15 — sins, —12 cos );

$)3/2 _g)3/2
(b) v:(=L1) — R3, v(s) = (%v ¢ 3) ’ﬁ).

3.10. Calcule o triedro de Frenet-Serret das curvas:
(a) v(t) = (t,£%,t%), t € R.
(b) v(t) = (t — cost,sint,t), t € R.

3.11. Determine 7,7, N, B para as curvas dos Exercicios 3.1 (a) e (b). Verifique que as férmulas

de Frenet-Serret sao satisfeitas.

3.12. Seja v uma curva parametrizada por comprimento de arco e com curvatura constante.
Prove que a curva « definida por a(s) = f; By(u) du é uma curva de tor¢ao constante.

3.13. Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que x,7 > 0.
Seja ainda a : I — R3 uma curva tal que o/(s) = B,(s). Determine o triedro de Frenet-

-Serret, a curvatura e a torgao de a.

3.14. Seja v : R — R? a curva definida por v(t) = (te™%, (t + 1)e~!). Verifique se alguma das
rectas tangentes de « passa pelo ponto (0,0).

3.15. Seja v : R — R3 definida por v(t) = (1 +¢,—t2,1 +t3). Determine a recta tangente e o
plano normal a v em cada ponto ~(¢).

3.16. (a) Seja~y : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco, cuja curvatura
é positiva. Prove que se todo o plano normal de v passa por um ponto fixo entao v é
esférica.

(b) Considere a curva v : R — R? dada por ~(t) = (—cos2t, —2cost,sin2t). Prove que 7y
é uma curva esférica, mostrando que todos os planos normais de  passam pelo ponto
(-=1,0,0).

3.17. Sejam «, 3 : R — R?® dadas por a(t) = (t,t2,0) e B(t) = (¢, —t*/2,0). Determine todos os
valores reais ¢t nos quais a recta tangente a « em «(t) e a recta normal a 8 em () tém a mesma

direccao.

3.18. Seja a uma constante nao nula. Determine uma funcao ¢ : R — R, nao constante, tal que
as normais principais a curva 7y : t — (acost,asint, p(t)) sejam paralelas ao plano de equagao
z=0.
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3.19. Considere a hélice circular v, , do Exercicio 3.5. Determine:
(a) A recta binormal em cada ponto 7, 4(t);

(b) O plano rectificante em 7, 4(%).

3.20. Sejam a, 3 : I — R? duas curvas nio necessariamente parametrizadas por comprimento de
arco e com curvaturas positivas. Diz-se que « e 8 sdo Curvas de Bertrand se, para cada t € I, as

rectas normal principal de & em «(t) e normal principal de 8 em 3(t) coincidem. Prove que:
(a) ||a(t) — B(¢)|| ndo depende de ¢;
(b) O angulo formado pelos vectores T, (t) e T(t) nado depende de t.

3.21. Considere a curva v : R — R? dada por v(t) = (t + 1, 2t3, —2).
(a) Mostre que 7 é sempre positiva.

(b) Dado um ponto da forma (1,0, z), z > 0, prove que existem trés pontos da curva onde os

planos osculadores de v passam por aquele ponto.

3.22. Considere a curva v, : R — R?, definida por v,5..(t) = (3at, 3bt%, ct?), onde a, b e ¢ sdo

constantes nao nulas. Prove que:
(a) A equacao do plano osculador no ponto yap.c(1) é £ — ¥ 4 2 =1;
(b) A recta tangente a 74, N0 Ponto Ygp (t) intersecta o plano da alinea anterior no ponto
(a(2t + 1), bt(t + 2), ct?).
3.23. Seja v : R — R3 dada por ~(t) = (cost,sint, t).

(a) Prove que o angulo definido pelo vector binormal de  em ~(¢) e pelo vector (0,0, a), a # 0,

é constante.

(b) Prove que a recta normal principal de v em ~(t) é paralela ao plano de equagdo z = 0 e
intersecta o eixo OZ.

3.24. Sejam r,a,b,c constantes reais, com r # 0, e considere a curva v : R — R? definida por
~v(t) = (rcost,rsint,asint + bcost + c¢).

(a) Prove que v é uma curva plana.

(b) Sera possivel que y(R) seja circular?
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4. Curvas planas

Nesta sec¢do veremos que no caso planar € possivel refinar a definicdo de curvatura, de
modo a dar-lhe uma interpretacdao geométrica interessante. Provaremos ainda o Teo-
rema Fundamental, que garante que uma curva plana, parametrizada por comprimento
2

de arco, € determinada essencialmente pela sua curvatura com sinal (“essencialmente

significa “a menos de um movimento rigido de R?).

Pela Proposigao 3.5, uma curva «y é plana (isto é, o seu trago estd contido num plano)

se e s0 se tem torcao 7 = 0. Neste caso as formulas de Frenet-Serret reduzem-se a
T'=kN, N'=—-kT, B =0. ()

Se escolhermos o sistema de coordenadas de modo a que os eixos OX e OY estejam
situados no plano da curva, a terceira componente do vector de posicao de cada ponto
v(t) é nula e todas as férmulas se simplificam. Além disso, fixando uma orientagao
do plano em questao, podemos estabelecer um sentido positivo de rotacao no plano.
Consequentemente, a medida do angulo formado por um par ordenado de vectores pode
ser expressa por nimeros positivos ou negativos, indicando assim, além do valor absoluto
do angulo de rotagao, o sentido de rotagao que leva o primeiro vector até ao segundo.

Em qualquer curva plana, o vector tangente e o vector normal principal estao ambos
no plano da curva. Por outro lado, o vector binormal é constante e perpendicular ao
plano, pelo que pode ser negligenciado e o triedro de Frenet-Serret reduzir-se-a ao par
(T,N).

Suponhamos entdo que v : I — R? é uma curva plana, parametrizada por compri-
mento de arco, e fixemos, para sentido positivo de rotacao no plano da curva, o sentido
oposto ao movimento dos ponteiros do relégio. Usando esta orientagao, vamos substi-
tuir o vector normal principal N(s) pelo vector unitario colinear Ns(s) tal que o par
(T'(s), Ns(s)) esta orientado positivamente (ou seja, Ng(s) obtem-se de T'(s) por rotagao

de um angulo recto, no sentido positivo):

Ns(s) chama-se vector normal com sinal de v no ponto ~(s). Claro que Ng(s) = aN(s)

onde « € igual a 1 ou —1, dependendo da parametrizagdao da curva. A figura seguinte
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mostra os diferentes casos que podem ocorrer: no primeiro e ultimo casos « é 1 e nos

outros dois é —1 (em cada caso, a seta na curva indica a direcgao crescente do parametro

s).

N,

Se v(s) = (71(s),72(s)), é evidente que:
Proposigao 4.1. T(s) = (v1(s),75(s)) € Ns(s) = (—=75(s),71(s)). =

Mais geralmente (cf. Exercicio 4.4), no caso de uma parametrizagao arbitraria v(t) =
(m1(t),72(t)), temos

e — %)

= (emr e Vo + e

) N = (e B %)
= Ve e Varar o)

Pela Proposigao 2.5, T'(s) é perpendicular a T'(s), logo é paralelo a Ng(s). Portanto,
existe um escalar real kg(s) tal que

T'(s) = ks(s)Ns(s). (4.1.1)

O escalar kg(s) chama-se curvatura com sinal de «v no ponto v(s) (pode ser positivo,
negativo ou nulo). Note que, como Ng(s) é unitédrio, k(s) = ||T"(s)|| = |ks(s)|. Portanto

ks s6 pode diferir de x no sinal:
ks(s) = ak(s), (a=+£1).

O sinal indica em que direcc¢ao a curva (ou melhor, a sua tangente) estd a rodar. Assim
ks > 0 indica que a tangente estd a rodar no sentido positivo (primeiro e dltimo casos na
figura anterior) enquanto ks < 0 indica que roda no sentido negativo (segundo e terceiro
casos da figura).

As férmulas (%) podem entao ser substituidas simplesmente por

T = ksNs, N!= —rsT.

S

Note que ks (ao contrario de k) muda de sinal quando a curva é reparametrizada
por uma mudancga de parametro que inverte a orientacao.

A curvatura com sinal tem uma interpretagdo geométrica simples:
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Proposigao 4.2. Seja 0(s) o dangulo do vector (1,0) para o vector tangente T'(s), mar-

cado no sentido positivo. Entdo ks(s) = 0'(s).
Demonstracao: Sejam u = (1,0) e v = (0,1). Entao

T(s) = cosf(s)u + sinf(s)v

e

T'(s) = (—sin6(s)u + cos O(s)v)d'(s).
Portanto (T7(s)|u) = —sinf(s)#’'(s). Por outro lado, pela defini¢gio de ks, temos
(T'(s)|u) = ks(s)(Ns(s)|u), e como o angulo entre Ng(s) e u é igual a 7/2 + 0(s),
(T'(s)|u) = krs(s) cos(0(s) +7m/2) = —rs(s)sinf(s). Em conclusao, rs(s) = 0'(s). ]

Podemos agora determinar uma férmula para o cédlculo da curvatura com sinal:

Corolario 4.3. Seja v : I — R2 uma curva parametrizada por comprimento de arco,
v(s) = (71(8),72(s)). Entdio

ks(s) = Y1(s)12(8) — 71 (5)73(s)-

Demonstracao:  Como (71(s),74(s)) = T(s) = (cosf(s),sinf(s)), temos 7 (s) =
—0'(s)sinf(s) e v4(s) = €'(s)cosf(s). Consequentemente, pela proposi¢ao anterior,

obtemos

sin 0(s)

—p = )
rks(s) =0(s) = ‘—0’(5)81119(8) 0'(s) cos b(s)

Yi(s) 74(s) |
W (s) 7a(s)

E facil de ver (Exercicio 4.4) que, no caso de uma parametrizacio arbitraria v(t) =

(71(t),72(t)), a curvatura com sinal é dada pela férmula

(1) = (D)
((11(0)2 + (45(1))¥/*

ks(t) =

A Proposicao 4.2 também nos permite deduzir o Teorema Fundamental das Cur-
vas Planas, que assegura que uma curva parametrizada por comprimento de arco fica
essencialmente determinada a partir do momento em que conhecemos a curvatura com
sinal em cada ponto da curva. O significado de “essencialmente” é “a menos de um

movimento rigido” de R?. Recordemos que um movimento rigido de R? é uma aplicacio



48 CURVAS EM R3

M :R? — R? da forma M = T, o Ry, onde Ry é uma rotacio de angulo 6, em torno da

origem, no sentido positivo, e 7T, é a translacdo definida pelo vector a:
Ro(x,y) = (xcosh — ysinb, xsinf + y cos )
Ta(v) = v+ a.

Teorema 4.4. [Teorema fundamental das curvas planas| Seja f : I — R uma funcdo
suave. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco vy : I — R? cuja
curvatura com sinal coincide com f.

E mais: se”: I — R? é outra curva parametrizada por comprimento de arco nessas

condigoes, entdo existe um movimento rigido M de R? tal que

Y(s) = M((s))-

Demonstragao: A ideia para obtermos a curva v que prove a primeira parte do

Teorema ¢é evidente de 4.2: fixemos sg € I e definamos, para cada s € I,

(s) = /S:f(u) du,

1) = ( / " cosO(1) dt, / Csin6(t) dt).

S0 S0

Esta curva ~ satisfaz as condicOes exigidas: estd parametrizada por comprimento de
arco pois 7/(s) = (cosf(s),sinf(s)); como este vector faz um angulo 6(s) com o eixo
OX, pela Proposigao 4.2 a sua curvatura com sinal é igual a 6'(s) = f(s).
Para provar a segunda parte do Teorema, seja é(s) o angulo entre OX e o vector
tangente 7/(s) de 4. Entao 7/(s) = (cosf(s),sin f(s)). Consequentemente,
i(s) = ( / " cosd(t) dt, / sind(t) dt) +4(s0). (4.4.1)
S0 S0
Por outro lado, pela Proposicao 4.2, é’(s) = f(s), pelo que

0) = [ () du+ B(s0) = 0(s) + B(s0).
S0
Inserindo isto em (4.4.1) e denotando 5 (sg) por a e O(sy) por 6y, obtemos

A(s) = %(/SCOS(H(t)—FQO)dt»/

S0 S0

S

sin((t) + 6) dt)

s

= E(cos@o/ cosH(t)dt—sinHO/ sin 0(t) dt,

S0 S0
S

S
sin 0 / cos O(t) dt + cos O / sin 6(t) dt)
S0 S0
= TaRe, (/ cos 0(t) dt, / sin 0(t) dt)
S0 S0

= TaRa,(7(s))- -
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Exemplos 4.5. (1) Seja 7 : R — R? uma curva parametrizada por comprimento de
arco cuja curvatura é constante, igual a k > 0. Entao rks(s) = +k para cada s € I, mas
como kg é uma fungao suave, kg(s) = k para qualquer s ou kg(s) = —k para qualquer
s. Vejamos o que acontece no primeiro caso (o outro discute-se de modo andlogo).
Pelo Teorema existe uma curva parametrizada por comprimento de arco v : R — R3
cuja curvatura com sinal é constante, igual a k, e 4 é o resultado da aplicacao de um
movimento rigido a . Determinemos tal curva ~:

Como 0(s) = [; kdu = ks,

+(s) = ( /O " cos(kt) dt, /O " sin(kt) dt) - (Sinl(fs),—cosl(fs) + %)

Fazendo R = 1/k vem

(Rsinf,—Rcosf +R> = E(Rsinf, —Rcos f),

T T T T
onde a = (0, R). J4 vimos que
(R sin f, —Rcos f)
r r

é uma parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia de raio R e centro
(0,0), pelo que o trago de « é a circunferéncia de raio R e centro (0, R). Em conclusao,
como rotacoes e translagoes transformam circunferéncias em circunferéncias, o traco de

7 é também uma circunferéncia.

(2) A demonstracao do Teorema fornece-nos um algoritmo que permite, a partir de
qualquer funcao suave f, determinar uma curva plana cuja curvatura com sinal coincida
com f. Mas mesmo funcoes simples podem conduzir a curvas complicadas. Por exemplo,

suponhamos que f é a fungao identidade f(s) = s. Seguindo o algoritmo, tomando

s 82
0(s) = / udu = —
0 2

~v(s) = (/08 cos(t;)dt, /05 sin(t;)dt).

Contudo, estes integrais (que aparecem na teoria da difracgao da luz, onde sdo chamados

so = 0, obtemos

integrais de Fresnel), ndao podem ser expressos em termos de fungoes “elementares”. S6
usando métodos numéricos ou tabelas especiais podemos determinar as coordenadas de
v(s) num dado valor de s. No entanto, é simples obter uma ideia do traco da curva.

Com efeito,
lim 1(s) = lim 7(s) = 2v/7

s—400 s—400 2

. . 1
lim_71(s) = lim_72(s) = —5 /7.

§——00
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Além disso, v4(0) = +4(0) = 0. Portanto, a curva tem um ponto de inflexdo em ~(0) =

(0,0) e aproxima-se assimptoticamente do ponto
1 1
P = (5v7 5v7)
2 2
quando s — 400; 0 mesmo se passa relativamente ao ponto
1 1
Py = (—5vm—5v7)

quando s = —o0.
A figura seguinte, obtida com o programa Mathematica (que calcula os integrais por
aproximacao numérica), mostra isso mesmo. Trata-se da chamada clotéide ou espiral de

Cornu.

Esta curva é muito importante: é a curva que mais se utiliza como curva de transicao
em tracados de vias rapidas e linhas de caminho de ferro. A funcao destas curvas de
transicao é permitir que os veiculos possam passar de uma estrada rectilinea para outra
sem mudangas bruscas na aceleragdo centrifuga (e no caso das linhas de caminho de
ferro, também para minimizar os impactos tranversais sobre os carris). Se se utilizassem
arcos de circunferéncia, a curvatura passaria bruscamente de zero (no tragado rectilineo)
para um valor positivo constante (na parte circular). Esta descontinuidade (salto) da
curvatura no ponto de transicao entre os tracados rectilineos e curvos, além de ser bas-

tante incomoda para os condutores e eventuais passgeiros, pode ser causa de acidentes,
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devido a variacao brusca da aceleragao centrifuga que se verifica no veiculo quando este
inicia a sua trajectoria circular. Como a clotéide tem por funcdo curvatura a funcao
identidade, a sua forma ajusta-se perfeitamente a trajectéria de um veiculo viajando
a velocidade constante cujo volante é rodado de forma uniforme. Usa-se assim muito
como transi¢do um arco de clotéide, que permite aumentar gradualmente,de forma lin-
ear, desde zero até ao valor constante da curvatura da trajectéria circular adequada para
fazer a ligacao. Esta pratica foi introduzida na engenharia por L. Oerly em 1937. Veja

mais pormenores sobre a utilizacao destas curvas na concepcao de estradas em

www.atractor.pt/mat/curvtor/conducao_suave/estradas.htm

A implementacao do algoritmo do Teorema Fundamental das Curvas Planas na lin-
guagem do Mathematica é muito simples (como vimos na aula). Com efeito, definindo

a rotina

plotintrinsic[fun_,a:_0,{c_:0,d_:0,thetaO_:0},optsnd___,}
{smin_:-10,smax_:10},optspp___]:=
ParametricPlot [Module [{x,y,theta},{x[t],y[t]} /.
NDSolve [{x’ [ss]==Cos[thetal[ss]],
y’ [ss]==Sin[thetal[ss]],

theta’ [ss]==fun[ss],

x[al==c,y[al==d,theta[0]==thetal},
{x,y,theta},{ss,smin,smax},optsnd]]//Evaluate,
{t,smin,smax},AspectRatio->Automatic,optspp];

bastara depois escrevermos, por exemplo,

plotintrinsic[(#+Sin([#])&,0,{0,0,0},{-18,18},PlotPoints->80];

para obtermos um esbogo do grifico, para s €] — 18, 18[, da curva cuja curvatura é dada

pela funcdo f(s) = s +sins:
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As figuras seguintes mostram alguns dos exemplos apresentados na aula:

plotintrinsic[(Cos[#])&,0,{0,0,0},{-10,10},PlotPoints->80];

f(s) =coss
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plotintrinsic[(Sin[#])&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80];

f(s) =sins

53
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plotintrinsic[(#Sin[#])&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80];

f(s) = ssins
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plotintrinsic[(#°2Sin[#])&,0,{0,0,0},{-8,8},PlotPoints->80];

f(s) = s%sins

plotintrinsic[(#Sin[#]°2)&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80];

f(s) = ssin?s
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plotintrinsic[(Exp[#])&,0,{0,0,0},{-4.5,4.5},PlotPoints->80];

fs) =e?

No médulo interactivo “Curvatura e torgao” do Projecto Atractor [14] podemos ver
o Teorema Fundamental das Curvas Planas em acgao, observando como as mudancas
no gréfico da funcdo curvatura de uma curva tém implicagoes na geometria (forma) da

curva.

Exercicios
4.1. Prove que a curva v : RT — R3 definida por y(t) = (#, t+1,17%,) é plana.

4.2. Mostre que o traco da curva do Exercicio 3.1(b) é uma circunferéncia, e determine o seu

centro e o seu raio. Em que plano se encontra essa circunferéncia?

4.3. Seja v = (v1,v2) € R%2. Mostre que o vector w que se obtem de v por uma rotacio, no
sentido positivo, de um angulo recto, tem coordenadas (—vs,v1).

4.4. Seja v : R — R? uma curva plana e denote por 7y, e 3 as respectivas funcoes componente.

Prove que:
T(t) = ( 1@ 74 (1) )
(a) T(t VOL®)2+(5 ()2 /(31 (0)2+(5(6)2 )
b) No(t) = (— 72 (1) () .
(b) Na(t) ( \/(vi(t))2+(vé(t))2’\/(’vi(t))2+(vé(t))2)’

_ 1Oy )= ()75 (t)
(©) #st) = i@ m gy
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4.5. Seja v : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco e com curvatura
positiva. Seja a : I — R? uma curva nio necessariamente parametrizada por comprimento de
arco tal que, para cada t € I, a recta tangente a o em «(t) é a recta normal a vy em ~y(¢). Prove

que, para cada t € I,
1

a(t) =~(t) + va(t).
4.6. Determine explicitamente uma curva plana parametrizada por comprimento de arco tal que:
(8) hsls) = 2;
(b) ks(s) = s /2,
(c) rs(s) = S_}_ﬂ (a constante);
(d) ks(s) = .75z (a constante).

4.7.  (a) Considere a espiral logaritmica v, : R — R?, definida por v,(t) = (e® cost, e sint),
sendo a uma constante nao nula. Mostre que existe uma tnica reparametrizagao por
comprimento de arco

Ho:J — R?
s = Fa(s)

tal que

e JC(0,400) e

e s — 0 quando t = —oo (caso a > 0) ou t — 400 (caso a < 0).
Determine a correspondente mudancga de parametro, que ao parametro ¢ € R faz corres-
ponder o parametro s € J, e mostre que a curvatura com sinal de v, é igual a 1/as.

(b) Descreva toda a curva cuja curvatura com sinal, como fungao do pardmetro s por compri-

mento de arco, é igual a 1/as para alguma constante néo nula a.

4.8. Uma dada curva plana 7 parametrizada por comprimento de arco tem a seguinte pro-
priedade: o seu vector tangente T'(s) faz um angulo constante 6 com ~(s), para todo o s. Mostre
que:

(a) se 8 =0 entao o trago de v é parte de uma linha recta;
(b) se @ = /2 entao o trago de v é uma circunferéncia;
(c) se 0 < 0 < m/2 entdo o trago de v é uma espiral logaritmica (exercicio anterior).
4.9. Seja v : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, e seja ¢ uma

constante. A curva paralela ¢ é definida por v¢(t) = () +cNs(t). Prove que, se |cks(t)| < 1 para

qualquer ¢ € I, entdo v é uma curva regular e a sua curvatura com sinal é igual a xs/(1 — cks).

4.10. Seja v uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, cuja curvatura nunca

se anula. Define-se o centro de curvatura €(s) de v no ponto y(s) por

1
e(s) =(s) + mNs(S)
Prove que a circunferéncia de centro €(s) e raio |1/ks(s)| é tangente a v em y(s) e tem a mesma
curvatura que 7y nesse ponto. Esta circunferéncia chama-se circunferéncia osculadora de v no
ponto v(s). (Esboce a figura.)
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4.11. Com a notagao do exercicio anterior, podemos olhar €(s) como a parametrizagdo de uma
nova curva, chamada evoluta de v (se v néo for parametrizada por comprimento de arco, a sua

evoluta é definida como a evoluta de uma sua reparametriza¢io por comprimento de arco).

(a) Suponhamos que kL(s) > 0 para cada s. Mostre que o comprimento de arco de € é igual

a ug — %(S), onde ug é uma constante, e determine a curvatura com sinal de e.

(b) Mostre que a evoluta da pardbola 2y = 22 é a Curva de Neil, de equacao 2722 = 8(y —1)3

(ou, parametricamente, dada por y(t) = (—t23, 2+2?’t2 ), t € R).

N

a2 04

(¢) Mostre que a evoluta do cicléide 7,(t) = a(t — sint,1 — cost), 0 < ¢t < 27, onde a > 0 é
uma constante, ¢ a curva definida por €(t) = a(t+sint, —1+-cost) (cf. Exercicio 2.5) e que,
ap6s uma mudanga de parametro adequada, € pode ser obtida de v por uma translagao

no plano.

4.12. Seja 7 : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja ¢ > 0. A curva
te : (0,¢) — R? definida por t.(s) = v(s) + (¢ — 5)7/(s) chama-se involuta de ~y (se v nao for
parametrizada por comprimento de arco, as suas involutas sao definidas como as involutas de
uma sua reparametrizagio por comprimento de arco). Mostre que se a curvatura com sinal de

~ é estritamente positiva entao a curvatura com sinal de ¢. é igual a 1/(c — s).

4.13. Seja v uma curva plana parametrizada por comprimento de arco e sejam « e 3 duas

involutas de 7. Mostre que « e 3 sdo curvas de Bertrand (recorde o Exercicio 3.20).

4.14. Seja «y uma curva (regular) plana. Mostre que:
(a) qualquer involuta da evoluta de v é uma curva paralela a ;
(b) a evoluta de qualquer involuta de v é ~.

(Compare estas afirmagoes com o facto da primitiva da derivada de uma fungao suave f ser igual

a f mais uma constante, enquanto que a derivada da primitiva de f é f.)

4.15. Mostre que, aplicando uma reflexdao (relativamente a uma recta) a uma curva plana, se

altera o sinal da sua curvatura com sinal.

4.16. Prove que, se duas curvas planas v, : I — R? tém a mesma curvatura (# 0) para todos
os valores de t € I, entao ¥ pode ser obtida de v por aplicacao de um movimento rigido ou por

uma reflexao (relativamente a uma recta) seguida de um movimento rigido.



5. TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS 29

5. Teorema fundamental das curvas

Nesta seccao provaremos a versao geral do Teorema Fundamental das Curvas, que
mostra que uma curva parametrizada por comprimento de arco fica essencialmente de-

terminada a partir do momento em que conhecemos a sua curvatura e a sua tor¢ao.

Recordemos que um movimento rigido de R? é uma aplicacio M : R? — R3 da

forma M =T oR, onde R é uma rotagdo em torno da origem e 7 é uma translagao.

Teorema 5.1. [Teorema fundamental das curvas| Sejam k,7 : I — R funcgées suaves
com k > 0. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco vy : I — R?
cuja curvatura € Kk e cuja tor¢ao € T.

E mais: se 7 : I — R3 € outra curva parametrizada por comprimento de arco nessas

condigoes, existe wm movimento rigido M de R3 tal que, para cada s € I,

Demonstracao: As equagoes (férmulas de Frenet-Serret)

T = kN (5.1.1)
N' = —kT+ 7B (5.1.2)
B =—-7N (5.1.3)

podem ser consideradas como uma equacao diferencial em I x R?:
/
(Tl(s),Tg(s),Tg(s),Nl(s),Ng(s),Ng(s),Bl(s),Bg(s),Bg(s)> - (5.1.4)

= (K(s)N1(5), K(s) Na(s), r(5)Na(s),
—k(s)T1(s) + 7(s)B1(s), —k(s)Ta(s) + 7(s)Ba(s), —k(s)T3(s) + 7(s)Bs(s),
~7(5)N1(s), =7 (5)Na(s), = (s)Na(s) ).

Entéao, se fixarmos sg € I e considerarmos a base candnica e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0),
es = (0,0,1), a teoria das equacgoes diferenciais ordindrias garante-nos que existem
funcoes suaves (tnicas) T, N, B : I — R3 tais que T(sg) = e1, N(s0) = e2, B(sg) = e3 e

cujas componentes verificam (5.1.4). Como a matriz

0 k 0
- 0 ,
0O —7 0

que exprime os vectores 1", N, B’ em termos de T, N, B, é anti-simétrica, o terno

T(s), N(s), B(s)
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forma uma base ortonormada de R3 para cada s € I. Com efeito, as equacoes

(TIT) = 2x(TIN),

(TIN)" = &(NIN) = &(T|T) + r(T|B),
(T|B) = kK(NIB)—7(TIN),

(N|N) = —2x(T|N)+ 27(B|N),
(N|B) = —k(T|B)+7(B|B) - 7(NIN),
(BIB) = —27(N|B).

definem outra equacao diferencial, que tera também solugao tnica. Como
((T/T), (TIN), (T1B), (N|N), (N|B), (BIB))

é uma solucao dessa equacao diferencial (solu¢ao que toma o valor (1,0,0,1,0,1) em s =
s0) e, com a mesma condigao inicial, existe também a solucao constante (1,0,0,1,0, 1),
entao, pela unicidade do teorema de existéncia de soluctes deste tipo de equagoes dife-

renciais, teremos
(T'(s)|IT(s)) = L, (T(s)|N(s)) = 0,(T(s)|B(s)) = 0,
(N(s)|N(s) = 1,(N(s)|B(s)) = 0, (B(s)|B(s)) = 1.

Portanto, {T'(s), N(s), B(s)} é uma base ortonormada de R?, para cada s € I.

Finalmente definamos

Entao 7/(s) = T(s) pelo que ~ estd parametrizada por comprimento de arco. Além
disso, T = kN pela equagao (5.1.1), pelo que, como N é unitdrio, £ é a curvatura
de v e N a sua normal principal. Como B(s) é um vector perpendicular a T'(s) e a
N(s), B(s) = A(s)T'(s) A N(s), onde A é uma funcao suave satisfazendo A(s) = +1
para qualquer s. Como e3 = ej A ez, temos A(sg) = 1, logo A(s) = 1 para qualquer s.

Portanto B(s) é a binormal de v em s e, pela equagao (5.1.3), 7 é a torgao de ~.

Para provar a segunda parte, seja {T'(s), N(s), B(s)} o triedro de Frenet-Serret de ~y
em 7(s) e seja {T'(s), N(s), B(s)} o triedro de Frenet-Serret de 4 no ponto 7(s). Fixemos
so € I. Como {T(s0),N(s0), B(s0)} e {T(s0),N(s0), B(s0)} sdo bases ortonormadas
de R? com orientacdo positiva, existe uma rotacdo R em torno da origem que leva
T(s0), N(s0) € B(so) a T(so), N(so) e B(sg), respectivamente. Além disso, consideremos
a translagao T que leva v(sp) a Y(sg). Seja M = T o R. Provemos que M(y(s)) =
4(s) para qualquer s € I. Denotemos o triedro de Frenet-Serret da curva M o vy por
T, Na, Bag. Porque T é uma translagao e R é uma aplicacao linear, (M o ~)'(s) =
(Rov')(s) para cada s € I (Exercicio 5.1). Entao

Tam(so) = (Mo ) (s) = R(¥'(s0)) = R(T (s0)) = T(s0),
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Ty(s0) _ R(Y"(s0)) _ R(k(s0)N
ka(so) RO (oDl — 0" (s0
B(s0) = Tam(s0) A Naa(so) = T(so) A N(so) = B(so).

Npm(so) =

»

Portanto a aplicacao

A s> (T(s)|To(s)) + (N ()| Nau(s)) + (B(s) Baus))

toma o valor 3 em sg. Por outro lado, usando as férmulas de Frenet-Serret, podemos

concluir que

A'(s) = (T'(9)|Twm(s)) + (V'(5)|Naa(s)) + (B'(8)| Bm(s)) +
(T(5)[ T () + (N (5)| Nag () + (B(5)| Bj (5))
= K(8)(N($)|Ta(s)) — K(s)(T(5) N (s)) +
7(s)(B(5)INm(s)) = 7(5)(N ()| Bm(s)) +
R (8)(T(s)[Na(s)) = ka(s) (N ()| Ta(s)) +
TM(8) (N (8)[ Baa(5)) — T (s) (B(3) | Naa ()
= 0,

uma vez que, como M o~ e v tém o mesmo trago, ka(s) = k(s) e Tar(s) = 7(s) para
qualquer s € I. Consequentemente A é constante, ou seja, A(s) = 3 para qualquer s € I.
Mas, como T'(s) e T\ (s) sao vectores unitérios, (T'(s)|Ta(s)) < 1, a igualdade ocorrendo
se e 56 se T(s) = TM( ) (analogamente para (N(s)|Na(s)) e (B(s)|Ba(s))). Portanto
A(s) = 3 implica (T(s)|Ta(s)) = 1, ou seja, 7' = (M o). Entdo j(s) — (Mo 7)(s) 6

uma constante; como J(sg) = M (7(so)), esta constante deve ser zeroe y = Mo~y. =

Exemplo. Seja 7 : R — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco com
curvatura constante x > 0 e torcao constante 7 em todos os seus pontos. Como vimos
no Exemplo 3.3, a hélice circular 7,., (r > 0,a € R) tem curvatura constante r/(r? + a?)

e tor¢do constante a/(r? + a?).
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Portanto, pela segunda parte do Teorema, a curva v é o resultado da aplicagao de um

movimento rigido a hélice circular v, , tal que

r
[{:7
r2 + a2
a
T = —/———
r2 4+ a2
isto é,
K
rTr = —"
K2 4 72
(5.1.5)
-
4= ——-.
K2 4 72

Em conclusao,

qualquer curva com curvatura constante k > 0 e torcao constante T €, a
menos de rotagdo e translacdao, a hélice circular 7y, o para os valores de v e a

dados por (5.1.5).

A implementacao do algoritmo do Teorema Fundamental das Curvas na linguagem

do Mathematica é um pouco mais complicada que no caso plano:

plotintrinsic3d[{kk_, tt_}, {a_:0, {p1_:0, p2_:0, p3_:0},
{qi_:1, g2_:0, g3_:0}, {r1_:0, r2_:1, r3_:0}},
{smin_:10, smax_:10}, opts___] :=
ParametricPlot3D[Module[
{x1, x2, x3, t1, t2, t3, nl, n2, n3, bl, b2, b3},
{x1[s], x2[s], x3[s]} /.
NDSolve[{x1’[ss] == t1[ss],
x2’ [ss] == t2[ss],
x3’ [ss] == t3[ss],
t1’[ss] == kk[ss]nl[ss],
t2’ [ss] == kk[ss]n2[ss],
t3’ [ss] == kk[ss]n3[ss],

nl’[ss] == -kk[ss]ti[ss] + tt[ss]bl[ss],
n2’ [ss] == -kk[ss]t2[ss] + tt[ss]b2[ss],
n3’ [ss] == -kk[ss]t3[ss] + tt[ss]b3[ss],
b1’ [ss] == -tt[ss]nl[ss],
b2’ [ss] == -tt[ss]ln2[ss],
b3’ [ss] == -tt[ss]n2[ss],

x1la] == p1, x2[a] == p2, x3[a] == p3,



5. TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS 63

t1[a] ql, t2[al == g2, t3[a] == g3,
nila] rl, n2[a] == r2, n3[a] == r3,
bifal == g2 r3 - g3 r2, b2[a] == g3 rl - q1 r3,
b3[a] == q1 r2 - g2 ri},
{x1, x2, x3, t1, t2, t3, nil, n2, n3, bl, b2, b3},

{ss, smin, smax}]] // Evaluate,

{s, smin, smax}, opts];
Bastara depois escrevermos, por exemplo,

plotintrinsic3d[{# &, 0.3 &},{0, {0, 0, 0}, {1, 0, 0}, {0, 1, O}},
{-10, 10},
PlotPoints -> 1000];

para obtermos um esbogo do grafico, para s €] — 10, 10[, da curva cuja curvatura é dada

pela funcao k(s) = s e cuja torgao é dada pela fungao 7(s) = 0.3:

Outro exemplo: com a instrugao

plotintrinsic3d[{2 &, 2Sin[#] &}, {0, {0, 0, 0}, {1, 0, 0}, {0, 1, 0}},
{0, 4Pi},
PlotPoints -> 200];
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obtemos um esbogo do grafico, para s €]0,4x[, da curva cuja curvatura é dada pela

funcao k(s) = 2 e cuja torgao é dada pela fungao 7(s) = 2sin s:

[5]

No médulo interactivo “Curvatura e tor¢cao” do Projecto Atractor ([14], podemos ver
este teorema em acg¢ao, observando estereoscopicamente como as mudancas nos graficos
da curvatura e da tor¢ao de uma curva tém implicagoes na geometria (forma) da curva.
Encontramos ai também mais informacao sobre o Teorema e a sua versao geral para o

caso em que a curvatura nao é sempre estritamente positiva.

Exercicios

5.1. Seja v : I — R3? uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja M = T o R
um movimento rigido de R3®. Prove que T5(s) = R(T,(s)) para qualquer s € I, sendo ¥ a curva
Mo~ : I —R3.

5.2.  (a) Seja v : I — R3 uma curva esférica (contida numa esfera de raio r e centro c)
parametrizada por comprimento de arco. Prove que:
(i) A curvatura x de 7 nunca se anula;

(ii) Se a tor¢ao T de y nunca se anula entdo, para cada s € I,

2= p(s)* + (' (s)o(s))*,
onde p(s) = 1/k(s) e o(s) = 1/7(s)
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(b) Seja v : I — R?® uma curva parametrizada por comprimento de arco, com (s) > 0 e
7(s) # 0 para cada s € I. Definindo p(s) = 1/k(s) e o(s) = 1/7(s), mostre que, se a
funcao p? + (p'c)? é constante e p’ Z 0, entdo 7 é esférica. Qual é o raio dessa esfera?

(¢) Conclua que, sendo v uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que kK > 0 e

7 # 0, entdo vy é esférica se e s6 se 7/k = (k' /7K2)" (ou Tp = —(p'/7)").

5.3. Seja (ai;) uma matriz 3 x 3 anti-simétrica (isto é, a;; = —a;; para quaisquer 7,7). Sejam

v1, U2 € vz fungoes suaves de um parametro s, satisfazendo as equagoes diferenciais
3
! .
v, = E ai;v;  (0=1,2,3),
Jj=1

e suponhamos que para algum s os vectores v1(sg), v2(S0) € v3(sg) sdo ortonormados. Mostre
que os vectores v1(s), va(s) e vs(s) sao ortonormados para qualquer s.

[Sugestao: Procure um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem satisfeito pelos pro-
dutos escalares (v;|v;), e use o facto de tal sistema ter uma tnica solucdo com condigdes iniciais
dadas.]
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6. Heélices generalizadas

Na sec¢do anterior vimos que a curvatura e a tor¢do sao os invariantes que procurdva-
mos. A descricdo de uma determinada familia de curvas com propriedades geométricas
comuns fica entdo completa com a obtencdo de uma caracterizacdo dessas curvas em
termos da curvatura e torcao. Nesta seccao ilustraremos isso com o estudo de uma

classe especial de curvas — as hélices generalizadas.

As hélices circulares v, , do Exemplo 3.3 tém uma caracteristica especial: existe um
vector unitdrio u (neste caso, u = (0,0, 1)) tal que o angulo 6(s) formado pelos vectores

T(s) e u é constante; com efeito,

a

cosO(s) = (T(s)|u) = <(---,---,L)|(0707 1)) = Viita?

V2 +a?
pelo que

a
0(s) = arccos ———.
Vr? 4+ a?

As curvas que satisfazem esta propriedade chamam-se hélices generalizadas. Por-
tanto, uma curva v : I — R3 é uma hélice generalizada se existir um vector unitério u

tal que (T'(t)|u) nao depende do parametro t. O vector u diz-se o eizo da hélice.

Exemplos. (1) A hélice circular v, , é uma hélice generalizada de eixo v = (0,0, 1).

(2) O caminho mais curto entre dois pontos num cilindro (que nao pertengam a uma
recta paralela ao eixo do clindro) é um trogo de uma hélice (com eixo igual ao eixo do
cilindro), como pode ser visto “desenrolando” o cilindro, isto é, cortando-o ao longo de
um dos seus lados e planificando-o: o segmento de recta ligando esses dois pontos na
planificacao transforma-se num trogo de uma hélice ao tornar a enrolar o cilindro. E
por esta razao que os esquilos, ao perseguirem-se uns aos outros nos troncos de arvores,

seguem trajectérias de hélices.

(3) Toda a curva plana é uma hélice generalizada. Com efeito, como o vector binormal
B(t) = B nao depende de t, se considerarmos u = B é evidente que a definigao de hélice

generalizada é satisfeita.

(4) Mais geralmente, uma curva v(t) = (y1(¢),72(t),v3(t)) é uma hélice generalizada
desde que uma das fungoes coordenadas +; seja do tipo v;(t) = at. Nesse caso v}(t) = a

pelo que basta considerar o vector v = (u1,ug,u3) com u; =1 e u; =0 (j # 7).

(5) Podemos encontrar hélices generalizadas diferentes de hélices circulares ou curvas
planas nas curvas esféricas. A figura seguinte mostra um exemplo tipico de tais curvas

(vista dos lados e de cima):
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/\ {\/’“‘3
AN
Este exemplo faz parte de uma classe vasta de hélices generalizadas chamadas hélices
esféricas. Estas curvas sdo parametrizadas por v,,(t) = (x(t),y(t), 2V ab + b% cos ‘2’—,’;),
(a+b)t (a+b)t

onde (z(t),y(t)) = (((H—b) cost—becos(~=3), (a+0b)sint — bsin(T)) é a epicicléide

de parametros a e b (Exercicio 2.7). A figura seguinte mostra as hélices esféricas de

parametros a = %, b= i, a esquerda, e a = %, b= %, a direita.

O resultado seguinte mostra que é muito facil identificarmos uma hélice generalizada.

Teorema 6.1.[Teorema de Lancret] Seja v : I — R3 uma curva cuja curvatura nunca se

anula. Entdo v € uma hélice generalizada se e so se a aplicacdo

é constante.

Demonstracao: (1) Em primeiro lugar, provemos o resultado para curvas parametri-

zadas por comprimento de arco.

“=7” Seja v : I — R3 uma hélice generalizada, parametrizada por comprimento de arco.
Consideremos o seu eixo u, que satisfaz a condigao (T'(s)|u) = ¢, para qualquer s € I.

Comecemos por referenciar esse vector na base formada pelo Triedro de Frenet-Serret:
u=ay(s)T(s) + az(s)N(s) + as(s)B(s)

onde
ar(s) = (u|T(s)), aza(s) = (u|N(s)) e az(s) = (u[B(s)).
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Por hipétese a1 (s) = ¢. Além disso, de (u|T(s)) = ¢ decorre, por derivacao, (u|N(s)) =
0. Portanto u = ¢T'(s) + a3(s)B(s). Derivando obtemos

0 = cT'(s) +aj(s)B(s) + az(s)B'(s)
ck(8)N(s) + a(s)B(s) — as(s)T(s)N(s)
(cki(s) — az(s)T(s))N(s) + as(s) B(s).

Entao a4(s) = 0 para qualquer s, ou seja asz(s) = « (constante), e ck(s) — ar(s) = 0.

Consequentemente
T(s) ¢

para qualquer s € I, pois a # 0 (se fosse o = 0 terfamos, por um lado, ck(s) = 0, ou
seja, ¢ = 0, e por outro lado u = ¢T'(s) logo 1 = |ju|| = ¢, o que seria contraditério).
Note que, como u = cT'(s) + aB(s) é unitario, 1 = ¢ + o2, isto é, a = V1 — 2.

“«<” Suponhamos agora que

para qualquer s € I e consideremos ¢ € R tal que

C

_°  _u4
V1-—c?

(tal ¢ existe; basta considerar
d

V1+d?

ou, equivalentemente, ¢ = cosf onde cotgf = d). Definindo, para cada s € I,

s u(s) =cT(s)+vV1—c2B(s),
esta funcao é constante, uma vez que

u'(s) = I'(s)+V1—c2B'(s)
= (ck(s) —71(s)V1—c?)N(s)
= (ck(s) —dr(s)V1—c2)N(s)
= 0.

Portanto u(s) = u (constante). Como |lul]] = V2+1—-c2 =1 e (T(s)|lu) = ¢, fica

provado que v é uma hélice generalizada.

(2) Finalmente, para provar o resultado para uma curva genérica -y, basta reescrever o
caso (1), tendo o cuidado de considerar a velocidade da curva nas férmulas de Frenet-

-Serret. Alternativamente, podemos também argumentar do seguinte modo:
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Seja 4 : J — R3 uma reparametrizacio por comprimento de arco de 7, sendo A :

I — J a respectiva mudanca de parametro. Entao:

v é uma hélice generalizada < Ju € R : ||lul| = 1 e (T;(t)|u) = ¢ para qualquer ¢ € I

& JueR?:|ul| =1e (T5(A(t))|u) = c para qualquer t € T
& JueR?:|ul| =1e (T5(s)u) = c para qualquer s € J
& 4 é uma hélice generalizada
g 73(5) = d para qualquer s € J

k5 (s)

(A"(s))
& = d para qualquer s € J

ky(A71(s))

t

& /::((t)) = d para qualquer t € 1. -

Note que esta demonstracao fornece-nos um método efectivo de calculo do eixo da

7(s)
K(s)

hélice, conhecida a constante d =

. 4 _ d . . _ _
e Determina-se o nimero ¢ = Wiew:k equivalentemente, ¢ = cos 6 onde cotgh = d.
e O eixo u é o vector
T+ 1 —c2B = cosfT +sinOB

(onde T e B sao os vectores tangente e binormal calculados num mesmo s). Por-

tanto o eixo da hélice é um vector unitario no plano rectificante que faz um angulo
T
0 = arc cotg—
K

com T

Exercicios
6.1. Mostre que qualquer hélice circular é uma hélice generalizada.

6.2. Seja B: I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que kg > 0 e seja
a : I — R3 definida por a(t) = B'(t). Mostre que se 3 é uma hélice generalizada entio k, é
constante.

6.3. Seja v : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja curvatura nunca
se anula. Prove que as quatro condigoes seguintes sao equivalentes:
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(i) v é uma hélice generalizada,
(ii) os vectores normais principais sdo paralelos a um determinado plano fixo;
(iii) os vectores binormais fazem um angulo constante com uma determinada direcgao fixa;
. T,
(iv) — é constante.
K

6.4. Para quais a € R a curva v, : R — R3, definida por 7,(t) = (%t,tz,at3), é uma hélice
generalizada?

6.5. Considere a,b € R. Mostre que a curva 7,5 : R — R3 definida por v, (t) = (at, bt?,t3) é

uma hélice generalizada se e s6 se 4b* = 9a? ou a = 0 ou b = 0. Qual é o seu eixo nesse caso?
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Superficies em R?

1. Preliminares

O espago métrico R”

O conjunto R™ munido da aplicagao (distancia euclidiana)

d: R*xR* — R
(zy) |z =yl

é um espaco métrico pois d satisfaz os axiomas de definicdo de métrica:
(1) Y,y e R* d(x,y) > 0;
(2) Va,y € R® d(x,y) =0 se e 86 se x = y;
() Va,y e R"  d(z,y) = d(y, z);
(4) Va,y,z e R" d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
Chama-se bola aberta de centro x € R™ e raio € > 0 ao conjunto
Be(z) ={y € R" | d(z,y) <e}.

Um subconjunto U C R" diz-se aberto se, para cada x € U, existe ¢ > 0 tal que
B.(z) CU. E claro que qualquer bola aberta é um aberto.

Suponhamos agora que S ¢ um subconjunto nao vazio de R". Entdo d; = djgyg €
uma métrica em S e (S, d;) é também um espago métrico. Diz-se neste caso que (S, d)
é um subespago métrico de (R™, d). Designando por Bl(z) a bola aberta em S de centro
x € S eraio ¢ em S, temos Bl(z) = B.(x)NS. Neste caso, U C S é aberto de S se, para
cada x € U, existir ¢ > 0 tal que Bl(z) C U. Pode provar-se que, equivalentemente,
U C S éabertoem S seesdselU =V NS para algum aberto V' de R™.

Precisaremos também da nogao de espago métrico conexo: um espago métrico (X, d)
diz-se conexo se nao existirem abertos U e V', disjuntos e nao vazios tais que X = UUV.
Por exemplo, R", qualquer bola aberta em R", S"~! = {z € R" | ||z|| = 1} sdo conexos;

em R, os intervalos sao os subespagos métricos que sao conexos.

73
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Continuidade em R"

Uma funcao f: S CR" — R™ diz-se continua em x € S se
Ve>03>0: (yeSed(x,y) <9d)=d(f(z), f(y)) <e,

isto é
Ve>0 36>0 : f(Bi(x)) C B(f(x))
ou ainda, equivalentemente, se para todo o aberto U de R™ contendo f(x) existe um
aberto V em S tal que f(V) CU.
A aplicagao f diz-se continua se for continua em todos os pontos do dominio. Por-

tanto f é continua se e s6 se a imagem inversa de qualquer aberto U de R™ for um
aberto de S.

Propriedades:

(1) Sejam f : S CR® = R™ e g: Sy C R™ — R* aplicacoes continuas tais que
f(S1) € So. Entdo go f : Sy — R¥ é continua. Mais geralmente, se f e g sdo

aplicagdes continuas quaisquer entdo go f : f~1(S3) — R¥ é continua.

(2) Se f: S CR" —» R™ é continua e S; C S entao fis; = S1 — R™ é também

continua.
(3) Se f: 51 — Sz é continua e S; é conexo entao f(S1) é conexo.

(4) Seja f: S — R uma aplicac@o continua com S conexo. Se a,b € f(S) coma <be
y € R é tal que a <y < bentdoy € f(9).

Uma aplicagao continua f : .S C R" — Sy C R™ diz-se um homeomorfismo se for
bijectiva e a inversa f~! for também continua.
Facilmente se prova que uma bijeccao f : 51 C R™ — S C R™ é um homeomorfismo

se e s6 se for continua e as imagens de abertos de 57 forem abertos em Ss.

Diferenciabilidade em R"

Daqui em diante U designara sempre um aberto de R".
Seja f : U C R™ — R uma funcgao real de varidvel vectorial. A derivada parcial de f

relativamente a x; no ponto (y1,¥2,...,yn) € U, que denotaremos por

8$1 Y1,Y2,---5Yn),

é a derivada, caso exista, da funcao real de varidvel real

37'_>f(%3/2:-~-73/n);
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calculada em z = y;. De forma andloga podemos definir as outras derivadas parciais.
Quando f possui todas as derivadas parciais em todos os pontos de uma vizinhan-

ca de (y1,¥2,...,yn) podemos considerar as derivadas parciais de segunda ordem em

(Y1, Y25 - -, Yn):

o of. 0 o of 0

Oxy 0xy’  9x2 dxg Oxy’  Oxedry’

Diz-se que f é suave (ou, também, C'*°) se tiver derivadas parciais continuas de
qualquer ordem, em todos os pontos de U. Quando f é suave as derivadas parciais de
f sao independentes da ordem pela qual sao calculadas, isto é,

0% f 0% f

= , ete.
835,;83@ al'j 8.%'1

Ao vector
Vf= (ﬁﬁ>
o0x1 Oxy,
chama-se gradiente de f.
Mais geralmente, diz-se que f = (f1, fo,..., fm) : U C R" — R™ é suave se todas
as derivadas parciais das componentes f; (i = 1,2,...,m) de f existirem em todos os

pontos de U e forem continuas.

Propriedades:
(1) Se f:U CR" — R™ ésuave e V C U é aberto em R™ entdo f|y é também suave.

(2) Se f:UCR" - R™eg:U CR" — R™ sao suaves entdo f + g é suave; se

m =1, f-g ésuave; se m =1 e g nao for a aplicacdo nula entao g é suave.

(3) Se U = U;e; Ui, sendo cada U; aberto em R™, e fiy, é suave entao f: U — R™ é

suave.
A matriz
e 0 0 7
Ly Lw ... L
o 0 o
) SR - §EWw)
Jr(y) =
) Y o )

chama-se a matriz jacobiana (ou jacobiano) de f em y.
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Proposicao 1.1. Sejam f: U CR* - R™ e g: V C R™ — R* aplicacies suaves tais
que f(U) CV. Entio go f:U — RF € suave e, para cada x € U,

Jgor (@) = Jg(f ()T ().
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2. Que é uma superficie?

Nesta secc¢do, formalizamos a nocdo de superficie em R3. Discutimos em sequida al-
guns exemplos. Constataremos uma diferenca obvia entre a teoria das curvas e a teoria
das superficies: toda a curva € descrita por uma paramelrizacdo e existe sempre uma
parametriza¢do natural (sob o ponto de vista geométrico) — a parametriza¢ao por com-
primento de arco. Para as superficies ndo existem tais parametrizacoes e a maior parte
das vezes nem sequer € possivel encontrar uma parametrizacao que descreva a totalidade
da superficie. Por exemplo, no caso da esfera S*> C R3, qualquer que seja a maneira
como realizamos a escolha de um par de parametros, existird sempre um ponto, pelo
menos, que ndo poderd ser descrito por eles. As latitude e longitude usuais, por exem-
plo, falham nos pdlos — (90°N,30°E) e (90°N,60°0) sao o mesmo ponto — e também,

de certo modo, no meridiano 180° — este ou oeste?

No curso de Analise ja encontraram alguns exemplos de superficies:
e graficos de funcoes de duas variaveis,

e superficies de revolucao,

e superficies quadricas.

Aqui formularemos o conceito de superficie e estudaremos vérias propriedades geomé-
tricas das superficies.

O que é entao uma superficie? E um subconjunto de R? que “se assemelha” a uma
parte de R? “numa vizinhanca” de qualquer ponto, tal como a superficie da Terra,
embora esférica, parece plana a um observador nela colocado que consegue ver somente
até a linha do horizonte.

Os conceitos topoldgicos recordados na seccao anterior permitem-nos precisar as

expressoes “se assemelha” e “numa vizinhanca”:

Definicao 2.1. Um subconjunto S # () de R® é uma superficie se, para cada p € S,
existirem um aberto U de R?, um aberto V de R? contendo p e um homeomorfismo
c:U—-W=58nV.

Portanto, uma superficie S aparece equipada com uma colecgao de homeomorfismos
o : U — W a que se chama atlas da superficie. Cada o chama-se parametrizacao,
mapa ou carta de S. Cada ponto de S pertence & imagem de pelo menos uma destas
parametrizacoes de S.

A superficie diz-se suave se

cada parametrizagdo o é suave (2.1.1)
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e diz-se regular se, para cada o : U — W e para cada q € U,

a matriz J,(q) tem caracteristica 2. (2.1.2)

Analogamente ao que fizemos no Capitulo I, neste capitulo restringir-nos-emos as
superficies suaves (no entanto, nada seria substancialmente alterado se se impusessem

condigoes de diferenciabilidade mais fracas) regulares.

A partir de agora, salvo mencdo em contrdrio, quando usarmos a palavra

“superficie” estaremos a referir-nos a superficies suaves requlares.

Como ) )
() Fq)
Jo(a) = | $2(0) %2(q)
| 52 (0) B9 |
onde o0 = (01,09,03), a condicao (2.1.2) equivale a dizer que, para cada ¢ € U, os
vectores 9 P 5 5
Ty = (99 2920y 993
(@) = (@) (@) 52 (@)
e
oo o doy Ooy dos
a0 = (5, @ 5@ 5 (@)

sao linearmente independentes, ou ainda que, para cada q € U,
do do
—(q) N — 0,0,0).
S20) A (@) # 0.0.0)

(Note como esta ultima condi¢ao aparenta a condi¢ao de regularidade de uma curva.)

Exemplos. (1) Qualquer plano IT em R? é uma superficie com uma parametrizacao
global (isto é, um atlas formado por uma sé parametrizacao). De facto, seja P um ponto
do plano e sejam u = (uy,uz,u3) e v = (v1,v2,v3) vectores do plano, perpendiculares

um ao outro. Entao, para cada ponto ) do plano, o respectivo vector de posicao w

I
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é uma combinagao linear de u e v, digamos au+ Sv para alguns escalares « e 5. Portanto
Q— P =w=au+ Pv, ou seja, Q = P+ au+ Pv. A parametrizagdo desejada é entao
a funcao
o: R? — II
(, 8) — P+ au+ P

E 6bvio que se trata de um homeomorfismo suave, sendo a inversa ¢~ dada por
o (@) = (@ = Plu). (@ - Pl)).

A matriz jacobiana é a matriz

up v
U2 V2 )
us V3

que tem caracteristica 2 uma vez que os vectores u e v sao linearmente independentes.
(2) Mais geralmente, qualquer aberto num plano de R? é uma superficie.

(3) A esfera unitdria
§? ={(z,y,2) €R? |2 + " + 2" = 1}

é uma superficie. Talvez a parametrizagdo mais 6bvia seja a dada pela latitude 6 e
longitude ¢:
o(0,¢) = (cosfcosp,cosbsin p,sinb).

Nao podemos considerar o definida em todo o R?, caso contrério nio seria injectiva.

Para cobrir toda a esfera é suficiente considerarmos

v T
T<p<™ 0<ov<orm
g =7V =g V@=Ll
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No entanto o conjunto de pares (6, ) nestas condi¢des nio forma um aberto de R2,
e portanto niao pode ser usado como dominio de um mapa. O maior aberto de R?

consistente com aquelas desigualdades é
U:{(0,¢)\—g<9<g,0<gp<2w}.
Agora a imagem de o : U — R3 ndo é toda a esfera, mas sim
S?\ {(z,y,2) € S? | x> 0,y = 0},

ou seja, o complementar da semi-circunferéncia maxima C formada pelos pontos (z, 0, z)

com z > 0.

;ﬂﬂjn\\‘\
o
SLPAIT

Portanto o : U — R3 cobre somente uma parte da esfera. A aplicacio o é um homeo-

morfismo suave de U na intersecgao da esfera com o aberto
V ={(z,y,2) € R® |z <0 ouy #0}.

Quanto a regularidade de o, como

0
a—g = (—sinf cos p, —sin @ sin ¢, cos b), £ = (—cosfsin ¢, cos  cos v, 0),
temos 9 5
8—(; A 8—0 = (- cos? 0 cos p, — cos? O sin p, —sin 0 cos 6).
¥
Portanto,

||ZZ/\20” = \/00549+sin20c0520: Vcos? § = | cos 6] # 0,
®

pois 6 € (=73, 5), o que significa que g—g A g—g # (0,0,0).

Para concluirmos a demonstragao de que a esfera é uma superficie, necessitamos de
apresentar, pelo menos, mais uma parametrizacao da esfera que cubra a parte da esfera
omitida por o. Por exemplo, consideremos a parametrizagao ¢ obtida de ¢ por rotacao

de adngulo 7 em torno do eixo OZ (que aplica (z,y, z) em (—x,—y, z)) seguida de uma
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rotagao de angulo 7/2 em torno do eixo OX (que aplica (—z, —y, z) em (—x,—z, —y)).
Explicitamente,
o U — Snv
(0,p) — (—cosfcosp,—sinf,—cosfsiny),
sendo U o mesmo que em o e V = {(z,y,2) € R | > 0 ou z # 0}. A imagem de &

é o complementar da semi-circunferéncia C maxima formada pelos pontos da esfera da

forma (z,y,0) com = < 0.

A prova de que G é regular é similar a de o. E evidente que C e C nao se intersectam,
pelo que a uniao das imagens de o e ¢ é a esfera toda. Note que a maioria dos pontos
da esfera estd na imagem de ambos os mapas.

Um outro atlas da esfera de raio r > 0 pode ser estabelecido do seguinte modo.
Dado (z,y) € R? consideremos o respectivo ponto P = (x,%,0) no plano XOY e a
recta definida pelo ponto P e pelo pélo norte N = (0,0,r). Esta recta intersecta a

esfera num ponto Q.

Exercicio: verifique que

Q= ( 2zr 2yr? r(x? + y? —r2)>
S\ 242 a2 2 42 w24y 2

2

Qualquer ponto @ da esfera, com excepcao de IV, surge como tal ponto de interseccao.
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A funcao

on: RZ  — S2\{N}

2xr? 2yr? r(z?4y%—r?)
(x,y) = <x2+y2+r27 P s e R R By W

é uma parametrizacao da esfera toda menos o pélo norte. Para cobrir este pélo basta

considerarmos a parametrizagao

os: R? — S%2\{S}
o2 2yr2 _r(x2+y2_rz)>

(z,y) — Py 2 P2 P 4yi4r?

definida, de modo andlogo, relativamente ao pélo sul S = (0,0, —r).
As inversas 01}1 e 051 chamam-se projecgoes estereogrificas (a partir de N e de S,

respectivamente).

Exercicio: Verifique que

_ reTy
oN' (#9:2) = (r—z’ r—z>'

Um outro exemplo de atlas da esfera é constituido pelas seis parametrizagoes
3
iri»? z77 Z—? :’i?¢17¢i:U—>R )
definidas no aberto U = {(u,v) € R? | u? + v? < r?}, sendo

(b:xt(uav) = (:l: r2 - U2 - U2,U,U), ¢Z:/|:(u7v) = ('LL,:': T2 - U2 - ’1)2,1})7

& (u,v) = (u,v, 272 —u? — v2).

D
SRR
T ‘\\‘\\\
R
-‘,“gu

f
SR T
ittt
““‘&sg:g““‘:
RS
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Observagao. A esfera nao pode ser coberta por uma parametrizagao global (a demons-
tracdo desta proposicio baseia-se no facto de que, sendo S? um compacto de R? e U

nio sendo um compacto de R?, ndo pode existir nenhum homeomorfismo o : U — R3).

(4) Qualquer aberto na esfera unitaria é também uma superficie.

(5) Consideremos agora o cone duplo S = {(z,y,2) € R? | 22 + 4% = 2?}.

Neste caso nao temos uma superficie. Para concluir isso, suponhamos que o : U —
S NV é uma parametrizagao de S contendo o vértice v = (0,0,0), e seja a € U tal
que o(a) = v. Podemos supor que U é uma bola aberta de centro em a, pois qualquer
aberto U contendo a terd que conter uma bola dessas. O aberto V tem que conter
necessariamente um ponto p na metade inferior S_ do cone (onde z < 0) e um ponto
g na metade superior Sy (onde z > 0). Sejam b e ¢ os correspondentes pontos em U e
consideremos uma curva 7 em U passando por b e ¢ e ndao passando por a. Esta curva é

aplicada por ¢ na curva o o em S, passando por p e ¢ e nao passando pelo vértice v.
Isto é impossivel!

Removendo o vértice, ji obtemos uma superficie S_ U Sy com um atlas formado
pelos dois mapas o4 : U — R3, onde U = R?\ {(0,0)}, dadas pela inversa da projeccio
no plano horizontal XOY:

o1 (u,v) = (u,v, £/ u? 4 v2).
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Proposigao 2.2. Seja f : U C R? — R uma fungdo suave. Entdo o grifico, Gy =
{(z,y,2) €ER3 | 2z = f(x,y)}, de f é uma superficie.
Demonstracao: Basta considerarmos
o: U — Gy
(z,y) = (2,9, f(z,9))

Trata-se, de facto, de uma parametrizacao global de G/:
e ¢é claramente bijectiva e suave;
e o 1: G ¢ — U ¢ continua pois € a restricao a Gy da projeccao R3 — R? definida
por (z,y,z) = (z,y).

1 0
o Jy(z,y)=1| 0 1 | tem caracteristica 2.

Analogamente, {(z,y,2) € R? |y = f(x,2)} e {(z,y,2) € R} | x = f(y,2)} também

sao superficies.

Exemplos. (1) O paraboldide eliptico

g 22 P
S:{(SC,y,Z)ER |$+b72:’2}
(a > 0,b > 0) é uma superficie pois S = Gy para f : R? — R definida por f(z,y) =
Ly

e
WS Lo
§\‘\\i\-\\%\'?é‘\\\‘"fg:“":’::"/
N
SRS

S

Y
X 3
(2) Analogamente, o paraboldide hiperbdlico
22 o2
S = {(‘Tayaz) ERS ﬁ - big :Z}

também é uma superficie.
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Como vimos no caso da esfera, as superficies sao frequentemente dadas como su-
perficies de nivel S = {(z,y,2) € R® | f(x,y,2) = a}, definidas através de equacdes da
forma f(z,y,2) = a onde f: U C R® — R é suave. Nem sempre tais equacoes definem
uma superficie: ha que impor a f um certo grau de nao degenerescéncia.

Um nimero real a diz-se um walor reqular de f : U C R? — R se, para cada
p € [74(a), o gradiente V/(p) = (5L (p), 55(0), £ (1)) # (0,0,0).

No exemplo da esfera construimos um atlas por métodos ad hoc. O resultado seguinte
dé-nos as condigoes sob as quais é possivel construir um atlas para uma superficie de

nivel qualquer:

Teorema 2.3. Seja f: U C R? — R uma fungdo suave. Sea € f(U) é um valor reqular

de f entdo S = f~'(a) é uma superficie.

Demonstragao: Seja p € S = f~!(a) C U. Por hipétese,

V1) = (500, 50 5 0)) # (0.0,0)

Suponhamos entao que %(p) #0 (a prova é similar nos outros dois casos). Provaremos
o teorema, apresentando um mapa ¢ : U — W C S de uma regiao aberta W de S
contendo o ponto p.

Comecemos por considerar a fungao

F: U — RS
(z,y,2) = (2,9, f(z,y,2)).

A matriz jacobiana de F' em p,
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é invertivel, uma vez que |Jr(p)| = %(p) # 0. Entao, pelo Teorema da Func¢ao Inversa
(da Analise), existem abertos V e V de R?, contendo p e F(p), respectivamente, tais
que F : V — V é bijectiva e F~' : V — V é suave. Suponhamos F~' = (fy, fa, f3).
E claro que fi(z,y,2) =z, fo(z,y,2) =y e f3: V — R é suave. Compondo f3 com a
funcdo A : R? — R3, definida por A(z,y) = (x,y,a), obtemos a fungio suave

h=fzoXx: XY(V) = R
(z,y) — f3(z,y,a).
Pela Proposigao 2.2, Gy, é uma superficie, que tem como parametrizacao global
o: XN V) = Gy
(z,y) = (29 h(z,y) = (2,9, f3(2,9,0)).

Temos aqui o que procuravamos:
e U =\"YV) éum aberto de R?;
e W = (G} é um aberto de S contendo p, pois G, = SNV:

“cr Seja' (l’,y,Z) € Gh' Entao z = fS(x’yv a‘)’ logo (‘Tvy’ Z) = (‘Tvy, fg(x,y,a)) =
F~Y(z,y,a) € V. Por outro lado,

(x,y,a) = FF Y (z,y,a) = F(z,y, f3(z,y,0)) = F(z,y,2) = (2,y, f (2,9, 2)),
pelo que a = f(z,v, 2), ou seja, (x,y,2) € f~(a) = S.
“D” Seja (z,y,2z) € SNV. Entao
(#,y,2) = F'F(a,y,2) = F (2,9, f(2,9,2)) = F ' (z,y,0) = (2,9, fs(z,y,a)),

pelo que z = f3($7y7a) = h(l‘,y) Logo ($7y7 Z) € Gp. u

2

Exemplos. (1) O elipséide S = {(x,y,z) € R? | % + %3 + 5 =1}

é uma superficie. Com efeito, S = f~1(1), onde f : R® — R é dada por f(z,y,z) =
2?/a® + y?/b? + 2%/c%, e 1 é um valor regular de f, pois V = (2x/a?,2y/b%, 22/c?) s6
se anula em (0,0,0) ¢ S.

Analogamente, sao também superficies o hiperboloide de uma folha

S={(z,y,2) eR3|2® +4? - 22 =1}
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{(2,9,2) €R® a2 + 4% — 22 = —1}.

(2) O toro obtem-se rodando uma circunferéncia C, num plano II, em torno de uma recta
L, em II, que nao intersecta C. Tomando para Il o plano XOZ e para L o eixo OZ,
e centrando a circunferéncia C de raio r no eixo OX, a uma distancia a de £ (a > r),

e o hiperboloide de duas folhas S

obtem-se:

(na figura da direita mostra-se sé6 uma metade do toro.)
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O toro é (cf. Exercicio 2.9) a superficie de nivel dada pela equagao
(2% + 2+ 22+ a® — )2 = 4a*(2? + ?).

Trata-se de uma superficie, uma vez que
S ={(@y2) R} |2 =1t = (Vo> £y —a)?} = f71(?),

onde
[ B\{(z,y9,2) eR¥ |z =y=0} — R

(a:,y,z) = Z2+(V'x2+y2_a)2

2

é suave e r“ é um valor regular de f.

No caso em que a = r obtem-se

SR
=S

=)
S
e

L

i

(3) Para o cone duplo do Exemplo da pégina 83, que observamos na altura nao ser uma
superficie, f(z,y,z) = 2% + y?> — 22, Entdo Vf = (2z,2y, —22) anula-se somente no
vértice (0,0,0). Por isso este critério ndo nos permite concluir que S = f~1(0) é uma
superficie.

No entanto, removendo este ponto, ficamos com uma superficie, pois S é a unido
disjunta S;US_ (note que, pela defini¢ao de superficie, é 6bvio que a uniao de superficies
disjuntas é ainda uma superficie) e quer o cone Sy quer o cone S_ sdo superficies por
2.3:

S+ = f71(0) e S_ = f=*(0) onde
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fr: {l@y,2)eR3|2>0 — R

(,y,2) +— xz2+9y%— 22

f-: {(z,y,2)eR3|2<0} — R
(2,9,2) = x?+y?— 2%

Como o exemplo da esfera mostra, um ponto p de uma superficie S pode estar,
em geral, na imagem de mais do que um mapa. Suponhamos que o : U — W C S e

&:U — W C S sio dois mapas de S tais que p € WNW.

a

g
N

I 7

Como ¢ e & sdo homeomorfismos, o~ {(W N W) e 6~ (W N W) sdo abertos V C U e
V C U, respectivamente. O homeomorfismo 61 oo : V — V chama-se aplicacdo de

transicao ou mudanca de coordenadas de o para . Denotando-a por ®, temos
o(u,v) = (®(u,v))

para qualquer (u,v) € V.
Sendo a superficie suave, cada ® é suave:

Proposicao 2.4. A mudanca de coordenadas ® = 6 Yoo : V — V ¢ um homeomorfismo

suave entre abertos de R2.

Demonstracao: Uma vez que W e W sao abertos em S, W N W é um aberto em
S e também em W. Logo V é um aberto em U o que, como U é um aberto de R2,
implica sé-lo também em R2. Analogamente, V é também aberto em R2. Entdo ® é um
homeomorfismo por ser a composicao das aplicacdes o : V. — WNWed™ ' : WNW — V

que sao homeomorfismos visto o e ¢ o serem.
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Lo o é suave, provaremos que para cada g € V existe

Para demonstrarmos que 6~
um aberto U, tal que a restricio de 671 o o a U, é suave.

Seja entao g € V, com o(q) = p e 6(r) = p. Uma vez que & é uma parametrizagao,
ha uma submatriz 2 x 2 de J5(r) com determinante nao nulo. Claro que podemos, sem

perda de generalidade, supor que se trata da submatriz

[ Frr) ) ]

92(r) 922(r)

Jy

onde & = (&1, G9,53). Considerando 1o, com I : R? — R? dada por II(z, y, 2) = (2, ),
e usando o Teorema da Funcao Inversa, podemos concluir que existe um aberto V,. de
R? tal que a restricio de (61,52) a V; é injectiva. Designemos & (V;.) por Vi.
Definamos F : V; x R C R3 — R3 por F(z,y,2) = (61(x,y),62(x,y), 53(x,y) + 2).
Entao Jp(r,0) tem determinante nao nulo e F' é localmente invertivel em (r,0), isto é,
existem abertos em R3, W0y € Wy, tais que F': W, ) — W), € invertivel e F —1 ¢ suave.
Como o : U — U’ é continua, existe um aberto U, de R? contido em o1 (U’ N V;) tal

que o(U,) € W,. Observemos finalmente que

(Foo)ly, = (67" 00, 0),

o que mostraré que, sendo F~! oo uma aplicacio suave, a aplicacio (6 ' o0) U, € suave:

Seja (z,y) € U, e suponhamos que (F~!oo)(z,y) = (z1,v1,21). Como o(z,y) €
U' NV, existe (2/,y') € V, tal que 6(2',y') = o(z,y). De F(z1,y1,21) = o(z,y) =
(', y’) decorre que (z1,y1,21) = (z,y,0), pela injectividade de (51, d2)|y,. Portanto

(F~Yoo)(z,y) = (2',y,0) = (6" o0)(z,y),0), conforme pretendiamos demonstrar. m

1

Um raciocinio anilogo mostra que ®! = 07! 0 & também é suave. O resultado

seguinte é uma espécie de reciproco:

Proposicdo 2.5. Sejam U e U abertos de R2 e o : U — V C S wma parametrizacio
(regular, suave) de S. Seja ainda P : U — U um homeomorfismo suave com inversa

®1 suave. Entio 5 =c0®:U — V C S ¢ também wma parametrizacio de S.

Demonstracao: A funcao ¢ é suave porque a composicao de funcoes suaves é ainda
suave.

Para provar a regularidade de &, seja (u,v) = ®(u, ). Como ¢ = ¢ o ¢, entao

Isto significa que

oo . .. 0Py, _ Oo 0Py, . _ Oo
%(1’%1})_ ax (u7v)ax(uﬁv)+ ax (’U‘?U)ay(u?v)
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05 ooy P01 00O 0
8711/(”,2}) - 8y (U,U) 6x (U,'U) + 8y (U,'U) ay (U, U)‘
Entao
oo, _ 86~~_ o®, . _ 0Dy, _ 0P, . _ 0Py, _\Oo oo
%(ua ’U) @(ua ’U) - < ox <U,1)) ay (’LL,’U) ay (’LL,’U) ox (U,’U)) ox (’LL,’U) A 8y (’LL,’U)

= det(Jgp(u,)) g;(u,v) A g;(u,v).

Como ® é um homeomorfismo, Jg-1 = (Jo)~!; em particular, a matriz Jp é invertivel,
ou seja, o seu determinante é diferente de zero. Portanto
oG oG

7 (@ 0) A 5 (@, %) # (0,0,0).

Se dois mapas o e ¢ num atlas de S estao relacionados como nesta proposicao,
dizemos que ¢ é uma reparametrizacao de o e que ® é uma mudanca de coordenadas.

Note que ¢ é também uma reparametrizacio de & pois 0 = o 1.

No seguimento de 2.4 e 2.5, terminamos esta secgdo com a nogao de funcao suave
entre superficies, de que necessitaremos mais adiante, e que permite o desenvolvimento
de algum calculo diferencial sobre uma superficie regular. Este cdlculo é uma generali-
zacao natural do célculo diferencial sobre um aberto de R2.

A nocao de funcao suave entre superficies formaliza-se através da nogao de suavidade
para funcoes g : U C R? — R?:

Definigao. Sejam S; e S5 superficies e W um aberto de S;. Uma funcao
f W - Sl — SQ

diz-se suave se, para quaisquer mapas o1 : Uy — Wi de S1 e 09 : Us — Wo de Sy tais
que Wi N f=1(Wa) # 0, 02_1 o f oo é suave.

Claro que na pratica esta definicdo é perfeitamente inutil para verificarmos se uma
dada aplicacao é ou nao suave. Como ja observamos que as mudancas de coordenadas
tém “boas” propriedades (o que implica, nomeadamente, que todos os conceitos que
se exprimam em termos das coordenadas locais — ou seja, de um dado mapa — nao
dependem do sistema de coordenadas usado, mas apenas da superficie), podemos obter

o seguinte critério, mais 1til na pratica:

Proposicao 2.6. Uma aplicagcio f : W C S — Sy € suave se, para cada p € W,
existem mapas o1 : Uy — Wi e g9 : Uy — Wy, de S1 e S, respectivamente, tais que
p € Wi, f(p) € Wy eaglofoal € suave.
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Demonstracao: Sejam g7 : Ul — Wl e Jg : UQ — Wg parametrizacoes de S7 e So,

respectivamente, tais que Wy N f _1(W2) # (). Pretendemos provar que
~ —1 e e 7 —1 /177 2
g9 "o fooy:or (Wlﬂf (Wg))—>R

é suave. Seja g € o1 (W1 N f~1(W3)), com ¢1(q) = p. Entéo, por hipétese, existem

parametrizacoes o1 e o2 em p e f(p), respectivamente, tais que o5 Lo fooy é suave. Ora
Gy toogoaytofogioo;tod = (G2 toas)o (o, o foay)o (o]t 0dy),

que é evidentemente suave pois trata-se de uma composicao de aplicagoes suaves (uma
vez que as mudancas de coordenadas sdo suaves), é a restricio de g2 ! o f o] a um
aberto de R? contendo ¢q. Como o ponto g é qualquer, segue-se que do ! o f oy é suave.

[
Por fim, listemos mais algumas propriedades:

e Se f é suave entao f|y (sendo U um aberto) também é suave.

e Se f é uma aplicacdo de dominio U = |J,.; Ui, e, para cada ¢ € I, f|y, é suave,

el
entao f é suave.

e Se f e g sao suaves e podem compor-se entao a composicao é suave.

Uma aplicacao entre superficies, f : S — S2, suave, bijectiva, cuja inversa ainda é

suave, chama-se um difeomorfismo. Note que

se f: 51— Sy € um difeomorfismo e o1 um mapa de S1 entao f ooy €

um mapa de Ss.

Exercicios
2.1. Mostre que um disco aberto no plano OXY ¢é uma superficie.
2.2. Defina parametrizacoes ¢%, ¢ : U — R3 para a esfera
S? ={(z,y,2) eR® |22 + 9> + 2% =1}
resolvendo a equacgao 22 + y2 + 22 = 1 relativamente a z (isto &,
¢ (u,v) = (£V1 — u? — 02 u,v),

definidas no aberto U = {(u,v) € R? | u® + v? < 1}). Defina ¢ e ¢7 de modo andlogo (com o
mesmo U), resolvendo a equagao relativamente a y e a z, respectivamente.
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Mostre que estas 6 parametrizagoes asseguram que a esfera é uma superficie.

2.3. Considere a projec¢do estereogrdfica da esfera
7:8%\{(0,0,1)} — R?

que é definida do seguinte modo: para cada p € S?\ {(0,0,1)}, 7(p) é o ponto de R? tal que
(m(p),0) é o ponto de interseccao do plano z = 0 com a recta que contém os pontos (0,0,1)
e p. Determine a expressdo analitica de 7, e mostre que 7 é uma bijeccdo e que 7~ é uma
parametrizacao de S2. Conclua que existem duas parametrizacoes de S? cuja unido cobre toda

a esfera.

2.4. Mostre que o cilindro circular S = {(x,y,2) € R3 | 22 + y? = r?}, r # 0, pode ser coberto
por uma parametrizacao e, portanto, é uma superficie.

2.5. O hiperboldide de uma folha é definido por H = {(z,y, 2) € R3 | 2% + y? — 22 = 1}. Mostre
que, para cada 6, a recta

(x—2)cosf=(1—y)sinf, (z+ z)sinf = (1+ y)cosb

estd contida em #H, e que todo o ponto do hiperboldide pertence a uma destas rectas. Deduza
que H pode ser coberta por duas parametrizagdes, e portanto que é uma superficie. (Compare

com o caso do cilindro do Exercicio 2.4.)
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Determine uma segunda familia de rectas em H, e mostre que nenhum par de rectas da mesma
familia se intersecta, enquanto que qualquer recta da primeira familia intersecta qualquer recta

da segunda familia com uma excepgao.

2.6. Seja f : U — R3, (x,y) — (22, 2y,y?), sendo U = {(z,y) € R?* | 2 > 0, y > 0}. Prove que
f(U) é uma superficie.

2.7. Mostre que:

22 g2 2
(a) O elipséide = + 7 + 2= 1 (a,b,c # 0) é uma superficie.

(b) S ={(x,y,2) e R®| (2% + y2)2 + 322 = 1} é uma superficie.

2.8. Mostre que ¢(r,0) = (rcosh@,rsinh@,r?) define uma parametrizacio da parte z > 0 do
paraboldide hiperbdlico P = {(z,y,2) € R? | z = 2? — y?}.
Fazendo uso da Proposicao 2.2, determine outra parametrizagao ¢~>, e verifique que (Z) é uma

reparametrizagao de ¢. Determine as duas parametrizagoes andlogas para a parte z < 0.

2.9. Recorde que um toro se obtem rodando uma circunferéncia C, num plano II, em torno de
uma recta £ (também em II) que ndo intersecta C. Considere para plano IT o plano XOZ e
para L o eixo OZ e suponha a circunferéncia centrada no eixo OX. Seja ainda a > 0 a distancia
do centro de C a L, e 7 < a o raio de C. Mostre, de dois modos distintos, que o toro é uma

superficie, mostrando que:

(a) tem um atlas consistindo nas parametrizagoes
o(u,v) = ((a + 7 cosv) cosu, (a + rcosv) sinu, r sin v) ,
com (u,v) pertencendo a adequados subconjuntos abertos de R?;
(b) é a superficie de nivel dada por (22 + 32 + 22 + a? — r?)? = 4a?(2? + ¢?).

2.10. Para que valores de ¢ se pode garantir que S = {(z,y,2) € R3| 2(2 — 2) + 2y = ¢} é uma

superficie ?

2.11. Seja f: R® — R definida por f(z,y,z) = z2. Prove que, apesar de 0 ndo ser valor regular
de f, f71(0) é uma superficie.
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3. Classes especiais de superficies

Nesta seccao descrevemos algumas das classes de superficies mais simples.
Superficies quadricas

As superficies mais simples — os planos — tém equagoes cartesianas lineares em
x,y,z (por exemplo, z = 2, x +y = 0 ou x +y + z = 0). Deste ponto de vista,

as superficies seguintes mais simples serdao as que tém equacoes cartesianas dadas por

expressoes quadraticas em x,y, 2.

Defini¢ao. Uma quddrica é um subconjunto de R? definido por uma equacio da forma

a1’ + a2y2 + a3z2 + 2a47y 4 2a5yz + 2a6xz + bix 4 bay 4 b3z + ¢ = 0.

Esta equacao pode ser escrita na forma matricial (rA | )+ (b | r) + ¢ =0, onde

ayp a4 Gap
A= as Qa2 as ,b:[bl bg bg} erz[myz}.
ag a5 asg

Uma quddrica ndo é necessariamente uma superficie. Por exemplo, 22+ y? + 22 =0
define o ponto (0,0,0), 22 + y?> = 0 define a recta * = y = 0 (ou seja, o eixo OZ) e
a2y = 0 define a uniao de dois planos que se intersectam (os planos z =0 e y = 0).

O teorema seguinte mostra que basta considerar quadricas cujas equagdes tomam

uma forma particularmente simples.

Teorema 3.1. Aplicando um movimento rigido de R3, qualquer quddrica nio vazia
na qual os coeficientes ndo sdo todos nulos pode ser transformada numa cujao equagdo

cartesiana € uma das sequintes (em cada caso, a,b,c sao constantes nao nulas):

(1) %2 + %j + ié =1 (elipsdide)
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=1 (hiperboldide de uma folha)

22
62

v
b2

_|_

z2
2

a

(2)

R
R0,

!
)
st

1 (hiperboldide de duas folhas)

2
z
+C

= z (paraboldide eliptico)

¥
b2

+

z2
(12

)

(4

z (paraboléide hiperbdlico)

v
Y =
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0 (cone duplo)

22 _
82

¥
b2

P
G

=1 (cilindro eliptico)

2 2
z Y
2T

(7)

=1 (cilindro hiperbdlico)

22y
a? b2

(8)

R
d—fd’ﬂ’ﬁﬂ%ﬂ”ﬂ”ﬂ”//ﬂ”ﬂ”/
ALY 4

o,
N
R

TS

RS

y (cilindro parabdlico)

z2
a2

(9)

(10) x =0 (plano)

(11) 2* = a* (dois planos paralelos)
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[
[

(12) & — %3 = 0 (dois planos que se intersectam)
(13) %z + %; =0 (recta)

2 2 2
(14) % + ‘7;7 + % =0 (ponto).

Demonstracao: Podemos comecar por escrever a quadrica na forma
[y 2]Alz y 2]T + [by be b3][x y 2]T +c=0. (3.1.1)

Sabemos da Algebra Linear que existe uma matriz P tal que PTP = I, |[P| = 1 e
A=PTAP ¢ diagonal (P é a matriz de diagonalizagdo de A, os elementos na diagonal
de A sdo os valores préprios de A e as linhas de P sdo os correspondentes vectores

préprios). Definamos

[zg2]=lzy2P

[b1 by b3] = [by by bs]P.
Substituindo em (3.1.1), obtemos a quadrica
&5 2A[E 2T + by by bs][E 5 2] +c=0
ou seja,
a13% + aof® + GsF” + b1@ + bofj + b3z + ¢ = 0.
Geometricamente, isto significa que aplicdmos uma rota¢ao (movimento rigido) & qué-
drica inicial, pois qualquer matriz P, 3 x 3, tal que PTP = I e |P| = 1 representa uma

rotacdo de R3.

Em conclusao, é sempre possivel levar qualquer quadrica, por rotacgao, a forma
a1z + asy? + a3z® + bix + boy + b3z + ¢ = 0. (3.1.2)
Agora, se a1 # 0, fazendo & = x + 2%11 (o que corresponde a uma translagao) obtemos
a1 7% + agy® + a3z’ + boy + b3z + = 0.

Isto mostra que quando a1 # 0 podemos assumir by = 0; claro que, analogamente,
podemos fazer o mesmo a by (quando as # 0) e b3 (quando ag # 0). Teremos assim que
analisar apenas quatro casos:

Caso 1 (a1,a2,as # 0): Neste caso a quadrica reduz-se, pelas tais translagoes, a

a1x2 + a2y2 + a322 +c=0.

Se ¢ = 0 obtemos os casos (6) e (14). Se ¢ # 0 obtemos os casos (1), (2) e (3), consoante

os sinais de a1, a9, a3 e c.
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Caso 2 (aj,a2 # 0,a3 = 0): Neste caso a quadrica reduz-se a

a12? 4+ asy? + bz 4+ ¢ = 0.

Se by = 0 entdo a;z? + asy® + ¢ = 0. Neste caso, se ¢ = 0 obtemos 0s casos (12) e
(13), e se ¢ # 0 obtemos, dividindo por —c, os casos (7) e (8). Se b3 # 0, efectuamos a
translacao
Z=z+ —
reduzindo a quéadrica a
a1x2 + azy2 +2z=0.

Isto dd os casos (4) e (5). Com efeito: a;,as < 0 d4 imediatamente o caso (4), e
a; < 0,a3 > 0 ou a3 > 0,a2 < 0 origina o caso (5); se ay,az > 0, fazendo a rotacao
de angulo 7 em torno do eixo OX, ou seja, fazendo T = =,y = —y e Z = —z, obtemos

a1w? + azy® = z, isto é, o caso (4).

Caso 3 (a1 # 0,a2 = a3 = 0): A quédrica (3.1.2) reduz-se a

a1z + boy + b3z + ¢ = 0.

Se by, b # 0, rodando o plano OY Z de modo a que o eixo OY fique paralelo ao vector
(bo, b3), chegamos a situagao be # 0,b3 = 0 e depois, pela translagdo § = y + é ao longo
do eixo OY, podemos fazer ¢ = 0. Chegamos assim a a;z% +y = 0, ou seja, o caso (9).

Se bg, bg = 0 entao, se ¢ = 0 obtemos o caso (10), e se ¢ # 0 o caso (11).

Caso 4 (a1 = ag = a3 = 0): Neste caso, (3.1.2), quando nao é vazia, é a equagao de um

plano, que por um movimento rigido ébvio se reduz ao caso (10) novamente. ]

Exemplo. Consideremos a quadrica %yZ + %22 + %yz —5V2x+V2y+32=T.

ol s A i
e Y

e

2

Neste caso

s

Il
Nl W O
ol Nl O
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Passo 1: Diagonalizando A obtemos a matriz

A:

o O =
S N O
o O O

A matriz de diagonalizacdo (que corresponde a uma rotacio em R3) é a matriz

0 0 1
_ V2 V2
P_—T\Tfo
2 W2
5 5 0

O efeito de P nos termos de grau 1 da quadrica, B = [3, —5v/2, V2], é B=B-P =
[6, —4, 3]. Portanto, com a rotacio P obtemos a quadrica &2 + 2%+ 6% — 47+ 32 = T:

%
A
£ o

WA

AN
ﬂ‘.‘:,\ o e S0 e
TS e LT R
NP
N i
v A

i}
NI

Passo 2: Com a translacdo definida pelo vector (3, —1,0) + (0,0, —6) = (3, —1, —6), ou
seja, fazendo 2 =% +3,§ =47 — 1 e 2 = 2 — 6 chegamos a 72 + 2¢% + 3% = 0:

104

P
N ']'.M\-*g\
SR

D ek ,},,1“":;:‘1 "‘-l.

N O
SRFAS AP
SRS

)

Estamos assim no caso 2 da demonstracao do Teorema. Efectuando a rotacao de angulo

7, em torno do eixo OX, ou seja, fazendo T = Z,9 = —y, 2 = —Z, obtemos
1z 2z, =
ST+ Yy =2
3 3?J )

que define um paraboléide eliptico de eixos v/3 e \/g :
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Em conclusao, a quadrica inicial %y2 + %,22 + %yz — 522+ v2y + 32z = 7 reduz-se,
por um movimento rigido de I~R3 (rotagao P + translacao (3, —1,—6) + rotacao de 180°)

‘- . 72 72 =
ao paraboldide eliptico % + &L=z
2

Como podemos obter um atlas da quéadrica inicial 7 Como ja sabemos a superficie

‘Hm
[ V)
5!

5 + % e 5 tem uma parametrizagao global dada por :i‘ =u € R,y =v € Re
N 2
§:%u2+%02, isto é,
= 1 2
o (u,v)r—>(u,v,§u2—l—§v2)
Istocorrespondea£:§—3:u—3,g}:1—§:1—ve2:6—§:6—%u2—%v2.
Entao
0 _V2 V2
~ ~ 1 pT Lo 2, \/22 \35
[xyz] = [zyZz]P :[u—3,1—v,6—§u _§U] 0 2 ¥
1 0 0
1, 2, Vi o3 Vi3
= - = —v, ——u— — 2V2, —u— —v— V2]
[ JU =30~ 2U+\[,2u 5 V2]

Portanto, a quadrica inicial é um paraboldide eliptico com uma parametrizacao global
dada por

3 2
Cilindros generalizados

Um cilindro (generalizado) é uma superficie S que se obtém por translagao de uma
curva v : (o, 8) — R3. Se a é um vector unitério na direccdo da translacdo, o ponto

obtido transladando o ponto y(u) da curva pelo vector va (v € R) paralelo a a é

o(u,v) = y(u) + va.
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Isto define uma funcdo o : U — S C R3, onde U = {(u,v) € R? | a < u < B},

claramente suave e sobrejectiva. Como

U(“? ’U) = O'(’&, 73) A 7(“) - 7(17“) = (ﬁ - U)a7
entdo o(u,v) = o(@,0) implica v = ¥ quando nenhuma recta paralela a a intersecta =y
em mais do que um ponto (caso v # v entao y(u) # (@) seriam dois pontos diferentes
pertencentes a uma dessas rectas). Além disso, se v é injectiva entao também u = a.
Assim, o é injectiva se nenhuma recta paralela a a intersecta 7 em mais do que um

ponto e y é injectiva. Por outro lado, como

0 ) =/ () e o (w,0) =a,

entao g—g(u, v) A %(u, v) # 0 se e 86 se o vector 7/ (u) nunca é paralelo a a. Portanto, o
é regular se e sé se o vector 7/(u) nunca é paralelo a a.

Em conclusao, o € uma parametrizacao reqular se nenhuma recta paralela a direccao
a intersecta v em mais do que um ponto, v € injectiva e 7' (u) nunca € paralelo a a.

A parametrizacao toma uma forma muito simples quando 7 estd num plano perpen-
dicular a a (o que pode ser sempre atingido, substituindo « pela sua projecgdo num tal
plano). A condigdo de regularidade é entdo satisfeita desde que +/(u) nunca se anule,

isto é, quando v é regular. Podemos também considerar que o plano da curva é o plano
OXY ea=(0,0,1). Entao

para funcoes suaves f e g, e a parametrizacao vem

J(“?”) = (f(u),g(u),v).

Por exemplo, o cilindro circular usual é gerado pela circunferéncia v de equacio z?+y? =
1, que pode ser parametrizada por y(u) = (cosu,sinu,0), para0 < u <2me —7w < u <7
por exemplo. Isto dd um atlas para o cilindro formado por dois mapas, ambos dados
por o(u,v) = (cosu,sinu,v), e definidos nos abertos {(u,v) € R? | 0 < u < 27} e
{(u,v) ER? | -7 < u < 7}.
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Cones generalizados

Um cone (generalizado) S é uma uniao de rectas passando por um dado ponto p (o

vértice do cone) e pelos pontos de uma dada curva 7 : (o, ) — R3.

~

!

Cada ponto de cada uma dessas rectas é da forma
o(u,v) = P+ v(y(u) — P) = (1 —v)P + vy(u).

Isto define uma funcdo o : U = {(u,v) € R? | @ < u < B} — S que é claramente suave

e sobrejectiva. Quanto a injectividade, como
o(u,v) = o(u,0) < vy(u) —oy(a) + (0 —v)P =0

significa que os pontos P, vy(u) e (@) sdo colineares, entao o(u,v) = o(a,?) implica
v = ¥ quando nenhuma recta que passa por P intersecta vy em mais do que um ponto (em
particular, v ndao pode passar por P). Se, além disso, v # 0 (ou seja, o vértice do cone
é excluido) entdo y(u) = y(u), o que implica, caso v seja injectiva, w = @. Portanto, o
é injectiva se nenhuma recta que passa por P intersecta v em mais do que um ponto, o
vértice do cone é excluido e v € injectiva.

Por outro lado,

gzw, v) = vy (u) e g(;(u,v) =7(u) = P,

pelo que o é regular desde que v # 0 e nenhuma das rectas que forma o cone é tangente
a .

Esta parametrizacao toma a forma mais simples possivel quando « é plana. Se este
plano contiver P, o cone é parte desse plano. Sendo, podemos supor que P ¢é a origem
e o plano é o plano z = 1. Entao, y(u) = (f(u),g(u),1) para funcoes suaves f e g, e a

parametrizacao toma a forma

O'(U, ’U) - U(f(u)ag(u)v 1)
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Tubos

Seja v : (a, ) — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco, para a

qual existe 7 > 0 tal que x(s) < r~! para qualquer s € (a, 3). A circunferéncia
0 — cosON(s) +sinbB(s)

estd no plano normal & curva em ~y(s), plano este perpendicular & tangente a curva em
~(s). Quando esta circunferéncia se move ao longo de 7 define uma superficie, chamada

tubo de raio r > 0 em torno de 7, parametrizada por
o(s,0) =y(s) + r(cosON(s) +sinbB(s)),

com s € (o, 3), 0 € (0,2m) ou s € (o, B), 0 € (—m,m).

A figura seguinte mostra o tubo de raio 0.5 da hélice vertical de raio 2 e passo 0.5:

Estas superficies tém uma propriedade interessante: o seu volume depende somente
do raio 7 e do comprimento de 7, e nao da curvatura ou da torgao de y. Assim, tubos do
mesmo raio em torno de uma circunferéncia e de uma hélice com o mesmo comprimento
terao o mesmo volume.

A figura seguinte mostra uma curva e o respectivo tubo de raio 1.3:
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Conchas

A construcio de tubos em torno de uma curva v : (a, 3) — R3 pode ser facilmente
modificada de modo a permitir que o raio do tubo va variando ao longo da curva. As
superficies definidas deste modo chamam-se conchas em torno de 7. Portanto uma

concha pode ser parametrizada por
o(s,0) =~(s) + rs(cosON(s) + sin0B(s)),

com s € («,3), 6 € (0,27) ou s € (o, B), 6 € (—m, ).

Por exemplo, se tomarmos para « a hélice vertical de raio 1 e passo 0.6 obtemos

Se tomarmos para v a espiral logaritmica e acrescentarmos alguns parametros extras

podemos obter muitos modelos de conchas reais. Por exemplo, o nautilo:
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Dois troques:

=/

i

7>
o W
————r——’——————_— | [

Alguns bzios:

I

RPN
"!ﬂﬂw "
_mﬂ%——-————————?

(1]
i i
A

Por exemplo, o nédutilo foi obtido com a parametriza¢ao o(u,v), u € (0,27), v €

(0,27

dada por

9

)

) cosnu(1l 4 cosu) + ccosno

v
2T

a(l —

)sinnv(1 + cosu) 4 c¢sinnw

v
2m
bv+a(l — 5-)sinu

= a(l—

o9 (u,v)

2T

o3(u,v) =

paraa=0.2,b=0.1,c=0en =2.

Com este modelo podemos mesmo obter exemplos de lapas
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e bivalves:

NSNS ANRN S
PR SN i
Il\\\\\\t:’.‘. 77

Para mais pormenores consulte [Conchas marinhas: a simplicidade e beleza da sua

descri¢ao matemdtica, www.mat .uc.pt/~picado/conchas].

Superficies regradas

Uma superficie regrada é uma superficie gerada por uma recta movendo-se ao longo
de uma curva v (chamada directriz). Portanto, uma superficie regrada é uma uniao de
rectas (chamadas rectas directoras da superficie). Sao exemplos de superficies regradas

o hiperboléide de uma folha e o paraboldide hiperbdlico (na figura seguinte) e o helicdide

(Exercicio 4.10).
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Cada ponto P de uma superficie regrada pertence a uma recta directora, recta essa
que intersecta 7 num ponto @ = y(u). Se §(u) denotar um vector nao nulo na direcgao

dessa recta,

Q
P
G7 é
P tem como vector de posicao o vector
o(u,v) =y(u) + vé(u), (3.1.3)
para algum escalar v.
Como 5 5
o (w0) =7'(w) +v8'(w) e 5 (u,v) = 5(u),

ou

o é regular se e s6 se os vectores 7/ (u) + vd'(u) e §(u) sdo linearmente independentes.
Isto serd verdade, por exemplo, se 7/(u) e d(u) forem linearmente independentes e v
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for suficientemente pequeno. Portanto, para que o seja uma parametrizagdo regular, a
curva v nunca pode ser tangente as rectas directoras.

A um mapa do tipo (3.1.3) chama-se mapa regrado. Por vezes uma superficie regrada
possui dois mapas regrados distintos. Neste caso a superficie diz-se duplamente regrada.
E o caso do paraboléide hiperbdlico ou do hiperboléide de uma folha (na figura acima).

Neste ultimo caso, os dois mapas regrados sao

o1(u,v) = (a(cosu + vsinw), b(sinu — v cosu), —cv)

oo(u,v) = (a(cos u —vsinu), b(sinu + v cosu), cv>

representados nas figuras seguintes:

Superficies de revolugao

As superficies de revolugao formam uma das classes mais simples de superficies nao
triviais.

Uma superficie de revolu¢do é uma superficie obtida por rotagao de uma curva plana,
chamada curva geratriz, em torno de uma recta nesse plano, a que se chama eizo de
revolucdo. Por exemplo, a esfera, o toro e o paraboléide sdo superficies de revolugao.
Um elipséide é uma superficie de revolucao quando dois dos seus eixos sao iguais. As
figuras seguintes mostram duas superficies de revolucao e as respectivas geratrizes; no
primeiro caso trata-se da espiral de Cornu e no segundo caso da curva com curvatura
k(s) = sins (cf. Exemplos 1.4.5(2)).



110 SUPERFICIES EM R3

iy
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As circunferéncias obtidas por rotacdo de um ponto fixo da geratriz em torno do
eixo de revolucao chamam-se paralelos da superficie e as curvas na superficie obtidas
por rotacao da geratriz segundo um angulo fixo chamam-se meridianos.

A figura seguinte mostra a superficie de revolugao gerada pela curva
1.
t— (24 3 sin 2t,t),

com os seus meridianos e paralelos:
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Cada ponto p da superficie é obtido por rotacao, de angulo v, de algum ponto ¢ da
geratriz. Se y(u) = (f(u),0,g(u)) é uma parametrizacao da curva geratriz, o ponto p

tem vector de posicao (Exercicio 3.4)

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)).

Como
07 (,0) = ( (u) cosw, ' (u) sinv, o () & 97 (,0) = (~ () sin v, f(u)cosv,0),
entao

Oo @

157 () A S ()P = F)( () + o (0)?)

Consequentemente, g—g(u,v) A ‘g—g(u,v) nunca se anula caso f(u) nunca se anule (isto

é, se v nao intersecta o eixo OZ) e f’ e ¢’ nunca se anulem simultaneamente (isto é,
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se v é regular). Neste caso podemos supor que f(u) > 0, de modo a que f(u) seja
a distancia de o(u,v) ao eixo de revolugao. Entao o é injectiva desde que 7 nao se
auto intersecte e o angulo de rotagao v varie num intervalo de amplitude < 27. Nestas
condigOes, parametrizagoes da forma o formam um atlas e a superficie de revolucao é,

de facto, uma superficie.

Exercicios

3.1. Determine um atlas para cada uma das superficies quadricas (1)-(11) no Teorema 3.1 (note

que, no caso (6), temos que remover a origem).
3.2. Mostre que a quddrica 2% 4 2y? + 6z — 4y + 3z = 7 é uma superficie, exibindo um atlas.
3.3. Quais superficies quadricas sao regradas?

3.4. Uma superficie de revolu¢cdo R é uma superficie obtida por rotagao de uma curva plana,
chamada curva geratriz, em torno de uma recta nesse plano, a que se chama eizo de revolu¢do. As
circunferéncias obtidas por rotagao de um ponto fixo da geratriz em torno do eixo de revolugao
chamam-se paralelos da superficie e as curvas na superficie obtidas por rotacdo da geratriz
segundo um angulo fixo chamam-se meridianos. Fixemos para eixo de revolugao o eixo OZ e
para plano da geratriz o plano OX Z. Cada ponto p de R é obtido por rotagao, de angulo v, de
algum ponto ¢ da geratriz.

(a) Se v(u) = (f(u),0,g(u)) é uma parametrizacao da curva geratriz, mostre que o ponto p
tem vector de posicao o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)).
(b) Mostre que o é regular se e s6 se v é regular e nao intersecta o eixo OZ.

(¢) Suponha que f(u) > 0 para qualquer u (ou seja, que v estd na metade x > 0 do plano
0XZ). Verifique que o é injectiva desde que v nao se auto intersecte e o dngulo de rotagao

v varie num intervalo aberto de amplitude < 27.

(d) Conclua que, nas condigoes de (b) e (c), o permite formar um atlas de R.
3.5. Quais superficies quéadricas sao de revolugao?

3.6. A superficie obtida rodando a curva x = coshz, no plano OXZ, em torno do eixo OZ,

chama-se catendide. Descreva um atlas para esta superficie.
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3.7. Mostre que o(u,v) = (sechu cosv,sechusinv,tanhu) define um mapa da esfera (a inversa
o~! é chamada projeccdo de Mercator). Verifique que meridianos e paralelos na esfera corres-

pondem, pela projeccao de Mercator, a rectas ortogonais no plano.

3.8. Uma lozodromia é uma curva na esfera unitaria que intersecta os meridianos segundo um
angulo fixo a.

Mostre que no mapa de Mercator (exercicio anterior) uma loxodromia v(t) = o(u(t), v(t)),
parametrizada por comprimento de arco, satisfaz u'(t) = cos a:cosh u(t) e v/ (¢) = £ sin o cosh u(t).

Deduza que as loxodromias correspondem, pela projeccao de Mercator, a rectas no plano.
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4. Tangentes e normais; orientabilidade

Uma maneira natural de estudar uma superficie S consiste em considerar curvas vy cujas
imagens estao contidas em S. E o que comecaremos por fazer nesta seccao. Discutire-
mos ainda quando, e em que sentido, € possivel estabelecer uma orientacdo para uma

superficie.

Se a imagem de 7 : (a,b) — R? est4 contida na imagem de um mapa o : U — R3 no

atlas de S, existe uma aplicagao

(a,b) — U

tal que
v(t) = o(u(t),v(t)). (4.1.1)

As funcGes u e v sd0 necessariamente suaves. Reciprocamente, é 6bvio que se
t (u(t),v(t))

é suave entao a equagao (4.1.1) define uma curva cuja imagem estd em S. Em geral, se
7 : (a,b) — R3 é uma curva cuja imagem estd em S e um ponto (o) de v é abrangido

por um mapa o : U — R3 de S entdo, por continuidade, existe € > 0 tal que
Y((to — €,t0 +€)) C a(U).

Podemos entao, daqui em diante, restringir-nos a curvas da forma (2.1.1). Portanto,
nesta secgao entenderemos por curva em S uma curva v : (a,b) — R3 tal que v((a, b)) C

o(U), para algum mapa o : U — R3 do atlas de S.

Definigao. Um vector tangente a S num ponto p € S é um vector que é tangente a
alguma curva em S que passa por p. Assim, v é tangente a S em p se existir uma curva

v em S tal que v(tg) = p e v/ (tg) = v, para algum t; no dominio de ~.

Proposicao 4.1. O conjunto dos vectores tangentes a S em p = o(q) coincide com o
subespaco vectorial de R® gerado pelos vectores

do do

— e —(q).

5 D) 3y (q)
Demonstragao: Seja v um vector tangente a S em p e sejaoc : U — W C S um mapa

de S contendo o ponto p. Entéo existe uma curva v : (a,b) — W tal que v(tg) = p e

v/ (tg) = v. Consideremos a composi¢ao

(a,b) W IS U 2 W



116 SUPERFICIES EM R3

Denotando ¢! oy por 7, temos

7 (to) g %) ],

72(to) ] = | 92(q) %%2((1) [Z}ZO; ] &

7(to) S0 Fra@ )L
v=" (to)ga(q) +’Y/2(to)go(q)

Reciprocamente, seja

Oo Oo

v= 01%@ +c25-(q)

e definamos
¥: R — R?
t — q+t(c,c).
Trata-se de uma funcao suave. Como é continua em ¢t = 0 e 7(0) = ¢ € U, sendo U um
aberto de R?, existe € > 0 tal que J((—¢, €)) C U. Portanto, se considerarmos a restriao

de 7 ao intervalo (—e¢,€), podemos efectuar a composi¢cdo com o mapa o de S e obter

uma curva y = g oy em S que passa por p (pois ¥(0) = p):
(—€,€) U025 wWCS.
Como 7(0) = o(7(0)) = o(q) = p, 71(0) = c1 e F5(0) = c2, temos

Jy(0) = Jo(q) - J5(0) &

do do
"0)=c1— —(q) &
7' (0) Clax(Q)+C2ay(Q)
7'(0) =
e, portanto, v é tangente a S em p. |

A este espaco vectorial de R?, formado pelos vectores tangentes a S em p, chama-se
espaco tangente de S em p. Como %(q) e g—g(q) sao linearmente independentes, o espago
tangente a S em p, habitualmente denotado por 7,5, tem dimensao 2. Temos assim um

plano, o chamado plano tangente a S em p:

0 0
I1,S = {xER?’]EI>\1,)\2ER:ZBZP+>\1£(Q)+)\2FZ(Q)}'

A figura seguinte mostra o plano tangente ao paraboléide hiperbdlico z = xy, na origem
(0,0,0).
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Esta outra figura mostra um plano tangente & superficie z = 4 — 22 — 2y observado

de pontos de vista diferentes:

N
N
W\
W

\
\
\
\
A\

N

&
SO
\\\\:

N
O

N
R

\.

W

R

S Ny
=

SRR

SOt

\\\\\\:\\\\\\\\
0=

II,S é completamente determinado por um vector unitario a ele perpendicular,

chamado normal unitdria de S em p. Existem, como é evidente, dois vectores nessas
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condigoes. A Proposi¢ao 4.1 mostra, no entanto, que a escolha de um mapa o : U — §

contendo p conduz a uma escolha definitiva, nomeadamente

% (q) A 52 (q)
_ or Jy ‘
Nolo) = gz (g o (]

Este vector é chamado wvector normal unitdrio standard. Mas, ao contrario do plano

tangente, este vector nao é totalmente independente da escolha do mapa o de S contendo
p. Com efeito, seja & : U — S outro mapa no atlas de S tal que a(q) = p. Vimos
anteriormente (na demonstragao da Proposicao 2.5) que

ol ol Oo Oo

994) A Z2(q) = det(Jo(q (— e )

5 (D) 3y () = det(J2 (@) ( 5. (9) a9y (q)
onde ® denota a mudanca de coordenadas ¢! o & de & para o. Portanto

95 [~ 5 (~ 9
 Z@rg@ | F@AF@
T 105 [~ oG (~\|| a o] -
152 (@) A 55 ()] 152 (@) A g5 (@)

onde o sinal é o do determinante de Jg(§).

N5 (p) Ny (p),

Isto conduz-nos a seguinte definicao:

Definicao. Uma superficie S diz-se orientdvel se possuir um atlas com a seguinte
propriedade: se ® = ¢~ 0 5 é a mudanca de coordenadas entre quaisquer dois mapas
do atlas, entao det(Jp(G)) > 0 em qualquer ponto ¢ do dominio de ®. Tal atlas diz-se

uma orientacdo de S. Se tal atlas nao existir a superficie diz-se ndo orientdvel.

Portanto, numa superficie orientavel existe um atlas que permite uma escolha canénica
da normal unitaria N(p), em cada ponto p, obtida tomando a normal unitaria standard
de cada mapa desse atlas (a orientacao de S), escolha essa que depende suavemente de
p; portanto, existe N : S — R3, suave, tal que [|[N(p)|| = 1 e N(p) € (T,S)* para cada
p € S. A uma funcao N destas chama-se campo de vectores normais unitdrios em S.

Em concluséo, se uma superficie S é orientavel entao possui um campo de vectores
normais unitdrios N : § — R3.

A afirmacao reciproca desta também é verdadeira, mas ndo o provaremos (para uma
demonstragao, consulte 2], pp. 105). Em suma, a existéncia de um campo de vectores

normais unitdrios caracteriza a orientabilidade de uma superficie:

Proposicao 4.2. Uma superficie S € orientdvel se e so se possui um campo de vectores

normais unitdrios N : S — R3.

Exemplos. (1) Seja N : S — R? uma orientacdo de uma superficie S. Entdo —N :
S — R3 também é uma orientacio de S. Assim, numa superficie orientavel existem pelo

menos duas orientagoes distintas. Por exemplo, seja S o plano horizontal

1= {(z,y,2) €eR®| z = 0}.
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Existem duas possiveis escolhas para N:
N(SU7 y? Z) = (07 0’ ]‘) v(x’ y7 Z) 6 H’

N(%% Z) = (0707 _1) V(.T,y, Z) e Il

Se identificarmos II com uma folha de papel, dar uma orientacao a II equivale a escolher
uma das faces da folha. Escolher (0,0, 1) equivale a escolher a face de cima e escolher
(0,0,—1) equivale a escolher a face de baixo.

Existem duas orientacoes possiveis para a superficie esférica S:
N(J"?y’ Z) = (xvyv Z) € N(‘T’y7 Z) = (—l‘, -Y, _Z)'

A primeira escolhe o lado exterior da superficie esferica enquanto a segunda escolhe o
seu lado interior.

(2) Qualquer superficie que admita uma parametrizacao global é orientdvel. Em parti-
cular, qualquer gréfico Gy ¢ uma superficie orientavel.

(3) Seja S uma superficie do tipo f~!(a) (sendo a um valor regular de f : U C R3 — R).
Neste caso, para cada mapa o : U' — W C S, f oo é constante (f(o(x)) = a para cada

x € U') pelo que
[ 0 0 } = J¢(p) - Jo(q)

para cada p = o(q) € W. Consequentemente, como J¢(p) = V f(p),
0 0
(Vi) 1 5, @) =0 e (Vi) | 5 (@) =0

Portanto, Vf(p) € (TpS)* e
Vi)

IVl

é uma boa escolha para N(p) pois define um campo de vectores normais unitrios em S.
Podemos entao concluir, por 4.2, que toda a superficie deste tipo (como, por exemplo,
os toros, os elipséides, os hiperboldides, etc.) é orientavel.

Isto também mostra que neste tipo de superficies podemos determinar o plano tan-
gente em qualquer ponto sem precisar de conhecer nenhum mapa da superficie contendo

esse ponto. Com efeito, como

(Vf(p)ng(q)) =0 e <Vf(p)!g;(q)) =0,

entao

T,S =< Vf(p) >+

0,5 ={z eR®| (x—p | Vf(p)) =0}.



120 SUPERFICIES EM R3

(4) Todos os exemplos de superficies que vimos até ao momento sao superficies orienté-
veis. Vejamos agora um exemplo de uma superficie que nao é orientavel.

A fita de Mébius M é a superficie que se obtem rodando um segmento de recta
L em torno do seu ponto médio P ao mesmo tempo que P se move ao longo de uma
circunferéncia C, de tal modo que enquanto P d4 uma volta a circunferéncia C, £ da

meia volta em torno de P.

(Outro modo de olharmos para a fita de Mobius é pensar numa folha de papel estreita
na qual unimos as pontas, apds a termos torcido segundo um angulo de 180 graus.)

Se tomarmos para C a circunferéncia z? + y> = 1 no plano OXY e para £ o segmento
de comprimento 1 paralelo ao eixo OZ e com ponto médio P = (1,0,0) entao, apés P
ter rodado 6 radianos em torno de OZ, L terd rodado /2 radianos em torno de P (no
plano contendo P e o eixo OZ). O ponto de £ inicialmente em (1,0,¢) estara entao,
apos essa rotacao de angulo 8, no ponto

o(t,0) = ((1 - tsing) cosf, (1 — tsing)sine,tcos g)

Consideremos para dominio de ¢ o aberto
U={(t0 ecR*|-1/2<t<1/2,0<6<2r}.

Podemos definir um segundo mapa ¢ pela mesma férmula de ¢ mas com dominio
U={(t0)ecR?|-1/2<t<1/2 -7 <0 <7}

Estes dois mapas formam um atlas de M (Exercicio 4.11), pelo que a fita de Mobius é
uma superficie. Estasuperficie sé tem uma face, pelo que nao podera ser orientavel:
Calculemos a normal unitaria standard N, em pontos da circunferéncia C (onde

t = 0). Em tais pontos p = (0, 6), temos

do ) A 0 do .
E(O’ 0) = (— sin 5 cos f, — sin 5 8in 6, cos 5), %(O, 0) = (—sinb,cosb,0),
pelo que
oo oo 0 . 0 .0
E(O’ 0) A %(0, 0) = (— cos @ cos 3 sin € cos o0 —sin 5)
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Trata-se de um vector unitario, pelo que é igual a N,(p).
Se a fita de Md6bius fosse orientavel, existiria um campo de vectores normais unitarios

em M, N : M — R3, variando suavemente em M. Num ponto p = ¢(0, 8) de C, terfamos

onde A : (0,27) — R é suave e A(f) = £1 para qualquer 6. Consequentemente, \(f) = 1
para qualquer 6 € (0,27), ou A(f) = —1 para qualquer 6 € (0,27). Substituindo N(p)
por —N(p) no caso em que A(f) = —1, podemos assumir que A(6) é sempre 1. Entao,

no ponto py = 0(0,0) = (0, 27), como N é suave, teremos que ter

. . 0 . o .0
N(pp) = IHIE)INU(])) = lelﬁ}(— cos 6 cos 5 —sin 6 cos 5> —sin 5) =(—1,0,0)

e também

6 6 6
N(po) = giTgera(p) = 91#121;(— cos 6 cos 2’ — sin 6 cos 2 —sin 5) =(1,0,0).

Esta contradigao mostra que a fita de Mdbius nao é orientavel.

Exercicios

4.1. Considere o cone S = {(z,y,2) € R?| 22 = 22 + 4%,z > 0}. Prove, usando a defini¢do, que
se trata de uma superficie. Mostre que S tem o mesmo plano tangente nos pontos pertencentes

arectaxr =0,y = z.
4.2. Seja C = {(x,y,2) € R | y2® +y* = 1}.

(a) Justifique que C' é uma superficie.

(b) Determine uma equagdo para o plano tangente a C' em p = (0, 1, 2).
4.3. Considere f: R3> — R dada por f(z,y,z) = 22y

(a) Determine o conjunto dos valores regulares de f.

(b) Seja S = {(x,y,2) € R? | 2%y? = ¢}, ¢ € R*. Prove que qualquer plano tangente a S é

paralelo a recta z = 1,y = 2.
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4.4. Considere o hiperboldide de duas folhas H = {(z,y,z) € R® | 22 = 2 + y* + 1}.

i

(a) Justifique que H é uma superficie.

(b) Determine os pontos de H nos quais o plano tangente é paralelo ao eixo OZ.

4.5. Considere a superficie S = {(z,y,2) € R3 | 2 = sinxsinysin(x + y)}. Determine os pontos

de S nos quais o plano tangente é paralelo ao plano de equacao z = 0.

4.6. Considere a superficie S = {(z,y,2) € R? | z = 23 + 32y?}. Mostre que existem pontos de
S para os dois lados do plano tangente a S em (0, 0,0).

4.7. Considere o cilindro parabdlico S = {(z,y,z) € R? | y = x?}.

(a) Prove que S é uma superficie que pode ser coberta por uma parametrizagao.

(b) Determine a recta normal a S em (0, 0,0).

4.8. Seja S = {(x,y,2) ER® | z = ﬁ, (z,y) # (0,0)}. Determine uma equagao para o plano
tangente a S em (0, 1,1). Verifique se (1,1,0) pertence a recta normal a S em (0,1, 1).

4.9. Considere o cilindro eliptico S = {(z,y,2) € R? | z—z + z—z =1}, com p, g # 0, constantes.

(a) Prove que o plano tangente a S nos pontos da recta

3 3yl
L={wy2) eR e =m0y =yo, 3+ 3 =1}

permanece constante.
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(b) Mostre que qualquer normal a S é paralela ao plano de equagao z = 0.

4.10. Um helicdide é a superficie descrita por uma hélice de aviao quando, quer o aviao quer a
hélice, se movem com velocidade constante. Portanto, um helicéide é a superficie gerada por um
segmento de recta, que roda a velocidade constante em torno de um eixo a ele perpendicular,
enquanto simultaneamente se move ao longo desse eixo com velocidade constante.

Se o aviao estiver a voar ao longo do eixo OZ, mostre que o helicéide pode ser parametrizado
por ¢(u,v) = (veosu,vsinu, Au), onde A é uma constante. Mostre ainda que a co-tangente do
angulo que a normal unitdria de ¢ num ponto P faz com o eixo OZ é proporcional a distancia

de P ao eixo.

4.11. A fita de Mébius M é a superficie que se obtem rodando um segmento de recta £ em
torno do seu ponto médio P ao mesmo tempo que P se move ao longo de uma circunferéncia
C, de tal modo que enquanto P d4 uma volta a circunferéncia C, £ da meia volta em torno de
P. Se tomarmos para C a circunferéncia 22 + y? = 1 no plano OXY e para £ o segmento de
comprimento 1 paralelo ao eixo OZ e com ponto médio P = (1,0,0) entdo, apés P ter rodado
6 radianos em torno de OZ, L tera rodado /2 radianos em torno de P (no plano contendo P e
o eixo OZ).

(a) Mostre que o ponto de £ inicialmente em (1,0,t) estard, apés essa rotacdo de angulo 6,

no ponto

o(t,8) = ((1 — tsin g) cos @, (1 —tsin g) sin 0, ¢ cos g) (%)

(b) Tome para dominio de o o aberto U = {(¢,0) € R? | —1/2 <t < 1/2,0 < 6 < 27}. Sendo
U={(t,0) eR*| -1/2 <t < 1/2,—7 < § < 7}, considere & : U — M também definida

por (x). Mostre que o e ¢ formam um atlas de M.

0
27

: 0 _in @
—sinfcos 5, —sin 5).

(¢) Mostre que N,(p), para p = (0, 0), é igual a (— cos 6 cos
(d) Verifique que limg o Ny(p) = (—1,0,0) e limgrar No(p) = (1,0,0).

(Isto mostra que a fita de Mébius néo é orientével.)
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4.12. Seja vy : I — R3, com (t) = (71(¢),0,73(t)) e v1(t) > 0, uma curva plana com velocidade
constante e seja S a superficie de revolucao obtida rodando v em torno do eixo OZ. Considere

ainda:

e para cada 0 € R,

ag: I — S
t > (7(t)cosd,71(t)sin b, v3(t));
e paracadate J,
Bt R — S
0 +— (71(t)cos0,71(t) sin0,v3(t)).

7

paralelos ——

Bt

meridianos g

(a) Mostre que os meridianos e os paralelos se intersectam sempre ortogonalmente, isto é,
(a(t) | Bi(8)) = 0 para quaisquer ¢t € I, § € R.

(b) Sabendo que uma geodésica de uma superficie S é uma curva v : J — S cuja aceleragao

7"(t) pertence a (T,(;)S)* para todo o t € J, prove que:

(i) Cada meridiano ap é uma geodésica da superficie de revolugéo S acima definida.

(ii) Um paralelo 8; é uma geodésica se e s6 se v} (¢) = 0.
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5. Primeira forma fundamental

A primeira coisa que um habitante de uma superficie, com alguma curiosidade pela
geometria, talvez queira saber, € como medir a distancia entre dois pontos da superficie.
Evidentemente, esta distancia serd, em geral, diferente da distancia medida por um
habitante do espacgo tridimensional pois o segmento de recta que dd o caminho mais

curto entre dois pontos de R® ndo estd, em geral, contido na superficie.

Nesta sec¢ao estudaremos o instrumento que nos permite calcular comprimentos,

angulos e dreas numa superficie: a primeira forma fundamental da superficie.

Se v(t) = o(x(t),y(t)) define uma curva numa superficie S, totalmente descrita por

um mapa o, o comprimento do arco de vy desde y(tp) até v(¢1) é dado por
t1
/
s= [ ol
to
Mas, pelo Teorema da Funcao Composta,

(0 = (052 ((0) (6) + /(0 52 0, y(0),

pelo que, denotando abreviadamente (z(t),y(t)) por q,

HOR = (<0520 + 7050050+ v O3 o)

= S0 (5@ | @) + 200 0 (50 | @) + v 0P (520 | 51@).

Denotando

(5201 52@). (5201 5@) ¢ (5@ | 5)
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por, respectivamente, E(q), F(q) e G(q) (ou, abreviadamente, F, F' e G), podemos

5= / ! (Em/(t)z +2F2' (t)y' (t) + Gy’(t)2>é dt.
A matriz
| E(g) Flq)
= F(q) G(q)

¢ a matriz da chamada primeira forma fundamental do mapa o de S em p = o(q), ou

seja, da forma bilinear simétrica

I,: T,SxT,S — R
(v, w) = (v ]| w).

De facto, se

oo oo oo oo
v—vla(q)Jrvzafy(q) e w—w1%(Q)+w2€Ty(Q)

entao

(v|w) = vnwiE(q)+viw2F(q) + vowi F(q) + vowaG(q)
][ E0 F@ ][
PP R G | e |

Daqui em diante cometeremos o abuso de linguagem de chamar primeira forma

fundamental de o em p aos escalares E(q), F(q) e G(q).

Exemplos 5.1. (1) O plano que passa por um dado ponto p e tem a direccao dos
vectores x e y, unitdrios e ortogonais, é parametrizado por o(u,v) = p+ ux +vy. Entao
22 (u,0) = e 92(u,v) = y. Assim, B(u,v) = (¢ | 2) = o] = 1, Glu,v) = y]2 = 1 e

F(u,v) = (z | y) = 0, pelo que a primeira forma fundamental de o é a matriz identidade.

(2) O cilindro circular vertical, parametrizado por o(u,v) = (coswu,sinu,v), tem como
primeira forma fundamental E(u,v) = 1, F(u,v) =0 e G(u,v) = 1, tal como o plano.
Isto significa que o comprimento, de y(tp) a y(¢1), de qualquer curva no cilindro, dada

por y(t) = (cosu(t),sinu(t),v(t)), é igual a

/%WN+MNﬁﬁ

to

Por exemplo, um paralelo de latitude v (circunferéncia horizontal) é a curva ~(t) =

(cost,sint,v) = o(t,v), t € [0,27], logo tem comprimento

27 27
s:/(wﬁ+wwﬁﬁ:/ it = 2.
0 0
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(3) Para a parametrizagao da esfera em termos da latitude e longitude,

o(0,¢) = (cosf cos g, cos §sin @, sin §),

g—g(&,w) = (—sinfcosy, —sinfsin p, cosb) e 2—3(9,@) = (—cosfsingp, cosf cosp,0).

Portanto a primeira forma fundamental é E(0,¢) = 1, F(0,¢) = 0 e G(6,¢) = cos? 0.
Isto quer dizer que o comprimento, de v(tg) a v(t1), de qualquer curva na esfera, dada
por

~(t) = (cos u(t) coswv(t), cosu(t) sinv(t), sin u(t)),

é igual a
t1
/ (u'(t)* 4 cos? 0 v'(t)Q)% dt.
to
Por exemplo, um paralelo de latitude 6 é a curva y(t) = (cos @ cost, cos fsin t, sin ) =

o(0,t), t € [0,27], logo tem comprimento
2 _ 1 _ 127 _
s = / (0 + cos? )2 dt = [cos@t]o = 27 cos 6.
0

Um meridiano de longitude @ é parametrizado por y(t) = (costcos @, costsing,sint) =

o(t, ), t € [-F,%]. Tem comprimento

%
3=/ dt = 7.
-3

Nos exemplos (1) e (2) acima, a primeira forma fundamental é a mesma. Nao se trata
de nenhuma coincidéncia. Como veremos adiante, a justificacdo geométrica para isto é
a seguinte: uma folha de papel plana pode ser enrolada num cilindro, de modo ébvio,
sem deformagao. Se tragarmos uma curva na folha plana, depois de enrolada torna-se
uma curva no cilindro e, como nao houve deformacao, os comprimentos de ambas as

curvas coincidem.

O mesmo ja nao se passa com a esfera e o plano.
Este tipo de questao geométrica pode ser abordada com o auxilio do célculo diferen-

cial sobre uma superficie apresentado no final da Secgao 2. Com efeito, a transformacao
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geométrica do plano no cilindro que referimos acima é um difeomorfismo especial, como

veremos em seguida.

Definicao. Um difeomorfismo f : Sy — So é uma isometria se, para cada curva -y
em S7, a curva f oy em Sy tem comprimento igual ao de . Se existir uma isometria

f 51 = 59, diz-se que S7 e Sy sao superficies isométricas.

Teorema 5.2. Um difeomorfismo f : S1 — So € uma isometria se e sé se, para cada

mapa o1 de um atlas de Sy, as primeiras formas fundamentais de o1 e fooy sao idénticas.

Demonstracao: Como o comprimento de uma curva em .S pode ser calculado como
a soma dos comprimentos dos arcos de curva em que cada um é descrito por um tnico
mapa do atlas de S, podemos supor que S e S5 estao descritos por uma parametrizacao
global.

Sejam entao o; : U — S7 um mapa global de S1, 0o = foo; : U — S3 o correspon-
dente mapa de Sy e E1, F1,G1 e Ey, Fy, G as primeiras formas fundamentais de o1 e

o9, respectivamente.

“<":Se By = Ey, F1 = F, e Gy = Ga e y(t) = o1(u(t),v(t)) define uma curva arbitréria

em S7, o comprimento de vy de vy(ty) a y(t1), isto é, o integral

/t1 (Elu'(t)Q -+ 2F1u'(t)vl(t) + Gll}/(t)2)% dt

0

é evidentemente igual ao comprimento da curva oo(u(t),v(t)) = f o o1(u(t),v(t)) =
fon(t), de f(y(to)) a f(v(t1))-

“=": Reciprocamente, se f é uma isometria entdo, qualquer que seja a curva y(t) =
o1(u(t),v(t)) em S; de dominio I = («, ), a curva f oy (t) = o2(u(t),v(t)) tem o
mesmo comprimento. Portanto, para quaisquer tg,t; € I,

t1 1 t1 1

/ (B ()2 4-2F ()0 (1) +Gro' (t)?)2 dt = / (Bt (t)24-2Fpu (t)0' (t)+Gav' (t)?)2 dt
¢

0 to

Isto implica que
By (1) 4 2F/ (1) (8) + G’ (8)? = Bau (1) + 20/ (1) (t) + Goo' (1) (5.2.1)
para qualquer ¢ € I. Fixemos ty € I e sejam ug = u(tp) e vo = v(tp). Entao:

e E evidente que existe um sub-intervalo J de I contendo tg tal que, para cada t € J,
(up+t—to,v9) € U. Logo v1(t) = o1(up+t—to,vp) define uma curva vy : J — Sj.
Para esta curva particular, a igualdade (5.2.1) diz-nos que E; = FEj, pois neste
caso u/(t) =1 e v'(t) = 0.
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e Analogamente, podemos considerar a curva 2 definida por 2 (t) = o1 (ug,vo +t —
to). Neste caso u/(t) =0 e v'(t) = 1 pelo que, por (5.2.1), G; = Gs.

e Finalmente, considerando a curva -3 dada por y3(t) = (ug + t — to,vo + t — to),

podemos concluir que Fq1 + 2F) + G1 = Ey + 2F5 + Go, donde Fy = Fj. -

Exemplo. Seja S; = {(z,y,2) € R® |z =0,y € (0,27)} a fita infinita no plano OY Z
dada por 0 < y < 27 e seja So = {(z,y,2) € R3 | 22 +y? = 1,y # 0} o cilindro circular
vertical de raio 1, com excepcao dos pontos da recta x = 1,y = 0. Entao, S; é coberto
pela parametrizacao global o1 (u,v) = (0,u,v), e So por o2(u,v) = (cosu,sinu,v), com
(u,v) € (0,2m) x R em ambos os casos. A fungao f : S; — Sz que aplica o1(u,v) em
o2(u,v) é uma isometria: é um difeomorfismo e, tal como vimos nos Exemplos 5.1 (1) e
(2), as primeiras formas fundamentais de o1 e foo; = 09 coincidem (ambas sdo a matriz
identidade). A isometria f corresponde a pegar numa parte do plano e a enrold-lo, de
modo ébvio, de maneira a formar um cilindro. Portanto esta operagdao, bem como a
sua inversa f~! (que corresponde a planificar um cilindro desenrolando-o), preservam

distancias.

Um argumento andlogo também mostra que uma parte do cone circular é isométrica
a parte do plano (Exercicio 5.4). Tudo isto se generaliza de forma 6bvia a cilindros e

cones generalizados.

Vejamos agora a questao da medi¢ao de angulos numa superficie.

Sejam 71 e 72 duas curvas, numa superficie S, que se intersectam num dado ponto
P =(t1) = va(tz). Entio 71(t) = o(us (£),v1(£)) € 12(t) = o(ua(t), va(t)). O angulo de
intersec¢do, no ponto p, das curvas 71 e o é definido como sendo o angulo 6 formado

pelos vectores 1 (t1) e v4(t2). Portanto

(71(t1) | 15(t2))

cosf = .
v EON a2l

Mas

Yi(ty) = ui(h)%(m(h), vi(t)) + vi(h)%(m(h),m(tl))
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vy (ta) = Ué(tQ)%(UQ(tQ),’(&(tZ)) + Ué(tQ)g%(UZ(tQ),’U2(t2))a

pelo que

(m(t1) | 7a(t2)) = Buy(t)up(te) + F(uf (t1)vy(ta) + vi(t1)uz(tz)) + Guy(tr)vg(t2)

e, consequentemente,

cosf =

Buy (t)uy(tz) + F(uf (t1)vy(ta) + vy (t1)uh(t2)) + Gy (t)vy(ta)
(B (t1)? + 2Fu) (t1)v] (1) + Gv’l(tl)2)%(Eu’2(t2)2 + 2Fuly (t2)vh(t2) + Gvé(tg)g)%

ou, abreviadamente,

Eujuy + F(u)vy + viuh) + Gujvy

(Eu2 + 2Fu,v| + Gu2)2 (Bu? + 2Fulvl, + Gul2)2

cosf = (5.2.2)

Exemplo. Dada uma parametrizagao o : U — S duma superficie S, v1(t) = o(a,t) e
v2(t) = o(t,b) (a e b constantes adequadas) definem duas curvas em S, chamadas curvas
paramétricas. Estas curvas intersectam-se no ponto o(a,b) da superficie. Entao, pela

férmula (5.2.2), o angulo de interseccao 6 é igual a

F
VEG'

Portanto, 0 é igual a w/2 (diz-se neste caso que a parametrizagdo é ortogonal) exacta-

arccos

mente quando F' = 0.

Definigao. Um difeomorfismo f : .57 — So diz-se conformal se, para quaisquer curvas
Y1 e y2 em S que se intersectam, o angulo de interseccao das curvas fo~y; e f oy em

Sy é igual ao angulo de interseccao de v; e 7s.

Teorema 5.3. Um difeomorfismo f :S1 — Sy € conformal se e sé se, para cada mapa
o1 dum atlas de Sy, as primeiras formas fundamentais de o1 e f ooy sd@o proporcionais,

ou seja, By = \E1, Fy = A\Fy e Go = \G4 para alguma funcdo suave \ : U — RT.

Demonstracao: E, em termos gerais, andloga a demonstracao do teorema anterior
mas mais longa e exigente no calculo. Por estas razoes omitimo-la. Note que A é positiva
pois F1, E5 > 0. ]

Exemplos. (1) Toda a isometria é conformal. O reciproco nao é verdadeiro, como

veremos ja de seguida.
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(2) Consideremos a esfera unitaria definida por 22 +4?+2? = 1 e recordemos a projec¢io

estereografica
oyt S2\{(0,0,1)} — R?

(@y2)  — ().

Provemos que, vista como uma aplicacio de S2\ {(0,0,1)} no plano horizontal z = 0,

ou seja, como

f: S2\{(0,0,1)} — {(z,y,2) €eR?|2z=0}
(x,y,z) — (1fza%70)

é conformal. Para isso consideremos a parametrizacao global

2z 2y 2?2 +y? -1
2?4+ 2+ 12242+ 12242 +1

on(e.y) = ( ) (@y) er?)

de 52\ {(0,0,1)}. Os coeficientes da respectiva primeira forma fundamental sao

4 4

FE = F = = -
1(m,y) (w2+y2+1>27 1(1’,y) 0 e Gl(x7y) ($2+y2+1)2

Por outro lado, como a primeira forma fundamental do mapa foon(z,y) = (z,y,0) do

plano horizontal é Eo(z,y) = 1, Fa(x,y) =0 e Ga(x,y) =1, podemos concluir que

El(x’y) = )\($,y)E2(CL‘,y),F1(IE,y) = )\(QT,]/)FQ(.T,@/) € Gl(CC,y) = )\(x,y)Gg(x,y)

para
Az, y) =4/(@* +y* + 1)%

Logo f é conformal. E pois um exemplo duma aplicagdo conformal que nao é uma

isometria.

Fixados dois pontos A, B sobre uma superficie S, chama-se arco geodésico de ex-
tremos A, B sobre S a uma curva em S, desde A até B, que tenha comprimento minimo
em relacao a qualquer outra nas mesmas condigoes. Da-se o nome de geodésica de S a
toda a curva < nesta superficie que contenha um arco geodésico para cada par de pon-
tos de v (cf. Exercicio 4.12). Por exemplo, no plano as geodésicas sao evidentemente
os segmentos de recta, enquanto na esfera as geodésicas sao arcos de circunferéncia de
circulo maximo. Noutras superficies, a determinacao das geodésicas é mais complicada.

Por exemplo, as figuras seguintes mostram uma geodésica do elipsdide
(1/5)2 + (2/5)y* + 2% =1,

a partir do ponto de coordenadas = = 3/5, y = 1/5 (utilizamos um trago mais fino
quando a geodésica passa pela parte de tras do elipséide) e geodésicas sobre um cilindro

e um cone de revolugao:



132 SUPERFICIES EM R3

BT HE]

l
1l \‘Hll

A figura seguinte mostra algumas geodésicas do paraboléide hiperbdlico z = zy a
partir, respectivamente, do ponto (5, —5, —25) e do ponto (5,2, 10) (observe que, entre

elas, em cada caso, se encontram duas rectas):
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As geodésicas e os mapas conformais tém obviamente um grande interesse em car-
tografia e navegagao. Por exemplo, numa viagem maritima é natural que se procure
seguir o caminho mais curto, ou seja, o arco geodésico, para nao se perder tempo inutil-
mente (tal é o objectivo da chamada navegagdo ortodrémica). Todavia, este objectivo
nunca pode, por diversas razoes, ser totalmente atingido na pratica. Frequentemente ha
conveniéncia em que o rumo se mantenha constante, isto é, que o eixo do barco forme
sempre um mesmo angulo com a linha Norte-Sul; nesta situagao, o barco irda descre-
vendo sobre o mar uma curva que corta os meridianos segundo um angulo constante
(os mapas conformais tém assim um grande interesse); mas sucede que esta curva —
chamada lozodromia (Exercicio 3.8) — nao é uma geodésica (por exemplo, se o barco se
deslocar na direccao Este-Oeste, a linha descrita serd um paralelo, que nao é em geral

um arco de circulo maximo).
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A navegacao loxodrémica pode contudo ser utilizada em trajectos curtos porque
entao a loxodromia nao se afasta muito da geodésica. Para trajectos mais longos, convird
usar uma curva composta de arcos de loxodromia, inscrita no arco geodésico.

Consideremos de novo a projeccao estereografica da esfera sobre o plano. A figura

seguinte® representa uma planificacio da Terra usando uma projeccdo estereografica.

Trata-se, como vimos, duma representacao planar conformal da esfera; as imagens
dos meridianos serao rectas que passam pelo centro C' da esfera e as imagens dos paralelos
serao circunferéncias de centro C; uma loxodromia ird pois projectar-se numa curva
isdgona (isto é, que mantém o mesmo angulo) relativamente as rectas que passam por
C, ou seja, numa espiral logaritmica. Todavia, para a navegacao, o ideal serd encontrar
um mapa conformal da esfera no qual as imagens dos meridianos sejam rectas paralelas
entre si, pois que, nesse caso, a imagem da loxodromia serd manifestamente uma recta.

Isto foi primeiramente observado e estudado pelo matemético portugués Pedro Nunes

3Realizada com a rotina MapTools do Maple, crida por Vince Costanzo. Os pontos costeiros foram

obtidos do US Geological Survey em http://rimmer.ngdc.noaa.gov/coast.
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(1502-1578). Um tal mapa foi depois concebido em 1569 por Mercator. A projeccao de
Mercator (veja os Exercicios 3.7 e 3.8) ¢é utilizada em muitos mapas terrestres e apresenta
apenas o inconveniente de, sendo os pélos afastados para distancia infinita do equador,
as regioes préximas dos polos aparecerem excessivamente dilatadas e deformadas. A

figura seguinte? representa uma planificacio da Terra usando a projeccao de Mercator.

Podemos criar uma projecgao 3D deste mapa, aplicando as coordenadas longitude e

latitude na esfera unitéria, produzindo um globo®:

(lon, lat) — (cos(lon) cos(lat), sin(lon) cos(lat), sin(lat))

4Tal como a anterior, realizada com a rotina Map Tools do Maple. Os pontos costeiros foram obtidos

do US Geological Survey em http://rimmer.ngdc.noaa.gov/coast.
50 espaco entre paralelos é de 15 graus e entre meridianos de 30 graus.



136 SUPERFICIES EM R3

O interesse das aplicagoes conformais nao se limita de maneira nenhuma a cartografia.

Trata-se de um dos assuntos mais importantes da Andlise moderna.

E também possivel deduzir uma férmula que permite calcular a drea A(R) duma
regiao limitada R C S, contida num mapa o : U — W C S, a partir da primeira forma

fundamental. Com efeito, por definicao
do do
R) = — N — dx d
ARy = [ [ igr ) n gl dedy

(a justificac@o desta defini¢ao de drea de uma por¢ao de superficie é um pouco profunda
e exigiria conhecimentos que saem fora do ambito e nivel deste curso, nomeadamente de

Teoria da Medida); como

Jo 0o o do 0o 0o 0o Jo 0o\ (0o  Oo Jo  0o\?2 9
152" 3y (83:/\831 oz ay) (52 8x>(8y ay> (52 ay) G-I,
entao
A(R):// VEG — F? dx dy.
o1 (R)
Note que, por o ser regular,
EG—-F*>0 (5.3.1)

em qualquer ponto.

Exemplo 5.4. Determinemos a area dum fuso numa esfera de raio r, isto é, a regiao

compreendida entre dois arcos de circulo maximo com angulo de intersec¢ao 6:



5. PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL 137

26

v/

E claro que podemos assumir que as circunferéncias de circulo maximo se intersectam

nos poélos (sdo pois meridianos), porque podemos sempre por uma rotacao da esfera —
0 que nao altera as areas, pois a aplicacado dum movimento rigido a uma superficie nao
altera a primeira forma fundamental — chegar a esta situacao.

Para calcular a drea observemos (recorde o Exemplo 5.1(3)) que, para o mapa
o(u,v) = (rcosucosv,rcosusinv, rsinu),

EG — F? = r*cos® u. Entéao a érea do fuso é igual a

// r? cosu du dv = 2072.
3

Em particular, para § = 27 obtemos o valor da 4rea da esfera, ou seja, 4712,

Definigao. Um difeomorfismo f : Sy — Sy diz-se equiareal se aplica cada regiao de S;

numa regiao de Sy com igual area.

Teorema 5.5. Um difeomorfismo f : S1 — So € equiareal se e s se, para cada mapa

o1 dum atlas de Sy, as primeiras formas fundamentais de o1 e de f o o1 satisfazem
E1G1 E2G2 — F2

Demonstracao: Como a drea duma regiao em S pode ser calculada como soma de
areas de sub-regioes em que cada sub-regiao é descrita por um tunico mapa do atlas de
S, podemos supor que S; e Sy estao descritas por uma parametrizagao global.

Sejam entdao o1 : U — S um mapa global de S1, 09 = fooy : U — Sy o corres-
pondente mapa de So e Fy, I, Gy e Es, F5, Go as primeiras formas fundamentais de o

e 09, respectivamente. Um difeomorfismo f : S1 — Sy é equiareal se e s6 se, para cada

\/EQGQ — F22 dx dy,

regiao R de 51,

//0'1 \/E1G1 — F2dxdy—//

(foo1)=1(
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ou seja,

/ 2 / _ 2
//1 E1G1 F dmdy_/lll(n) E2G2 F2 dl‘dy.

Isto equivale a dizer que

VEG - FE = \|EaGy — F,
isto é,
E\Gy — F{ = E>Go — F,
pois E1G1 — F2, EsGo — F3 > 0. -

Exemplos. (1) Toda a isometria é equiareal. O reciproco nao é verdadeiro, como

veremos no exemplo seguinte.

(2) Consideremos a Projeccio de Arquimedes f : P+ @, da esfera x? + 3% + 22 = 1
(menos os pélos norte e sul) no cilindro 22 + y? = 1, definida do seguinte modo: para
cada ponto P # (0,0,41) na esfera, existe uma tnica recta horizontal que passa por
P e pelo eixo OZ; esta recta intersecta o cilindro em dois pontos, um dos quais (que

denotamos por Q) estd mais perto de P.

\—-—

Para determinarmos uma férmula para f, sejam (z,vy, z) as coordenadas cartesianas
de P e (X,Y,Z) as de . Como o segmento PQ é paralelo ao plano XOY, temos
Z =ze (X,Y) = Aa,y) para algum escalar \. Mas (X,Y, Z) estd no cilindro logo
1 =X%2+Y?=X\(22+y?) e, consequentemente, A\ = + (2% + y2)*%. Tomando o sinal
+ obtemos o ponto Q) logo

x y
o0 = (o ™)
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Teorema 5.6. [Teorema de Arquimedes| A aplicagcdo f € equiareal.

Demonstragao: Seja S a esfera menos os pélos norte e sul, com o atlas consistindo nas
duas parametrizagoes definidas por o1(6, ¢) = (cos 6 cos p, cos 0 sin p, sin ) nos abertos
{-m/2<0<7/2, 0<p<2n}e{—7/2<0<7/2, =1 < ¢ < 7}. A imagem de
01(0, ) por f é o ponto

02(8, ) = (cos g, sin p, sin 6) (5.6.1)

do cilindro. E facil verificar que isto d4 um atlas da superficie Sy (parte do cilindro
entre os planos z = 1 e z = —1) consistindo em duas parametrizagoes, ambas dadas pela
equagao (5.6.1) e definidas nos mesmos abertos do atlas de S;. Como 02_1 ofoo; =id,
¢é imediato que f é um difeomorfismo.

Por outro lado, calculdmos no Exemplo 5.1(3) a primeira forma fundamental de o;:
E, = 1,F; = 0,Gy = cos?6. Para oy obtemos, de forma similar, Fy = cos?0, F =
0,G2 = 1. Em conclusao, F1G1 — F12 = FyGgy — F22 e f é equiareal. E claro que nao é

uma isometria pois nao satisfaz as condi¢ées do Teorema 5.2. |

Este resultado foi provado por Arquimedes, que se orgulhava tanto dele que pediu
que fosse gravado no seu timulo. Segundo a lenda, tal foi feito pelo general romano
Marcellus, que liderou a conquista de Siracusa na qual Arquimedes foi morto, em 212
A.C. Evidentemente, como Arquimedes nao tinha o Céalculo Diferencial a sua disposicao,
a sua demonstragdo era muito diferente da que apresentamos aqui. Concretamente o
que Arquimedes provou foi que se colocarmos uma esfera dentro dum cilindro com o
mesmo raio R, a drea S7 da superficie esférica da figura é igual a correspondente area

Sy da superficie cilindrica (definida pelos mesmos planos horizontais) e igual a 27w Rh.

Os cartégrafos chamam ao processo de projectar uma esfera num cilindro seguido
do desenrolar do cilindro no plano, projeccao cilindrica equiareal. O Teorema de Ar-

quimedes mostra que esta projeccao nos dd uma representacao precisa das areas, embora
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distorca a forma pois nao existe nenhuma projeccdo que represente com precisao a area

e a forma simultaneamente, como veremos mais adiante.

(3) O Teorema de Arquimedes pode ser usado para calcular de forma muito rapida a drea
do fuso determinada no Exemplo 5.4. Se 6 é o dngulo de amplitude do fuso, a imagem

do fuso pela aplicagao f é um rectangulo curvo no cilindro de largura r6 e altura 2r:

Z
— 0
e | |
—— ]

Se aplicarmos em seguida a isometria do cilindro no plano, este rectangulo curvo
é transformado num rectangulo no plano, de largura rf e altura 2r. Pelo Teorema de
Arquimedes o fuso tem a mesma area do rectangulo curvo e, como qualquer isometria é

equiareal, tem a mesma drea que o rectangulo plano, ou seja, 2672.

Do conhecimento da area dum fuso qualquer, podemos deduzir imediatamente uma
formula para a area dum triangulo esférico. Um triangulo esférico é a figura formada
na superficie de uma esfera por trés arcos de circulo méaximo que se intersectam dois a

dois em trés vértices:

E claro que quando tracamos numa esfera trés arcos destes, dois tridngulos sao
criados (um interior e outro exterior). Com excepc¢ao do caso em que ambos ocupam
um hemisfério da esfera, o interior é sempre mais pequeno que o exterior e é este que

habitualmente é considerado.
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Teorema 5.7. (Férmula de Girard). A drea dum triangulo esférico com dngulos

a, B e, numa esfera de raio r, ¢ igual a r*(a+ B+ — 7).

Demonstragao: Sejam A, B e C os vértices do tridngulo correspondentes aos angulos
«, B e ~, respectivamente. As trés circunferéncias de circulo maximo dividem a esfera em
seis fusos, dois deles de amplitude o com pélos em A e A’ (ponto antipoda de A), dois
de amplitude 8 com pdlos em B e B’ (ponto antipoda de B) e dois de amplitude v com
pélos em C e C’ (ponto antipoda de C'). Um dos fusos de amplitude « contém o tridngulo
ABC e o outro fuso contém o triangulo A’B’C’. Denotemos a regiao reuniao destes dois
fusos por AA’. O mesmo se passa com os dois fusos de amplitude § (denotemos a sua

reunido por BB’) e os dois de amplitude 7 (denotemos a sua reunido por CC").

Entao
AA'NBB = AA'nCC' = BB'NnCC'= ABCUA'B'C’
e como
S? = AA'UBB uCC’
temos

A(S?) = A(AA) + A(BB') + A(CC") — 2(A(ABC) 4+ A(A'B'C")).

Mas A(ABC) = A(A'B'C’), pois a aplicagao que leva cada ponto P da esfera no seu

antipoda P’ é claramente uma isometria, logo equiareal. Consequentemente,

A(ABC) = i(A(AA’) +A(BB) + A(CC') — A(S))
= 3(4047“2 + 4812 + 4yr? — 47r?)

= r(a+B+v—7).
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Isto significa que, diferentemente do que se passa na geometria euclidiana plana, na
geometria esférica a soma dos angulos internos dum triangulo é sempre superior a .

Este resultado tem muitas consequéncias interessantes. Por exemplo:

(1) Nao existe nenhuma isometria entre a esfera e o plano (ou mesmo entre uma parte da
esfera e uma parte do plano). Em termos cartograficos, isto significa que é impossivel ter-
mos um mapa (plano) duma porgao da superficie terrestre que represente distancias com
total precisao. Porqué? Porque tal isometria teria que preservar distancias e angulos,
e teria que aplicar circunferéncias de circulo méximo (que sdo as geodésicas na esfera)
em rectas (que sao as geodésicas no plano). Portanto a soma dos angulos internos dum
triangulo esférico teria que coincidir com a soma dos angulos internos do correspondente

triangulo plano, que é 7, e isto implicaria que o tridngulo esférico tivesse drea nula.

(2) Nao existe nenhum conceito de semelhan¢a na geometria esférica. Dois tridngulos
semelhantes na geometria euclidiana tém os mesmos angulos mas sao de tamanhos di-
ferentes. Contudo, na geometria esférica os dngulos dum triangulo determinam a sua

area e portanto o seu tamanho e forma.

(3) A Férmula de Girard pode ser estendida a qualquer poligono esférico convexo
(definido pela intersec¢do de n circunferéncias de circulo maximo): se ag,ag, -,y

sao os angulos internos do poligono, a sua éarea é igual a

r? (z": a; — (n— 2)7T>. (5.7.1)
=1

(Esta férmula pode ser facilmente provada dividindo o poligono em triangulos e usando
a Férmula de Girard.)

Suponhamos agora que dividimos a superficie da esfera em poligonos esféricos con-
vexos. Se denotarmos por V' o nimero de vértices, por A o numeros de arestas e por F
o numero de faces (poligonos), qual é a soma dos angulos de todos os poligonos? Por
um lado, é evidente que cada vértice contribui com 27 para o total, pelo que essa soma

é 27V, Por outro lado, se utilizarmos a férmula (5.7.1) em cada poligono, obtemos

r? (ﬁ: a,;) = r*m(n — 2) + A(poligono).

=1

Fazendo a soma sobre todos os poligonos obtemos, no primeiro membro, a soma total

dos angulos multiplicada por r? e, no segundo membro, a 4rea total da esfera, 4mr?,
mais

7‘277(111 —24ng—2+4---+np—2),
onde nj,ng, -+ ,nr denotam o nimero de lados (arestas) dos F' poligonos. Observando

que cada aresta é uma aresta simultanea de dois poligonos, n1 —2+mno —24---+np —2
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é igual a 24 — 2F. Concluimos entao que a soma total dos angulos é igual a

4 + 27 A — 27 F.

Igualando isto a 27V e dividindo por 27, deduzimos a famosa Férmula de Euler

V-A+F=2.

Observagao. A férmula (5.7.1) pode ainda ser generalizada a uma superficie arbitréaria
(Formula de Gauss-Bonnet), mas nao o faremos aqui por falta de tempo. Por exemplo,

consideremos a pseudo-esfera, isto é, a superficie de revolucao definida pela curva geratriz

v(u) = (e“, 0,v/1 — €2 — cosh™? ((%)) (u € (—00,0])

chamada tractriz:

Neste caso, a area de um triangulo de angulos internos «, 8,7, é ignalam—a—F—, 0
que significa que na geometria da pseudo-esfera (o mesmo se passa numa superficie como
a sela) a soma dos angulos internos dum tridngulo é sempre inferior a 7w (trata-se, como
a geometria esférica, de um exemplo de geometria ndo euclidiana, chamada geometria

hiperbdlica).
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A geometria das superficies planas é uma geometria euclidiana. Nesta geometria,

rectas paralelas nunca se intersectam, a soma dos angulos internos de um triangulo é

sempre igual a 7 e o caminho mais curto entre dois pontos é um segmento de recta. A

geometria esférica (ou eliptica) é a geometria das superficies como a esfera, onde a soma

dos angulos internos de um triangulo é sempre maior que 7 e o caminho mais curto entre

dois pontos é um arco de circunferéncia maxima (por isso, as circunferéncias maximas
sao consideradas as rectas desta geometria). A geometria hiperbdlica é a geometria das

superficies em forma de uma sela, onde a soma dos angulos internos de um triangulo é

sempre inferior a 7.

Triangulo
Plano

Tridngulo
Esférico

Exercicios

IR A
ey
AT

Tridngulo Hiperbdlico

5.1. Calcule a primeira forma fundamental dos seguintes mapas:
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(a) o(u,v) = (u—v,u+v,u? +0v?);

=
S—
Q

(u,v) = (cosh u, sinh u, v);

(u,v) = (u,v,u? +v?).

—
o

&
)

5.2. Seja & = 0o ® : U — S uma reparametrizacio de um mapa o : U — S da superficie S.
Prove que

E F
F G

E F
F G

T

J

onde J é a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas @, e E, F, G e E, F; G sdo, respectiva-

mente, os coeficientes da primeira forma fundamental de & e o.

5.3. A aplicacio da metade do cone circular z? + 3% = 22, 2 > 0, no plano OXY, dada por

(z,y,2) — (z,y,0), é uma isometria ?

5.4. Mostre que o cone circular, parametrizado por o(u,v) = (ucosv,usinv,u), v > 0, 0 <
v < 27, pode ser “desenrolado” no plano, isto é, é isométrico a parte de um plano (XOY', por

exemplo), através do difeomorfismo

frio(u,v) = a(u,v) = (u 2 oS —=, u QSini,O).

V2’ V2
Descreva que parte do plano X OY é isométrica ao cone e verifique que f é de facto uma isometria.

5.5. Um mapa global o : U C R? — S de uma superficie S diz-se conformal se a projeccio
I S — II
(z,y,2) = (07} (z,y,2),0),
na superficie plana I = {(z,y,2) € R? | (z,y) € U,z = 0}, é conformal. Mostre que:
(a) O mapa o é conformal se e sé se E =G e F =0.

(b) O mapa

3 3

X
o(z,y) = (fc— §+fcy2,y—y§+x2y,x2—y2)

da Superficie de Enneper
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é conformal.

[Em rigor, o ndo é uma parametrizacio de uma superficie (no sentido da Defini¢ao 2.1) pois nao é
injectiva, como as auto-intersecgoes na figura claramente mostram. No entanto, se restringirmos

(z,y) a abertos suficientemente pequenos, o serd injectiva pelo Teorema da Funcao Inversa.
5.6. Prove que o mapa de Mercator da esfera (Exercicio 3.7) é conformal.

5.7.  (a) Prove que qualquer isometria é uma aplicagdo conformal. Mostre que a projecgao

estereografica é um exemplo de um difeomorfismo conformal que nao é uma isometria.

(b) Prove que qualquer isometria é uma aplicacdo equiareal.

Mostre que a projeccao de Arquimedes é um exemplo de um difeomorfismo equiareal que

nao é uma isometria.
5.8. Prove que um difeomorfismo é uma isometria se e s6 se é conformal e equiareal.
5.9. Considere as superficies

51:{(:r,y,z) €R3|y:07|$| <7T/2}

Sz = {(z,y,2) e R? | 2® +y* =1,y > 0}
e seja g : S1 — S5 definida por

g(x,0,2) = (sinz, cos z, z).

(a) Prove que g é uma isometria.

(b) Sabendo que o caminho mais curto em Sz entre os pontos (@, v2 —3)e(—1,%2,4) define

uma curva (regular) determine:

(i) o comprimento desse caminho;
(ii) esse caminho.

(¢) Determine a area do triangulo em Sy de vértices (@, g, 0), (—g, g, 0) e (0,1,2).

5.10. Uma circunferéncia mdzima numa esfera é uma circunferéncia obtida intersectando a esfera

com um plano passando pelo seu centro.
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(a) Prove que o caminho mais curto entre dois pontos numa esfera é um arco de circunferéncia

maxima.
(b) O que diz a Férmula de Girard sobre a area de um tridngulo esférico?

(¢) Um velejador pretende circum-navegar a Austrélia, seguindo a rota triangular mais curta
possivel. Prove que um dos angulos do triangulo mede, pelo menos, ¥ + % radianos.
(Assuma que a terra é uma esfera de raio 6400Km e que a drea da Austrilia mede
7680000Km?2.)

5.11. Suponha a esfera unitaria coberta por F' triangulos cujos lados sao arcos de circunferéncia
maxima, e tais que a interseccao de quaisquer dois triangulos é vazia ou é um vértice ou uma
aresta comum aos dois triangulos. Denote por E o numero total de arestas nessa cobertura e
por V o nimero de vértices.

(a) Mostre que 3F = 2E.
(b) Deduza, usando a Férmula de Girard, que 2V — F = 4.

(¢) Conclua que V — E + F =2 (a chamada Férmula de Euler).
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6. Aplicacao de Gauss e segunda forma fundamental

Nesta seccio estudaremos a chamada Aplicacdo de Gauss e introduziremos diversas
maneiras de medir a “curvatura” de uma superficie. Todas elas se baseiam na chamada
sequnda forma fundamental de wm mapa da superficie.

Decorrerd daqui que um mapa de uma superficie fica determinado, a menos de um
movimento rigido de R3, pelas suas primeira e sequnda formas fundamentais, exac-
tamente do mesmo modo que uma curvae parametrizada por comprimento de arco €

determinada, a menos de um movimento rigido, pela sua curvatura e torcao.

Da mesma maneira que, como vimos na Proposicao 1.4.1, a curvatura com sinal duma
curva plana parametrizada por comprimento de arco é medida pela mudanca de direccao
do vector tangente, sera de esperar que numa superficie S a mudanga de “direc¢ao” do
plano tangente (relativamente a um mapa o : U — W C S) ou, o que é o mesmo, da
normal unitaria standard N, meca a curvatura da superficie S na regiao W.

Para formalizar esta ideia notemos que N(p), em cada ponto p de W, é um ponto

da esfera unitaria

§2 = {ve B | ol = 1}.

Entdo podemos considerar a aplicacdo W — S? que a cada ponto p = o(u,v) faz

corresponder o ponto N(p) de S2.

N(u,v)

olu,v)

Mais geralmente, esta aplicacdo pode ser definida para qualquer superficie orientavel
S, pois estas superficies possuem, como vimos, uma normal unitdria N : S — R? bem
definida em todo o ponto, dada localmente em cada mapa o de uma orientacao de S

por

Chamamos Aplicagdo de Gauss & aplicagao

g: § — 52
p — N(p).
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, a Aplicacdo de Gauss esta definida a

7

ao € unica

E claro que como N n

Observagao.

menos de sinal, dependendo da orientacdo escolhida, ou seja, do campo de vectores N

escolhido.

a regiao equatorial do

Exemplos. Nas figuras seguintes podemos ver, respectivamente,

+1? — 22 = 1 e a sua imagem pela Aplicacdo de Gauss, a

2

de de uma folha z

61

hiperbol

éide de duas folhas 22 — y? — 22 = 1 e a sua imagem pela

torial do hiperbol

regiao equa

Aplicacao de Gauss, o elipsdide

v
4

2

® 4
9

e a sua imagem pela Aplicacao de Gauss:

T
AT o e

= e
, S S e

A
Wy

N
i T
1

Al o

e e
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A partir da Aplicacao de Gauss vamos construir varios invariantes. Para ja necessi-

tamos do seguinte resultado geral para fungoes suaves f : .57 — Sy entre superficies:

Proposigao 6.1. Sejam Si e Sy superficies e f : S — So uma funcdo suave. Para

cada p € S1, a correspondéncia v (tg) — (f o) (to) define uma aplica¢ao linear
f*p : Tpsl — Tf(p)SQ
Vamos chamar & aplicacdo f., a derivada (ou diferencial) de f no ponto p.

Demonstragao: Sejam oy : Uy — W; C S; um mapa de uma regiao Wy de S
contendo p, o1(q) = p, o2 : Uy — Wy C Sy um mapa de Sy contendo f(p), o2(r) = f(p),
tais que f(W7) € Ws. Consideremos ainda uma curva v : I — Wj; em S; tal que

~v(to) = p e a composigao

—1 —1
I Sw 2 u s wy w2 s

Denotando o vector v/ () por v e o vector (f o~)’'(tg) por w, sabemos da demonstragao

da Proposicao 3.1 que

do do
v =Fi(to) (@) + Talto) 5 - (@)
e, analogamente,
ol Jdo
w = Gi(t) 5, (1) + Ga(to) 5 (1)

onde 7y denota a composigao 01_1 o~ e G denota a composigao 02_1 ofoy= 02_1 ofooiod.
Para abreviar, chamaremos F' a composicao oy L6 fooy. Portanto G = F o7,

Se ¢ for outra curva em S tal que 0(t1) = p e §'(¢1) = v e definirmos, analogamente,
W= (fod)(t1) e G=Fod, teremos

—/ do — do
v =01t g, (@ +5(t) g (@)
‘ 9 9
~ ~ o o
= Gi(t) 5 (1) + Galt) 5 (1)
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Em particular, %) (t9) = 5(t1) e 7,(to) = 0q(t1). Daqui decorre que

G (to) B B s . 7 (o) _
PP ] = Jalto) = Jr(g) - J5(to) = Jr(q) [ T4t ] -
] = Jrla) - J5(t2) = Tltr) =

!

b1(t1)

= Jr(q) [ glz(tl)

Gl (t)
Gh(tr) |

Portanto w = w, o que assegura que o vector w nao depende da escolha da curva v e
que fyp estd bem definida.
Isto também mostra que, para qualquer vector v € 1,57 de coordenadas v1 e v2 na

base (%%(q), %(q)), a sua imagem por f,, é dada por

Fup(v) = T (q) [ o ] .
2]

Portanto fi, nao ¢ mais que a aplicagao linear de 7,51 em Ty, S2 cuja matriz, relati-

vamente as bases (572(q), -(q)) e (92(r), 52(r)), é Jr(q). n

Agora, sendo G uma aplicacio suave de S em S?, podemos aplicar 6.1 e concluir
que a derivada de G no ponto p é uma aplicacao linear definida em 7,S com valores em
Tn(p)S?. Mas Tn(,)S? = {v € R* | (v | N(p)) = 0} = T,,S, portanto

Gap : TS — T),S.

Observacao. Uma vez que G estd definida a menos de sinal, a sua derivada G, também

fica definida a menos de sinal, dependendo da orientacdo escolhida.

Seja E um espaco euclidiano. Uma aplicacao linear f : £ — E diz-se simétrica se
(f(v1) | v2) = (v1 | f(v2)) para quaisquer vi,ve € E.

Proposicao 6.2. Para cada p € S, Gy € uma aplicacao simétrica.

Demonstracao: Como G, ¢ linear, bastard verificarmos a igualdade

(Guplor) 102) = (01 | Gup(e2))

para os vectores da base (%(q), g—g(q)) de T),S, sendo 0 : U — W C S um mapa de S

contendo p = o(q).
Em primeiro lugar observemos que, para v = v'(tg) € 1,5, Gip(v) = (G o) (to) €
JGor (t0) = Jgogos—10y(t0) = Jgoo(q) - J5(to). Em particular, para v = %(q),

Jto) = [ i ]
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1
pelo que Jgoy(to) = Jgoo(q) - [ 0 ] e consequentemente

6.2 ) = 2920 )

Analogamente

Provemos entao que
(2222915 w) - (5201 2522 w).

Para qualquer (z,y) € U temos

do
(Goo)w.w) | 5 () =0 (6.2.1)
‘ 0
(Gon)wn) | G (@w) =0 (6.22)
Derivando (6.2.1) relativamente & segunda coordenada y, obtemos
d(Goo) do 0%c B
( ay (z,y) | %(x,y)> + ((g oo)(z,y) | y0r (:U,y)) =0 (6.2.3)

e derivando (6.2.2) relativamente & primeira coordenada x, obtemos

(P21 5 ta) + (G0 | o) =0

Em particular, para (z,y) = ¢ obtemos a igualdade pretendida:

(29221 ) = ~(Gon] 2o)

= (Gon @] 27 )

- (2201 5w).

Recordemos agora os seguintes resultados da Algebra Linear:

o Eristindo uma aplicagcao linear simétrica f : E — E, entao E possui uma base

ortonormada formada por vectores proprios de f.

e Todos os valores proprios de uma matriz simétrica sdo reais e o seu determinante

€ 1gual ao produto desses valores proprios.
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Podemos assim concluir que existe uma base ortonormada (e, ez) de T),S tal que
Gup(e1) = k1e1 e Gyp(ez) = kaeg sendo kg < k1. Aos nimeros K € Kz, que sao os valores

proprios de G, chama-se curvaturas principais de S em p. Portanto a matriz de G4, na

ki 0
0 ko |

Os vectores proprios e e es dizem-se os vectores principais de S em p.

base (e, e2) é igual a

Observagao. As curvaturas principais também estdo definidas apenas a menos de sinal.

Definiremos ainda mais duas medidas da curvatura de uma superficie. Chama-se

curvatura gaussiana de S no ponto p ao determinante de G,p:
K(p) = kiks.

Chama-se curvatura média de S no ponto p a metade do traco de G,y:

k1 + ko
H(p) = —5—

O ponto p diz-se

eliptico, se K(p) > 0.

hiperbdlico, se K(p) < 0.

parabolico, se K(p) =0 e H(p) # 0.

planar, se K(p) =0e H(p) =0.

Estas designagoes serao justificadas no final desta seccdo. Antes disso, vejamos como
podemos calcular K (p) e H(p) a partir do conhecimento de um mapa o : U — W C S
contendo p = o(q).

Observagao. Note que a tnica defini¢do que depende da escolha de N é a de curvatura
média (mantendo-se igual ou mudando de sinal quando consideramos outra orientagao),
conforme se podera facilmente verificar. Assim, a natureza dos pontos de S nao depende
da escolha de N.

Chamamos a forma bilinear
II,: T,8xT,8 — R
(v1,v2) = (Gup(v1) | v2)

a sequnda forma fundamental de S no ponto p. Esta aplicagao, dependendo da escolha

de N, s6 estd definida a menos de sinal.
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Vejamos que o conhecimento das primeira e segunda formas fundamentais de .S em
p é suficiente para determinarmos a natureza desse ponto

Método para determinar K(p) e H(p) a partir de 0 : U — S

1. Determinar a matriz da primeira forma fundamental

onde

B0) = (5201 52@). F) = (520 | 52@) © 6@ = (5@ | 5o @).

2. Determinar o campo de vectores normais unitarios induzido por o

onde
@) = (@)1 6 (20)) = (X1 2927 ),
10 = (5@ 16(52@)) = (2@ 1 75" @)

o0 = (5@ 16:(520)) = (5201 252 w).

As seguintes férmulas alternativas de cdlculo sdo mais tteis na pratica (pois nao en-
volvem as derivadas de Goo) e obtém-se de (6.2.1)

. (6.2.2) por derivagao, analogamente
ao modo como obtivemos (6.2.3):
0o 0o 0o
() =~ (5,20 | N0). f@) = ~(5,5.@ | N0) © 9(a) =~ (53(0) | N@)).

4. Utilizar o seguinte resultado:
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Teorema 6.3. Para cada p € S, temos

e(q)g(q) — fg)?
E(q)G(q) — F(q)*’

k1(p) p)+VH , ka2(p) = H(p) — VH(p)* — K(p).

(Note que EG — F? > 0 por (5.4.1).)

K(p) = H(p) =

Demonstracao: Com vista a simplificar as notacoes, omitimos por vezes p e ¢ nas
férmulas que se seguem.

Designemos por
air  ai12
W=
az1  G22

a matriz de G, relativamente a base (3Z(q), g—g(q)). Entao

Jdo

or
@) = (32(6) | Gop 22 0)) ) = a1 Ba) + 0 F(0)
10) = (520 16 (52@)) = a12E@ + axF (o)
@) = (5200 1952 @) ) = auF (@) + anGla)

o) = (5200 100 (50(@))) = a12F (@) + 2G(a).

Em termos matriciais isto significa que Fr; = FrW, donde

W = Fl'Fn
B 1 G -—F e f
 EG-F?| _F E f g
_ 1 eG— fF fG—gF
 EG-F?| fE—¢eF gE— fF
Consequentemente,
1 _eG-2fF+gE
H=5uW==Ee—m
e
B B 1 2| G -F e [|_ eg — f?
K_det(w)_(EG—F2> F E||f g| EG-F%

Por outro lado,

Kike = K
%(Hl + /12) = H.
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Resolvendo o sistema e sabendo que k1 > ko obtemos ko = H — VH? — K e k1 =

H++VH? - K. |

Desta demonstracao decorre também que a matriz da aplicacao G, : TS — T,

relativamente 3 base (g—g(q), g—‘;(q)), chamada matriz de Weingarten do mapa o de S, é

a matriz
1 eG—fF fG—gF

_ -1 _
WIS 5a T | fE—er gB-fF |

Exemplos 6.4. (1) Consideremos o paraboléide hiperbélico dado por z = 22 — 32,

parametrizado globalmente por o(x,y) = (z,y, 2> — y?), (z,y) € R%2. Como

Jo 8_0

_(x7y) = (17072‘T) e Ay (:c,y) = (07 1, _2y)7

ox

temos

E(xz,y,z)=1 + 422, F(x,y,z) = —4zy e G(x,y,2z) =1 + 492,

Por outro lado,

—2x,2y,1
N(m,y, Z) _ ( €L, 2y, ) )
1+ 422 + 492
Entao, como
0%c 0%c 0%c

@(xay) = (Ov 07 2)7 8_y2(x7y) = (ana _2) € 8$8y(gj’y) = (0707())7

temos
2 2

e(r,y,z) = — z,y,2) =0 e g(x,y,z) = .
(2,9, 2) Tra iy f(z,y,2) 9(z,y,2) Tr i i

Isto implica que

—4
K(x,y, Z) = (1 +4$2 +4y2)2 < 07

0 que significa que todo o ponto do paraboldide hiperbdlico é hiperbdlico.
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Em particular, no ponto p = (0,0,0) a matriz de G, na base (g—‘;(0,0), 2—3(0,0)) é

BN

Portanto a matriz de G, nesta base ja é diagonal, pelo que x1(p) = 2, k2(p) = —2 € o0s

igual a

vectores principais sao e; = g—g(0,0) =(1,0,0) e e = g—Z(O, 0) =(0,1,0).

(2) No caso do plano, vimos no Exemplo 5.1(1) que para a parametrizacao o(u,v) =
prur+vy, E=1,F=0eG = 1. Como 0?c/0u? = 0%0/0v? =0, temos e = f = g = 0.

Portanto K = H = 0 e todo o ponto é planar, como seria de esperar.

(3) E intuitivamente claro que uma esfera curva sempre em qualquer direccao e em
qualquer ponto da mesma maneira. Esperamos pois que as curvaturas principais da
esfera sejam iguais em todo o ponto, e constantes ao longo da esfera. Para confirmarmos
isto, utilizemos a parametrizagdo em termos da latitude 6 e longitude ¢, usada no
Exemplo 5.1(3). Vimos ai que E =1, F =0 e G =cos?f. Comoe =1, f =0e
g = cos? 0 (verifique) temos neste caso K = H = 1 e k1 = ko = 1. Logo todo o ponto
da esfera é eliptico e qualquer vector tangente é um vector principal.

Mais geralmente, quando a esfera tem raio r > 0, K = 1/r? e ky = kg = 1/7.

(4) Exemplos de pontos parabélicos sdo os pontos do cilindro definido por x? + y? = r2.
(5) J& vimos exemplos de superficies com curvatura gaussiana constante, nula — caso
do plano — e positiva — caso da esfera. Um exemplo de superficie com curvatura
gaussiana constante negativa é a pseudo-esfera (recorde a tltima observacao da secgao
5). De facto, pelo Exercicio 6.4, a curvatura gaussiana de uma superficie de revolucao

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)) é dada por

)

K(o(u,v)) = )

No caso da pseudo-esfera

1) = (), 0, g(u)) = (,0,v/1— ¢ — cosh™ ()

e
é uma parametrizacao da geratriz logo

e’lL
K=——=-1
eu
e todo o ponto é hiperbdlico.
A geometria numa pseudo-esfera é um exemplo de geometria nao euclidiana. Muitos
dos resultados da geometria euclidiana plana tém analogos para a pseudo-esfera mas

existem diferencas significativas, como observamos no final da secgao anterior. E o facto
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da curvatura gaussiana na pseudo-esfera ser constante igual a —1 que estd na base do
resultado que estabelece que a soma dos dngulos internos dum triangulo pseudo-esférico
é sempre inferior a 7 (do mesmo modo que é o facto da curvatura gaussiana na esfera

ser constante igual a 1 que estd na base da Férmula de Girard).

(6) Por causa da sua forma, um paraboléide hiperbélico é muitas vezes chamado de sela.
Uma pessoa pode sentar-se confortavelmente num paraboldide hiperbdlico. No entanto,
um macaco teria dificuldades pois nao existe espago para a cauda. A sela de macaco, por
outro lado, ja é adequada para um macaco; é a superficie parametrizada globalmente

por o(u,v) = (u,v,u’ — 3uv?), u,v € R:

Podemos determinar facilmente os coeficientes das primeira e segunda formas fun-

damentais:

E=1+3u?—-30v%? F=—6uw(3u®—30?), G=1+36u*?

o 6w Fo —6v _ —6u
V14 9u? + 181202 + 9t V1 + 9ut + 18u2v2 + 90177 V14 9u? + 18u2v2 + 90t
Entao,
—36(u? + v?) o —27u® + 54udv? + 8luv?
e e = .
(14 9u* + 18uv? + 9v?)? (1 + 9u + 18u2v2 + 9vt)?

Na figura seguinte podemos ver os graficos destas funcoes para u,v € [—1.5,1.5] (&

esquerda, o da curvatura gaussiana, e & direita, o da curvatura média).
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Isto mostra que (0,0,0) é planar e todos os outros pontos sao hiperbdlicos. Além
disso, a curvatura de Gauss é invariante por rotacoes em torno do eixo OZ, embora a

superficie em si nao tenha esta propriedade.

(7) Consideremos agora o toro (pag. 87 e Exercicio 2.9) parametrizado por
o(u,v) = ((a + 7 cosv) cosu, (a + rcosv) sin u, bsin U) .

Neste caso temos

E=(a+rcosv)?, F=0, G=r?

e=—cosv(a+rcosv), f=0, g=-r
Portanto
K- cos v  H= (a + 2rcosv) ’
r(a + rcosv) 2r(a + rcosv)
COS v 1
Kl=——"—, Ko=——.
! a+rcosv’ C r

Entao a curvatura gaussiana anula-se ao longo das curvas dadas por v = £7/2. Estes

sao os pontos parabdlicos do toro. O conjunto dos pontos hiperbdlicos é
{o(u,v) | 7/2 < v < 37/2},

e o conjunto dos pontos elipticos é
{o(u,v) | —7/2 <v < 7/2}.

Estes pontos estao marcados na figura seguinte (os pontos elipticos, marcados a

verde, os pontos hiperbdlicos, a azul, e os pontos parabdlicos, a vermelho).
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Existem duas circunferéncias ao longo dos quais os pontos sao parabdlicos. Na figura

s6 se vé uma dessas circunferéncias (v = 7/2).

Na maior parte dos casos é possivel, olhando para a superficie, reconhecer quais

pontos sao elipticos, hiperbdlicos, parabdlicos ou planares (isso serd claro mais adiante).

A figura seguinte mostra exemplos de superficies constituidas na sua totalidade por cada

um dos quatro tipos de pontos.

N\ Hiperbdlicos
SN
“‘\{‘I&: \
! L
b
W \\““‘
LY

Parabdlicos
Planares

J& sabemos como calcular K(p) e H(p) e concluir da natureza do ponto p € S.

Vamos agora ver que o valor relativo das curvaturas principais nos diz muito sobre a

forma de uma superficie na vizinhanca de p.
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Se v(t) = o(u(t),v(t)) define uma curva parametrizada por comprimento de arco
num mapa de uma superficie S entdo /() é um vector unitario em T’ S. Assim ~'(t)
é perpendicular a N(y(t)) e entao 7/(t), N(y(t)) e N(y(t)) A +/(t) formam uma base
ortonormada de R3. Mais uma vez porque v estd parametrizada por comprimento de
arco, 7" (t) é perpendicular a +/(t) e é portanto uma combinagao linear de N((t)) e
N(y(t) A (t):

V() = a®)N(y(t) + BN (v(£) A (1)

Os escalares kp(7,t) = —a(t) e kg(7,t) = B(t) sdo chamados respectivamente curvatura

normal e curvatura geodésica de v em t.

N

Portanto
Fn(3:8) = = (V' | NG®)), w18 = (7(8) | N ®) A7 (1))
e [V O)1? = (kn(7,1))? + Kg(v,t)%. Logo, a curvatura k. (t) = ||v(¢)| de v é dada por
(1 ()% = (7)) + (14 (3,0))*

Um caso particular importante ocorre quando v é uma sec¢do normal da superficie,
isto é, v € a interseccao de S com um plano II que é perpendicular ao plano tangente

da superficie em todo o ponto de 7.
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Exemplos. (1) Dado um vector unitario v, tangente a S em p, a intersecgao de S com
o plano IT determinado por v e pela normal N(p), é uma secgdo normal de S, chamada

seccao mormal de S na direccdo de v.
(2) As secgbes normais de um plano sao rectas tendo pois curvatura nula.

(3) As secgoes normais de uma esfera de raio r sao circunferéncias de circulo méximo,

cuja curvatura é igual a 1/r.

Como os pontos de 7 pertencem a II, v é plana, II é o plano osculador de v e N, (t)
é paralelo a II. Como II é perpendicular ao plano tangente, N(y(¢)) também é paralelo
a II. Mas N, (t) e N(v(t)) sao ambos perpendiculares a 7/(t) e 7/(t) é paralelo a II, logo
Ny e N(v(t)) tém que ser paralelos, isto é, N, (t) = =N (y(t)). Entao k,(v,t) = £r,(t)
e kg(7y,t) = 0 para uma secgao normal.

Em conclusao,

as curvaturas normais das seccoes normais de S sdo, a menos de sinal,

1guais as suas curvaturas.

€rao O mesmo Sinal quando € €In 0 Mmesio sentido e terao sinal Oposto
Tera inal quando N(v(t)) e N, (t) té tido e terdo sinal opost

caso contrario.)

Observagao. Pode provar-se que uma curva v em S é uma geodésica (pag. 86) se e
s6 se a sua curvatura geodésica é nula em qualquer ponto. Portanto qualquer seccao

normal é uma geodésica.

A medida que o vector tangente muda de direccao, a superficie pode “curvar”
de maneira muito diferente. Um bom exemplo disto acontece no ponto central dum
paraboléide hiperbdlico. Na seguinte figura, a esquerda, ambas as secgoes normais in-

tersectam a superficie em rectas; portanto a curvatura normal determinada por cada
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uma destas sec¢oes é nula. Contrastando com isto, na figura da direita, que mostra as
seccoes normais definidas pelos vectores principais, a curvatura normal determinada por

uma das secgOes € positiva enquanto que a outra é negativa.

As seccOes normais no centro de uma sela de macaco sdo similares a estas do

paraboldide hiperbdlico, mas mais complicadas:

Vejamos como a curvatura normal esta relacionada com a segunda forma fundamen-

tal.
Lema 6.5. (Lema de Meusnier)

(a) Seja vy : I — W C S uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que

V(to) = p. Entio rin(y,t0) = Ip(' (o), ¥ (t0))-
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(b) Se y1 e y2 sao curvas em S parametrizadas por comprimento de arco tais que

Y1(t1) = 72(t2) = p e v1(t1) = Y4(t2) entdo kn(y1,t1) = kn(2,t2).

Demonstragao: (a) Paracadat € I, (v'(t) | N(v(t))) = 0 pois ¥'(t) € Ty S e N(y(t))

¢ ortogonal a T’ ;)S. Derivando obtemos
(') [ N(v() + (') | (N o) (t)) = 0.
Em particular, (7' (to) | (N o) (to)) = —(v"(t0) | N(7(t0))), donde

kn(7,t0) = (7' (to) | (N 09)'(t0)) = (v (t0) | Gup(? (t0))) = TTp (' (t0), 7' (t0))-
(b) Consequéncia imediata de (a). [

Proposicao 6.6. (Lema de Euler) Seja p um ponto de S. Entdo

{ra(rt0) [7: 1= S,t0 € LAlto) = p} = [k2(p), 1 (p)]

Demonstracao: Seja (e1,e2) a tal base ortonormada de 7},S formada por vectores
préprios de G,,,. Denotando por o e g as coordenadas de +'(to) nesta base, a% + oz% =
17 (to)]|> = 1. Entdo

fa(rit) = (7(t0) | Gy (1))
= (04161 + anes ‘ Q*p(oqel + O(QBQ))
= (ouer + ages | a1kie] + azkaer)

= /ila% + HQO&%,

donde

2 2 2 2
Ko = Koo + koay < Kp(7,t0) < K1a] + K105 = K1.

Isto mostra que {kn(7v,t0) | v: 1 — S,to € I,7(to) = p} C [r2(p), k1(p)]-
Reciprocamente, dado a € [ka(p), k1(p)], consideremos o vector v = aje; + ages de

a — K9 a— K1
e g = .
R1 — K2 R2 — K1

Como v € T,S, existe uma curva v : I — S em S tal que y(ty) = p e v/ (to) = v.

coordenadas

o] =

Evidentemente

En(7,t0) = K17 + Kooy = A S + Kp—— =a.
1= K2 2 — K1
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E mais: quando k2 < K1, kn(7,t0) = K103 + K203 atinge o valor maximo k1 se e 86

se

ki+ai(kg— K1) =K1 S ap =0 a = £1,

ou seja, quando v/(tp) = +e;. Analogamente, r,(7,tp) atinge o valor minimo k9 para
’yl(to) = *tes.

Em conclusao:

As curvaturas principais num ponto p € S sao o mdximo e o minimo valores
das curvaturas normais de todas as curvas em S que passam por p. As
direccoes principais sao os vectores tangentes das curvas dando esses valores

mazrimo e minimo.

A Proposigao 6.6 permite-nos tirar alguma informacao geométrica do conhecimento

da natureza de um ponto p € S:

Caso 1: p € eliptico.

Isto significa que k1 # 0 e ko # 0 tém o mesmo sinal. Entao, para qualquer par de

curvas ] e 2 em S tais que v (t1) = y2(t2) = p, temos

kg < fin(Yirti) = =9 (8) | (N5, (8:) | N(p)) < 1 (i =1,2).

Consequentemente (N, (t1) | N(p)) e (Ny,(t2) | N(p)) tém o mesmo sinal pelo que
N, (t1) e N,,(t2) “apontam” para o mesmo lado de II,S:

1,S

Em conclusao:

Numa vizinhanca de p, as curvas em S que passam por p “apontam” todas

para o mesmo lado de I1,S.
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Caso 2: p € hiperbolico.

Neste caso, como k1 e k2 tém sinais contrarios, existem curvas 7; e 72 em S com

Y1(t1) = 72(t2) = p tais que N, (t1) e N,,(t2) “apontam” para lados opostos de II,,S:

1,5

Em conclusao:

Numa vizinhanga de p, existem curvas em S que passam por p que “apontam”

para lados opostos de I1,S.

Exemplo. Consideremos a superficie definida pela equacao z = x2y*, cujo gréfico (para

x € [-1,1],y € [-1,1]) pode ver-se na figura seguinte, a esquerda.

s
P
o R e e L Lt e e
S e e ey
R A A A oy ¥ e ¥ g L
T T R e

T T
s
sl e P
S P G b

RS

O gréfico da direita representa a respectiva curvatura gaussiana e mostra que esta
nunca é positiva. Portanto nao ha pontos elipticos. Todavia, o grafico da superficie nao
mostra claramente isso. Redesenhando o grafico de outro modo, é possivel observar-se

a olho nu que todos os pontos sao hiperbdlicos ou planares:
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Podemos obter ainda mais informacao geométrica das curvaturas principais. Em
primeiro lugar, comecemos por observar que, aplicando um movimento rigido de R? e
uma mudanga de coordenadas a o (o que nao altera evidentemente a forma da superficie),

podemos sempre supor que
e p=1(0,0,0) e 5(0,0) = p;
e 0 plano tangente a S em p definido por ¢ é o plano XOY;

e 0s vectores paralelos aos eixos OX e OY sdo vectores principais em p, correspon-

dendo as curvaturas principais k1 e ko.

~ e el s L)
Entao os vectores principais unitarios podem ser expressos em termos de B—Z(O, 0) e
o] .
872 (07 O) .

do 0o 0o 0o
(]-a 07 0) - O‘l%((ho) + 51@(07 0)’ (05 1, 0) - O‘Z%(Ov 0) + BQ@(O, 0)

Assim qualquer ponto (z,y,0) no plano tangente II,S é igual a

do Oo

Jo

do do do
el 122 e e — 22 122
2(an5(0,0)+ 8 5 (0,0)) + (a2 (0,0) + 2 o (0,0)) = s%57(0,0) + 5, (0:0)
denotando xay + yag por s e xfB1 + yPB2 por t. Usando a férmula de Taylor podemos
escrever
do  do 1/ ,0% 0o , 0?0
t) = — +i=—+ = — + 2st t"— t
o(st) o(0,0)+ e + oy T3 (s 02 e Oxdy + 8y2) + R(s:1)
1/ ,0% 0o , 0?0
= - 2
(0,0,0) + (,5,0) + 2(5 5t 2500, ay2) + R(s,t)

onde

R(s,t)
1m
(s,6)—(0,0) 82 + 2

=0
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e todas as derivadas sao calculadas na origem (0,0). Como II,,S = XOY, entao N(p) =

(0,0,1) e para qualquer (x,y,z) = o(s,t) € S,

2 = (ols) | NR))

(1l ,0% %o , 0%

Logo, para qualquer ponto (z,y, z) = o(s,t) € S suficientemente préximo de p podemos

desprezar os termos de ordem superior a dois e concluir que

1
z = —5(8264- 2stf + t2g)

~ale el

Denotando a matriz da segunda forma fundamental por F;;7, e como

s o1 N s
= Yy )
t b1 B2
podemos concluir que
1 ( 9 [ oq
z = —sl7| o 51}}_11 +
2 [ By

aq

o )

a2
B2
+y2[042 B2 }fulgi ])

1
= -3 (xQIIp(el, e1) + 2zyll,(er, ez) + y2IIp(62, 62))

say([ o mm[ . an[

1
= —§(H1$2 + Kay?).
Em conclusao:

Numa vizinhanca de p, se desprezarmos os termos de ordem superior a dois,

a superficie coincide com a superficie quddrica

1
z= —5(/{1932 + Koy?). (6.6.1)

Temos quatro casos a distinguir:

Caso 1: k1 >0 e kg >0 ou k] <0 e ky <0. Entao (6.6.1) é a equagao de um parabo-

16ide eliptico (recorde o Teorema 4.1) e p é um ponto eliptico.
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Caso 2: k1 >0 e k2 < 0. Entao (6.6.1) é a equagao de um paraboléide hiperbédlico e p

é um ponto hiperbdlico.

Caso 3: k1 =0 e kg <0 ou k] >0 e kp =0. Entao (6.6.1) é a equacdo de um cilindro

parabdlico e p é um ponto parabdlico.

Caso 4: k1 = ko = 0. Entao (6.6.1) é a equacao de um plano e p é um ponto planar.

Neste caso, ndo podemos determinar a forma da superficie na vizinhanca de p sem
examinar as derivadas de ordem superior a dois (no caso nao planar, estes termos sao
pequenos comparados com k122 + key? quando z e y sdo pequenos). Por exemplo, nas
superficies seguintes (z = y*, & esquerda, e a sela do macaco, & direita) a origem é um

ponto planar, mas tém formas muito diferentes.

(Note que esta classificagdo ¢é independente do mapa o, uma vez que mudar de

orientacao deixa as curvaturas principais inalteradas ou muda-as, a ambas, de sinal.)

Exercicios

6.1. Seja S =Gy, onde f: U — R é suave e U é um aberto de R?. Mostre que

det H(x,y)
(1 + (fm(x; y))2 + (fy(x)y))Q)Q,

fmw(xay) fyw(337y)
fﬂiy(xay) fyy(xay)

das derivadas parciais de segunda ordem da funcao f).

K(xvy) =

onde H(z,y) = é a matriz hessiana de f em (z,y) (ou seja, a matriz

6.2. (a) Prove que todos os pontos de S = {(x,y,2) € R® | z = 2% + y?} sdo elipticos.
(b) Prove que todos os pontos de S = {(z,y,2) € R? | 2 = 2% — y*} s@o hiperbdlicos.

(c) Prove que S = {(z,y,2) € R3 | 2 = 23 + y3} contém pontos de qualquer um dos quatro

tipos, determinando-os.
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6.3. Sendo f: R — R e g:R — R duas fungoes de classe C*°, considere a fungao

h: RZ R
(z,y) — f(z)+g(y).

Calcule as duas formas fundamentais e classifique os pontos do grafico de h relacionando, quando
possivel, a sua natureza com o sentido da concavidade das fungoes f e g.

6.4. Considere a superficie de revolugao, com eixo de revolugao OZ, parametrizada por
o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)),
onde v € (0,27), u € I e f é uma fungao positiva.
(a) Determine a segunda forma fundamental da parametrizagao o.

(b) Quando é que a geratriz y(u) = (f(u),0, g(u)) estd parametrizada por comprimento de
arco?

(¢) Se a geratriz 7 estd parametrizada por comprimento de arco, mostre que
K(u,v) = —f"(u)/ f(u).

(d) Determine as geratrizes -y, parametrizadas por comprimento de arco, cujas superficies de

revolucao tenham curvatura gaussiana constante igual a 4 (resp. -4).

6.5. Seja S a superficie de revolugao gerada pela rotagdo da curva plana z = cosz, = € (0,27),
em torno do eixo OZ. Determine os pontos da curva que dao origem, respectivamente, aos
pontos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos de S.

1

AN on

Grafico da geratriz z = cosz, x € (0,27), e parte da respectiva superficie de revolugao S

6.6. Seja S a superficie de revolugdo do Exercicio 6.4 e suponha que a geratriz 7 estd parame-
trizada por comprimento de arco. Prove que S é parte de um cilindro circular ou de um cone

circular se e s6 se todo o ponto de S é parabdlico.
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6.7. Uma superficie minimal é uma superficie cuja curvatura média H é nula em qualquer
ponto.

(a) Seja o:U C R? — S um mapa conformal (veja o Exercicio 5.5) duma superficie S. Prove

que S é minimal se e sé se o laplaciano
0%c 0%c
@(%y) + Tw(%@/)

é sempre nulo.

(b) Mostre que a Superficie de Enneper (Exercicio 5.5) é minimal.

6.8. Considere o toro T' com o mapa
o(u,v) = ((2 + cosv) cos u, (2 + cosv) sinu, sin v), (u,v) € (0,27) x (0, 2m).

(a) Mostre que a curvatura gaussiana e média no ponto p = o(u,v) sdo dadas por, respecti-

vamente,

Ccos v 1+ cosv

Klp)=—e H(p) = ———.
(p) 2 4 cosv ¢ (p) 2 4 cosv

(b) Prove que T nao contém pontos planares e determine os seus pontos elipticos, hiperbélicos
e parabdlicos.

(¢) Diz-se que um ponto p de uma superficie é umbilico se as curvaturas principais k1(p) e
ko(p) sao iguais. O toro T possui pontos umbilicos?

6.9. Seja v : (0,1) — R® uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, cuja

curvatura nunca se anula, e considere a superficie S, parametrizada por
o: (0,1)x(0,1) — S,
(s,u) — y(s) + uTy(s).

(a) Prove que, para cada so € (0,1), todos os pontos o(sg,u), com u € (0,1), admitem o

mesmo plano tangente.

(b) Seja p = o(s,u) um ponto arbitrario de S,. Mostre que

K(p)=0e H(p) = 222(;9()5>~

Classifique os pontos de S,.

6.10. Sendo p(z,y) = ax? +by? + cxy +dx + ey + f (a,b,c,d,e, f € R) um polinémio arbitrario
de grau 2 nas duas varidveis = e y, considere

Sy ={(z,y,2) € R* | z = p(z,y)}.

a) Mostre que S, é uma superficie.
P

(b) Prove que, para cada p, todos os pontos de .S, s@o elipticos ou todos os pontos de S}, séo

hiperbdlicos ou todos os pontos de .S, sdo planares ou parabdlicos.

Para que polinémios p é que os pontos de S}, sdo todos elipticos? E hiperbdélicos?
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6.11. Prove que:
(a) Todo o ponto umbilico (Exercicio 6.8) é planar ou eliptico.
(b) Se a superficie é minimal (Exercicio 6.7) entdo todo o ponto umbilico é planar.

(c) Todo o ponto da esfera S? é umbilico.

6.12. Seja o : U C R? — S um mapa de uma superficie S e p = ¢(¢q) um ponto de S. Denote
por Fr e Fij, respectivamente, as matrizes da primeira e da segunda formas fundamentais de o
em p. Prove que:

(a)

%(q) = a%(a) + b%(q) e 8(%;0)@) = cg%(q) + d%(q)

v

é a matriz de Weingarten W = ]—"1_1}"11 do mapa o.

onde

(b) Se p é umbilico, ou seja, k1(p) = ka(p) = K, entdo:

(i) Fir = wF7 e, portanto, todo o vector tangente a S em p é um vector principal;

(i)
%(q) - H%(Q) e a(ga;a)(q) = H%(q)~

(¢) Se S ¢é uma superficie (conexa) na qual todo o ponto é umbilico e k(g) denota o valor

comum das curvaturas principais em cada p = o(q) entdo:

)
%(q)%(q) = %(Q)%(q);

(ii) & é constante;

(iii) S é parte de um plano ou de uma esfera.
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7. Teorema Egregium de Gauss

Estamos agora em condi¢ées de provar o Teorema Egregiumb de Gauss, um dos teoremas
mais importantes do século XIX. Os matemdticos no final do século XVIII, como Euler
e Monge, jd usavam a curvatura gaussiana, mas somente como produto das curvaturas
principais da superficie. Como cada uma delas depende da sequnda forma fundamental,
ou seja, do modo particular como a superficie S estd mergulhada em R3, ndo existe nen-
huma razao aparente para supor que o produto das curvaturas principais € intrinseco a S.
A descoberta de Gauss, publicada em 1827, de que o produto das curvaturas principais

s0 depende da geometria intrinseca da superficie revolucionou a geometria.

Nesta seccao, para tornar menos pesada a escrita das férmulas, dada uma aplicacao

o : U C R? = R3 suave, usaremos, por vezes, as notacoes

Oo Oo 00 0?0

Op = =0y = —,0pz = ——,02y = =, €
Y oy’ 0x2’ " dxoy’

tC.
ox

Exemplo 7.1. Sejam
S1={(z,y,2) e R3 | 2 +y> < 1,2 =0},
Sy ={(z,y,2) e R¥ | 22 + 4% < 1,2 = 2* +3°}
e f: 81 — Sy definida por f(x,,0) = (z,y, 2> + y?).

Denotando o aberto {(z,y) € R? | 22 + 3? < 1} de R? por U, o1 : U — S, definida
por o1(z,y) = (z,y,0), é uma parametrizagao global de S1, enquanto o2 = f ooy é uma
parametrizacao global de S3. Como

00'1 _ 601 .
%(ﬂj,y) - (17070)5 Ty(zﬂay) - (Oa 150)7

SFundamental.
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80‘2

) a_y(l‘vy) = (0’ ]-a 2y)7

—(z,y) = (1,0, 2x)

entao
El(l’,y) = 1aF1(xay) = OaGl(xvy) = 17

By(z,y) = 1+ 4a%, Fy(x,y) = 4wy, Ga(z,y) = 1+ 4¢°,
pelo que f nao é uma isometria.

Exemplo 7.2. Sejam agora
T = {(z,y,2) €R® |y = 0, |z < 7/2},

Ty ={(z,y,2) €R® | 2® +y* =1,y > 0}

e g : Th — T definida por g(z,0, z) = (sinx, cos z, 2).

Tomando o aberto U = {(z,2) € R? | |z| < 7/2}, a parametrizacio global de 77,
o1 : U — R3, dada por o1(x,2) = (z,0,2), e a correspondente parametrizacio global

09 = go oy de Th, temos

doq . oy _

%(1', Z) - (Oa 170)a Oz (.’L‘,Z) - (070a 1)5
do . . 0oy _
%(aj,z) = (coszx, —sinz,0), g(aj,z) = (0,0,1),

Ei(z,2) =1,Fi(z,2) =0,G1(z,2) =1,
Es(z,z) =1, Fy(z,2) = 0,Ga(x, 2) = 1.

Assim, neste caso, g é uma isometria.
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Por outro lado,

0% 920 0%y
W(%Z) = m(waz) = W(%Z) =0,

820'2 . 820'2 a202
——(z,2) = (—sinx, — cos z, 0), 9205 (x,2) = 5.2

Ny, (z,y,2) = (—sinz, — cosz, 0),

donde
61(‘757 Z) = fl(xvz) = gl(IE,Z) =0

20'
ea(, ) = —(NUQ(x,y,zﬂ%x;(a:,z)) =140

Portanto, g nao preserva a segunda forma fundamental apesar de ser uma isometria.

No Exemplo 7.2, temos uma folha de papel plana T7 que é transformada em metade
de um cilindro 75. A folha foi simplesmente arqueada, tendo-se somente modificado a
sua relacdo com o espaco ambiente R3. Este facto é descrito pelo seguinte: a primeira
forma fundamental nao foi alterada; a segunda forma foi alterada.

Dizemos que a primeira forma fundamental de uma superficie S descreve a geometria
intrinseca de S e que a segunda forma fundamental descreve a geometria extrinseca de
S.

A aplicagdo dg : S x S — R, tomando para dg(p1,p2) o infimo dos comprimentos
das curvas v : [0,1] — S tais que y(0) = p1 e v(1) = po, chama-se distancia intrinseca
da superficie S. Trata-se, de facto, de uma métrica em S (cf. [9], Prop. 413).

E evidente que uma isometria preserva sempre a distancia intrinseca. Contudo
podera nao preservar a distancia “extrinseca”, como acontece no exemplo acima: sendo
d a distancia euclidiana de R3, dados p;,p2 € T1, ndo é verdade que d(g(p1),g(p2)) =
d(p1,p2). Por outro lado, a transformacao f do Exemplo 7.1 (na qual a superficie Sy
foi transformada em metade de uma esfera) altera a geometria intrinseca da superficie,
ou seja, a sua primeira forma fundamental, como vimos. Note que neste caso existem
pontos p1,pa2 € S tais que ds, (f(p1), f(p2)) > ds, (p1,p2).

O facto de g preservar a curvatura gaussiana nao é acidental. O Teorema de Gauss,
que provaremos em seguida, mostra que a curvatura gaussiana é invariante por isometria.

Para demonstrar este resultado classico fundamental necessitamos de introduzir os
chamados simbolos de Christoffel. Seja o : U — S uma parametrizacao de uma superficie

regular S. Consideremos ainda o referencial

{02(0).0,(0). N (o)}
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definido em cada ponto o(q) = p da superficie S. Denotemos a fungdo Noo : U C R? —

R3 por N. Existem funcoes F;k, i,5,k=1,2, Ll,Lg,fg,Lg,aij, 1 <i4,5 <2 tais que

Ope = Dho.+ F%lay + LN

Opy = I'y0, + F%Q% + LoyN
Oye = o, + F%lay + LoN
oy = T30s + T30y + LsN
N, = anoy + a210y
Ny = G120y + 0220y.

(7.2.1)

As funcoes F; . dizem-se os simbolos de Christoffel de S relativamente a parametri-

zacao o. Note que

L1 = (0|N)=e,
Ly = (04y|N) =/,
Ly = Ly=/,

Ly = (o4|N)=yg.

Como 0,y = 0y, € 04,04 € N sao linearmente independentes,

12 = Lo, Z:1,2.

(7.2.2)

Lema 7.3. Os simbolos de Christoffel de uma superficie S relativamente a uma pa-

rametriza¢do o estdo relacionados com a primeira forma fundamental pelas segquintes

iqualdades:

IHYE+THF =3B,
I F+T1HG = Fy - 3By,

[}, F +T%,G = 3Ga,

DB +T5F = Fy — 3G,
I, F+13%,G = 1G,,

{ TLE +THhE = 5By,

'l + 1%, = (log VEG — F?),,
', +T%, = (log VEG — F?),,.

Demonstragao: As primeiras seis sdo imediatas de (7.2.1):
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i FhE + F%lF = Fh(ax]ar) + F%l(ay‘aw) = (Fham + F%lgy‘aw) = (0zzlos) =
%%HOEHQ = %E:v
i FhF""F%lG = Fh(axlay) "‘F%l(ay‘gy) = (Ux:c‘gy) = %(Uﬂay) - (U:c|0wy) =
F,—-1iE
z — by
i F%QE + F%QF = F%Q(Uw’ffx) + F%Q(Uy’ffr) = (Umy’(fr) = %a@H%HQ = iEy'

i F%2F + F%QG = F%Q(Uﬂgy) + F%Q(bey) = (U$y|0y) = %axllay\lz = QGx'

o DB +T5,F = Tyy(0slos) + Th(0ylow) = (oyylow) = a%(gy|‘7:c) — (oyloye) =
Fy — 3G,

o ThF +T3,G =T5(0u]oy) + T35 (0yloy) = (oyyloy) = %ayHUy”Q = 3Gy,

As duas tltimas s@o consequéncia das anteriores; provemos a primeira delas (a outra

pode provar-se de forma andloga):

(EG — F?), = EG,+ E,G —2FF,
= 2E(T,F +T%,G) +2G(I',E + T3, F) — 2F(T'};F +T3,G + T1,E + T%,F)
= 2EGT%, +2EGTY, — 2F*(T1, +T%,)
= 2(EG - FH)(Ti, +T%).
Entao ( 2)
EG—F
1 2 T _ £/
F11+F12—m—(10g EG—F2)$ | ]

Resolvendo cada um dos trés primeiros sistemas do Lema 7.3, relativamente aos

simbolos de Christoffel, obtemos:

1 — GB.—2FFAFEy,  po _ 2BF—EE,~FE,
11 2(EG—-F?%) 11 2(EG—F2)
L — GB,—FG, 2. — BG.—FE,
12 = 2(EG-F?)> 12 = 2(EG-F2)°
(7.3.1)
L 2GF,—GG,—FGy p2 _ EG,—2FF,+FG,
22— 2(EG—F2) ° +227 7 2(EG-F?2)
1 _ 7l 2 _ 12
Iy =T, I =T,

Isto mostra que os simbolos de Christoffel s6 dependem de E, F, G e das suas derivadas,

pelo que sao invariantes por isometria, pelo Teorema 5.2.

Teorema 7.4. [Teorema Egregium de Gauss| A curvatura gaussiana € invariante por

tsometria.
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Decorre da igualdade Ny = a120; + ax0oy) em (7.2.1) e da definicao

da matriz de Weingarten na pagina 157 que

Ozxzy

Ozxyx

(T1100 +Thoy +eN)y

thﬁx + F%lyoy +eyN + 104y + T30y, +eN,
i1,y00 + TTiyoy + ey N +

Fh(I‘%Qam + F%Q”y +fN)+

71 (F300% + D550y + gN) +

e(a120, + agoy)

(I} 11y T Iy +THT S, + earz)on +

(Flly + 1“111“12 + F11F22 + eag)oy, +

(ey +T1if +TTg)N,

(P1200 + TThoy + fN),
Tloy00 + D00y + foN 4+ Tlg0us + Tig0ye + N
.00 + Tiou0y + foN +
F%2(F%10m + I‘%10?4 +eN)+
I35(Cy100 + T10y + fN) +
flanog + azioy)

(Phay + T1olty + T5ol'S; + fa11)os
(M5, + T1ol5) + Tol'%; + faz)oy,
(fo +Thae + T f)N

_|_
_|_

Como 044y = Opys € 05,04 € N sao linearmente independentes, podemos concluir que

ou seja,

(If2)a

(T3))y + D15y + 13105, + eagy = (I'y)s + Tl + THI5, + fasr,

— (T})y + Tl +THI5 — T TE, — THTS) = age — fas.

Consequentemente, da definicdo da matriz de Weingarten na pagina 157, temos

(If2)e

fF —gE eF — fE

— (T)y + Tl +THT5 — Tl —TH15, = “EG_p2¢T fEG — 7o
= Eﬂ
EG — F?
= FK.

De modo anélogo, das igualdades oy, = 0yzy € ny = Wyx, é possivel formular FK e

GK em fungao dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas, logo, por (7.3.1), em
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funcao de E, F,G e das suas derivadas. Como as fungoes E, I, G ndo se podem anular
simultaneamente, podemos concluir que a curvatura gaussiana K de uma superficie
regular s6 depende das fungoes E, F, G e das suas derivadas sendo, assim, invariante por

isometria. ]

Como as defini¢oes de ponto eliptico e de ponto hiperbdlico s6 dependem da cur-
vatura gaussiana, uma isometria transforma pontos elipticos em pontos elipticos e pontos
hiperbdlicos em pontos hiperbdlicos.

O mesmo nao acontece com os pontos planares e parabdlicos. Com efeito, as nocoes
de ponto planar e ponto parabdlico nao sao invariantes por isometria: dependem nao
s6 da primeira forma fundamental da superficie, mas também da segunda forma fun-
damental. Por exemplo, a isometria g do Exemplo 7.2 transforma pontos planares em

pontos parabdlicos (Exercicio 7.2).
Exemplos. (1) A parametrizacio o : R? — R? do cilindro, definida por
o(u,v) = (cos(u/a),sin(u/a), av),

pode ser vista como um difeomorfismo entre o plano e o cilindro. Como vimos na Secgao
5, em ambas as superficies E = G =1 e F = 0 pelo que ¢ é uma isometria. Por outro

lado, o nao preserva nem a segunda forma fundamental nem a curvatura média.

(2) Temos agora outra justificacdo para o facto observado na Secgao 5 de que nao existe
nenhuma isometria entre uma esfera e um plano: a curvatura gaussiana de uma esfera é
diferente de zero, enquanto a de um plano é nula. Aqui reside a razao fundamental pela

qual qualquer mapa plano de qualquer regiao da Terra distorce sempre as distancias.

(3) O helicéide (Exercicio 4.10), parametrizado por
helicoideq p(z,y) = (ay cos z, aysinx, bx),
é isométrico ao catendide (Exercicio 3.6), parametrizado por
catenoidec(x,y) = (ccosx cosh(y/c), csinx cosh(y/c), y),

pois estas duas superficies sao o estado inicial e o estado final de uma deformagao entre

superficies (minimais) isométricas. Com efeito, para cada t € [0, 7/2], seja
helparacat,(z,y) = cost(sinhysinx, — sinh y cos x, x) + sin t(cosh y cos z, cosh y sin z, ).

E 6bvio que
helparacaty(z,y) = helicoide; 1 (x — m/2,sinhy),

helparacat, jo(z,y) = catenoider(x,y).
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E ainda f4cil verificar que a primeira forma fundamental de helparacat; é dada por
Et($7 y) = Gt(xu y) = COSh2 Y, Ft(Iv y) = 07

sendo pois uma fungdo (de t) constante. Isto mostra que a sequéncia de superficies
helparacat;, 0 < t < /2, é uma deformacao do helicéide para o catendide tal que
helparacaty é uma reparametrizagao de um helicéide, helparacat, , € um catendide e

cada helparacat; é uma superficie isométrica a helparacaty. Assim, em particular, o
helicdide é isométrico ao catendide.
Por outro lado, como a segunda forma fundamental, que é dada por

et(‘rvy) = _gt(xvy) = Sintvft(xvy) = COSta

nao é funcio constante de t, a imersdo de helparacat; em R3 depende de t.

As figuras seguintes mostram sucessivos passos da deformagao t — helparacaty.
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7.

catendide

helparacatyy s
gaussiana. Existem, contudo, difeomorfismos que preservam a curvatura gaussiana mas

(4) O Teorema de Gauss estabelece que cada isometria preserva sempre a curvatura

trias. Um exemplo cldssico de um tal morfismo é a aplicagao ®, definida

nao sao isome

por

ay cos x, ay sin x, bx),

(

)

®(ay coszx,aysinz, blogy

da superficie de um funil

parametrizada por (x,y) — (ay cosz,aysinz,blogy), para o helicéide
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parametrizado por (z,y) — (aycosx,aysinz, bx).
Calculando a curvatura gaussiana de ambas as superficies chegamos ao mesmo re-

sultado

b2
K((L‘,y) = b2 +a2y2'

Portanto, ® é um difeomorfismo que preserva a curvatura gaussiana. Contudo, ® nao é

uma isometria, porque, no caso do funil,

b2
E = (z,y) = a*y* F(z,y) = 0,G(z,y) = a® + "

e, no caso do helicéide,
E(z,y) = b + a*y*, F(x,y) = 0,G(z,y) = a”.

Isto mostra que o reciproco do Teorema de Gauss nao é valido.

(5) Como observamos no Exemplo 6.4(6), qualquer rotagdo em torno do eixo OZ da sela
de macaco preserva a curvatura gaussiana. Pode ser verificado que somente as rotacoes
de um angulo multiplo de 27/3 sao isometrias. Este exemplo também mostra que o

reciproco do Teorema de Gauss é falso.
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Exercicios

7.1. Seja y(t) = (p(t),0,%(t)), t € I, uma curva regular. Suponhamos que ¢(t) > 0 para
qualquer ¢t € I. Determine os simbolos de Christoffel da superficie de revolugao gerada pela

curva .
7.2. Mostre que a isometria g do Exemplo 7.2 transforma pontos planares em pontos parabdlicos.

7.3. Mostre, usando o Teorema Egregium de Gauss, que as seguintes superficies regulares nao

sao localmente isométricas duas a duas:
(a) O plano.
(b) A esfera.

(c) A superficie {(z,y,2) € R | z = 2% — y?}.
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Solucoes de exercicios

Capitulo 1

2.1. (d) Numa parametrizacao v(t) = (71(t),72(t)) da elipse

2 2
R2|Z LY 4
{(x,y)e Tt }

as componentes 71 e 79 terao que satisfazer

(para todos os valores de ¢ no intervalo onde a curva estd definida). Como

(2cost)?  (3sint)?

1 =cos’t +sin’t =
cos” t + sin 1 + 9 ,

uma solucao ébvia serd v1(t) = 2cost e y2(t) = 3sint.

2.12. Sendo «(t) esse angulo, temos

(&) | T(?))
[efeall
((el cost,elsint) | (e!(cost — sint), e'(cost + sint)))

et(etv/2)

cos a(t)

_ €2t _ ﬂ

ﬁe% o 7

Portanto, a(t) = §.

2.13. (a)
t
/ V[(e¥ cos u)]2 + [(e¥ sinu)']2 dt
0
t
= / Vet (cosu — sinw)]? + [e¥(sinu + cos u)]2 dt
0
t
= / V2et dt = V2[e"]l = V2(e - 1).
0
(c) O parametro ¢t na parametrizagdo v(t) = a(t — sint,1 — cost) da cicldide

corresponde ao angulo de rotacao da circunferéncia geratriz desde o inicio do seu
movimento. Assim, uma revolugao completa corresponde a t € [0,2x]. Como
7' (t) = a(1 — cost,sint), entdo ||v(t)||> = a®(2 — 2cost) = 2a%(1 — cost). Mas

t ot t t t t t
cost = cos (2—1—2) :cos2§—sin2§ :C082§— <1—cos2 2) :2C082§—1,

187
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2.23.

SOLUCOES DE EXERCICIOS

pelo que [|7/(t)]|? = 2a? (2 — 2cos? £) = 4a? (1 — cos? L) = 4a? sin® L.

Entao o comprimento de arco é igual a

2T t t t=27
/ 2asin — dt = [—4@ cos ] = 8a.
0 2 2],

Seja A : J — I uma bijeccao suave cuja derivada nunca se anula. Mostraremos
que A~ é uma mudanca de parametro, provando, por inducao sobre k, que A7!
é de classe C* para qualquer k € N. Para provar o caso k = 1 basta argumentar

com o teorema do Célculo Infinitesimal sobre a derivada da funcao inversa:

Teorema: Seja \ : J — I uma funcdo que possui inversa X~ : I — J.
Se \ ¢ derivdvel no ponto t € J e A™1 é continua no ponto s = A(t)

entio A1 € derivdvel em s se e s6 se N'(t) # 0. Nesse caso,

1 1

—I/S: )
W) = Sty = v

De facto, como a inversa de qualquer fungao continua e injectiva J — I é continua
em todo o seu dominio, entdo A\~! é continua em I; portanto, como \ é derivavel
em qualquer t € J e X nunca se anula, o Teorema garante-nos que A~ ' é derivavel

em qualquer s € I e (A\71)/(s) = m é continua, isto é, 6 CY, logo A=1 é C.

Por hipétese de inducao, suponhamos que A~! é de classe C*, e provemos que entéo
também é de classe C**1. Como N e A~ sdo ambas C¥, a sua composicao também
6. Mas (A1) (s) = m para cada s € I, pelo que, sendo (X o A71)(s) # 0
para qualquer s € I, (A1)’ também é C*, ou seja, A~ é de classe C*T1,

(a) Como +/(t) = (e cost — elsint, el sint + el cost, '), entdo
= e“"(cost — sin + e“"(cost + sin +e" =e" e e = 3e”.
||7/(t)H2 2t( t : t)2 Qt( t : t)2 2t 2t 2t 2t 3 2t

Portanto, a funcao comprimento de arco a partir de v(0) = (1,0, 1) é dada por
t ¢
) = [ W @ldu= [ Vaetdu=V3[eizy = V3 (e - )
0 0

Trata-se de uma fungao estritamente crescente. Como lim; o s(t) = 400 e
limy—, o s(t) = —V/3, entdo s(R) = (—v/3,4+00) e s : R = (=3, +00) é uma

bijeccao. Determinemos a sua fungao inversa. Como

\/§(et—1):u<:>et:\;Lg+1<:>t:ln<\z/%+1>,

entdo s !(u) =1In (% + 1).
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1

Finalmente, a composicio v o s~! : (=v/3,4+00) — R é a reparametrizacio por

comprimento de arco pedida:
(yos 1) (u) = ((\/3 +1) cos(ln(% +1)), (% +1) sin(ln(% + 1)), 7 + 1) :

3.13. Se 7,(s) = 0, ent@o o traco de y esta contido numa circunferéncia; em particular,
B, (s) é constante. Entao o trago de a é uma recta (ou parte de uma recta), ja
que, com By(s) = B, temos «a(s) = fOSBdu = sB. Como, neste caso, o é uma
curva plana, a sua tor¢ao é nula.

Se 7,(s) # 0, entdo o/(s) = B,(s), pelo que « estd parametrizada por comprimento
de arco. Além disso, a”'(s) = B/(s) = —7y(s)N,(s) e a"(s) = —7(s)N,(s) —
7y (8) (=K~ (8)Ty(s) + 7y(5)By(s)). Portanto,
_ [d(s),a"(s),a"(s)] _ (/(s) Aa(s) | a”(s)) _ (m(s)T5(s) | @"(s))
R Py ] S ) (A0
e = )

Alternativa: Usar a férmula 7,(s) = —(BL(s) | Na(s)).

3.19. Seja a € Rt (para a € R™ a resolugao ¢ analoga). Entao

(—asint,acost, ' (t))

e eor
€1 €9 €3
—asint acost ()
—acost —asint ¢"(t)
BN ELO R O
o (t )cost+ O (t)sint, —¢'(t) cost + ¢ (t) sint, a)
VIP O + ' (0] + a2 ’
donde
N(@) = ! -
Va2 + [0 ORI O] + ¢ ()] + a?
A
€1 €2 €3
@"(t)cost + ¢/ (t)sint —¢'(t)cost + ¢ (t)sint  a
—asint acost o' (t)
= A(..,...,a¢"(t)).

Assim, (N(t) | (0,0,1)) = 0 se e s6 se Aap”(t) = 0, pelo que é suficiente que
¢©"(t) = 0 para que as normais principais & curva v sejam paralelas ao plano z = 0.

Por exemplo, ¢ pode ser a fungao identidade.



190

3.24.

4.2.

SOLUCOES DE EXERCICIOS

(a) Calculemos a torgao de ~:

() = (), 7" (@), 7" (] _ (' () AY"(B) [+ (#))
17/ (8) A" (B2 [19/(8) A" ()2
Como
7' (t) = (—rsint,rcost,acost — bsint),
v'(t) = (—rcost,—rsint,—asint — bcost)
7" (t) = (rsint,—rcost,—acost+ bsint),

entdao v'(t) Ay (t) = (=br, —ar,r?). Portanto,

() = ((=br,—ar,r?) | (rsint,—rcost, —acost + bsint))
T [(=br,—ar, )| o

0 que garante que 7y é plana.

(b) Sendo v uma curva plana, a sua imagem serd uma circunferéncia se e sé se a

sua curvatura for uma funcdo constante, nao nula. Determinemos entao x~(t):

Ky(t) = IV @) AY' (@) V2 +a?r? + ot
' CEOIE EZCIE

(r2 4 a2 cos? t + b2 sin® t — 2abcostsint)

3 -
2

E entdo evidente que, por exemplo, sempre que a = b = 0 e r # 0, K (t) =

P

1~ =1 ¢ consequentemente a imagem de v é uma circunferéncia de raio r. Em
ORI

conclusao, é possivel que v(R) seja circular.

(Nota: se quisermos determinar exactamente todos os valores de r,a,b, c para os
quais a imagem de 7y é uma circunferéncia, bastard determinar quando é que a

derivada de k. é a fungao nula e simultaneamente ., nao se anula.)

A curva estd parametrizada por comprimento de arco: para qualquer ¢t € R,

17 @)l = [|[(—%sint, — cost, 2sint)|| = 1. Assim,
" 4 . 3
k(s) = I ()] = (—5 coss,sins, ® cos )] = 1.

Por outro lado, N(s) = T/((SS)) = (—% cos s,sin s, 2 cos s). Entao B(s) = T(s) AN(s)

é igual a

€1 €9 €3 3 4
—%sins —cos s %sins = (—g(coszs +sin?s), 0, —g(COSQS + sin? s))
4 . 3

-5 COS s SIS 5 COS s

3 4
= (Lo
(=503
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Portanto, B'(s) = 0 para qualquer s € R. Consequentemente, 7(s) = 0 para
qualquer s € R, pelo que a curva é plana e estd no seu plano osculador (definido
pelos vectores tangente e normal). Como a curvatura é constante, igual a 1, terd

que ser uma circunferéncia de raio 1.

Determinemos a equagao do plano osculador (é sempre o mesmo, nao depende de

t, pelo que o calcularemos em ¢t = 0):

Trata-se do plano que passa pelo ponto v(0) e é ortogonal a B(0) = T'(0) A N(0).
CalCUIandOa ’7(0) = (%, 177%)’1—‘(0) = (Oa *170)5N(0) = (7%707 %) € B(O) =
(—%, 0, —%) pelo que a equagao do plano é dada por

4 3 3 4
((@.y.2) =7(0) | BO) =0 & ((@.3:2) = (5. 1.—5) | (=5.0,—3)) =0,
ou seja, simplificando, 3z + 4z = 0. O centro da circunferéncia coincide com os
pontos y(t) + ﬁN(t). Portanto, é o ponto v(0) + N(0) = (0,1, 0).

(a) Como 0(s) = [ 2du = [2u]§ = 2s, entdo a curva procurada ¢ a curva v dada

por

s s 1 1 1
~v(s) = (/ cos 2t dt,/ sin 2t dt) = (= sin2s, ——cos2s — —).
0 0 2 2

2
(b) Neste caso, 0(s) = [/ w? du = [QU%H = 2y/s — 2 (fixando sy = 1 € I).

Portanto

(s) = (/15 cos(2VE — 2) dt, /15 sin(2v/f — 2) dt).

Como cos(2vt—2) = cos(2v/t) cos 2-+sin(2v/t) sin 2 e sin(2y/t—2) = sin(2v/t) cos 2—
sin 2sin(2v/t) bastard calcular os integrais [, cos(2v/t) dt e [} sin(2v/) dt.

Fazendo a mudancga de varidvel u = 24/t obtemos f 18 cos 24/t dt = 22\/5 %u cosu du.
Primitivando %u cosu por partes obtemos P(%u cosu) = %u sinu + %cos u, pelo
que

L

2Vs 1 11 , 1 1
—ucosu du = [fu sin u+— cosu = /ssin(2y/s)+= cos(2v/s)—sin 2—= cos 2.
, 2 2 2 > 2 2

O outro integral pode ser calculado de modo andlogo.

A curva 4 é definida por §(s) = (T o R)(7(s)) = R(y(s)) + a (onde a é o vector

associado a translacao 7). Seja R a matriz da rotacdo R e a = (a1, az,a3). Entao

Y1(s) ap a1171(8) + a1272(s) + aizy3(s) + ax
Y()=R | 7a(s) | + | a2 | = | a2171(s) + a272(s) + azzy3(s) + ao
v3(8) as as1y1(s) + asay2(s) + assys(s) + as



192

5.2.

6.2.

SOLUCOES DE EXERCICIOS

donde
a1171(s) + a1272(s) + arz73(s) 7(s)
V(s) = | az171(s) + az273(s) + azsyi(s) | = R | ()
az171(s) + as27z(s) + asz3(s) 73(5)
Portanto 7/(s) = R(v'(s)). Como [[¥'(s)[| = [[R('(s)l = [IV/(s)ll = 1, a curva 5
estd parametrizada por comprimento de arco e T5(s) = R(T5(s)).

(a)(i) Por hipétese, ||y(s) — c||> = 2, ou seja, (v(s) — ¢ | v(s) — ¢) = r?, para
qualquer s € I. Derivando obtemos (7(s) | 7(s) — ¢) = 0. Derivando novamente
obtemos k(s)(N(s) | v(s)—c)+(T(s) | T(s)) = 0, isto é, k(s)(N(s) | v(s)—c) = —1,
o que implica k(s) # 0.

(ii) Determinemos as coordenadas a1 (s), as(s) e as(s) do vector v(s)—c no Triedro
de Frenet-Serret: ai(s) = (y(s) —c|T(s)) =0¢e

az(s) = (v(s) —c| N(s)) = ———= = —p(s).
Derivando esta ultima identidade obtemos

(T(s) | N(s) + (v(s) = c | =s(s)T(s) + 7(s)B(s)) = =p/(s),

ou seja,
(2(6) = ¢ | Bo)) = =258 =~ (s)as)
Portanto as(s) = —p/(s)o(s). Em conclusao,

er? = |v(s) — el = p(s)? + (¢ () (5))*.

Da hipétese a(t) = B'(t) = Tp(t) segue o'(t) = Tj(t) = rp(t)Ng(t). Entdo

&/ ()|l = |kp(t)] = kp(t), o que significa que o ndo estd parametrizada por com-

primento de arco. Assim k(1) terd que ser calculada pela férmula W

Calculos:

o(t) = Kp(t)Na(t) + rp(t)(—rp(t)Ts(t) + 75(t) B(t))
= —rp(t)*T(t) + K (t)Na(t) + rp(t)T5(t) Bs(t).
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lo/(#) A 0" (B)| = /ra(t) 75(8)* + ra(t)® = ma(t)*\/75(t)* + a(t)*.

Finalmente,

_ V() +rp()? [ 75(0) )2
) = 3 = ( )+1.

ot ra(t) ra(t)

rp(t)
Mas 8 é uma hélice generalizada, o que significa que o quociente ,:B—(t) ¢é igual a

s(t)
uma constante ¢. Logo k4 (t) = V1 + ¢ também é constante.

Capitulo II

4.2.

9.5.

(a) Consideremos a funcio f : R3 — R, definida por f(x,y,2) = y2? + y2. Sendo
uma funcdo polinomial, é claramente uma funcio C*. Como C = f~1({1}), pelo
critério

“Seja f : U C R® — R uma funcdo C*®. Se a € f(U) é um valor reqular de f
entio S = f~1({a}) € uma superficie.”

bastara verificarmos que 1 é um valor regular de f para concluirmos que C' é uma
superficie. Verifiquemos entao isso:

Vf(z,y,2) = (2yz,2? + 2y,0), donde Vf(z,y,z) = (0,0,0) se e s6 se x =y = 0.
Portanto, o gradiente de f anula-se nos pontos (0,0, z2), z € R. Como nenhum

destes pontos pertence a f~1({1}) = C, est4 confirmado que 1 é valor regular de
f.
(b) Como o plano tangente a uma superficie S em p, Hg , ¢ o plano que passa por

p e é ortogonal a V f(p), entao

My = {(z,y,2) € R® | ((z,y,2) —p | Vf(p)) = 0}.

Assim, no caso particular em questao,

1§ = {(x,y.2) €R®| ((z,y,2) - (0,1,2) | Vf(p)) = 0}
= {(z,y,2) €R* | ((z,y — 1,2 —2) | (0,2,0)) = 0}
(,9,2) eR* | 2y —2 =0}
= {(z,y,2) eR’ [y =1}.

(a) O mapa o constitui um atlas de S e o mapa 6 := f o o constitui um atlas de

P. Como &(u,v) = (¢~ to(u,v),0) = (u,v,0) entdo

oo o
%(ua U) - (17070) € %(U,U) - (Oa 170)7
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pelo que a primeira forma fundamental de ¢ € igual a:

E(u,v) = ((1,0,0) | (1,0,0)) =1,

F(u,v) = ((1,0,0) | (0,1,0)) = 0,

G(u,v) = ((0,1,0) | (0,1,0)) = 1.

Como f é conformal se e s6 se para alguma funcao suave A : U — R
E(u,v) = Mu, v)E(u,v) = Mu,v),

F(u,v) = Mu,v)F(u,v) =0

G(u,v) = Mu,v)G(u,v) = A(u,v)
entdo o é conformal se e s6 se E(u,v) = \(u,v) = G(u,v) e F(u,v) =0.

(b) Pela alinea anterior, basta observar que a primeira forma fundamental de o
satisfaz F = G e F = 0.

(a) O mapa
o: (=5, 5) xR —= S

(u,v) — (u,0,v)

constitui um atlas de Sj e a sua primeira forma fundamental é a matriz identidade.
Por outro lado, (g o 0)(u,v) = (sinu,cosu,v) tem também como primeira forma

fundamental a matriz identidade. Logo, pelo Teorema 5.2, g é uma isometria.

. _ 2 2 — 3
(b) Sejam P = g7 (¥2,%2,-3) = (£,0,-3) e Q = g~ '(~4,%,4) = (-,0,4).
Como ¢ é uma isometria, o comprimento do caminho mais curto em Sy entre os

pontos A = (?, @, —3)e B = (-1 V3 4) tem comprimento igual & distancia de

T2y 9
PaQem 8, istoé Q- Pl = [[(=35,0,7)] = /(35)2+49. O caminho mais
curto em S ligando P a @ é o segmento de recta
5
() =P+tQ— P) = (% - 1—gt,o, 34 7t) telo,1],

pelo que o caminho mais curto em Sy ligando A a B é a curva parametrizada por

Y2(t) = g(1(t)) = (sin(% - %t),cos(% — %t), -3+ 7t> t €[0,1].

(c) E igual & drea do tridngulo plano (em S7) formado pelos pontos g_l(g, g, 0) =
.0,0), g H(—¥2,¥2,0) = (—7,0,0) e g~(0,1,2) = (0,0,2). Como este triangulo
(7 9 272 1 g g
tem base 7 e altura 2, a sua drea mede 5 x % =3.
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6.4. (a) Como
N(u,0) = ba(w,0) A G2 (u,v) (=g (u)f(u) cosv, —g'(u) f(u) sinv, f'(u) f (u))
7 152 (u,v) A G2 (w, )| Vg @Pf ()] + [ @)P[f ()]
_ (—¢'(u) cosv, —¢'(u) sinw, f'(u))
VI )] + [f (u)]? 7
temos:
&g g'(u)f"(u) — f'(u)g" (u)
(o) = ~(Gatn) |N@w)) = &
2o
f) = () | N(wo)) =0,
o —f(u)g'(u)
sl = (Gl | Nw) = e

Portanto a segunda forma fundamental do mapa ¢ é a matriz

g'(w)f" ()= (w)g" () 0
g @P+" ()]
0 —f(w)g' (W)
[ WP+ ()2

(b) 7 esté parametrizada por comprimento de arco quando ||7/(u)|| = para todo o

u € I, isto é, f'(u)? + ¢'(u)? = 1 para qualquer u € I.

(c) Ver resolucao do Exercicio 6.6.

6.5. Pelo exercicio anterior, o(u,v) = (ucosv,usinv,cosu) define um mapa da su-
perficie de revolugao gerada pela rotagdo da curva z = cosx em torno do eixo OZ.

Particularizando os resultados da alinea (a) a este mapa obtemos:

g'(w)f"(u) — f'(w)g" (u) cos u

Y ) Y Y e
flu,v) =0,
g(u,v) = —f(w)g'(u) usinu

VI@WEF PP V1tsntu

Para determinar a natureza dos pontos desta superficie faltara sé calcular a primeira

forma fundamental de o:
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E(u,v) = (%(u,v) | a—z(u,v)) =1+ sin?u,

Fluv) = (Ga(uv) | 5o (uv) =0,

0o do 9
G(u,v) = (@(U,v) | %(u,v)) = u’.
Finalmente,
_ 2 :
K(u,v) = e(u,v)g(u,v) — [f(u,v)] _ cosu.s1r21u 7
E(“? T))G('U,, ’U) - [F('LL, U)P U(l + sin u)2
H(u,v) = E(u,v)g(u,v) — 2f(u,v)F(u,v) + G(u,v)e(u,v)
’ a Q(E(u7 U>G(u7 U) - [F(’LL, U)P)
B sinu(1 + sin? u) + ucosu
B 2u(1 + sin? u)? '
Portanto,
e p=o(u,v) é eliptico se e s6 se cosusinu > 0, isto é, se e s6 se u € (0,5) U
(m, 37”)
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(Z,m) U (38, 27).

e p = o(u,v) é parabdlico se e s6 se cosusinu = 0 e H(u,v) # 0, isto é, se e s6

seuz%ouuzwouuz%.

Assim, os pontos da geratriz z = cosz, x € (0,27), que dao origem aos pontos

elipticos, hiperbdlicos e parabdlicos de S sao aqueles em que, respectivamente:

e z€(0,%) U (m,2F) (a vermelho na figura abaixo) [Elipticos].
e z€(%,m) U (3F,27) (a azul na figura abaixo) [Hiperbdlicos].

Zouz =mouz =2 (averde na figura abaixo) [Parabdlicos].

[ ]

8

Il
N

o -Om
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Gréfico da geratriz z = cosx, x € (0,27), e parte da respectiva superficie de revolucao S

6.6. Como g—z(u,v) = (f'(u) cosv, f'(u)sinv, ¢'(u)) e %(u,v) = (—f(u)sinv, f(u) cosv,0)

entao
Blu,o) = f(u)cos?o+ f(w)?sin o+ g'(w)® = ['(u)? + g/ (u)?
F(u,v) = —f(u)f'(u)sinvcosv+ f(u)f (u)sinvcosv = 0,
G(u,v) = f(u)*sin®v + f(u)?cos®v = f(u)?.

Mas 7 estd parametrizada por comprimento de arco, o que significa que f/(u)? +
¢'(u)? =1, pelo que E = 1. Portanto a primeira forma fundamental de ¢ é dada

pela matriz

Como

é igual a

(—F(w)g/ () cos v, — F(u)g (u) sinv, F(u) f/(u) sin? v+ f(u) ' (u) cos?v),

ou seja,
(—=f(w)g (u) cosv, — f(u)g' (u) sinv, f(u)f'(u)),

entao

do oo

I5, (@ v) Ao (u )l = V(f(w)g' ()2 + (f(u)g (u))?

= VIW?(f(w)? + ¢ (w)?) = f(u).

Portanto
Ny = _oulm)AG(wv) _ (=f(wg' (W) cosv, —f(w)g'(w)sinv, f(u)f(u)

Hg—Z(u, v)/\g—‘;(u,v)H f(uw)

= (—¢'(u) cosv, —g'(u) sinwv, f'(u)).

Um ponto p = o(u,v) de S é parabdlico se e s6 se K(p) = 0 e H(p) # 0. Para
determinar as curvaturas K e H dos pontos de S falta s6 calcular a segunda forma

fundamental de o:
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e(u,v) = —(gjg|N(u,v))

= —((f"()cosv, f"(w)sinv,g" () | (=g (u) cos v, —g'(w)sinv, f'(w)
= f(w)g (u) = f'(u)g"(w),

fluo) = (52| N(wv))

(—f'(u)sinv, f'(u) cosv,0) | (—¢'(u) cosv, —¢'(u) sinv, f’(u))) =0,

g(u,v) = -

Entao,

_ =S f"(w)g (W) + f(u) ' (u)g' (u)g" (w)

K(u,v) = u,v)G(u,v) — Fu,v)2 f(u)?

g (w)g" (u) — f"(w)g'(w)?*
f(u) '
Mas f’(u)? + ¢/(u)? = 1 implica, por derivacio, 2f'(u)f"(u) + 2¢'(u)g” (u) = 0, ou

seja,

) f'(u) = —g'(w)g"(u).  (*)
Consequentemente,

S ) + )y (w)? @) W)+ g @)?) ()
f(u) f(u) flu)’

Portanto, K (p) = 0 em todos os pontos p de S se e s6 se f”(u) = 0 para qualquer

K(u,v) =

u € I, o que é ainda equivalente, por (x), a g’ (u) = 0 para todo o u € I. Logo,
K (p) = 0 em todos os pontos de S se e s6 se existem constantes reais a, b, ¢, d tais
que f(u) =au+b>0e g(u) = cu+ d para qualquer u € I. Nesse caso temos
E(u,v)g(u,v) — 2f(u,v)F(u,v) + G(u,v)e(u,v)
2(E(u,v)G(u,v) — F(u,v)?)
—fW)?f"(w)g' (u) + f(u)* ' (w)g" (u) + f(w)g'(v) _ ¢'(u)
2f ()2 2f(u)’

Assim, quando K(p) é sempre zero, H(p) # 0 se e s6 se ¢'(u) # 0. Portanto,

H(u,v) =

todo o ponto de S é parabdlico se e s6 se f(u) = au+ b e g(u) = cu + d com
g (u) =c#0.

Concluindo:
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e Se todo o ponto de S é parabdlico, a geratriz v é dada por
Y(u) = (au+b,0, cu + d)

com ¢ # 0. Se a = 0, v esta contida numa recta vertical e S serd entao (parte
de) um cilindro circular vertical. Se a # 0, v estd contida numa recta que
nao é vertical nem horizontal (pois ¢ # 0). Neste caso, S é claramente (parte

de) um cone circular.

e Reciprocamente, se S é parte de um cilindro ou cone circulares, entao a
geratriz terd que ser uma recta nao horizontal, ou seja, da forma (u, 0, au+ )
com a # 0. E claro que entao
f"(u)
fu)

pelo que todo o ponto de S é parabdlico.

B ) o«
=0 e Hww) =55 = o 7

K(u,v) =

6.9. (a) Calculemos os dois vectores directores do plano tangente a S, num ponto

genérico o (s, u):

07 (su) = Ty(s) +uTlls) = Ty(s) + s () Vs o)
Oo
) = Ty(s)

Portanto, fazendo s = s, para cada u em (0, 1) o plano tangente passa pelo ponto
o(so0,u) = v(so) + uTy(so) e tem a direccao dos vectores T, (sg) + © K (S0) N~ (s0)
e Ty(sp). Como g—‘;(so,u) A %(So,u) = —ury(s0) By(s0), entdo esse plano é o
plano que passa pelo ponto o(sp,u) e é ortogonal a B, (sg) (que nao depende de
u). Apesar dos pontos o(sg,u) dependerem de u € (0,1), estes pontos percorrem
o vector T (sg) de uma extremidade & outra, que é um dos vectores directores do
plano, ou seja, percorrem um segmento de recta paralelo a uma das direccées do
plano. Portanto, para qualquer u € (0, 1), o plano tangente em o(sg,u) é sempre
o mesmo: é o plano que passa pelo ponto y(so) e é ortogonal a B, (sg), ou seja, é

precisamente o plano osculador & curva v em ~(sg).

(b) Dos célculos ja realizados na alinea anterior obtemos imediatamente a primeira

forma fundamental de o
Esu) = (Z(s,u) | 2 (s,0)
’ - Os "’ Os "’

(T (s) | Ty(s)) + UQHW(S)Z(NW(S) | Ny(s) =1+ u2/€7(s)2,

Fsa) = (G | G = (16) | Ty =1

G = (G| §e0) = (T,6) | T(s) = 1.
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Por outro lado,

O s A I (s, u) = (Ty(3) AT (9)) + ki (3) (Vs ) A T )
= —uky(s) By (s).
Entao 8( ) 8( )
o ASZ (s, u
N(s,u) = i > = —B,(s).
) = Yor (o (e 01
Como
0%c

@(s,u) = T (s) +url(s) Ny(s) +ury(s) No(s)

= —umv(s)va(s)—i—(m( )“‘u"f (8)) Ny(s) + utriy(s) 7(s) By(s),

20'
ST (sw) = AN, ()
0o
w(sau) = 0,
entao
20
c(s.0) = = (G600 | N0 = s (97, 5)
2O'
Fo) = = (sl | M) =o.
2(7
g(s,u) = — (guz(s,u) | N(s,u)) =0.
Finalmente,

_ e(svu)g(sv u) — f(87u)2 _
Kisu) = E(s,u)G(s,u) — F(s,u)2 0,

E(s,u)g(s,u) —2f(s,u)F(s,u) + G(s,u)e(s,u)
2(E(s,u)G(s,u) — F(s,u)?)
s (5)7,(5)
2u?k(s)?
7(s)
2uky(s)

H(s,u) =

Portanto, S, nao possui pontos elipticos nem pontos hiperbdlicos. Para qualquer
u € (0,1),

e se 7,(s) =0, o ponto o(s,u) é planar;

e se 7,(s) # 0, o ponto o(s,u) é parabdlico.
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6.10. (a) Ver pégina 160.

Hiperbdlicos

Elipticos

Os pontos parabdlicos sao os pontos das duas circunferéncias na fronteira entre

estas duas regioes.
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