Estruturas Discretas

2. Contagem

2.1. Técnicas basicas

Neste capitulo comegaremos por abordar os dois principios gerais, intuitivamente claros, que
fundamentam os raciocinios béasicos que se fazem na resolugdo de problemas elementares de
contagem.

O principio fundamental da contagem (chamado principio da multiplica¢ao) diz que se hé p
maneiras de fazer uma escolha FE; e, feita a escolha F7, hd ¢ maneiras de fazer a escolha FEj,
entdao o niumero de maneiras de fazer sucessivamente as escolhas F1 e Fs é p X q.

Mais geralmente:

Quando pretendemos realizar m escolhas miltiplas e existem p; possibilidades para
a primeira escolha, pa possibilidades para a sequnda escolha, etc., p,, possibilidades
para a m-ésima escolha entdo se as escolhas forem combinadas livremente, o numero

total de possibilidades para o conjunto total das escolhas € igual a p1 X P2 X -+ X Dp,.

Exemplo. O menu de um restaurante apresenta duas entradas, trés pratos principais e duas so-
bremesas. Quantas ementas diferentes (com uma entrada, um prato principal e uma sobremesa)
podemos escolher?

Num problema tao simples podemos esquematizar as varias possibilidades e conta-
-las; se designarmos por E = {ej,es} o conjunto das entradas, por P = {p;,ps,ps} o con-
junto dos pratos principais e por S = {s1,s2} 0 conjunto das sobremesas, o seguinte quadro

mostra os resultados possiveis:

€1 €2

b1 b2 b3 b1 b2 b3
S1 S9 S1 S92 S1 S92 S1 S92 S1 S92 S1 S92

Portanto, 2 x 3 x 2 =12 é a solugao do problema. O quadro dé-nos também imediatamente

a enumeracdo de todos os casos possiveis: {e1,p1,s1},{e1,p1,82}, ..., {e2, 03,82}

A justificag@o para o Principio da Multiplicag@o é a seguinte:

Fazer a escolha F; significa escolher um elemento de um conjunto S; de cardinal p;, fazer
a escolha Fs significa escolher um elemento de um conjunto S5 de cardinal ps, e assim suces-
sivamente, pelo que fazer a escolha sucessiva Fi, Es, -+ , FE,, significa tomar um elemento do

produto cartesiano S; X Sy X - -+ X S,,. Logo o nimero de maneiras de fazer tal escolha é igual
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ao cardinal |S; X Sg X - - - X S, |. Portanto o Principio da Multiplicagdo assenta no seguinte facto,

facilmente demonstravel por indugao:

Principio da Multiplicacao. Sejam 51,55, ..., S, conjuntos finitos e § = 51 X Sy X -+ X S,
o seu produto cartesiano. Entao |S| = |S1] % |S2| X - -+ X [Sp,|.

Por outro lado, é evidente que o nimero de maneiras diferentes de escolher uma entrada
ou um prato principal ou uma sobremesa é igual a 2 +3 + 2 = 7. Este raciocinio é um caso

particular do chamado Principio da Adigao:

Principio da Adigao. Se 51,95,,...,S,, formarem uma particdo de um conjunto finito S, ou
seja, se S =~ S; e S;NS; = 0 para quaisquer i, j € {1,2,...,m}, i # j, entao S| =Y.~ |Sil.

Caso alguns dos subconjuntos Sy, .5, ...,S5,, tenham interseccao nao vazia, um principio
mais geral (o chamado Principio da Inclusdo-Exclusdo) serd necessdrio para contar os elementos
de S. Estudaremos esse principio mais adiante. Os principios da multiplicacao e da adigdo

podem ser facilmente demonstrados pelo Principio de Indugao Matematica.

Teste 1. Uma bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas usando apenas as cores
verde, amarela e vermelha. Se cada listra deve ter apenas uma cor e ndo se pode usar cores

iguais em listras adjacentes, de quantas maneiras se pode colorir a bandeira?

Solucao. Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada listra. Ha 3 maneiras de escolher
a cor da primeira listra e, a partir dai, 2 maneiras de escolher a cor de cada uma das outras 6

listras. Portanto a resposta é 3 x 26 = 192.
Teste 2. Quantos sdo os nimeros de trés algarismos distintos?

Solugao. O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 maneiras, pois ndo pode ser igual a
0. O segundo algarismo pode ser escolhido de 9 maneiras, pois nao pode ser igual ao primeiro
algarismo. O terceiro algarismo pode ser escolhido de 8 maneiras, pois nao pode ser igual ao
primeiro e segundo algarismos. A resposta é 9 x 9 x 8 = 648.

Estes exemplos mostram-nos qual deve ser a estratégia para resolver problemas de contagem.

Citando Elon Lages Lima2°:

(1) Postura. Devemos sempre colocar-nos no papel da pessoa que deve fazer a acgao solicitada
pelo problema e ver que decisoes devemos tomar. No Teste 2, colocAmo-nos no papel da pessoa
que deveria escrever o niumero de trés algarismos; no Teste 1, colocdmo-nos no papel da pessoa

que deveria colorir a bandeira.

(2) Divisdo. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisbes a serem tomadas em decisoes
mais simples. Colorir a bandeira foi dividido em colorir cada listra; formar um nimero de trés

algarismos foi dividido em escolher cada um dos trés algarismos.

20 A matemdtica do ensino médio, Sociedade Brasileira de Matematica, 2000.
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(3) Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em grandes
dificuldades. Se uma das decistes a serem tomadas for mais restrita que as demais, essa é a
decisao que deve ser tomada em primeiro lugar. No Teste 2, a escolha do primeiro algarismo é
uma decisao mais restrita do que as outras, pois o primeiro algarismo nao pode ser igual a 0.
Essa é portanto a decisao que deve ser tomada em primeiro lugar; adid-la s6 serve para causar
problemas. Com efeito, comecando a escolha dos algarismos pelo dltimo, hd 10 maneiras de
escolher o ultimo algarismo. Em seguida, hd 9 maneiras de escolher o algarismo central, pois
nao podemos repetir o algarismo ji usado. Agora temos um impasse: de quantas maneiras
podemos escolher o primeiro algarismo? A resposta é “depende”. Se antes néo tivermos usado
o zero, haverd 7 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o zero
nem os dois algarismos ja usados; se ja tivermos usado o zero, haverd 8 maneiras de escolher
o primeiro algarismo. Isto mostra como algumas pessoas conseguem, por erros de estratégia,

tornar complicadas as coisas mais simples.
Teste. Quantos sao os niumeros pares de trés algarismos distintos?

Solucao. H& 5 maneiras de escolher o ultimo algarismo. Note que comecamos pelo ultimo
algarismo, que é o mais restrito; o ultimo algarismo s6 pode ser 0,2,4,6 ou 8. Em seguida, vamos
ao primeiro algarismo. De quantas maneiras se pode escolher este algarismo? A resposta é
“depende”: se nao tivermos usado o 0, havera 8 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois
nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo ja usado na iltima posicao; se ja tivermos usado
o 0, havera 9 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois apenas o 0 nao podera ser usado
na primeira posigao.

Este tipo de impasse é comum na resolucao de problemas e ha dois métodos para ultrapassa-
-lo. O primeiro método consiste em voltar atras e contar separadamente os niimeros que termi-
nam em 0 e os que ndo terminam em 0. Comecemos pelos que terminam em 0. H4 uma maneira
de escolher o ultimo algarismo, 9 maneiras de escolher o primeiro e 8 maneiras de escolher o
algarismo central. Ha assim 1 x 9 x 8 = 72 nuimeros terminados em 0. Para os que nao termi-
nam em 0, hd 4 maneiras de escolher o iltimo algarismo, 8 maneiras de escolher o primeiro e 8
maneiras de escolher o algarismo central. Ha pois 4 X 8 X 8 = 256 nlimeros que nao terminam
em 0. A resposta final é 72 4 256 = 328.

O segundo método consiste em ignorar uma das restrigoes do problema, o que nos fard contar
em demasia. Depois descontaremos o que tiver sido contado indevidamente. Em primeiro lugar
fazemos de conta que o 0 pode ser usado na primeira posicao do nimero. Procedendo assim,
h4 5 maneiras de escolher o tltimo algarismo (sé pode ser 0,2,4,6, ou 8), 9 maneiras de escolher
o primeiro algarismo (ndo podemos repetir o algarismo usado na ultima casa) e 8 maneiras de
escolher o algarismo central. H4 5 x 9 x 8 = 360 nuimeros, al incluidos os que comecam por 0.
Por fim vamos determinar quantos desses nimeros comecam por 0; sao esses os numeros que
foram contados indevidamente. H4 s6 uma maneira de escolher o primeiro algarismo (tem que
ser 0), 4 maneiras de escolher o dltimo (sé pode ser 2,4,6, ou 8 — lembre-se que os algarismos
sao distintos) e 8 maneiras de escolher o algarismo central (ndo podemos repetir os algarismos ja
usados). H4 assim 1 x 4 x 8 = 32 ntimeros comegados por 0. A resposta final é 360 — 32 = 328.

E claro que este problema poderia ter sido resolvido com um truque. Para determinar

quantos sao os numeros pares de trés algarismos distintos, poderiamos calcular os nimeros de
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trés algarismos distintos menos os ntimeros impares de trés algarismos distintos.

Para os niimeros de trés algarismos distintos, ha 9 maneiras de escolher o primeiro algarismo,
9 maneiras de escolher o segundo e 8 maneiras de escolher o ultimo. Portanto hd 9 x 9 x 8 = 648
ndmeros de trés algarismos distintos.

Para os ntimeros impares de trés algarismos distintos, ha 5 maneiras de escolher o dltimo
algarismo, 8 maneiras de escolher o primeiro e 8 maneiras de escolher o algarismo central. H&
pois 5 x 8 x 8 = 320 numeros impares de trés algarismos distintos.

A resposta final é 648 — 320 = 328.

Alguns tipos de problemas de contagem, embora sejam aplicacbes do Principio da Multi-
plicacdo, aparecem recorrentemente com muita frequéncia. Para esses problemas, vale a pena

conhecer de cor férmulas que fornegam imediatamente a resposta.

(1) De um conjunto de 4 letras {A, B,C, D}, quantas sequéncias de 3 letras se podem formar

se repeticoes de uma mesma letra nao forem permitidas?

(2) Considere 4 pontos A, B, C, D num plano, tais que nenhum grupo de 3 esteja situado
sobre uma mesma recta. Quantos triangulos diferentes podem ser construidos usando esses

pontos como vértices?

No primeiro problema temos 4 x 3 x 2 hipéteses diferentes:

’ 12 letra ‘ ’ 22 letra ‘ ’ 32 letra ‘

Sy
Q

Sy S
Q > Q
Q W U W ©

S

AANALA

Q = U = O Q
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Q
Sy o~

AAL LA

>
Sy

Q
B = Q = QO W

Note-se que neste caso a ordem pela qual se escrevem as letras na sequéncia é fundamental:

ABC # BAC # CAB.

No segundo problema ja a ordem nao interessara pois, por exemplo, as sequéncias de vértices
ABC, BAC, CAB

definem o mesmo tridngulo (o que define um tridngulo é o conjunto dos seus trés vértices, e ndo
a ordem pela qual os poderemos escrever).
Estes dois problemas revelam-nos duas estruturas diferentes, que ocorrem frequentemente, e

que abordaremos de seguida, de uma maneira mais formal e sistematica.

Seja S = {a1,as,...,a,} um conjunto com n elementos. Uma permutacdo dos n elementos
de S, r ar (0 <r <n)é uma sequéncia ordenada (a1, as,...,a,) de elementos de S. Assu-
mimos que nao hé repeticao de elementos nas sequéncias ordenadas. Denotaremos o niimero de
permutagoes dos n elementos de S, r a r, por P(n,r). Se r = n diremos simplesmente que se
trata de permutacoes de n elementos.

No exemplo (1) acima pedia-se o cdlculo de P(4,3), que vimos ser igual a 24. Seja S =

{a,b,c}. As permutacoes dos 3 elementos de S, 2 a 2, sdo

(a,b), (a,c), (b,a), (b,c),(c,a),(c,b).

Logo P(3,2) = 6. As permutagoes de 3 elementos sao (a, b, ¢), (a,c,b), (b,a,c), (b, ¢, a),(c,a,b) e
(¢,b,a) pelo que P(3,3) = 6.
E possivel fazer estes cdlculos no Maple com a ajuda da package combinat:
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> with(combinat);

> numbperm(3, 2); numbperm(3, 3);

6
6

> permute([a, b, c],2);

[[a, 8], [a, ], [b, a], [b, ¢], [¢, al, ¢, b]]

Proposicao 1. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que r < n,

Pn,r)=nx(n—1)x---x(n—r+1).

Prova. O primeiro elemento da sequéncia ordenada pode ser escolhido de entre n elementos
diferentes. O segundo de entre n—1, e assim sucessivamente, até ao elemento na r-ésima posicao
que poder4 ser escolhido de entre n—(r—1) = n—r+1 elementos diferentes. Logo, pelo Principio

da Multiplicacao, a construgao da sequéncia pode ser realizada de
nxn—1)x---x(n—r+1)
maneiras diferentes, ou seja, P(n,r) =nx (n—1) x -+ x (n —7r+1). O

Convencionando que 0! = 1, podemos reescrever a Proposicao 1 do seguinte modo:

n!

P(n,r) = =]

(n>r>0).
Esta férmula continua vélida para r = 0 se definirmos P(n,0) (n > 0) como sendo igual a 1
(correspondendo & permutacao vazia). O caso particular » = n diz-nos que o nimero P(n,n) de

permutagoes de n elementos é igual a n!.

Seja S um conjunto com n elementos. Uma combinagdo dos n elementos de S, r a r, com
0 < r <n, é um subconjunto de S com r elementos (distintos, evidentemente). Denotaremos o

ntmero de combinagées de n elementos, r a r, por C(n,r) ou (:)

Exemplo. As combinagdes dos elementos de S = {a, b, ¢}, dois a dois, séo {a, b}, {a,c} e {b,c}.
Portanto C(3,2) = 3. As combinagdes dos elementos de S trés a trés reduzem-se a {a,b, c}.
Logo C(3,3) = 1.

> with(combinat);
> numbcomb(3,2);

3

> choose([a,b,c], 2);
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[[a,b],[a,cl, b, c]]

> choose([a,b,c], 3);
[[a,b,d]]

> choose([1,2,3,4,5], 3);
([1,2,3],[1,2,4],[1,2,5],[1,3,4], [1,3,5], [1,4,5], 2,3, 4], [2, 3, 5], [2, 4, 5], [3, 4, 5]]

Proposigao 2. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que v < n temos

P(n,r) n!
rl rl(n—r)!

C(n,r) =

Prova. Seja S um conjunto com n elementos. Cada permutagao dos elementos de S, r a r,
pode ser obtido em 2 passos:

1. Seleccionando um subconjunto de S com r elementos;
2. Reordenando esses r elementos de modo a formar a permutacao desejada.

Como C'(n,r) representa o nimero de subconjuntos de S com r elementos, podemos efectuar
o passo 1 de C(n,r) maneiras diferentes. Uma vez seleccionado um determinado subconjunto
de r elementos, estes podem ser reordenados de P(r,r) = r! maneiras diferentes. Atendendo ao
Principio da Multiplicagao, concluimos que P(n,r) = C(n,r) x r!, isto é,
P(n,r) n!

_ — O
Clnr) = rl rl(n—r)!

Note que C(n,n) =1 e C(n,1) = n. Convencionando que C(n,0) = 1 para n > 0 a férmula

da Proposicao 2 continua vélida para n > r = 0.

A combinatéria?! e a teoria das probabilidades partilham raizes comuns e estao muito ligadas.
De facto, o célculo de uma probabilidade discreta (probabilidade de um acontecimento num
espaco de resultados finito??) é um mero problema de contagem: numa experiéncia aleatéria
com um espago S de resultados equiprovaveis e finito, a probabilidade p(A) de um acontecimento

A é igual a |A|/|S], ou seja,

numero dos resultados favoraveis a A

p(A) =

ndmero total de resultados possiveis

Basta entao contar o nimero total de resultados possiveis e, de entre esses, quais sao favoraveis

a realizacao do acontecimento.

21 Area da matemadtica que trata dos problemas de contagem.

22Uma experiéncia aleatéria é um procedimento aleatério donde resulta um de entre véarios resultados possiveis.
O espagco dos resultados é o conjunto dos resultados possiveis da experiéncia. Um acontecimento aleatorio
é um subconjunto do espago dos resultados, formado pelos elementos que sdo favordveis & realizacdo desse
acontecimento.
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Exemplo 1. FExistem wvdrias lotarias, como o totoloto, que ddo prémios avultados a pessoas
que acertam correctamente em 6 numeros escolhidos entre os primeiros n inteiros positivos
(habitualmente, n estd entre 30 e 50). Qual € a probabilidade de uma pessoa ganhar o prémio

no cason =409

Solugao. S6 existe uma combinagao vencedora. O nimero total de resultados possiveis é igual
ao nimero de maneiras diferentes de escolher um subconjunto de 6 niimeros entre os primeiros

40 inteiros positivos, ou seja, é igual a

40!
C(40,6) = 5 e = 3838380,

Consequentemente, a probabilidade de acertar na combinacao vencedora ¢ igual a

1/3 838380 ~ 0.00000026.

Procedimento Maple para calcular essa probabilidade para todos os valores de n
entre 30 e 50

> print(‘n, casos possiveis, probabilidade‘);

> for n from 30 to 50 do

> n, numbcomb(n,6), evalf(l/numbcomb(n,6));
> od;

n  casos possiveis probabilidade n  casos possiveis probabilidade
30 593775 0.168413961510—°

31 736281 0.135817710910° | 41 4496388 0.222400735910~6
32 906192 0.1103518901107° | 42 5245786 0.190629202210~6
33 1107568 0.902879100910~6 | 43 6096454 0.164029778610~6
34 1344904 0.7435474948107% | 44 7059052 0.141662081510~6
35 1623160 0.6160822100107° | 45 8145060 0.122773804010~6

36 1947792 0.5134018417107° | 46 9366819 0.106759829610~°
37 2324784 0.4301474890106 | 47 10737573 0.931309151510~ 7
38 2760681 0.362229464410~° | 48 12271512 0.814895507610~7
39 3262623 0.306501854510~¢ | 49 13983816 0.7151123842107
40 3838380 0.260526576310~°¢ | 50 15890700 0.629298898110~7
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1.6e-06-

1406

1.2e 06

1e6

Exemplo 2. Qual é a probabilidade que uma mao de cinco cartas no pdquer contenha quatro
cartas do mesmo tipo?

Solugao. Pela regra da multiplicagdo, o nimero de maos de cinco cartas com quatro cartas do
mesmo tipo é o produto do nimero de maneiras de escolher um tipo (de entre os 13 tipos de
carta diferentes) pelo nimero de maneiras de escolher quatro cartas desse tipo de entre todas as
cartas do baralho desse tipo (4 também) e pelo nimero de maneiras de escolher a quinta carta:
C(13,1) x C(4,4) x C(48,1). Como existem, no total, C'(52,5) maos diferentes de cinco cartas,
a probabilidade pedida é igual a

C(13,1) x O(4,4) x C(48,1) 13 x1x 48

= ~ 0.00024.
C(52,5) 2598 960

Exemplo 3. Através de um informador, a policia sabe o local de encontro de um grupo de
malfeitores. A identidade dos diferentes elementos do grupo €, mo entanto, desconhecida. A
tarefa do inspector Costa é prender o chefe do grupo. O inspector sabe que o chefe do grupo é o
mais baixo dos cinco elementos do grupo, todos eles de diferentes alturas, que estardo presentes
na reunido. Terminada a reunido, os bandidos, como medida de precaugao, deizam o edificio
separadamente, com um intervalo de 15 minutos. Como o inspector nao sabe qual deles é o mais
baizo, decide deixar sair os dois primeiros bandidos, e prender o primeiro dos sequintes que seja
mais baizo do que os que até esse momento sairam. Qual € a probabilidade do inspector Costa

prender a pessoa certa?

Solugao. Designemos pelas letras a, b, ¢, d, c os cinco bandidos de modo que as respectivas al-
turas satisfacam alt(a) < alt(b) < alt(c < alt(d) < alt(e). O objectivo do inspector Loureiro
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é, portanto, prender o bandido a. A probabilidade de ele realizar tal evento é igual ao quo-
ciente do nimero de permutagdes favordveis do conjunto {a,b,c,d, e} (isto é, as permutagoes
12923745 tais que o elemento de {x3, x4, x5} com menor indice que seja mais baixo do que
e x2 seja exactamente o bandido a) pelo nimero de permutagoes total (que é igual a 5! = 120).
Determinemos entao o niimero de permutacoes favoraveis:

Claro que nenhuma permutagdo na qual a aparece na 1 ou 2% posicoes é favoravel. Aquelas
em que @ aparece na 3% posi¢ao sao todas favoraveis e sdo em numero de 4! = 24. Contemos
agora as permutacoes favordveis nas quais a aparece na 4% posicao: as 6 nas quais b estd na 1¢
posicao sao favoraveis; analogamente as 6 nas quais b estd na 2% posicao sao também favoraveis;
nenhuma das que b aparece na 3% posicao é favoravel; das que b aparece na 5% posi¢do somente 4
sao favordveis (cdcab, dceab, cedab, ecdab). Portanto ao todo temos 16 permutagdes favoraveis
nas quais a esta na 4% posigao.

Finalmente contemos as permutagoes favordaveis nas quais a aparece na 5 posi¢ao: obviamente
sao aquelas em que b aparece na 1* ou 2% posicoes; portanto, sao 3 X 2+ 3 x 2 = 12 permutacoes.
Em conclusdo, o nimero de permutagoes favoraveis é igual a 24 4+ 16 + 12 = 52 e, consequente-

mente, a probabilidade do inspector Loureiro apanhar o chefe do bando é igual a % ~ 0,433333.

Os ntimeros (') = C(n,r) chamam-se nimeros (ou coeficientes) binomiais (por razées que
serdo evidentes mais adiante) e tém muitas propriedades importantes (e fascinantes!). Em
férmulas que aparecem na andlise de algoritmos, em problemas de probabilidades, etc., estes

numeros ocorrem variadas vezes, revelando-se uma necessidade saber manipuld-los.
Da Proposig¢ao 2 conclui-se imediatamente:

Corolario 3. Para quaisquer inteiros n e r tais que 0 < r < n tem-se (") = ( " ) O

T n—r

Férmula de Pascal. Para quaisquer inteiros n e r tais que 0 < r < n — 1 tem-se

() (r)= (o) °

Utilizando a Férmula de Pascal e observando que (g) = (Z) = 1, podemos imediatamente
calcular os ntumeros (:) para 0 < r < n, sem necessitar de utilizar a Proposi¢ao 2. Dispondo

esses nameros do seguinte modo

15 20 15 6 1
21 35 35 21 7 1
28 56 70 56 28 8 1

A ROO OO OO
0 1

1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 6 4

5 1 10 10 5

6 1

7 1

8 1

CO J O O i W N
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obtemos o chamado Triangulo de Pascal.

Procedimento Maple que calcula as primeiras 9 linhas do Triangulo de Pascal

> for n from 1 to 9 do
> seq(binomial (n,k),k=0..n);
> od;

1, 3, 3, 1
1, 4, 6, 4, 1
1, 5, 10, 10, 5, 1
1, 6, 15, 20, 15, 6, 1
i, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1
1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1
1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1

Muitas das relagbes envolvendo coeficientes binomiais podem ser descobertas através da

simples observagao do Triangulo de Pascal. Por exemplo:

1. Se adicionarmos os elementos em cada linha n obtemos o valor 2", ou seja,

(0)+ () -+ (20)+ ()=

Sendo S um conjunto com n elementos, como (:f) é o nimero de subconjuntos de S com

r elementos, entdo podemos concluir que o nimero de subconjuntos de S é igual a 2.

2. Facilmente se observa, pela simetria em cada linha, que (") = ( " ) (Corolario 3).

T n—r

3. Na terceira coluna aparecem os chamados nimeros triangulares, correspondentes ao nimero

de pontos das seguintes figuras triangulares:

° ° °
° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° ° ° ° °
1 3 6 10

A validade destas identidades pode depois ser facilmente verificada utilizando o Principio de

Inducao Matemaitica.
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Teorema Binomial (ou Férmula do Binémio de Newton??). Para quaisquer z,y € R e

n €N,
" /n
n __ r n—r
(x +y) —Z(T)xy )
r=0
Prova.  Nao é dificil provar o Teorema Binomial por induc¢ao matemdtica. No entanto, a

seguinte prova, puramente combinatorial, € mais curta e elegante:

Quando efectuamos a multiplicagdo (x4y)(z+y) - - - (x+y) até ndo restarem mais parénteses,
cada um dos factores (x +y) contribui com um x ou um y para cada parcela. Resultam portanto
2™ parcelas e cada uma delas pode ser escrita na forma z"y™~" para algum r € {0,1,...,n}.
Obtemos a parcela x"y™ ™" precisamente quando escolhemos = em r dos factores e y nos restantes
n —r. Entao o nimero de vezes que a parcela z"y™ ™" ocorre na expansao € igual ao nimero de
maneiras diferentes de seleccionar r dos n factores (z+1y), ou seja, ao nimero (') de combinagoes

de n elementos r a . O

Procedimento para expansao do Binémio de Newton

> for n from 1 to 7 do

> sort (expand ((x+y)"n));
> od;

Tr+y

2%+ 22y +y

23 4+ 3ay + 3vy + 1°

x4 4 423y + 622%y? + 4oy 4+ y*

2 + 5xty + 1023y? + 1022y + 5ay + ¢°

28 4+ 62%y + 152%y? 4+ 2023y3 + 152%y* + 62y° + o°

27+ 728y + 21252 + 35243 + 3523y* + 2122y + TayS + o7

O Teorema Binomial justifica a designacao de coeficientes binomiais para os nimeros (7:)
estes numeros sao precisamente os coeficientes da expansao do Binémio de Newton. Note que a
férmula do binémio ainda é vélida para n = 0.

Do Binémio de Newton podemos obter, como casos particulares, algumas identidades 1iteis.
Por exemplo:

Parar=1ey=1,

2"2(:) , paran > 0.

Para y =1,

(z + 1) zn: (Z)xT = i: <n7ir)xr , para n > 0.

r=0 r=0

230 Teorema Binomial d-nos uma férmula para o desenvolvimento de (z + y)™ com z,y € R, n € N. Em
1676, Newton generalizou-o, obtendo um desenvolvimento para (z + y)® com a € R. Para se obter esta forma
é necessério estender o dominio de definicdo dos nimeros binomiais (’:), permitindo que n € N e r € Z. Neste
caso geral o desenvolvimento torna-se uma série infinita e consequentemente algumas questoes de convergéncia
se levantam, por isso ndo vamos sequer enunciar esse resultado.
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Paraz=-1ley=1,

0= i(—l)" (:) , para n > 1.

Em resumo, temos a disposicao véarios métodos que podemos usar para obter identidades

envolvendo os nimeros binomiais:
1. Definicao;
2. Inducao matematica;
3. Triangulo de Pascal;
4. Férmula de Pascal;
5. Argumentos combinatoriais;

6. Teorema Binomial.
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Apéndice: O Principio dos Pombais

H& um outro principio combinatorial basico muito intuitivo que, apesar de elementar, permite a
resolucdo de muitos problemas (de existéncia de determinadas configuragoes), alguns surpreen-
dentes e dificeis.

Principio dos Pombais. Se n + 1 objectos forem colocados em n caixas, pelo menos uma das

caixas ficara com dois ou mais objectos.

Prova.  Faremos a demonstragao por redugdao ao absurdo. Suponhamos que em cada caixa
ficava, no maximo, um objecto. Entao o niimero de objectos seria no méximo n, o que contradiz

a hipétese. Portanto alguma caixa conterd, pelo menos, dois objectos. O

Formulado em termos de pombos este principio diz que se n pombos voarem para n — 1
pombais, necessariamente um pombal serda ocupado por dois ou mais pombos. Por exemplo, no

caso de 13 pombos e 12 pombais,

$ 44

$ 4 ¢ ¢ $ 4
$ 4

$ 4 ¢

o | e | e | e
oy | e | - | e
o | e | e | e

o~

o~

o~

sao algumas configuragoes possiveis.

Solugdo do Problema (A2).?* Escolhendo 101 inteiros entre os inteiros 1,2, ...,200, vamos
aplicar o Principio dos Pombais para mostrar que entre os inteiros escolhidos existem dois tais
que um ¢é divisor do outro.

Qualquer inteiro pode ser escrito na forma 2Fa, com k € Ny e a impar. Para qualquer inteiro
entre 1 e 200, @ é um dos ndmeros 1,3,5,...,199. Logo, entre os 101 escolhidos, dois sao da
forma 2%1a; e 2F2ay com a; = as. Se ki < ko entdo 2F1a; é divisor de 2¥2ay. Caso ki > ko,
2k24, & divisor de 2¥1q;. O

Vamos agora apresentar uma forma mais geral do Principio dos Pombais.

Proposigao 4. Sejam p1,pa,...,p, inteiros positivos. Se py + ps + -+ + pp, — n + 1 objectos
forem colocados em n caizas, pelo menos uma das caizas ficard com p; ou mais objectos, para
algum i € {1,2,...,n}.

24No capitulo Que é a Matemdtica Discreta?
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Prova. Suponhamos por absurdo que, para cada i € {1,2,...,n}, a i-ésima caixa ficava com,

no maximo, p; — 1 elementos. Entdao o numero total de objectos nao excederia

Pr—D+@e—D+-4+@n—1)=pr1+p2+-+pn—n,

o que é absurdo. Logo existe i € {1,2,...,n} tal que a i-ésima caixa conterd pelo menos p;
objectos. O
Observagées. (1) Se p; = ps = -+ = p, = 2 obtemos o Principio dos Pombais.

(2) Fazendo p; = po = -+ = p, =r € N, podemos afirmar que

“se n(r — 1) + 1 objectos forem colocados em n caizas, pelo menos uma das caizas

ficard com r ou mais objectos”.

Por exemplo, no problema (Al), como o niimero de caixas é igual ao nimero de notas
possiveis, ou seja, 201, podemos assegurar que se comparecerem 201(r — 1) + 1 = 201r — 200

alunos ao exame, r de entre eles terao a mesma nota.

Solugao do Problema (A3).2° Provemos, utilizando a Observagao (2), que de uma sequéncia
ai,asz,...,ay241 de nimeros reais é possivel extrair uma subsequéncia crescente ou decrescente
com n + 1 elementos.

Suponhamos que nao existe nenhuma subsequéncia crescente com n + 1 elementos. Para
k € {1,2,...,n% + 1} seja m;, o ntiimero de elementos da maior subsequéncia crescente que
comega em aj. E evidente que, para cada k € {1,2,...,n%+1}, my > 1 e my < n. Temos entdo
n? + 1 inteiros, my, ma, ..., my2,1, entre 1 e n. Como n(r —1) +1 =n? + 1 parar = n+ 1,

podemos concluir que n + 1 desses inteiros sdo iguais entre si. Sejam eles

My s Mgy ooy M

n419

onde
1§k1<k2<~~~<kn+1§n2+1.
Se existisse algum ¢ € {1,2,...,n} tal que ax, < ay,,,, seria possivel construir uma subsequéncia
crescente comecando em ag, com my,_, +1 elementos, o que é absurdo uma vez que my, = my,_, .
Consequentemente,
a/kl Z ak?z 2 e Z ak"+17

isto é,

Qfyy Ay y =" ak,,LJrl

é uma subsequéncia decrescente com n + 1 elementos.
Mostramos assim que existe uma subsequéncia crescente ou uma subsequéncia decrescente
com n + 1 elementos. |

Em particular, nos primeiros 101 nimeros naturais, dispostos por qualquer ordem, serd

sempre possivel encontrar 11 nimeros que formam ou uma sequéncia crescente ou uma sequéncia

25 Dificill
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decrescente. Isto ja ndo acontece se tomarmos apenas os primeiros 100 nimeros naturais. Como
se podera ordenar esses numeros de forma a nao ser possivel encontrar a desejada sequéncia
de 11 elementos? Bastard comegar com 91, 92, 93 até 100, depois 81, 82, 83 até 90 e assim

sucessivamente:

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
81 82 83 8 8 8 87 88 89 90
7172 73 74 75 76 77 78 79 80
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
51 52 53 54 55 H6 57 58 59 60
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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