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Prefacio

Estes apontamentos incluem com algum pormenor os principais conceitos e resultados apresen-
tados nas aulas, completados com exemplos, observagoes e exercicios. Neles vamos introduzir os
conceitos basicos de matematica discreta, necessarios para uma compreensao rigorosa da disci-
plina de informadtica e vamos motivar para o raciocinio matematico. Serao abordados temas que
vao da logica a dlgebra, passando pela teoria das probabilidades e pela teoria dos grafos, através
de uma articulacdo entre a teoria e a préatica. Serdo utilizados programas especificos para a
parte da légica: (Tarski World e Boole). Dada a extensdo do programa serd dada preferéncia
a uma abordagem de ensino tedrico “em largura”, deixando para as aulas praticas, e trabalho
em casa, o aprofundamento das diversas matérias.

Espera-se que estes apontamentos sejam um auxiliar valioso para o curso, que permita uma
maior liberdade nas aulas, na explicagao tedrica dos assuntos, substituindo uma exposicao com
grande pormenor formal por uma que realce a motivagao e os aspectos intuitivos desses mesmos
conceitos e respectivas inter-relagoes, e que por outro lado sejam um estimulo a atencao e
participacao activa dos estudantes. Devem ser encarados como um mero guidao das aulas, nao

sendo portanto um seu substituto. Na sua elaboracao baseamo-nos fundamentalmente nos livros

e K. H. Rosen, Discrete Mathematics and its Applications, McGraw-Hill, 1995.
(03A/ROS)*

e James Hein, Discrete Structures, Logic and Computability, Portland State University, 2002.
(03D/HEI)

e Jon Barwise e John Etchemendy, Language, Proof and Logic, CSLI Publications, 1999.
(03B/BAR.Lan)

Como material de estudo, além destes apontamentos recomendamos nalguns pontos do pro-

grama o livro
e C. André e F. Ferreira, Matemdtica Finita, Universidade Aberta, 2000. (05A/AND)

Podem ser encontradas mais informagoes sobre o curso (incluindo os apontamentos, restante

material de apoio, sumdrios das aulas, etc.) em

http://www.mat.uc.pt/~picado/ediscretas

1Entre parénteses indica-se a cota do livro na Biblioteca do DMUC.






Estruturas Discretas

Que é a Matematica Discreta?

A matemadtica discreta (ou, como por vezes também é apelidada, matematica finita ou ma-
temdtica combinatéria) é a parte da Matemadtica devotada ao estudo de objectos e estruturas
discretas ou finitas (discreta significa que é formada por elementos distintos desconexos entre si).
O tipo de problemas que se resolvem usando matematica discreta incluem: De quantas maneira
podemos escolher uma password valida para um computador? Qual é a probablidade de ga-
nharmos o euromilhées? Qual é o caminho mais curto entre duas cidades para um determinado
sistema de transporte? Como é que podemos ordenar uma lista de inteiros de modo a que os
inteiros fiquem por ordem crescente? Em quantos passos podemos fazer essa ordenacao? Como
podemos desenhar um circuito para adicionar dois inteiros?

Genericamente, a matematica discreta é usada quando contamos objectos, quando estuda-
mos relagoes entre conjuntos finitos e quando processos (algoritmos) envolvendo um ntmero
finito de passos sao analisados. Nos tltimos anos tornou-se uma disciplina importantissima da
Matematica porque nos computadores a informagao é armazenada e manipulada numa forma
discreta.

A matematica discreta aborda fundamentalmente trés tipos de problemas que surgem no

estudo de conjuntos e estruturas discretas:

I - Problemas de existéncia:

Existe algum arranjo de objectos de um dado conjunto satisfazendo determinada propriedade?

Exemplos:

(A1) Se num dado exame as notas foram dadas com aproximacao até as décimas e a ele com-

pareceram 202 alunos, existirao dois alunos com a mesma nota?

(A2) Escolham-se 101 inteiros entre os inteiros 1,2, 3, ...,200. Entre os inteiros escolhidos, exis-

tirao dois tais que um é divisor do outro?

(A3) Se 101 (resp. n? + 1) pessoas se encontrarem alinhadas lado a lado numa linha recta, serd
possivel mandar dar um passo em frente a 11 (resp. n+ 1) delas de tal modo que, olhando
para este grupo da esquerda para a direita, as pessoas se encontrem por ordem crescente

ou decrescente das suas alturas?

Ou seja, de uma sequéncia
a1,a2,...,aAp241

de numeros reais, sera possivel extrair uma subsequéncia crescente ou decrescente com

n + 1 elementos?

Por exemplo, a sequéncia 3,2,12,8,10,1,4,11,9,7 contém 10 termos. Note-se que 10 =
32 + 1. Existem 2 subsequéncias crescentes de comprimento 4, nomeadamente 3, 8,10, 11
e 2,8,10,11. Existe também uma subsequéncia decrescente de comprimento 4 que é
12,10,9,7. Por outro lado, a sequéncia 3,2,12,8,10,1,4,11,7,9 j4 nao contém nenhuma
subsequéncia decrescente de comprimento 4. Em contrapartida, tem 5 subsequéncias cres-
centes de comprimento 4: 3,8,10,11; 3,4,7,9; 2,8,10,11; 2,4,7,9 e 1,4,7,9.
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Estruturas Discretas Que é a Matematica Discreta?

(A4) O Rio Pregel atravessa a cidade de Konigsberg, na Prussia Oriental (actualmente Kalini-

negrado, na Riissia), dividindo-a em quatro regides, como se pode ver na seguinte gravura?

da cidade:

ZagLiills
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om e Rt
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vas o
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Conta-se que os habitantes de Konigsberg se entretinham a tentar encontrar uma ma-
neira de efectuar um passeio pela cidade, de modo a voltar ao ponto de partida, passando
uma Unica vez por cada uma das 7 pontes. Como as suas tentativas sairam sempre go-
radas, muitos acreditavam ser impossivel realizar tal trajecto. Contudo, s6 em 1736, com
um artigo de L. Euler3, o problema foi totalmente abordado de modo matemético, e tal

impossibilidade foi provada. Vale a pena lermos os primeiros pardgrafos desse artigo de

Euler:

“1. Além do ramo da geometria que se preocupa com grandezas, € que sempre
recebeu a maior atencao, existe outro ramo, quase desconhecido anteriormente,
que Leibniz pela primeira vez mencionou, chamando-lhe ‘geometria da posi¢dao’.
Este ramo preocupa-se com a determinacdo de posi¢oes e suas propriedades;
ndao envolve medidas, nem cdlculos feitos com elas. Ainda nao se determinou

de modo satisfatorio que tipo de problemas sdo relevantes para esta geometria

2[M. Zeiller, Topographia Prussiae et Pomerelliae, Frankfurt, c. 1650], cépia em [1].
3No artigo [Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis, Commentarii Academiae Scientiarum Im-

perialis Petropolitanae 8 (1736) 128-140], baseado numa comunicagio apresentada & Academia em 26 de Agosto
de 1735, e considerado por muitos o nascimento da Teoria dos Grafos. Euler foi um dos maiores génios da

matemadtica; este ano comemoram-se os 300 anos do seu nascimento.
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Estruturas Discretas Que é a Matematica Discreta?

de posi¢do, ou que métodos deverdao ser utilizados para os resolver. Portanto,
quando um problema foi recentemente mencionado, que parecia geométrico mas
era tal que nao requeria medir distancias, nem realizar cdlculos, nao tive duvida
que tinha a ver com a geometria de posicio — fundamentalmente porque a sua
solucdo envolvia somente posicdo, e nenhuns cdlculos eram teis. Decidi entdo
apresentar aqui o método que encontrei para resolver este tipo de problema, como

um exemplo da geometria de posi¢ao.

2. O problema, que me foi dito ser muito popular, € o sequinte: em Kdnigsberg
na Prissia, existe uma ilha A, chamada ‘Kneiphof’; o rio que a rodeia divide-se
em dois bragos, como pode ser visto na figura, e estes bragos sdo atravessados

por sete pontes a,b,c,d,e, f e g.

Pergunta-se se alguém conseque encontrar um trajecto de tal modo que atravesse
cada ponte uma e uma so vez. Foi-me dito que algumas pessoas afirmaram tal
ser impossivel, enquanto outras tinham duvidas; mas ninguém assegurou que tal
trajecto existe. A partir disto, formulei o problema geral: qualquer que seja o
arranjo e a divisao do Ti0 em bragos, e qualquer que seja o numero de pontes,
pode-se concluir se é possivel ou nao atravessar cada ponte eractamente uma

vez?

3. Quanto ao problema das 7 pontes de Konigsberg, este pode ser resolvido
fazendo uma lista exaustiva de todos os trajectos possiveis, e verificando se cada
trajecto satisfaz ou mao as condigcoes do problema. Por causa do numero de
possibilidades, este método de resolugao seria muito complicado e laborioso, e
noutros problemas com mais pontes totalmente impraticdvel. Além disso, se
sequirmos este método até a sua conclusao, muitos trajectos irrelevantes serao
encontrados, que € a razao da dificuldade deste método. Portanto rejeitei-o, e
procurei outro, preocupado somente com o problema da existéncia do trajecto

requerido; achei que um tal método seria mais simples.”

40 resto do artigo pode ser lido em [1]. O ponto de vista que Euler tomou, de ndo confinar a sua atencao
ao caso particular do problema de Konigsberg mas olhar para o problema geral, é tipico de um matematico.
Contudo Euler continuou com o caso particular em mente, voltando a ele mais do que uma vez, para interpretar e
verificar as suas novas descobertas. Isto é muito interessante, ilustrando como a generalizacao e a especializagao
se complementam na investigagdo matemdtica. Outro aspecto muito interessante ocorre na Secgao 4, quando
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(A5)

(A6)

Imagine uma prisao com 64 celas, dispostas como os quadrados de um tabuleiro de xadrez
(com 8 linhas e 8 colunas). Imagine ainda que entre cada duas celas vizinhas existe uma
porta. E proposta, ao prisioneiro colocado na cela de um dos cantos, a sua liberdade caso
consiga chegar a cela do canto diagonalmente oposto, depois de passar por todas as outras
celas uma unica vez. Conseguird o prisioneiro obter a sua liberdade?

Consideremos um tabuleiro de xadrez e algumas pegas (idénticas) de domind tais que cada
uma cobre precisamente 2 quadrados adjacentes do tabuleiro. Serd possivel dispor 32

dessas pecas no tabuleiro de modo a cobri-lo, sem sobreposicio de pecas??

E se o tabuleiro tiver mn quadrados em m linhas e n colunas?

II - Problemas de contagem (e enumeragao):

Quantos arranjos (configuragdes) desse tipo existem?

Por vezes serd importante ainda enumerd-los e/ou classificé-los.

Exemplos:

(B1)

(B2)

(B3)

O problema (A6) de existéncia de uma cobertura perfeita de um tabuleiro de xadrez é
muito simples; rapidamente se constroem diversas coberturas perfeitas. E no entanto
muito mais dificil proceder & sua contagem. Tal foi feito pela primeira vez em 1961 por
M. E. Fisher%: sao

12988816 = 24 x (901)2.

Para outros valores de m e n ja poderd nao existir nenhuma cobertura perfeita. Por
exemplo, nao existe nenhuma no caso m = n = 3. Para que valores de m e n existem?
Nao ¢ dificil concluir que um tabuleiro m X n possui uma cobertura perfeita se e sé se
pelo menos um dos nimeros m ou n é par, ou equivalentemente, se e sé se o niimero mn
de quadrados do tabuleiro é par. Fischer determinou férmulas gerais (envolvendo fungoes
trigonométricas) para o célculo do nimero exacto de coberturas perfeitas de um tabuleiro
m X n.

Este problema é equivalente a um problema famoso em Fisica Molecular, conhecido como

o Problema das moléculas diatémicas”.

Sejam A = {a1,az,...,a:} C N en € N. Quantos inteiros positivos, inferiores ou iguais a
n, nao sao divisiveis por nenhum dos elementos de A7 Quantos inteiros positivos inferiores

a n sdo primos com n? Quantos nimeros primos compreendidos entre 2 e n > 2 existem?

Um empregado de um restaurante, encarregue de guardar os n chapéus dos n clientes

esqueceu-se de os identificar. Quando os clientes os pediram de volta, o empregado foi-os

Euler introduz a notacdo conveniente (“o modo particularmente conveniente no qual o atravessamento de uma

ponte pode ser representado”) e com ela obtém nas secgdes subsequentes um dispositivo muito util para resolver

o problema, que mostra como o cuidado na escolha da boa notagdo pode ser muitas vezes a chave do problema.
5Tal arranjo diz-se uma cobertura perfeita do tabuleiro por dominds.
6 Statistical Mechanics of Dimers on a Plane Lattice, Physical Review 124 (1961) 1664-1672.
7Cf. [M. E. Fisher, Statistical Mechanics of Dimers on a Plane Lattice, Physical Review 124 (1961) 1664-1672].
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(B4)

devolvendo de forma aleatéria! Qual é a probabilidade de nenhum cliente receber o seu

chapéu de volta?

O caso n = 52 deste problema é equivalente ao célebre Probleme des rencontres proposto
por Montmort em 1708:

No chamado “jogo dos pares”, as 52 cartas de um baralho sao dispostas em linha,
com o seu valor a vista. As cartas de um segundo baralho sdo dispostas também
em linha por cima das outras. A pontuacdo é determinada contando o nimero
de vezes em que a carta do sequndo baralho coincide com a do primeiro sobre a

qual foi colocada. Qual € a probabilidade de se obterem zero pontos ?

O seguinte problema foi originalmente proposto por Leonardo de Pisa®, mais conhecido

por Fibonacci, no séc. XIII:

Suponhamos que, para estudar a reproducao proficua dos coelhos, colocdmos um par de
coelhos (sendo um de cada sexo) numa ilha. Passados dois meses, a fémea deu a luz todos
os meses um novo par de coelhos, de sexos opostos. Por sua vez, a partir dos dois meses
de idade, cada novo par deu a luz um outro par, todos os meses. Quantos pares de coelhos

existiam na ilha ao cabo de n meses, supondo que nenhum coelho morreu entretanto?

A populagao de coelhos pode ser descrita por uma relacao de recorréncia. No final do
primeiro més o numero de pares de coelhos era 1. Como este par nao reproduziu durante
o segundo més, no final deste o nimero de pares de coelhos continuou a ser 1. Durante o
terceiro més nasceu um novo par pelo que no final deste més existiam 2 pares de coelhos.
Durante o quarto més sé o par inicial deu origem a um novo par, logo no final do quarto

més existiam 3 pares de coelhos.

’ MES H Pares reprodutores | Pares jovens | Total de pares

1 0 1 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
) 2 3 )
6 3 5 8

Denotemos por f,, o nimero de pares de coelhos existentes no final do més n. Este niimero é
claramente igual a soma do ntimero de pares de coelhos existentes no final do més anterior,
ou seja f,_1, com o numero de pares de coelhos entretanto nascidos durante o més n, que

é igual a f,_o. Portanto a sequéncia (fy,)nen satisfaz a relacao

fn = fnfl +fn72

paran > 3, sendo f; = fo = 1.

8No seu livro Liber Abacci (literalmente, um livro sobre o dbaco), publicado em 1202.
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IIT -

Esta sucessao é a famosa sucessdao de Fibonacci, e os seus termos sao chamados niumeros

de Fibonacct®.

Claro que para responder totalmente ao problema de Fibonacci teremos de encontrar um
método para determinar uma férmula explicita para o nimero f, a partir daquela relagao

de recorréncia.

Problemas de optimizagao:

De todas as possiveis configuracoes, qual € a melhor de acordo com determinado critério?

Exemplos:

(C1)

(C2)

(C3)

A velocidade com que um gas flui através de uma tubagem depende do diametro do
tubo, do seu comprimento, das pressoes nos pontos terminais, da temperatura e de varias
propriedades do gias. O desenho de uma rede de distribuicao de géds envolve, entre outras
decisoes, a escolha dos diametros dos tubos, de modo a minimizar o custo total da cons-
trucao e operacao do sistema. A abordagem standard consiste em recorrer ao “bom senso”
(método habitual da engenharia!) para a escolha de tamanhos razodveis de tubagem e
esperar que tudo corra pelo melhor. Qualquer esperanga de fazer melhor parece, a primeira
vista, nao existir. Por exemplo, uma pequena rede com 40 ligacoes e 7 diametros possiveis
de tubo, daria origem a 740 redes diferentes. O nosso problema é o de escolher a rede
mais barata de entre essas 740 possibilidades (que é um nimero astronémico!). Trata-se
assim de um problema de optimizagdo, no qual procuramos o desenho (padrao ou arranjo)

optimo para um determinado desempenho.

Este problema, mesmo com o uso dos actuais computadores de grande velocidade, nao
parece tratavel por exaustiva andlise de todos os casos. Mesmo qualquer desenvolvimento
esperado na velocidade daqueles nao parece ter influéncia significativa nesta questao. Con-
tudo, um procedimento simples implementado no Golfo do México'®, deu origem a um
método que permite encontrar a rede éptima em 7 x 40 = 280 passos em vez dos tais 74°,
permitindo poupar alguns milhoes de ddlares. E um exemplo paradigmatico das virtuali-
dades da chamada Optimizagao Combinatéria.

Suponha que se fazem n cortes numa pizza. Qual o niimero méaximo de partes em que a
pizza poderd ficar dividida?

Consideremos um cubo de madeira com 3 cm de lado. Se desejarmos cortar o cubo em 27
cubos de 1 cm de lado, qual é o nimero minimo de cortes em que tal pode ser realizado?

Uma maneira de cortar o cubo é fazendo 6 cortes, 2 em cada direcgdo (enquanto se mantém

o cubo num s6 bloco):

9Estes niimeros aparecem em variadissimos problemas. Prova da sua importancia é a existéncia da revista

Fibonacci Quartely, revista da Fibonacci Association.
10Cf. [H. Frank e I. T. Frisch, Network Analysis, Sci. Amer. 223 (1970) 94-103], [D. J. Kleitman, Comments

on the First Two Days’ Sessions and a Brief Description of a Gas Pipeline Network Construction Problem,
em F. S. Roberts (ed.), Energy: Mathematics and Models, STAM, Filadélfia, 1976, p. 239-252], [Rothfarb et
al., Optimal Design of Offshore Natural-Gas Pipeline Systems, Oper. Res. 18 (1970) 992-1020] e [N. Zadeh,
Construction of Efficient Tree Networks: The Pipeline Problem, Networks 3 (1973) 1-32].
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Mas sera possivel realizar tal operagao com menos cortes, se as pegas puderem ser deslo-
cadas entre cortes? Por exemplo, em
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(C4)

o segundo corte corta agora mais madeira do que cortaria se nao tivéssemos rearranjado
as pecas depois do primeiro corte. Parece, pois, um problema dificil de analisar. Olhemos
no entanto para ele de outro modo. As 6 faces do cubo do meio s6 se conseguem obter
com cortes (independentes). Portanto, sdo sempre necessdrios 6 cortes e fazer rearranjos

das pecas entre os cortes nao ajuda nada.

Agora outro problema (este de contagem) surge naturalmente: de quantas maneiras dife-
rentes pode o cubo ser cortado, realizando somente 6 cortes?

Em 1852, Francis Guthrie reparou que no mapa de Inglaterra os condados poderiam ser
coloridos, usando somente quatro cores, de modo a que condados vizinhos tivessem co-
res diferentes. Através do seu irméao perguntou a De Morgan se quatro cores chegariam
para colorir, naquelas condic¢oes, qualquer mapa. Em 1878, num encontro da Sociedade
Matematica de Londres, A. Cayley perguntou se alguém conseguia resolver o problema.
Assim teve origem o famoso Problema das 4 cores. Somente em 1976, K. Appel e W. Ha-
gen da Universidade do Illinois (E.U.A.), o conseguiriam resolver, com uma demonstragao

11

polémica’ ', com a ajuda imprescindivel do computador, que executou rotinas durante mais

de 1000 horas consecutivas!

A demonstragao deste resultado estd muito longe de ser apresentavel, pelo que nos limita-

mos a enunciar a solucao'?:

Em qualquer mapa sobre um plano ou uma esfera (representando um qualquer conjunto
de regioes tais que, para quaisquer dois pontos numa mesma regiao, existe sempre um
caminho, totalmente contido nessa regido, ligando esses dois pontos), o menor nimero de
cores necessdrias para o colorir, de tal modo que duas regides adjacentes (ou seja, com um

numero infinito de pontos fronteiros comuns) nao tenham a mesma cor, é 4.

Por exemplo:

As origens da Matematica Combinatoéria datam do séc. XVII em estreita ligacao com os jogos

de azar e o cédlculo das probabilidades; Pascal, Fermat, Jacob Bernoulli e Leibniz realizaram

investigacoes de problemas combinatoriais relacionados com jogos de azar, constituindo estas as

bases sobre as quais se desenvolveu o calculo das probabilidades.

Para uma histéria mais completa das origens e resolucdo deste problema consulte [R. Fritsch e G. Fritsch,

The Four-Color Theorem, Springer, 1998].
12K. Appel e W. Hagen, Every planar map is four coulorable, Bull. Amer. Math. Soc. 82 (1976) 711-712.
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No séc. XVIII Euler fundou a Teoria dos Grafos com a resolucao do famoso problema das

3 contendo

pontes de Konigsberg, como jé referimos, e James Bernoulli publicou o primeiro livro!
métodos combinatoriais.

Com o desenvolvimento dos computadores, a Matemética Combinatéria tornou-se uma dis-
ciplina auténoma dentro da matematica moderna, das que mais se tem desenvolvido, tendo

intimeras aplicagoes a diversas areas da matematica, engenharias e outras ciéncias.

Exercicios

1. Mostre que um tabuleiro com m X n quadrados possui uma cobertura perfeita se e s6 se pelo

menos um dos valores m ou n é par.

2. Para cada n € N, seja f(n) o nimero de coberturas perfeitas de um tabuleiro 2 x n. Calcule
f), f(2), f(3), f(4) e f(5). Tente encontrar uma relagdo que seja satisfeita pela funcao f e que
lhe permita calcular f(12).

3. Determine o nimero de coberturas perfeitas distintas de um tabuleiro 3 x 4.

4. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que uma n-colora¢do de um mapa é uma coloracao de todas
as regides do mapa, usando n cores, de tal modo que regides adjacentes (isto é, regides com um

nimero infinito de pontos fronteiros comuns) tém cores diferentes. Prove que:

(a) Um mapa formado no plano por um nimero finito de circulos possui uma 2-coloragao.

(b) Um mapa formado no plano por um numero finito de linhas rectas também possui uma

2-coloragao.

5. Mostre que o seguinte mapa de 10 paises admite uma 3-coloragdo. Fixadas essas 3 cores, determine

o numero de coloragdes distintas possiveis.

6. Determine o caminho mais curto de a para f no mapa de estradas da figura

(Os valores junto de cada estrada representam os comprimentos destas, medidos numa determi-

nada unidade.)

13 Ars Conjectandi.

xi
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Estruturas Discretas 1.1. Légica proposicional

1. Fundamentos

1.1. Como raciocinamos? Légica proposicional

A légica é a base de todo o raciocinio. Portanto se quisermos estudar e fazer matematica
precisamos de dominar os principios bésicos da légica. Citando Language, Proof and Logic (de
Jon Barwise e John Etchemendy):

“(...) all rational inquiry depends on logic, on the ability of people to reason

correctly most of the time.”

“(...) there is an overwhelming intuition that the laws of logic are somehow more

irrefutable than the laws of the land, or even the laws of physics.”

Porque deve um estudante de Informatica estudar légica? Porque precisa de dominar ferra-
mentas légicas que lhe permitam argumentar se um problema pode ou nao ser resolvido num
computador, traduzir proposicoes légicas da linguagem comum em diversas linguagens computa-
cionais, argumentar se um programa estd correcto e se é eficiente. Os computadores baseiam-se
em mecanismos légicos e sao programados de modo légico. Os informéticos devem ser capazes
de compreender e aplicar novas ideias e técnicas de programacao, muitas das quais requerem

conhecimento dos aspectos formais da légica.

Todos nés raciocinamos enunciando factos e tirando conclusoes baseadas nesses factos. O

inicio de uma conclusao é habitualmente indicada por uma palavra como
Entao, Logo, Portanto, Consequentemente, ... .

Para chegarmos a uma conclusao aplicamos uma regra de inferéncia (ou regra de dedug¢do).
A mais comum é a chamada regra modus ponens (modo que afirma): sendo A e B afirmagoes,

se A e “se A entdao B” sao ambas verdadeiras, entao podemos concluir que B é verdadeira.

[Como aprendeu a regra modus ponens em crianga ?]

Outra regra muito comum é a modus tollens (modo que nega): sendo A e B afirmacoes, se
“se A entdo B” é verdadeira e B é falsa, entao podemos concluir que A ¢ falsa.

Por exemplo:
— Se ele foi a Coimbra entdo visitou a Universidade de Coimbra.
— Ele nao visitou a Universidade de Coimbra.

— Logo nao foi a Coimbra.

[Como aprendeu a regra modus tollens em crianga?]

Quando tiramos uma conclusao que nao decorre dos factos estabelecidos previamente, o

raciocinio diz-se non sequitur (que nao segue). Por exemplo:
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— Sabe-se que ontem usei calgas de ganga ou camisa branca.
— Além disso, ontem viram-me com calcas de ganga.

— Logo nao usei camisa branca.

[Pense noutro exemplo de non sequitur que ja tenha observado.]

Neste primeiro capitulo comecaremos por estudar um pouco de légica. Algumas definigoes

de ldgica que podemos encontrar nos dicionarios:

e Estudo dos principios do raciocinio, particularmente da estrutura das afirmagoes e pro-

posicoes e dos métodos de determinacao da sua validade.
e Sistema de raciocinio.

e Raciocinio valido.

Um cdlculo é uma linguagem de expressoes, onde cada expressao tem um valor légico e ha
regras para transformar uma expressao noutra com o mesmo valor. Aqui estudaremos um pouco
do célculo proposicional. O cdlculo proposicional é a linguagem das proposi¢oes. Uma proposi¢ao
é uma expressao da qual faz sentido dizer que é verdadeira ou que é falsa. Cada proposicao tem

um e um s6 valor 16gico, entre dois possiveis: V (verdadeiro) ou F (falso).

Exemplo. “Coimbra é uma cidade portuguesa” é uma proposicao com valor légico verdadeiro.
Mas atribuir um valor 16gico & afirmacao “Hoje estd um belo dia!” ja nao faz sentido, pois trata-
-se duma expressao subjectiva que exprime um sentimento de alguém, nao de uma afirmacao

objectiva.

Légica e operagoes-bit: Os computadores representam informacao por meio de bits. Um bit
tem dois valores possiveis, 0 e 1. Um bit pode ser usado para representar os valores de verdade
F e V, O representa F e 1 representa V. H4 assim uma relacao evidente entre a légica e o sistema

de funcionamento dos computadores.

O célculo proposicional (tal como outros tipos de légica) que vamos estudar pressupde os

seguintes principios:

Principio da néao contradi¢ao: Uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.

Principio do terceiro excluido: Uma proposi¢ao € verdadeira ou falsa.

A afirmagao “Os alunos de Estruturas Discretas sdo de Engenharia Informética ou de Co-
municagoes e Multimédia” pode decompor-se em duas afirmagoes: “Os alunos de Estruturas
Discretas sao de Engenharia Informética” e “Os alunos de Estruturas Discretas sdo de Comu-
nicagoes e Multimédia”. Estas duas ultimas afirmacoes ja nao se podem decompor mais. Dizemos
entao que a proposicao “Os alunos de Estruturas Discretas sao de Engenharia Informatica ou
de Comunicacoes e Multimédia” é composta e as afirmagoes “Os alunos de Estruturas Discretas

sdo de Engenharia Informatica” e “Os alunos de Estruturas Discretas sdo de Comunicagoes e
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Multimédia” sdo atémicas. As proposicoes compostas sdo construidas a partir de proposicoes
atémicas ligando-as por conectivos (ou operadores). No exemplo anterior, esse conectivo é “ou”.
Se denotarmos por p a proposicao “Os alunos de Estruturas Discretas sao de Engenharia In-
formética” e por g a proposicao “Os alunos de Estruturas Discretas sao de Comunicagoes e
Multimédia” e usarmos o simbolo V para representar “ou”, a afirmacao “Os alunos de Estru-
turas Discretas sdo de Engenharia Informética ou de Comunicagoes e Multimédia” escreve-se
simplesmente p V q. Temos assim a operacao V de disjuncao.

A afirmacdo “Ele néo visitou a Universidade de Coimbra” é a negacdo de “Ele visitou a
Universidade de Coimbra”. Se denotarmos por p esta ultima proposicao e usarmos o simbolo
— para representar a operacao de negagdo, a afirmacdo “Ele ndo visitou a Universidade de
Coimbra” escreve-se —p.

A seguinte tabela contém uma lista destes e doutros conectivos 16gicos’:

negacao —p (nao p)

conjuncgao pAq(peq)

disjungao pVq (pouq)

implicacao p—q (se p entdo ¢; p s6 se ¢; p é condicdo suficiente para

que ¢; g é condigdo necessédria para que p)

equivaléncia (formal) | p +> g (p é equivalente a q)

disjungao exclusiva D Y q (ou p ou q)

As proposicoes sdo representadas por férmulas chamadas formulas bem formadas que sao

construidas a partir de um alfabeto constituido por:
e Simbolos de verdade: V e F.
e Varidveis proposicionais: letras do alfabeto p,q,r, ...
e Conectivos (operadores):
- (“nao”, negacio)
A (“e”, conjuncio)
V (“ou”, disjungao)
— (“implica”, implicagao).
e Simbolos de parénteses: (, ).
Uma férmula bem formada (abreviadamente, fbf) fica definida da seguinte forma:

e V e F sao fbf’s; toda a variavel proposicional é uma fbf.

e Se A e B sao fbf’s, as seguintes sdo também fbf’s: —A, AAB, AV B, A—B, (A).

1Em 16gica é habitual designar estes conectivos por conectivos booleanos, em homenagem ao l6gico britanico
George Boole (1815-1864), que estudou as leis do pensamento usando métodos mateméticos em [An investigation
into the Laws of Thought, 1854].
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e Toda a fbf é construida por aplicacao sucessiva das regras anteriores.

Exemplo. A expressao p—¢ nao é uma fbf. Mas cada uma das seguintes expressoes é uma fbf:
pAg=r, (PAQ)=r, pAl(g—T).

Os parénteses funcionam como simbolos auxiliares que indicam como é formada a fbf. Para
evitar um uso excessivo de parénteses e simplificar a escrita das expressoes 16gicas convenciona-
-se que as operagoes logicas sao consideradas pela seguinte ordem de prioridade: —, A, V, —.
Convenciona-se ainda que na presenca de uma s6 das trés ultimas operagoes, na auséncia de

parénteses as operagoes sao realizadas da esquerda para a direita.

Exemplos.

-pAq significa (—p)Agq
pVgAr significa pV(gAT)
pAg—r significa (pAgq)—r
p—q—r  significa  (p—q)—r.

Relativamente a uma dada linguagem légica podemos sempre estudar dois aspectos: a sintaxe
e a semantica. A sintaxe diz respeito as regras de formacdo das expressoes légicas a utilizar,
ou seja, as férmulas bem formadas. Em cima, acabamos de descrever a sintaxe do céalculo
proposicional.

A semantica estuda o significado das expressoes.

sintaxe (férmulas bem formadas)
Linguagem (conjunto de simbolos)

seméantica (significado).

Quanto a semantica, dada uma fbf, interpretando cada uma das suas variaveis proposicionais
com os valores logicos V ou F, é possivel dar um significado a férmula através da interpretagao dos
conectivos légicos dada pelas respectivas tabelas de verdade. Cada conectivo tem uma tabela

[P

de verdade (que vai ao encontro da forma corrente do significado das operagdes “nao”, “e”,
“

ou”, etc.). A tabela de verdade faz corresponder aos possiveis valores légicos das varidveis o

correspondente valor 16gico da operacio?:

p pPAqg pVqg p—q
F \Y; \Y; \Y;

<<
nm< TR

F F Y F
V. F VAR,
V. F Foov

Em conclusao:

2Nas aulas teérico-praticas usaremos o software Boole para nos ajudar a escrever tabelas de verdade. Consulte
o apéndice Usando Boole.
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e O significado de V é verdade e o de F é falso.

e O significado de qualquer outra fbf é dado pela sua tabela de verdade.

Exemplo. —p A g corresponde a (—p) A g, cuja tabela de verdade é:

n
'n<'|'|'r|3

>

<

<<
< TR

< <7 omld

E claro que a cada fbf corresponde uma e uma sé6 tabela de verdade.

Uma fbf diz-se uma tautologia se for verdadeira para todos os possiveis valores légicos das
suas varidveis proposicionais. Uma fbf diz-se uma contradi¢do se for falsa para todos os possiveis
valores l6gicos das suas varidveis proposicionais. Uma fbf diz-se uma contingéncia se nao for

uma tautologia nem uma contradigao.

Exemplos. Suponhamos que queremos averiguar se p—p V ¢ é ou nao uma tautologia. Para

isso basta construir a respectiva tabela de verdade:

p q|pVqg p—=pVgq
V V| V \%
V F \% \%
F V| V \Y
F F F \Y

Como para quaisquer valores de p e ¢ toma sempre o valor de verdade, concluimos que é uma
tautologia.
Mais exemplos: pV —p é uma tautologia, pA—p é uma contradi¢cao e p—¢q é uma contingéncia.

Duas fbf’s dizem-se (logicamente) equivalentes se tiverem o mesmo significado, isto é, a mesma

tabela de verdade. Para indicar que duas fbf’s A e B sdo equivalentes, escrevemos
A=B.

Em vez do simbolo = também se costuma usar <. Note que dizer que A e B sao logicamente
equivalentes é o mesmo que dizer que as férmulas (A—B) e (B—A) sao tautologias (Prova:
A= B sse A e B tém os mesmos valores de verdade sse (A—B) e (B—A) sdo tautologias).

Exemplos. As seguintes equivaléncias bésicas sao de fécil verificacao e sao fundamentais no

célculo proposicional:
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pV-p=V Lei do terceiro excluido
pA—-p=F Lei da contradi¢ao

pAV=p Leis da identidade
pVE=p

pvV=YV Leis do elemento dominante
pANF=F

pVpPp=p Leis da idempoténcia
PAP=D

—(=p)=p Lei da dupla negacao

pVqg=qVp | Leis da comutatividade

PANG=qAp
pV(pAg =p Leis da absorcao
pA(PVg =p
(pvVQVr=pV(gVvr) Leis da associatividade
(pPAgAT=pA(gAT)

pV(gAr)=(pVq) AN(pVr) | Leis da distributividade
pA(gVr)=((pAq V(pAT)

=(pAq)=-pV—q Leis de De Morgan
~(pVg)=-pA—g

P2q="PVg

Por exemplo, construindo as tabelas de verdade de =(p A ¢) e =p V —¢

p q|pAqg —(pANqg) —p —q —-pV-q
V V| Vv F F F F
V F| F Y% F oV v
F V| F v V F Y%
F F| F v vV Vv Y%

concluimos que ambas as fbf’s tém o mesmo valor 1é6gico para os mesmos valores das variaveis

proposicionais, pelo que sao logicamente equivalentes.

E possivel provar uma equivaléncia sem construir as tabelas de verdade por causa dos se-

guintes factos:

1. SeA=Be B=C,entao A=C.

2. Se A = B, entao qualquer fbf C' que contenha A é equivalente a fbf obtida de C substituindo

uma ocorréncia de A por B.
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Exemplo. Use as equivaléncias basicas na tabela anterior para provar que pV ¢—p = ¢—p.

Prova: pVa—=p = ~(pVgVp

(-pA—q)Vp
(=pVp)A(=qVDp)
VA (=qVp)

~qVp
q—Dp. QED.

Teste (1 minuto cada). Use equivaléncias conhecidas para provar:
1. pVqg—=r = (p—=r) A (g—=r).
2. (p—q) Vv (-p—q) =V (isto é, (p—q) V (-p—q) é uma tautologia).

3. p—q = (p A —q)—F.

Teste (1 minuto cada). Use as leis da absorgao para simplificar:
1. (pAgAT)V(DAT) VT
2. (s=t) A (uVitV-s).

Se p é uma varidvel proposicional numa fbf A, denotemos por A(p/V) a tbf que se obtém de
A substituindo todas as ocorréncias de p por V . De modo anilogo podemos também definir a

férmula A(p/F). As seguintes propriedades verificam-se:
e A é uma tautologia se e s6 se A(p/V) e A(p/F) sdo tautologias.
e A é uma contradigao se e s6 se A(p/V) e A(p/F) séo contradigoes.

O Método de Quine usa estas propriedades, conjuntamente com as equivaléncias basicas,
para determinar se uma fbf é uma tautologia, uma contradi¢do ou uma contingéncia. (Trata-se

de um método alternativo & construgdo das tabelas de verdade.)

Exemplo. Seja A a férmula (p A g—r) A (p—¢)—(p—r). Entao:
A(p/F) = (FAg—=r)A(F=q)—(F—r)
= (For)AV=V
V.

Portanto A(p/F) é uma tautologia. A seguir olhemos para

Alp/V) = (VAg—=r)AN(NV—=q)—=(V-or)

= (qg—r) Ag—r.
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Seja B = (¢—r) A ¢—r. Entao

B(g/V)=(V=r)AV=r=r AVor=r—or=V

B(q/F) = (F>r)AF=r=F—r=V,

0 que mostra que B é uma tautologia. Portanto, A é uma tautologia.

Teste (2 minutos cada). Use o método de Quine em cada caso:
1. Mostre que (p V g—r) V p—(r—q) NAO ¢ uma tautologia.

2. Mostre que (p—q)—r NAO é equivalente a p—(g—r).

No nosso dia a dia raciocinamos e tiramos conclusoes usando determinadas regras. A légica
ajuda a compreender essas regras permitindo distinguir entre argumentos correctos e argumen-
tos ndo correctos. Seguem-se alguns argumentos logicos, cada um deles com um exemplo e a

respectiva formalizagao.

(1)
1. Se o gato vé o peixe, entao o gato apanha o peixe.

2. Se o gato apanha o peixe, entdo o gato come o peixe.

3. Se o gato vé o peixe, entao o gato come o peixe.

1. p—q
2. g—r
3. p—=r

1. Se o Joao tem mais de 16 anos, entao vai ao cinema.

2. O Joao tem mais de 16 anos.

3. O Joao vai ao cinema.

1. p—q
2. p
3. q

1. A Maria vai aos testes ou faz o exame.

2. A Maria nao faz o exame.

3. A Maria val aos testes.

1. pVyg
2. q
3. p

Um argumento da forma “De Aj, As,..., e A, deduz-se B”, esquematicamente,
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Ay
A
An
B

diz-se um argumento correcto se A1 A Aa A--- AN A,— B for uma tautologia. Neste caso também

se costuma escrever

A17A2a"'7A7l ':B
(o simbolo = lé-se “de ... deduz-se ...”). Habitualmente nas aulas e na pratica da matemdtica

usa-se A = B para indicar A |= B.

Um literal é uma varidvel proposicional ou a sua negagao; por exemplo, p e —p sao literais
(ditos literais complementares).

Uma fbf diz-se uma forma normal disjuntiva (FND) se for da forma C; VCq V ---V C,,, onde
cada C; é uma conjungéo de literais (chamada conjuncao fundamental).

Analogamente, uma fbf diz-se uma forma normal conjuntiva (FNC) se for da forma D; A
Dy A -+ A Dy, onde cada D; é uma disjungao de literais (chamada disjuncdo fundamental).

Exemplos de formas normais disjuntivas:

p
—p
pV g
PA g
(pAg)V(pA—q)
pV(pAr)

Exemplos de formas normais conjuntivas:

P
—p
PA g
“pVq

pA(gVr)
Como ja observamos, para qualquer varidavel proposicional p temos

V=pV-p e F=pA-p

Ambas as formas sdo FND e FNC. Qualquer fbf tem uma FND e uma FNC. De facto, em

qualquer fbf podemos usar equivaléncias basicas para obter uma forma normal conjuntiva:
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2. Se a expressao contém negagoes de conjungoes ou negagoes de disjungoes, fazem-se desa-

parecer usando as leis de De Morgan, e simplifica-se onde necessério.

3. Agora basta usar as duas propriedades distributivas

e simplificar onde necessario.

pV(gAT)=(PVa A

(p

V)

(pAg)Vr=(pVr)A(gVr)

Para obter uma forma normal disjuntiva procede-se de forma andloga, usando agora em 3 as

propriedades

Teste (2 minutos). Transforme (p A q) V

pA(@Vr)=(@PAqgV

(pVaAr=@AT)V(gAT).

Exemplo. (p—qVr)—(pAs)

=-(p—=qVr)V

(
(

pA=(gVr))V
pPASGA-T)V (pAs

(p A s)

=((pA=gA-r)Vp) A
=pA((pA—-gA-T)Vs

=pA(pVs)A
=pA(=qVs)A

(mqVs)
(-rVs

(pAs)

)
(

)
A (=1 Vs)
)

(pA—=gA-T)VS)

(pAT)

(
(
(
(
(
(
(

—(r—s) numa FND e numa FNC.

Ty =-xVY)

—(r—=y) =z A —y)

=(zVy)=-xzA-y)) (FND)

V é distributiva relativamente a A)
absor¢ao)

Vv é distributiva relativamente a A) (FNC)
absorgao) (FNC).

Uma funcgdo de verdade (ou fung¢ao ldgica) é uma funcgao que sé pode tomar os valores 16gicos

V ou F e cujos argumentos também sé podem tomar esses valores. Por exemplo,

é uma fungao de verdade.

f(p,q) =

VsepéV

V se p e ¢ sdo ambas F

FsepéFeqéV

E claro que toda a fungao de verdade pode ser representada por uma tabela de verdade. No

exemplo anterior:

P q| f(p,q)
vV V]| Vv
V F v
F V F
F F Y

10
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De seguida vamos ver que

‘ Toda o fungdo de verdade é equivalente a uma ﬂ)f‘

A metodologia a seguir serd encontrar uma fbf com a mesma tabela de verdade (podemos
construir quer uma FND quer uma FNC).

Técnica. Para construir uma FND, tendo em conta que a disjungdo de um nimero finito de
fbf’s é V se e s6 se uma delas o for, basta tomar cada linha da tabela que tenha valor V e construir
uma conjunc¢ao fundamental que sé seja verdadeira nessa linha. De modo anélogo, para construir
uma FNC, basta considerar cada linha que tenha valor F e construir uma disjungao fundamental
que s6 seja falsa nessa linha.

Exemplo. Na funcao f acima,

p q | f(p,q) || Partes FND | Partes FNC
vV V \% pAq

V F \% pA—q

F Vv F pV g

F F \% -p A g

Assim, f(p,q) pode ser escrita nas formas:
flo.a)=Aa)V(pA—q)V(=pA-q) (FND)
f(p,a) =pV —q (FNC).
Uma FND para uma fbf A é uma FND plena (forma normal disjuntiva plena) se cada
conjungao fundamental contém o mesmo ntimero de literais, um por cada variavel proposicional

de A. Uma FNC para uma fbf A é uma FNC plena (forma normal conjuntiva plena) se cada

disjuncao fundamental contém o mesmo nimero de literais, um por cada varidvel proposicional

de A.
Exemplo. No exemplo anterior obtivemos uma FND plena e uma FNC plena.

Podemos usar a técnica das fungoes de verdade para determinar uma FND plena ou uma
FNC plena de qualquer fbf com a excepgio das tautologias (ndo tém uma FNC plena) e das
contradi¢oes (ndo tém uma FND). Por exemplo:

V =pV —p, que é uma FND plena e uma FNC, mas nao é uma FNC plena,

F=pA —p, que é uma FNC plena e uma FND, mas ndo é uma FND plena.

Os conectivos l6gicos que usdamos para definir as fbf’s do cédlculo proposicional sao —, A, V
e —. E evidente que o simbolo — ndo é absolutamente necessério (pela ultima lei da tabela
das equivaléncias bésicas): qualquer fbf pode ser substituida por outra logicamente equivalente
e onde nao figura o simbolo —.

11
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Um conjunto de conectivos légicos diz-se completo se toda a fbf do célculo proposicional é

equivalente a uma fbf onde figuram apenas conectivos desse conjunto. E claro que
{_'7 AV, %}
é completo, por definicao.

Exemplos. Cada um dos seguintes conjuntos é um conjunto completo de conectivos:

{_'7 A, \/}7 {_'7 /\}a {_‘v \/}, {_‘7 %}7 {F7 4)}

Teste (2 minutos). Mostre que {—, —} é completo.

Apéndice: sistemas formais. Como vimos, as tabelas de verdade s@o suficientes para deter-
minar quando uma fbf é uma tautologia. Contudo, quando uma proposicao tem mais do que
duas variaveis e contém varios conectivos, a tabela de verdade pode comecar a ficar muito com-
plicada. Nesses casos, o método alternativo que vimos de encontrar uma prova de equivaléncia
usando as leis de equivaléncia basicas ou ainda uma combinagao dos dois (por exemplo, o método
de Quine) pode ser mais prético.

Quando usamos uma prova de equivaléncia, em vez de uma tabela de verdade, para verificar
se duas fbf’s sao equivalentes, isso parece de certo modo mais parecido com o modo como
comunicamos habitualmente. Embora nao seja necessario raciocinar formalmente desse modo
no calculo proposicional, hd outros tipos de sistemas légicos onde isso ja é necessario para
averiguar da validade das fbf’s pois ai as tabelas de verdade nao funcionam. Para esses casos
existe uma ferramenta: os sistemas de raciocinio formal. Quais sao as ideais béasicas destes

sistemas?

Um sistema formal consiste em:

(1) Um conjunto (numerdvel) de simbolos.

(2) Um conjunto de sequéncias finitas destes simbolos que constituem as chamadas férmulas

bem formadas.
(3) Um determinado conjunto de fbf’s, chamadas aziomas, que se assumem ser verdadeiras.

(4) Um conjunto finito de “regras de dedugao” chamadas regras de inferéncia que permitem

deduzir uma fbf como consequéncia directa de um conjunto finito de fbf’s.

Um sistema formal requere algumas regras que ajudem a obtengao de novas féormulas, as cha-
madas regras de inferéncia. Uma regra de inferéncia (que corresponde sempre a uma tautologia
do célculo proposicional) aplica uma ou mais fbf’s, chamadas premissas, hipdteses ou antece-
dentes, numa s6 férmula, chamada conclusdo ou consequente. Algumas regras de inferéncia

uteis:
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Estruturas Discretas 1.1. Légica proposicional

MP (modus ponens) MT (modus tollens) Conj (conjungao)
p—q, p p—q, 7q b, q
. q R 7} SOPAQ
Ad (adigao) SD (silogismo disjuntivo) SH (silogismo hipotético)
p pVvVg, p p—q, g7
S.pVyg .q S.p—q

Aqui o conceito crucial é o de dedugao. Uma deducao de uma certa conclusao — digamos S
— a partir de premissas Py, Ps, ..., P, é feita passo a passo. Numa deducao, estabelecem-se con-
clusoes intermédias, cada uma delas conclusao imediata das premissas e conclusoes intermédias
anteriores. Podemos dizer que uma deducao consiste numa sucessao de afirmagoes, que sao pre-
missas ou conclusoes intermédias, e que termina, ao fim de um ntimero finito de passos, quando
se obtém a conclusao S.

Cada passo de deducgao é correcto, i.e., nao oferece duvidas quanto a validade de cada con-
clusao intermédia, em consequéncia da validade das premissas e das conclusoes intermédias
anteriores.

Uma dedugao de uma afirmacao S a partir de premissas Py, P, ..., P, é uma demonstragao
passo a passo que permite verificar que S tem que ser verdadeira em todas as circunstancias em
que as premissas sejam verdadeiras. Uma deducao formal assenta num conjunto fixo de regras
de dedugao e tem uma apresentacao rigida — um pouco a semelhanga dos programas escritos
numa dada linguagem de programacao.

Seja C um conjunto de fbf’s e seja P uma fbf em S. Diz-se que P € dedutivel a partir de C

em S, e escreve-se

ClsP

(ou apenas C' = P se nao houver dividas sobre o sistema S a que nos referimos) se existir uma

sequéncia finita de fbf’s, Py, Ps,..., P, tal que:
o P, =P.

e Paracadai € {1,...,n}, P, é um axioma de S ou uma fbf em C ou uma consequéncia dos

P;’s anteriores através de aplicacao das regras de inferéncia.

A sequéncia dos P;’s diz-se uma prova formal de P a partir de C. Se P é dedutivel de um

conjunto vazio escreve-se =g P. Neste caso, P diz-se um teorema de S.

Exemplo. A—(B—C),A—»B,AEC.

Prova: 1. A—(B—C) premissa
2. A—»B premissa
3. A premissa
4. B MP(2,3)
5. B=C MP(1,3)
6. C MP(4,5)  QED.
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Leituras suplementares:
e James Hein, Discrete Structures, Logic and Computability, Seccao 6.3.

e Jon Barwise e John Etchemendy, Language, Proof and Logic, Capitulo 6.
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Estruturas Discretas 1.2. Légica dos predicados

1.2. Linguagens de primeira ordem: Loégica dos predicados

O célculo proposicional providencia ferramentas adequadas para raciocinarmos sobre fbf’s que
sao combinagoes de proposigoes atémicas. Mas uma proposicao atémica é uma sentenga tomada
como um todo o que faz com que o calculo proposicional nao sirva para todo o tipo de raciocinio
que precisamos de fazer no dia a dia. Por exemplo, no argumento seguinte é impossivel encontrar
no calculo proposicional um método formal para testar a correccao da dedugao sem uma anélise

mais profunda de cada sentenga:

(1) Todos os alunos de Engenharia Informatica tém um computador portatil.
(2) Boole nao tem um computador portétil.

(3) Entao Boole ndo é um aluno de Engenharia Informética.

Para discutir e analisar este argumento precisamos de partir as sentengas em partes. As
palavras “Todos”, “tém” e “nao” sao relevantes para a compreensao do argumento.

Por outro lado, a afirmagao “x tem um computador portatil” nao é uma proposicao porque
o seu valor de verdade nao é absoluto, depende de x. De um ponto de vista gramatical, a

3

propriedade “ter um computador portétil” é um predicado (ou seja, a parte da frase que enuncia
uma propriedade do sujeito). Do ponto de vista matemdtico, um predicado é uma relagdo
(undria, bindria, terndria, etc.). Por exemplo, “ter um computador portdtil” é um predicado
undrio que podemos designar por CP; entdao C P(x) significa que x tem um computador portétil
(por exemplo, acima afirma-se que ~C'P(Boole)).

Portanto, para analisarmos argumentos deste tipo (necessarios nas aulas de Andlise Ma-
tematica e de Algebra Linear) precisamos de um cédlculo de predicados, que inclua dois quanti-

ficadores:
existe pelo menos um , para todos
A maioria das proposi¢oes matematicas sdo de uma das duas formas
e Existe um objecto x satisfazendo a propriedade P
e Para todos os objectos x, a propriedade P verifica-se.

Os matemadticos usam o simbolo 3 (quantificador existencial) para a primeira e o simbolo V

(quantificador universal) para a segunda:
e Jz P(x).
e Yz P(x).
Por exemplo, a afirmagao
Existe um mimero real x tal que x? +2x +1 =0
pode ser escrita simbolicamente como
3z (2?2 +22+1=0)

(desde que especifiquemos a partida que a varidvel = se refere a niimeros reais, sendo teremos

que escrever (3z € R)...). Para dizermos que
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Estruturas Discretas 1.2. Légica dos predicados

O quadrado de qualquer nimero real é maior do que ou igual a 0

podemos escrever
(Vx € R) (2 > 0) ou simplesmente  Vx (22 > 0).
Se quisermos representar formalmente a afirmagao
Existe um conjunto de nimeros naturais que nao contém o 4 (*)

podemos comegar por escrever
3S(S é um subconjunto de N e =5(4)).

Podemos continuar com a formalizacdo pois uma afirmacao do tipo “A é um subconjunto de
B” pode ser formalizada como Va(A(z)—B(z)). Entdo podemos formalizar a afirmacdo (*) na

forma
ISV (S(z)—=N(x)) A =S(4)).
Note que a ordem dos quantificadores pode ser decisiva. Por exemplo, trocando a ordem em

(Vm € N)(3In € N)(n > m)

(a afirmacdo de que nédo existe nenhum ndmero natural méximo — uma afirmacao verdadeira)
obtemos
(3n € N)(Vm € N)(n > m),

uma afirmacao muito diferente: existe um nimero natural que é maior que todos os naturais —
uma afirmacdo claramente falsa!

As seguintes equivaléncias (6bvias!) sdo muito titeis quando queremos negar um quantificador
e escrever a afirmagao na positiva:

—[3z P(z)] = Va [-P(x)], —[Vz P(x)] = 3dx[-P(x)]. (%)

Para aprendermos um pouco melhor a raciocinar com quantificadores e predicados utiliza-
remos o Tarski World?, com a qual podemos construir mundos tridimensionais habitados por
blocos geométricos de diversos tipos e tamanhos, e usar uma linguagem de primeira ordem muito
simples para descrever esses mundos e testar o valor l6gico (verdadeiro ou falso) de sentengas de
primeira ordem elaboradas sobre esses mundos.

Um mundo de Tarski (tridimensional) consiste num tabuleiro de xadrez (8 x 8) juntamente
com figuras geométricas diversas (tetraedros, cubos e octaedros, de trés tamanhos diferentes)
dispostas nas casas do tabuleiro. Relativamente a estas figuras consideram-se os seguintes pre-
dicados unarios, binarios e ternarios, que descrevem o tamanho, o tamanho relativo e a posicao
relativa das figuras no mundo:

3Consulte o apéndice Usando Tarksi.

16



Estruturas Discretas 1.2. Légica dos predicados

Predicados unarios

H Sentenca atémica | Interpretacao H

Tet(a) a é um tetraedro
Cube(a) a é um cubo
Dodec(a) a é um dodecaedro
Small(a) a é pequeno
Medium(a) a é médio
Large(a) a é grande

Predicados binarios

H Sentenca atéomica ‘ Interpretacao H

SameSize(a,b) a tem o mesmo tamanho que b
SameShape(a, b) a tem a mesma forma que b
Larger(a,b) a é maior que b

Smaller(a,b) a é menor que b

SameCol(a,b) a estd na mesma coluna que b
SameRow(a, b) a estd na mesma linha que b
Adjoins(a,b) a e b estao localizados em casas adjacentes (mas nao na diagonal)
LeftOf(a,b) a estd numa coluna & esquerda de b
RightOf(a,b) a estd numa coluna & direita de b
FrontOf(a,b) a estd numa linha & frente de b
BackOf(a,b) a estd numa linha atrds de b

Predicados ternarios

H Sentenca atémica ‘ Interpretacao H

H Between(a, b, ¢) ‘ a, b e ¢ estao na mesma coluna, linha ou diagonal, e a estd entre b e c. H

Exemplo. Se quisermos negar a afirmacao
Todos os cubos sdo grandes,

ou seja,
Vo (Cube(x) — Large(x)),

usando (% ) obtemos
Iz —~(Cube(z) — Large(x)),

que é ainda equivalente a

Jz (Cube(x) A —~Large(z)).

Por palavras, existe um cubo que nao é grande.

Teste. Mostre que a negagao da férmula Vo Vy (=SameShape(y,x) V Tet(y) V Cube(x)) é
equivalente a 3z Jy (Dodec(z) A Dodec(y)).
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Exemplo. Qual é o valor 1égico das férmulas
YV Vy [(Cube(x) ACube(y)) = (LeftOf(z,y)V RightOf(x,y))] e Jx Iy (Cube(x)ACube(y))

no seguinte mundo?:

Note que uma afirmagao do tipo Va Vy... serd verdadeira quando for verdadeira para todos
os pares de objectos = e y no mundo (logo, em particular, quando y = z). Portanto, a primeira
férmula é falsa porque falha no caso y = x (é impossivel um objecto estar & esquerda ou a direita
de si préprio). Quanto & segunda é claramente verdadeira (hd diversos pares de objectos (z,y)
no mundo que a satisfazem) mas observe que continua a ser verdadeira mesmo quando o mundo
$6 contém um cubo (nesse caso, tome para z e y esse cubo).

Porque é que no mundo

as formulas

Va Yy ((Cube(x) A Cube(y)) — ~SameRow(x,y))

Va Yy [(Tet(z) A Tet(y)) — —SameSize(x,y))
sao falsas?
Teste.
1. Pode a férmula 3z Vy Smaller(z,y) ser verdadeira nalgum mundo?

2. Tente exprimir a férmula Jy Vz (Dodec(x) — Smaller(z,y)) em Portugués, de modo claro

e sem ambiguidades. Nao é facil, pois nao?
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3. Qual é a diferenca entre as férmulas Va ((Cube(x) A Medium(z)) — -3y BackOf(y,x)) e
Vi ((Cube(z) A Medium(x)) — Jy ~BackO f(y,z))? (Néo afirmam a mesma coisa.)

4. As férmulas Vx (Tet(x) — Jy Iz Between(x,y, z)) e JyVz (Tet(z) — 3z Between(z,y, z))
significam coisas muito diferentes. O qué, precisamente?

Exemplo. No mundo

a férmula

VaVy ((Tet(x) A Small(z) A Tet(y) A Small(y)) — = =y)

é verdadeira (porqué? percebe o que a férmula afirma?) e
Va Yy ((Dodec(x) A Small(x) A Dodec(y) A Small(y)) = x = y)

também é verdadeira (porqué?). Por outro lado, Vz (Dodec(x) — x = b) parece afirmar uma
patetice mas é verdadeira, enquanto Vz (Dodec(x) <+ x = b) é falsa (sob que condigdes seria
verdadeira?). Claro que Vz ((Tet(x) A Small(z)) <+ z = b) ja é verdadeira.

Exemplo. As féormulas
3z Jy (Tet(x) A Larger(z,y))

Iz (Tet(x) A Jy Larger(x,y))

afirmam a mesma coisa de modos diferentes. As férmulas

Jz Jy (Cube(x) A Tet(y) A Larger(z,y))

Az (Cube(x) Ay (Tet(y) A Larger(z,y)))

também afirmam a mesma coisa de modos diferentes.

Teste. Quantos objectos teremos que acrescentar ao mundo
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para que a férmula 3z Iy (Tet(z) A Tet(y) A Larger(z,y) A BackO f(z,y)) seja verdadeira?

Apéndice: linguagens formais de primeira ordem e de ordem superior. Costuma-se
classificar o célculo proposicional como uma ldgica de ordem zero. Porqué? Porque nao permite
que os conjuntos sejam quantificados e que sejam elementos de outros conjuntos. O cédlculo de
predicados ja é uma légica de ordem superior: permite que os conjuntos sejam quantificados e
que sejam elementos de outros conjuntos. De que ordem?

Diz-se que um predicado tem ordem 1 se todos os seus argumentos sao termos (isto é, cons-
tantes, varidveis individuais ou valores de fungoes). Caso contririo, diz-se que tem ordem n+ 1,
onde n é a maior ordem entre os seus argumentos que nao sao termos. Por exemplo, em
S(x) ANT(S), o predicado S tem ordem 1 e o predicado T tem ordem 2. Em p(f(z)) A q(f), p
tem ordem 1, f tem ordem 1 e ¢ tem ordem 2.

Uma ldgica de ordem n é uma légica em cujas fbf’s todos os seus predicados tém ordem < n.

Tal como na linguagem Tarski ou na légica de predicados, uma linguagem de primeira ordem

(LPO) serve para descrever mundos da seguinte maneira:
e Cada nome deve designar um objecto.
e Nenhum nome pode designar mais do que um objecto.
e Um objecto pode ter védrios nomes, mas também pode nao ter nome.

As constantes sao simbolos referentes a objectos previamente fixados.

| Lingua Portuguesa | LPO |

| nome | constante (designacao, termo) |

Os stmbolos de predicado ou relacionais sao simbolos que designam propriedades dos objectos
ou relacoes entre objectos.

Por exemplo, podemos usar o simbolo FFEI, um simbolo de predicado undrio (ou seja, de
aridade um), para designar, no universo dos alunos da FCTUC, ser Estudante de Engenharia
Informatica. Outro exemplo: o simbolo <, um simbolo de predicado bindrio (ou seja, de aridade
dois), representa, no universo dos nimeros reais, ser menor do que.

20



Estruturas Discretas 1.2. Légica dos predicados

Lingua Portuguesa ‘ LPO ‘
O Pedro é estudante de Eng. Inf. | EEI(Pedro)
2 é menor que 1 2<1

Portanto, numa linguagem de primeira ordem, a cada simbolo de predicado estd associado
exactamente um ntimero natural — o ntimero de argumentos que ocorre no predicado, que se
designa por aridade. Além disso, cada simbolo de predicado ou relacional é interpretado por
uma propriedade bem determinada ou uma relagdo com a mesma aridade que o simbolo.

Uma sentenca atémica é uma sequéncia finita de simbolos, escolhidos entre as constantes, os

simbolos de predicados, os parénteses “(” e “)” e a virgula, da forma
P(c1), T(ci,e2), Rlcr,cz,c3)
onde ¢y, ¢z, c3 sao constantes e P, T, R sdo simbolos de predicados num vocabulario fixado.

Exemplos.

Lingua Portuguesa LPO ‘

A Rita é estudante de Matemadtica M (Rita)
O Nuno é mais velho do que o Pedro | MaisVelho(Nuno, Pedro)

A notagao usual é a prefiza: o simbolo de predicado escreve-se a esquerda. Excepcoes: com
o simbolo de igualdade = utiliza-se a notagao habitual ¢ = b; com os simbolos <, > também se
utiliza a notagao habitual: 1 <2, 2 > 1.

Portanto, com algumas excepgoes (predicados =, <,>), numa linguagem de primeira or-
dem as sentencas atomicas sao expressoes que se obtém escrevendo um simbolo de predicado
de aridade n, seguido de n constantes, delimitadas por parénteses e separadas por virgulas:
P(ci,ca,...,0n). As excepgoes (=, <,>) podem ser estendidas a outros simbolos. Note que a
ordem em que as constantes ocorrem é fundamental.

Especifica-se uma linguagem de primeira ordem fixando as constantes, os simbolos de pre-
dicado e os simbolos funcionais. Cada simbolo de predicado e cada simbolo funcional tem uma
aridade bem determinada. Uma linguagem de primeira ordem pode nao incluir simbolos funci-
onais, mas necessita sempre de simbolos relacionais. No entanto, em varios exemplos, o Uinico
simbolo relacional considerado é o da igualdade =.

As linguagens de primeira ordem podem assim distinguir-se entre si através das respectivas
constantes, simbolos de predicado e simbolos funcionais. Partilham os conectivos =, A, V,— e

< e os quantificadores V, 3.

Quando se traduz uma frase escrita em Portugués para uma sentenga numa linguagem de
primeira ordem, tem-se em geral uma linguagem previamente definida, em que se conhecem
a partida as constantes, os simbolos relacionais e (caso existam) os simbolos funcionais. No
entanto, hé situagdes em que hé que decidir quais as constantes, os simbolos relacionais e (caso

existam) os sfmbolos funcionais adequados para expressar o que se pretende.

Exemplo. Consideremos a frase O Nuno explicou o Tarski World ao Pedro.
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(1) Tomando o simbolo de predicado bindrio ExplicouT arskiW orld podemos escrever

ExplicouT arskiW orld(Nuno, Pedro).

(2) Tomando o sfmbolo de predicado terndrio Fxplicou podemos escrever

Explicou( Nuno, TarskiWorld, Pedro).

O poder expressivo da linguagem (2) é maior do que o da linguagem (1). De facto, conside-
rando a frase A Rita explicou o Boole ao Miguel, esta pode ser traduzida usando o simbolo de pre-
dicado ternario Explicou — terfamos Explicou(Rita, Boole, Miguel) — mas nao pode ser tra-
duzida usando o simbolo de predicado FxplicouT arskiW orld. O simbolo de predicado Fxplicou
é mais versatil do que os simbolos de predicado ExplicouT arskiW orld ou ExplicouBoole.

Para considerar as frases A Rita explicou o Boole ao Miguel no sdbado e No domingo, o Miguel
explicou o Boole ao Jodo podemos considerar um predicado quaterndrio Explicou(zx,y, z,w) —

que se lé “x explicou y a z no w” — e traduzir as duas frases consideradas para LPO:
Explicou(Rita, Boole, Miguel, sdbado)

Explicou(Miguel, Boole, Jodo, domingo).

Os simbolos funcionais sao simbolos que permitem obter outras designacoes para objectos.

Exemplos. (1) Jorge é pai do Nuno. Supondo que a afirmagao é verdadeira, Jorge e pai(Nuno)

sao duas designagoes diferentes para o mesmo individuo; pai é um simbolo funcional undrio.

(2) As expressoes 3 e ((141)+ 1) sdo duas designacoes diferentes do mesmo nimero natural; +
é um simbolo funcional bindrio.

As expressoes 1, (1 +1) e ((1+1) + 1) s@o termos. A defini¢ao de termo é a seguinte:
o Constantes sdo termos.

e Se F' é um simbolo funcional de aridade n e tq,ts,...,t, s80 n termos, entdao a expressao
F(ty,ta,...,t,) é um termo.

Numa linguagem de primeira ordem com simbolos funcionais

e Termos complexos obtém-se colocando um simbolo funcional n-ario antes de um n-tuplo de
n termos. Excepgao: certos simbolos funcionais bindrios escrevem-se entre termos, como

por exemplo + (por exemplo, (1 + 1)).

e Termos usam-se como nomes ou designagoes na formacao de sentencas atémicas.
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Exemplos de linguagens de primeira ordem usadas em Matematica.
(1) A Linguagem de Primeira Ordem da Teoria de Conjuntos. Na linguagem de primeira
ordem da Teoria de Conjuntos tem-se apenas dois simbolos de predicados, ambos binarios, = e
€. As sentengas atémicas nesta linguagem sao da forma a = b (lé-se “a é igual a V") e a € b
(le-se “(o elemento) a pertence ao (conjunto) b”), sendo a e b constantes individuais.

Por exemplo, supondo que a designa 2, b designa o conjunto N dos niimeros naturais e c

designa o conjunto dos numeros impares, tem-se:

aca sentenca falsa
a€b sentenca verdadeira
a€c sentenga falsa
b=c sentencga falsa.

(2) A Linguagem de Primeira Ordem da Aritmética. A linguagem de primeira ordem da
Aritmética contém duas constantes 0 e 1, dois simbolos relacionais binédrios = e < e dois simbolos
funcionais binérios + e x. Sao termos desta linguagem 0,1, (1+1), ((1+1)+1),(0x (1+1)),...

Os termos na aritmética de primeira ordem formam-se segundo as regras:
e As constantes 0, 1 sdo termos.
e Se t; ety sdo termos, também sdo termos as expressoes (t1 + t2) e (t1 X ta2).

e Sao termos apenas as expressoes que possam ser obtidas por aplicagao sucessiva dos passos

anteriores um numero finito de vezes.

As sentencas atémicas na aritmética de primeira ordem sao as expressdes que se podem

escrever usando os termos (no lugar das constantes) e os simbolos relacionais =, <:

e Se ty e ty sdo termos, sdo sentencas atomicas as expressoes t1 =t e t1 < to.

Leituras suplementares:

e James Hein, Discrete Structures, Logic and Computability, Capitulos 6, 7, 8.
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1.3. Raciocinio matematico, indugao e recursao

Para entendermos um texto matematico temos que compreender o que faz com que um argu-
mento esteja matematicamente correcto, isto é, seja uma prova. Uma prova é uma demonstragao
de que alguma afirmagao é verdadeira. Normalmente apresentamos provas escrevendo frases em

Portugués misturadas com equagoes e simbolos matemaéticos.
Quando é que um argumento matematico esta correcto?

Um teorema é uma afirmagao que se pode demonstrar ser verdadeira. Demonstra-se que um
teorema é verdadeiro com uma sequéncia de afirmacoes que formam um argumento, chamada
prova. Para construir provas, precisamos de métodos que nos permitam deduzir novas afirmacgoes
a partir de afirmacCes ja comprovadas. As afirmacoes usadas numa prova incluem os axiomas
ou postulados da teoria, as hipéteses do teorema a provar e teoremas previamente provados. As
regras de inferéncia sao as ferramentas para deduzir novas conclusoes e ligam os diversos passos
da prova. Recorde de 1.1 que um argumento do tipo

Ay
Ao

An
. B

é uma regra de inferéncia se A; A Ay A -+ A A,—B for uma tautologia. Por exemplo, é a

tautologia (p A (p—¢q))—¢q que estd por trds da regra modus ponens, como vimos na primeira
secgao. Vimos na altura, também, uma lista das regras de inferéncia mais usadas no raciocinio

matematico:

H Regras de inferéncia ‘ Tautologia Nome H

p
p—4q (p A (p—q))—4q Modus ponens (MP)
" q
-q
p—q (=g A (p—q))——p Modus tollens (MT)
- —p

p
.pVaq
PAgq

p—(pV q) Adicao (Ad)

(pAq)—p Simplificagao (S)

pVyq
-p ((pVq)AN—p)—q Silogismo disjuntivo (SD)

p—q
q—r ((p—q) A (g—7))—(p—r) | Silogismo hipotético (SH)

Lp—r
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Qualquer argumento elaborado com regras de inferéncia diz-se valido. Quando todas as
afirmagoes usadas num argumento vélido sao verdadeiras, podemos ter a certeza de chegar a uma
conclusao correcta. No entanto, um argumento valido pode conduzir a conclusoes incorrectas se

uma ou mais proposicoes falsas sao usadas no argumento. Por exemplo,

“Se 101 ¢é divisivel por 3 entdo 1012 € divisivel por 9. 101 € divisivel por 3. Logo,
1012 ¢ divisivel por 9.”

é um argumento vélido (baseado na regra MP) mas a conclusdo é falsa: 9 nao divide 1012 =
10201.

Noutro tipo de faldcias muito comum as conclusoes estao incorrectas porque os argumentos
nao sdo vélidos: apesar de aparentarem ser regras de inferéncia, na realidade nao o sao ( baseiam-

se em contingéncias e ndo em tautologias).

Exemplo 1. A proposi¢ao ((p—q) A ¢)—p nao é uma tautologia (é falsa quando p é falsa e ¢ é
verdadeira). No entanto, por vezes é usada como se fosse uma tautologia (este tipo de argumento

incorrecto chama-se faldcia de afirmar a conclusdo):

Se resolver todos os exercicios destes apontamentos, entdo aprenderd matemdtica
discreta. Aprendeu matemdtica discreta. Logo, resolveu todos os exercicios.

(E claro que pode aprender matemética discreta sem precisar de resolver todos os exercicios

destes apontamentos!)
Exemplo 2. A proposi¢ao ((p—q A —p)——g nao é uma tautologia, pois é falsa quando p é falsa

e q é verdadeira. E outro exemplo de proposigao que por vezes é usada como regra de inferéncia

em argumentos incorrectos (a chamada faldcia de negar a hipdtese):

Se resolver todos os exercicios destes apontamentos, entdo aprenderd matemdtica

discreta. Nao resolveu todos os exercicios. Logo, nao aprendeu matemdtica discreta.

(E claro que pode aprender matemadtica discreta sem ter resolvido todos os exercicios destes

apontamentos!)
Que métodos podemos usar para elaborar argumentos matematicos correctos?

Os matematicos usam diversos métodos para provar a validade de uma proposicao ou argu-

mento. Fagamos uma breve digressao, com exemplos, pelos mais comuns.

(1) Verificagao exaustiva. Algumas proposi¢oes podem ser provadas por verificagio exaustiva

de um numero finito de casos.
Exemplo 1. FEzxiste um nimero primo entre 890 e 910.
Prova. Verificando exaustivamente descobrirda que o 907 é primo. O

Exemplo 2. Cada um dos nimeros 288, 198 e 387 é divisivel por 9.

25



Estruturas Discretas 1.3. Raciocinio matematico, indugao e recursao

Prova. Verifique que 9 divide cada um desses niimeros. 0O

E claro que uma proposicao enunciada para um ndmero infinito de casos nao poderd ser
provada directamente por verificacdo exaustiva (por mais casos que consigamos verificar nunca
conseguiremos verificar todos...). Por exemplo, se tentarmos comprovar, com a ajuda do com-

putador, a famosa conjectura de Goldbach, que afirma que
qualquer inteiro par maior do que 2 pode escrever-se como soma de dois primos

nao encontraremos nenhum contra-ezemplo (isto é, um exemplo que refute a conjectura). Pelo
contrario, a medida que o inteiro par cresce, mais solu¢ées vamos encontrando para a partigao

do inteiro em dois primos.

Verificagao da conjectura para os inteiros pares entre 4 e 50:

4 pode ser expresso como 2+2

6 pode ser expresso como 3+3

8 pode ser expresso como 3+5

10 pode ser expresso como 3+7 ou 5+5

12 pode ser expresso como 5+7

14 pode ser expresso como 3+11 ou 7+7

16 pode ser expresso como 3+13 ou 5+11

18 pode ser expresso como 5+13 ou 7+11

20 pode ser expresso como 3+17 ou 7+13

22 pode ser expresso como 3+19 ou 5+17 ou 11+11

24 pode ser expresso como 5+19 ou 7+17 ou 11+13

26 pode ser expresso como 3+23 ou 7+19 ou 13+13

28 pode ser expresso como 5+23 ou 11+17

30 pode ser expresso como 7+23 ou 11+19 ou 13+17

32 pode ser expresso como 3+29 ou 13+19

34 pode ser expresso como 3+31 ou 5+29 ou 11+23 ou 17+17
36 pode ser expresso como 5+31 ou 7+29 ou 13+23 ou 17+19
38 pode ser expresso como 7+31 ou 19+19

40 pode ser expresso como 3+37 ou 11+29 ou 17+23

42 pode ser expresso como 5+37 ou 11+31 ou 13+29 ou 19+23
44 pode ser expresso como 3+41 ou 7+37 ou 13+31

46 pode ser expresso como 3+43 ou 5+41 ou 17+29 ou 23+23
48 pode ser expresso como 5+43 ou 7+41 ou 11+37 ou 17+31 ou 19+29
50 pode ser expresso como 3+47 ou 7+43 ou 13+37 ou 19+31

A seguinte figura, que mostra o cometa de Goldbach até ao nimero 2000 (isto é, o ndmero
de maneiras possiveis de escrever o inteiro par n como soma de 2 primos, para n de 4 até 2000)

reforga isso mesmo:

26



Estruturas Discretas 1.3. Raciocinio matematico, indugao e recursao

@

00 1000 1500 2000

Mesmo assim, nao poderemos garantir que a conjectura é verdadeira para qualquer inteiro par
maior do que 2 (tal como ninguém o conseguiu fazer até hoje!). De facto, verificar que uma dada
proposicao sobre os inteiros n é valida para muitos valores de n, ndo significa automaticamente
que a proposicao seja verdadeira para todo o n.

A conjectura de Polya é um exemplo relevante disso mesmo:

Um ntmero natural n diz-se de tipo par caso a sua factorizagao em primos tenha um nimero
par de factores, caso contrario diz-se de tipo impar. Por exemplo, os niimeros 4 e 24 sao de tipo
par (pois 4 =2 x2e 24 =2 x2x2x 3) enquanto 30 e 18 sdo de tipo {impar (pois 30 =2 x 3 x5
e 18 = 2 x 3 x 3). Seja P(n) o ntimero de naturais < n de tipo par e seja I(n) o ntimero de
naturais < n de tipo impar. Se verificarmos para alguns valores de n > 2 constataremos sempre
que

I(n) > P(n).

Em 1919, o famoso matematico Polya conjecturou a possibilidade desta proposicao ser verda-
deira. Depois de verificada para todo o n inferior a 1 milhao, mais matematicos se convenceram
dessa possibilidade. No entanto, em 1962, R. Sherman Lehman encontrou um contra-exemplo:
para n = 906 180 359, tem-se I(n) = P(n) — 1. O contra-exemplo mais pequeno foi entretanto
encontrado por Minoru Tanaka em 1980: é o nimero n = 906 150 257. Portanto, para qualquer
inteiro n no intervalo [2,906 150 256] tem-se de facto I(n) > P(n).

Mais adiante, estudaremos o método de inducao matemadtica que nos permite garantir a

validade de muitas afirmagoes para uma lista infinita de inteiros sem grande dificuldade.

(2) Prova de implicac¢bes (condicionais). A maioria dos teoremas que se provam em ma-

temdtica sao implicagoes (ou equivaléncias, que sdao conjungoes de duas implicagoes). A im-
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plicagao (“se p entdo ¢” ou “p implica ¢”) é uma afirmacdo condicional com hipdtese p e con-

clusao q. A sua contraposta é a afirmacao “se nao g entao nao p” e a sua reciproca é “se g entao

99
p’.
(2a) Prova directa. Como a maioria dos teoremas utilizados na prética da matemética sao
implicagoes, as técnicas para provar implicagoes sao muito importantes. Para provar que p = gq,
ou seja, que p — ¢ é uma tautologia, mostra-se que se p é verdadeira também ¢ o é: comegamos
por assumir que a hipétese p é verdadeira; depois tentamos encontrar uma proposi¢ao que resulte

da hipédtese e/ou factos conhecidos; continuamos deste modo até chegarmos & concluséo g.
Exemplo 3. Se m € impar e n € par entéo m —n € impar.

Prova. Suponhamos que m é impar e n é par. Entao m = 2k + 1 e n = 2[ para alguns inteiros
ke l. Portanto, m —n =2k +1— 20 = 2(k — 1) + 1, que é um inteiro {mpar. m|

Exemplo 4. Se n é impar entdo n® é impar.

Prova. Suponhamos que n é fmpar. Entao n = 2k + 1 para algum inteiro k. Portanto,
n? = (2k +1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k?® + 2k) + 1, que é um inteiro fmpar pois 2k% + 2k é um

inteiro. =

(2b) Prova indirecta. A seguinte tabela de verdade mostra que uma condicional e a sua

contraposta sao equivalentes:

P a|~a —p|p=q —g—p
V VIF F|V Y
V F|V F | F F
F V|F V|V Y
F FIV V|V Vv

Esta equivaléncia proporciona um método alternativo para provar uma implicacdo (o cha~

mado método indirecto).

Exemplo 5. Se n? ¢ par entdo n é par.

2

Prova. A contraposta desta afirmacao é “se n é impar entao n* é impar”, que é verdadeira pelo

Exemplo anterior. O
Teste (1 minuto). Prove as reciprocas dos Exemplo 4 e 5.

(2¢) Prova por contradi¢do (redugao ao absurdo). Da tabela de verdade da implicagao
decorre imediatamente que “se p entao ¢” é equivalente a “p e nao ¢ implica falso”:

P q p—=q|pA—q pA-g—F
V V V F V
V F F \Y; F
F V. V F V
F F V F V
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Portanto temos aqui mais um método alternativo de demonstrar uma implicacao: para provar
“se p entao ¢” é suficiente provar “p e nao ¢ implica falso”, ou seja, assumir p e g e depois
argumentar de modo a chegar a uma contradi¢ao (proposi¢ao sempre falsa, como vimos em 1.1).

Chama-se a esta técnica de demonstracao prova por contradi¢ao (ou por redugao ao absurdo).

Exemplo 6. Se n? ¢ impar entio n é impar.

2

Prova. Suponhamos, por absurdo, que n® é impar e n é par. Entao n = 2k para algum inteiro

k pelo que n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?) é também um inteiro par. Chegamos assim & conclusio

que n? é simultaneamente um inteiro par e impar, o que é uma contradicéo. O

Exemplo 7. Se 2|5n entdo n € par.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que 2|5n e n é impar. Entao 5n = 2d para algum inteiro d e
n = 2k + 1 para algum inteiro k. Juntando tudo obtemos 2d = 5n = 5(2k + 1) = 10k + 5. Logo

5 = 2d — 10k = 2(d — 5k), o que é uma contradi¢do pois afirma que 5 é um nimero par! 0O
Exemplo 8. /2 ¢ um nimero irracional.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que v/2 é racional. Entdo 2 = % para algum par de
inteiros p e ¢ (podemos assumir que a fracgdo p/q estd ja escrita na sua forma reduzida, isto
é, mde(p,q) = 1). Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade anterior obtemos
2¢% = p?, pelo que p? é par. Entdo, pelo Exemplo 5, p é par. Sendo p par, é claro que p? é
um multiplo de 4, ou seja, p? = 4k para algum inteiro k. Consequentemente, 2¢> = 4k, isto é,
¢*> = 2k é par, pelo que ¢ também é par. Chegdmos aqui a uma contradicdo: p e ¢ sdo pares
mas mdc(p, q) = 1. a

(3) Prova de equivaléncias (“se e s6 se”; abreviadamente “sse”). Uma proposi¢ao da

forma p < g (“p se e 86 se ¢”) significa a conjuncdo de “p implica ¢” e “q implica p”. Portanto,

é preciso apresentar duas provas. Por vezes, estas provas podem ser escritas como uma sé prova
“ 7

na forma “p sse r sse s sse ... sse ¢, onde cada “... sse ...” é conclusao evidente da informagao

anterior.

Exemplo 9. n € par se e sé se n> —2n + 1 € impar-

Prova.
n é par sse n = 2k para algum inteiro k (definicdo)
sse n—1=2k—1 para algum inteiro k (dlgebra)
sse n—1=2(k—1)+ 1 para algum inteiro k — 1 (&lgebra)
sse n —1é fmpar (defini¢ao)
sse  (n—1)? é fmpar (Exemplo 4 e Teste)
sse n?—2n+1é fmpar (&lgebra) O
Muitas vezes um teorema afirma que determinadas proposigoes p1, pa, - - - , Pn 820 equivalentes,
isto é, que p; <> pa <> -+ < p, é uma tautologia (o que assegura que as n proposicoes tém a

mesma tabela de verdade). Uma maneira de provar o teorema é usar a tautologia

(p1 ¢ p2 > -+ < pn) < ((P1—p2) A (P2—=p3) A=+ A (P—p1))
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que assegura a equivaléncia

(p1 <> p2 & -+ < pp) = ((P1—=p2) A (P2—=p3) A= A (P—D1))-

Exemplo 10. Para cada inteiro n as proposi¢oes sequintes sao equivalentes:
(i) n € impar.
(ii) n? € fmpar.

(iii) n? —2n+1 € par.

Prova. Para provar a equivaléncia das trés assergoes, basta provar que as implicagoes (i)— (ii),
i)—(iii) e (iii)—(i) sdo verdadeiras:
i)—(ii): Provada no Exemplo 4.

(i

(

(ii)—(iii): Se n? é fmpar entdao n? + 1 é par. Como 2n é sempre par, entdao n? — 2n 4 1 é par.
(iii)—(i): No Exemplo 6 provamos que se n é par entdo n?> — 2n + 1 é fmpar. A implicagao
(

iii)—(i) é a sua contraposta, pelo que também é verdadeira. O

(4) Prova de proposi¢gdoes com quantificadores. A maneira mais 6bvia de provar uma
afirmagao de existéncia JxP(x) é determinar um objecto particular a para o qual P(a) é V.
Por exemplo, para provar que existe um ntmero irracional basta mostrar que v/2 é irracional
(como fizemos no Exemplo 8). Mas as vezes nao é ficil ou possivel determinarmos explicitamente
esse objecto e temos entao que adoptar uma estratégia menos directa, como o exemplo seguinte

ilustra:
Exemplo 11. FExistem irracionais r, s tais que r° € racional.

Prova. Consideremos dois casos.
Caso 1. Se V2" é racional, podemos tomar r = s = v/2 e o resultado estd provado.

Caso 2. Se ﬂ\/ﬁ ¢ irracional, podemos considerar r = ﬁ\/ﬁ e s = /2, pois nesse caso
V2
= (V2= (V)RR = (VR =2
e o resultado esta provado. O

Observe que nesta prova nao sabemos qual das duas possibilidades se verifica pelo que nao
exibimos um par especifico de irracionais r, s tais que r° é racional. Limitdmo-nos a mostrar
que tal par existe. Esta prova é também um exemplo de uma prova por casos, outra técnica de
demonstracao muito util.

Como poderemos provar uma afirmacao universal VaP(z)? Uma possibilidade é tomarmos

um z arbitrario e mostrar que satisfaz a propriedade P. Por exemplo:

Exemplo 12. (Vn € N)(3m € N)(m > n?).
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2

Prova. Seja n um nimero natural arbitrario. Entdo n? é um ntmero natural e m = n? + 1

também. Como m > n?, isto mostra que (Im € N)(m > n?) é uma proposicio verdadeira. O

Note que ao iniciarmos a prova dizendo “Seja n um nimero natural arbitrario”, entao usamos
sempre o simbolo n ao longo da prova para representar esse niimero e assumimos que o seu valor

permanece constante (ndo impondo no entanto nenhuma restri¢ao a esse valor).

Proposigoes da forma VazP(z) sdo as vezes provadas pelo método da contradi¢ao: assumindo
- VaP(x), obtemos um z tal que =P(x) (porque = VaxP(x) = Jx—P(z)). Temos assim uma
maneira de comecar a prova. A dificuldade pode estar em termind-la, isto é, em obter uma

contradigao...

(5) Prova por induc¢@o matemadtica. A que é igual a soma dos n primeiros inteiros positivos

impares? Paran =1,2,3,4,5,6 tem-se

1=1,
1+3=4,
14+3+5=09,

1+3+5+7=16,
1+3+5+7+9=25.

s
5
4
3 3
% 2
2 v 1 1

Destes valores particulares é razodvel conjecturar? que a soma, para qualquer n, deverd ser

igual a n%. O método de inducio matemdtica permite-nos provar facilmente que esta conjectura
estd correcta®. Trata-se de um método muito potente para provar assercoes deste tipo, enunci-
adas sobre o conjunto N dos naturais. Baseia-se na observagao ébvia que todo o subconjunto

nao vazio de N tem um elemento minimo e no seguinte:

4Veja www.mat .uc.pt/~picado/ediscretas/somatorios/Matematica_sem palavras files/soma_impares.html.
5 Assim como todas as outras em www.mat.uc.pt/~picado/ediscretas/somatorios.
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Base do Principio de Indugao Matemadtica. Seja S C N, 1 € S e suponhamos que k € S
implica k +1 € S. Entao S =N.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que S # N. Entdo N\ .S # & logo tem um elemento minimo
m. Como 1 € Sem ¢S, entdo m > 1. Portanto, m — 1 é wm natural e pertence a S (pois m
é o minimo de N\ S). Logo, por hipétese, (m — 1) + 1 € S, isto é, m € S. Chegamos assim a

uma contradicdo: m ¢ S e m € S. Em conclusdo, S = N. |

Principio de Indugao Matematica (PIM). Seja P(n), n € N, uma proposi¢ao. Para provar

que P(n) € verdadeira para qualquer n € N basta:
(1) (Passo inicial) Mostrar que P(1) é verdadeira.

(2) (Passo indutivo) Mostrar que a implica¢io P(k)—P(k 4+ 1) € verdadeira para qualquer
keN.

Prova. Suponhamos que os dois passos foram provados. Seja S = {n | P(n) é verdadeira}. O
passo inicial garante que 1 € S; por outro lado, o passo indutivo garante que k € S implica
k+ 1€ S. Entao, pela Base do PIM, podemos concluir que S = N. O

No passo indutivo, P(n) chama-se hipdtese de indugao.

Exemplo 13. Para qualquer natural n, a soma dos n primeiros inteiros positivos impares é

igual a n?.
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Prova. Seja P(n) a proposicao

143454+ (2n—1) =n2

n parcelas

P(1) é claramente verdadeira: 1 = 12. Assumindo que P(k) é verdadeira, provemos que P(k+1)

é verdadeira (para qualquer k > 1). O membro esquerdo de P(k + 1) é:

14345+ +2k—1)+2k+1) =14+34+5+---+2nk—-1))+(2k+1)
=k*+ (2k+1) (hip. indugao)
= (k+1)? (4lgebra)

que é o membro direito de P(k + 1). Portanto, P(k + 1) é verdadeira e, pelo PIM, segue que

P(n) é verdadeira para qualquer n. O

Exemplo 14. Para qualquer natural n, a soma dos n primeiros inteiros positivos pares € igual

an?+n.
Prova. Seja P(n) a identidade

244464+---+2n=n>+n.

n parcelas

Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer n € N. Pelo método de indugdo matemética

teremos que mostrar duas coisas:
(1) P(1) é V: E 6bvio, pois a identidade P(1) resume-se a 2 = 12 + 1.
(2) A implicagao P(k) — P(k + 1) é V para qualquer k > 1: Suponhamos que P(k) é V, isto é,

24446+ +2k=k>+k.

Entao
244464+ +2k+2k+2) =k +k+2k+2=(k+1)* +k+1,

o que mostra precisamente que P(k + 1) também é V. O

Exemplo 15. Seja f : N—=N definida por

1 sen=1
f(n):{ fln—1)+n? sen#1.

n(n+1)2n+1)
6

Entdo f(n) = para qualquer n € N.

Prova. Seja P(n) a proposicao f(n) = n(n+1)(2n+1)/6. Como f(1) =1e 1(14+1)(24+1)/6 =1,
entdo P(1) é verdadeira. Assumindo que P(k) é verdadeira, provemos que P(k+1) é verdadeira.
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O membro esquerdo de P(k+ 1) é:

1.3. Raciocinio matematico, indugao e recursao

flh+1)=f(k+1-1)+ (k+1)? (definicio de f)
= f(k) + (k+1)? (algebra)

k(k +1)(2k + 1)

+ (k+1)? (hip. indugao)

6
2

(k4—1ﬂ2k64—7k—+6) (dlgebra)

(k+1)(k 2 2)(2k + 3) (4lgebra)

(k+1)((k+1) + )20k +1) + 1) (dlgebra)

que é o membro direito de P(k + 1).

P(n) é verdadeira para qualquer n.

6

Portanto, P(k + 1) é verdadeira e, pelo PIM, segue que
O

Teste. Usando indugao matematica, prove as férmulas:

1
(a) 1+2+3—|—---—|—n:§n(n—|—1).

(b) 14+2+3+4---

+(n=1)4+n+n—-1)++3+2+1=n2

1
I+24+3+4+5+6+7+8+9+10=10(10+1)

1 1 1

1
Exemplo 16. Para qualquer naturaln, — 4+ — +---+ —=1— —.

2 22 2m 2

Prova. Seja P(n) a identidade

1
+

1 1 1
4+ —=1- =

2 22 on on’

n parcelas

Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer n € N. Pelo método de indugdo matemética

teremos que mostrar duas coisas:
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, 1 1
(1) P(1) é V: E 6bvio, pois a identidade P(1) resume-se a 5= 1- 7

(2) A implicacdo P(k) — P(k+ 1) é V para qualquer k > 1: Suponhamos que P(k) é V, isto é,

1 1 1 1
st t o tm =1
Entao
1 1 1 1 1 1 1 1 2—-1 1
sttt gt L (g ge) =L e = e
o que mostra precisamente que P(k + 1) também é V. O

Exemplo 17. Para qualquer natural n,
143+54+7++(2n=3)+2n—1)+(2n—3)+ - +7+5+3+1=n>+(n—1)°

Prova. Seja P(n) a identidade
1+3454+7+-+2n-3)+2n—1)+2n—3)+ - +7+5+3+1=n>+(n—1)%

Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer n € N. Pelo método de indugdo matemética
teremos que mostrar duas coisas:

(1) P(1) é V: E 6bvio, pois a identidade P(1) resume-se a 1 = 12 + 02,

(2) A implicacao P(k) — P(k+ 1) é V para qualquer k > 1: Suponhamos que P(k) é V, isto é,

14+34+54+7+ - +2k-3)+2k—1)+ 2k —3)+---+7+5+3+1=k*+ (k- 1)%
Entao
14345+ +2k-3)+2k—-1)+2k+1)+2k—1)+(2k—3)---+5+3+1=
=P+ k-1 +k+1D)+2k—-1) =k +(k—1)>+4k =k* + k* — 2k + 1 + 4k =
=+ +2k+1=(k+1)?+&?

o que mostra precisamente que P(k + 1) também é V. O

E f4cil adaptar a demonstracao da Base do PIM para que este funcione também para pro-

posigoes P(n) onde n € {a,a+1,...}:

Principio de Indu¢do Matematica (PIM). Seja P(n), n € {a,a+1,...}, uma proposi¢do.

Para provar que P(n) € verdadeira para qualquer n > a basta:

(1) (Passo inicial) Mostrar que P(a) ¢é verdadeira.

(2) (Passo indutivo) Mostrar que a implicagio P(k)—P(k + 1) € verdadeira para qualquer
k> a.

Em algumas situagoes pode ser dificil definir um objecto de modo explicito e ser mais facil
defini-lo em fungao dele proprio. A este processo chama-se recursdo e pode ser usado para definir
sequéncias, sucessoes e conjuntos. Por exemplo, a sequéncia das poténcias de 2 pode ser definida
explicitamente por a,, = 2" paran = 0,1,2,..., mas também pode ser definida recursivamente
pelo primeiro termo ayp = 1 e pela regra que permite definir um termo a custa dos anteriores:
ap4+1 = 2a, paran =0,1,2,....

Portanto, podemos definir uma funcao sobre os inteiros nao negativos
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e especificando o valor da fungdo em 0 e

e dando uma regra que permita calcular o seu valor num inteiro a partir dos valores em
inteiros menores.

Tal definigdo chama-se uma definicdo recursiva ou indutiva.

Teste (1 minuto). Encontre uma definigdo recursiva da funcao factorial

fr)=nl=nxn-1)x(n—2)x---x2x1L

As defini¢Ges recursivas sao também utilizadas frequentemente para definir conjuntos. Nesse
caso, especifica-se um colecgao inicial de elementos como pertencendo ao conjunto que se pretende
definir, e depois especificam-se as regras de construgao dos elementos do conjunto a partir de
elementos que ji se sabe estarem no conjunto. Foi o que fizemos, quando logo na Secgao 1.1
definimos deste modo o conjunto das férmulas bem formadas do calculo proposicional. Os
conjuntos definidos deste modo ficam bem definidos e os teoremas sobre eles podem ser provados
usando a definigcao recursiva.

Exemplo. Seja S o conjunto definido recursivamente por
e 3eS,
e SexeSeye Sentaoxr+y € S.

Mostre que S é o conjunto dos inteiros positivos divisiveis por 3. (Assume-se implicitamente
neste tipo de definigcoes que um elemento s6 pertence a S se puder ser gerado usando as duas
regras na defini¢ao de S.)

Prova. Seja C o conjunto de todos os inteiros positivos divisiveis por 3. Para provar a igualdade
C = S temos que verificar as inclusoes C C S e S C C.

C C S: Provemos por indugao matematica que todo o inteiro positivo divisivel por 3 pertence
a S. Para isso seja P(n) a proposicao “3n € S”. O passo inicial P(1) é verdadeiro pela
primeira regra da definigio recursiva. Para estabelecer o passo indutivo, assumimos que P(n) é
verdadeira, ou seja, que 3n € S. Mas entdo, como 3 também pertence a S, pela segunda regra

da defini¢ao recursiva, 3n + 3 = 3(n + 1) também estd em S.

S C C': Basta mostrar que as regras de definicao de S s6 geram elementos que estao contidos
em C. A primeira é evidente: 3 € C. Quanto a segunda, se x,y € S sdo divisiveis por 3 entao

x + y também é divisivel por 3, o que completa a prova. O
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2. Algoritmos

2.1. Algoritmos e sua complexidade

Na matematica discreta abordamos muitos tipos de problemas. Em muitos deles, para chegarmos
a solugao, temos que seguir um procedimento que, num ntmero finito de passos, conduz a tao
desejada solucdo. A uma tal sequéncia chama-se algoritmo®. Um algoritmo é um procedimento

para resolver um problema num numero finito de passos.

Exemplo. O problema da determinacao do maior elemento numa sequéncia finita de inteiros

pode ser facilmente descrito por um algoritmo, formulado em portugués da seguinte maneira:

e Tome o mdzximo tempordrio igual ao primeiro inteiro da sequéncia. (O méximo tempordrio

serd o maior inteiro encontrado até ao momento, em cada passo do procedimento.)

e Compare o inteiro seguinte na sequéncia com o méaximo temporédrio, e se for maior, tome

0 maximo temporario igual a esse inteiro.
e Repita o passo anterior se existirem mais inteiros na sequéncia.

e Pare quando chegar ao fim da sequéncia. O méximo temporario serd entao o maior inteiro

da sequéncia.

Abreviadamente:

procedure mazxz(ay,as,...,a, : inteiros)
max := ay
fori:=2ton

if max < a; then max := a;

{maz é o maior elemento}

E claro que um algoritmo pode ser formulado explicitamente numa qualquer linguagem de
computagao, mas nesse caso s6 poderemos utilizar expressoes validas dessa linguagem. Exempli-
fiquemos isso convertendo cada linha do algoritmo acima em cédigo Maple”. Podemos considerar
uma lista de niimeros como um vector (matriz). Para usar esta funcionalidade no Maple temos

primeiro que abrir a package de Algebra Linear linalg:

60 termo algoritmo deriva do nome al-Khowarizmi de um matemético persa do século IX, cujo livro sobre
numerais hindus esteve na base da notagao decimal moderna que hoje utilizamos.

7Se estiver interessado no programa de célculo simbélico Maple recomendamos a leitura do manual Maple
Ezperiments in Discrete Mathematics de James Hein (www.cs.pdx.edu/~jhein/books/MapleLabBook09.pdf).
Alternativamente, recomendamos, na biblioteca do DMUC, o livro Ezploring Discrete Mathematics with Maple

de Kenneth Rosen (o mesmo autor do manual indicado na Bibliografia do curso).
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> with(linalqg) :

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

Continuando:

[> with(linalg) :

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

Max := proc(t::array)
local max, max temp;
max := t[1l];
for max_temp from 1 to wvectdim(t) do
if t[max_temp] > max then
max := t[max_temp]
£i;
od;
BETURN ( [max]) ;
end:

VYV Y Y Y Y Y Y Y Y

Fica assim traduzido o algoritmo em Maple. Dando como input uma qualquer sequéncia ¢

> t := array(l..10, [1,20,45,3,2,10,99,98,45,32]);
t=[1,20.45.3,2, 10,99, 98, 45, 32]

basta mandar calcular Max(t):

[>» Max(t) ;

[99]

Em geral, os algoritmos tém caracteristicas comuns:
e Entrada (Input): conjunto de valores de entrada, definidos num determinado conjunto.

e Saida (Output): a partir de cada conjunto de valores de entrada, um algoritmo produz
valores de saida num determinado conjunto. Estes valores de saida contém a solugao do

problema.
e Precis&o: os passos do algoritmo tém que estar definidos com precisao.

e Finitude: o algoritmo deve produzir os valores de saida ao cabo de um numero finito de

passos.
e Realizavel: deve ser possivel realizar cada passo do algoritmo em tempo 1til.

e Generalidade: o procedimento deve ser aplicavel a todos os problemas da forma desejada,

e nao somente a um conjunto particular de valores de entrada.

Algoritmos recursivos. Encontramos muitas vezes algoritmos recursivos quando pretende-
mos resolver problemas discretos. Um algoritmo chama-se recursivo se resolve um problema

reduzindo-o a uma instancia do mesmo problema com input mais pequeno.
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Uma definigao recursiva exprime o valor de uma fungdo num inteiro positivo em termos dos
valores da fungao em inteiros mais pequenos. Isto significa que podemos ter sempre um algoritmo

recursivo para calcular o valor de uma fungao definida por recursao. Por exemplo:

Teste. Especifique um algoritmo recursivo para calcular a poténcia a” de um nimero real a

para qualquer inteiro nao negativo n.

Solugao. A definigao recursiva de a” diz-nos que a"*! = a x a™ e a® = 1 (condigao inicial).

Entao podemos fazer:

procedure potencia(a : nimero real # 0,n : inteiro ndo negativo)
if n = 0 then potencia(a,n) :=1

else potencia(a,n) := a * potencia(a,n — 1)

Também nao é dificil especificar um algoritmo recursivo para o cdlculo do maximo divisor

comum de dois inteiros:

procedure mdc(a, b : inteiros nao negativos com a < b)
if a =0 then mdc(0,b) :=b
else mdc(a,b) ;== mde(b mod a,a)

H4 outro modo de calcular a fungéo poténcia f(n) = a™ a partir da sua definigdo recursiva:
em vez de reduzir sucessivamente o calculo a inteiros mais pequenos, podemos comecar com o
valor da fungdo em 1 e aplicar sucessivamente a defini¢ao recursiva para encontrar os valores
da func¢ao em numeros sucessivamente maiores. Tal procedimento diz-se iterativo. Por outras
palavras, para calcular a™ usando um processo iterativo, comecamos em 1 e multiplicamos

sucessivamente por cada inteiro positivo < n:

procedure potencia iterativa(a : ntimero real # 0,n : inteiro positivo)
r:=1
fori:=1ton

Ti=a*xx

{z é a™}

Apresentemos mais um exemplo. A famosa conjectura de Collatz (ou conjectura “3x+1"),
que até hoje ninguém conseguiu provar (1), afirma que se pegarmos num inteiro x arbitrario, e
se iterarmos sucessivamente a fungao
€z .
— se x é par
2

flx) =

3r+1 sex éimpar

chegaremos inevitavelmente ao inteiro 1 ao cabo de um numero finito de passos.
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r:=mn
while xz # 1 do

elsexr:=3r+1

procedure Collatz(n : inteiro positivo)

if © mod 2 =0 then z :=z/2

Se simularmos este algoritmo para os primeiros 200 inteiros e contarmos o nimero de iteragoes

necessarias para levar a funcao até 1 obtemos a seguinte tabela:

Verificacao da conjectura para os primeiros 200 inteiros:

0,
20,
13,
11,
14,
30,
87,
20,
920,
23,
124,
106,

1,
20,
21,
11,
14,
30,
12,
95,
15,
85,
31,
106,

7, 2, 5, 8, 16, 3, 19,
7, 7, 15, 15, 10, 23, 10,
21, 21, 34, 8, 109, 8, 29,
112, 112, 19, 32, 19, 32, 19,
102, 22, 115, 22, 14, 22, 22,
ir, 30, 17, 92, 17, 17, 105,
38, 12, 100, 113, 113, 113, 69,
20, 46, 108, 108, 108, 46, 7,

41, 15, 15, 103, 103, 23, 116,
36, 36, 36, 54, 10, 98, 23,
31, 31, 80, 18, 31, 31, 31,
106, 44, 13, 119, 119, 119, 26,

6,
111,
16,
19,
35,
105,
20,
121,
116,
23,
18,
26,

Por exemplo, para n = 27 sao necessarias 111 iteragoes:

14,
18,
16,
107,
35,
12,
12,
28,
116,
111,
18,
26,

23,
111,
93,
119,

104,

23,
111,
93,

17,
106,
11,
27,
110,
25,
20,
28,
15,

18,

[22] — [e2] — [2] — [124] — [e2] — [51] — [94] — [#7] — [1s2] —

—~|214|—~|1n?|—~|322|—~|151|—~|4s4|—~|242|—~|121|—~

o] — [22] — [51] — 2] — 5] — [522] — 28] —

[102] — [210] — [155] — [468] — [223] — [700] — [250] —

[175] — [5268| — [283] — [730] — [235] — [1188] — [532] —

[1780] — [830] — [245]| — [1336] — [es8] — [324] — [167] —

[s02] — [251] — [754] — [377] — [1132] — [=568] — [282] —

[eso| — [425]| — [1276| — [638] — [313]| — [9s58] — [473]| —

[1238] — [713] — [z158] — [1073] — [3238] — [1613] — [2858] —

[z229] — [7288]| — [3644| — [1822| — [511] — [2734] — [1367] —

[4102] — [z051]| — [6154| — [2077 | — [9232]| — [46168] — [2308] —

[1154] — [577] — [1732] — [868]| — [422] — [1200] — [650] —

[525] — [o76] — [488] — [244] — [322] — [€1] — [14] —

[52] — [26] — [22] — [z0] — [s5] — [106] — [52] — [160] —
[se] — [20] — [20] — [1o] — [5] — [z€] — [e] — [&] — [2] — [
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24,
27,

25,
33,
41,
23,
49,
18,

12

13,
24,
14,

25,
33,
15,
36,
10,
44,
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Desde o valor inicial 27 até 1 a fungdo atinge um pico na 77% iteragdo com o valor 9232. Grafi-

camente:
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Para n = 3 a sequéncia é muito mais curta, bastam 7 iteragoes:

] —[o] =[] =Ll = [E] = [ —= [ =[]

Eficiéncia de algoritmos. Além de produzir uma solugao satisfatoria e precisa para o problema

que pretende resolver, um algoritmo tem que ser eficiente (em termos de velocidade de execugao).

Um dos objectivos da algoritmia consiste em medir a eficiéncia de algoritmos. Muitas vezes

dispomos de diferentes algoritmos que resolvem correctamente o problema, mas algum poderd
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ser mais eficiente que os outros. Uma medida de eficiéncia sera, claro, o tempo dispendido por
um computador para resolver o problema executando o algoritmo.

Seja P um problema e A um algoritmo para resolver P. O tempo de execu¢do de A pode
ser analisado contando o niimero de determinadas operacoes que sao efectuadas durante a sua

execucgao. Esta contagem pode depender do tamanho do input.

Exemplos. (1) No problema da determinagdo do elemento méximo de uma sequéncia com
n elementos, serd natural tomar como medida de eficiéncia o nimero de comparagoes entre
elementos, que dependera evidentemente de n. Calculemos esse nimero. Para encontrar o
elemento maximo, o maximo temporario comecga por ser igual ao termo inicial da sequéncia.
Em seguida, depois de uma comparagao ter sido feita para verificar que o final da sequéncia
ainda nao foi atingido, o maximo temporario é comparado com o segundo termo da sequéncia,
actualizando o maximo temporario para este valor, caso seja maior. O procedimento continua,
fazendo mais duas comparagoes no passo seguinte. Como sao feitas duas comparacoes em cada
um dos passos (desde o segundo termo da sequéncia até ao ultimo) e mais uma comparagao é

feita para sair do ciclo (quando i = n + 1), séo feitas ao todo
2n—1)+1=2n—-1

comparacoes.

(2) Se P consiste em verificar se um determinado objecto pertence a uma dada lista, serd também

natural contar o nimero de comparagoes efectuadas por A, que dependera do tamanho da lista.

(3) Para resolver o problema da ordenagao de listas existem diversos algoritmos de ordenagéo,
entre os quais o chamado algoritmo da inser¢do. A ideia por detras deste algoritmo consiste em
dividir a lista L que se pretende ordenar em duas sublistas. A sublista L, inclui os elementos
de L ja ordenados e a sublista Ly, que é um sufixo da lista inicial, inclui os elementos de L
ainda nao analisados. Cada passo do algoritmo consiste na insercao do primeiro elemento de Lo

ordenadamente na lista L; e, claro, na sua remocao da lista L. O algoritmo inicia-se com
L, = {Primeiro[L]} e Ly = Resto[L]

e termina quando Ly = &. No caso dos algoritmos de ordenacao é tipico tomar-se como medida
de eficiéncia o nimero de comparagoes entre elementos. Claro que o nimero de comparagoes
depende da lista dada inicialmente.

Simulemos o algoritmo para a lista inicial
(s,8,6,2,5,4,10,9,7,1]

As seguintes figuras dao uma visao dindmica da ordenagao sucessiva efectuada pelo algoritmo.
As Dbolas verdes correspondem a elementos ja ordenados (ou seja, elementos da sublista L),

enquanto que as vermelhas correspondem aos elementos ainda nao ordenados da sublista Ls.
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2 4 [ [] 0 3 i [ [] 10

2,3,4,5,6,8,10,9,7, 1 2,3,4,5,6,8,9,10,7, 1

2 ] 3 [] 0 2 ] 3 [] n

2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 1 1,2,3,4,5,6,7,8,09, 10

Em todos estes exemplos, a analise da eficiéncia baseia-se na contagem do numero de com-
paragoes a realizar, o que obviamente depende do tamanho da lista. Para determinar essa

eficiéncia é costume considerar dois casos:
e pior situacdo (ou seja, situagdo mais desfavordvel dos dados)
e situacao média.

Um input no caso da pior situagdo é um input que leva A a executar o maior nimero de
operagoes. No caso da determinagdo do elemento méximo de uma sequéncia (exemplo (1)),
fixado o comprimento n da sequéncia, a pior situagao acontece para qualquer lista de nimeros
(pois o numero de comparagoes é constante, igual a 2n — 1). No exemplo (2) a pior situacao
serd uma lista que nao contém o objecto procurado.

No caso do algoritmo de insergéo (exemplo (3)), a pior situacao é quando a lista dada estd
ordenada por ordem inversa.

A andlise na situa¢ido média obriga a consideracoes probabilisticas pois é necessario atribuir
a cada situacdo uma probabilidade. Muitas vezes considera-se que as situagoes tém todas a

mesma probabilidade (a distribuicdo das mesmas é entao uniforme).
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Estudemos um pouco o caso da pior situagao. Seja T4(n) o tempo de execu¢do méaximo de
A para inputs de tamanho n. A fungdo T4 chama-se a funcdo da pior situacdo para A. Um
algoritmo A para resolver um problema P diz-se optimal na pior situacao se qualquer algoritmo
B que resolve P satisfaz

Ta(n) <Tp(n) para qualquer n € N.

Uma drvore de decisao para um algoritmo é uma arvore cujos nds representam pontos de

decisao no algoritmo e cujas folhas representam os resultados.

Teste. Dado um conjunto de nove moedas, uma das quais é mais pesada que as outras, use

uma balanga de dois pratos (sem pesos) para determinar a moeda mais pesada.

Solugado. Denotemos as moedas por 1,2,...,9 (e por P a mais pesada). Podemos fazer a
seguinte sequéncia de pesagens (cada né interno representa uma pesagem; os ntmeros de cada
lado de cada né interno representam os conjuntos de moedas colocados em cada prato da balanga,

na respectiva pesagem; P =1, P =2,..., P =9 sdo os 9 resultados possiveis):

Esta 4rvore tem profundidade trés®, o que significa que, neste algoritmo, o caso da pior
situacao sao 3 pesagens.

Sera o algoritmo optimal na pior situacao? Em cada pesagem pode acontecer uma de trés
coisas: o prato da esquerda estd mais pesado, o prato da direita estd mais pesado ou os pratos
estao equilibrados. Portanto, neste tipo de problemas com balangas, as arvores de decisao sao
terndrias (em cada né haverd no méximo trés ramos). Uma drvore ternaria de profundidade d

tem, no maximo, 3¢ folhas. Como hd 9 possiveis resultados, entéo

3% > 9, isto 6, d > logs 9 = 2.

Portanto, podera haver, eventualmente, algum algoritmo cuja arvore tenha profundidade 2.
E, de facto, ha:

8 A profundidade de uma arvore é o comprimento do maior caminho desde a raiz da &rvore até as folhas. Na
arvore em questao, desde a raiz até as folhas hd caminhos com um ramo (no caso da folha P = 9) ou trés ramos

(nas restantes folhas). Mais tarde, quando estudarmos os grafos, estudaremos as drvores com mais cuidado.
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P=1 P=2 P=3 P=7 P=8 P=9 P=4 P=5 P=6

Pela discussao acima podemos agora concluir que este é um algoritmo optimal na pior si-
tuacao (2 pesagens).

Teste. Dado um conjunto de nove moedas, uma das quais é defeituosa (mais pesada ou mais
leve que as outras), determine um algoritmo optimal na pior situagdo para balancas de dois
pratos (sem pesos) que determine a moeda defeituosa e dé como output se a moeda é mais

pesada ou mais leve.

Solucgao. Comecemos por determinar um minorante para a profundidade da arvore de decisao.
Denotemos as moedas por 1,2,...,9 e usemos a letra P quando a moeda defeituosa for mais

pesada e a letra L caso contrario. Existem assim 18 resultados possiveis:
1P, 1L,...,9P,9L.
Uma érvore de decisdo ternaria com profundidade d terd no maximo 3¢ folhas, donde 3¢ > 18,
isto é,
d > logs 18 > [logs 18] = 3.

(A funcao [—] : R — N nos ndmeros reais é a chamada fungéo tecto (ceiling) e aplica cada
ntimero real x no menor inteiro [x] tal que [z] > x. De modo andlogo, podemos definir a
fungao chdo (floor) |—] : R — N que a cada real = faz corresponder o maior inteiro |z] < x.
Por exemplo, || =0, [3]=1, [-3] =-1,[-3]1=0.)

Portanto, qualquer algoritmo que resolva o problema terd sempre que efectuar pelo menos 3

pesagens. No algoritmo seguinte esse valor é igual a 3:

123 456

1P 2P 3P 6L 5L 4L 7P 8L 9L 9P 8P TL 4P 5P 6P 3L 2L 1L
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Portanto, este é um algoritmo optimal para a pior solugao.

O Maple tem algumas ferramentas que permitem medir a performance de um algoritmo.
Nomeadamente, com a funcao time(-) que indica a hora actual, é facil medir o tempo de CPU
(Unidade de Processamento Central) que uma funcédo leva a calcular um resultado:

ha := time():
Funcaoqualquer (x) :
> time() - ha;

Vamos agora usar estas fungdes para comparar dois algoritmos (ver Exercicios 11 e 12 da
ficha pratica) que calculam o valor de um polinémio p(x) = ag + a12 + a22? + - - - + a, 2™ num

ponto especifico ¢, ou seja, o niimero p(c) = ag + aic + azc® + - - - + a,c®. Os valores de entrada

s80 o numero c e a lista de coeficientes ag, a1, as, ..., a, do polinémio.
> Polinomio := proc(c::float, coef::list)
> local potencia, i, y;

> potencia := 1;

> y := coef[1];

> for i from 2 to nops(coef) do

> potencia := potenciaxc;

> y =y + coef[i] * potencia;

> od;

> RETURN(y) ;

> end:

> Horner := proc(c::float, coef::list)

> local i, y;

> y := coef [nops(coef)];

> for i from nops(coef)-1 by -1 to 1 do
> y 1=y * c + coef[i];

> od;

> RETURN(y) ;

> end:

Por exemplo, para o polinémio p(x) = 4 + 3z + 222 + 22, o valor de p(5) é igual a 194:

> input_lista := [4,3,2,1];

> Polinomio(5.0, input_lista);

194.000

> Horner (5.0, input_lista);

194.000
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De modo a testarmos um algoritmo contra o outro precisamos de gerar listas de coeficientes.

O comando seguinte gera aleatoriamente um polinémio de grau 2000:
> p2000 := randpoly(x,degree=2000,dense):

e se fizermos
> q2000 := subs(x=1,convert(p2000,list)):

obtemos a lista dos coeficientes correspondentes, que podemos usar como input nos algoritmos

Polinomio e Horner. Agora, usando as ferramentas para medir o tempo de execucao, obtemos:

> ha := time():
> Horner(104567890000000.0, g2000);

0.3913255222 1027971

> time() - ha;

ha := time():
> Polinomio(104567890000000.0, g2000);

0.3913255222 1027971

> time() - ha;
0

Experimentando polinémios de grau superior obtemos os tempos de execugao seguintes:

| 4000 | 6000 | 8000 |

Polinomio || 0.031 | 0.047 | 0.063
Horner 0 0.015 | 0.031

Podemos assim concluir que o método de Horner de calculo polinomial é marginalmente mais
rapido que o método tradicional da substituicao da indeterminada x pelo valor onde queremos

calcular a funcao polinomial.

Voltemos ao primeiro algoritmo Max desta secgdo (determinagdo do elemento méximo de
uma sequéncia). Na altura verificdmos que para uma sequéncia de comprimento n, o algoritmo
efectua 2n — 1 comparagoes. Usando a chamada notacao assimptotica da seguinte definigao,

diz-se que o nimero de comparagdes no pior caso para este algoritmo é O(n).

Definigao. Diz-se que uma funcao f : N — R é da ordem de g : N — R, o que se denota por

f(n) = O(g(n)) se existe uma constante real ¢ e um k € N tais que

[f(n)] < clg(n)]  paran > k.
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Teste. Mostre que qualquer fungio polinomial p com coeficientes reais, dada por p(n) = a;n' +
t

a1t 4+ -4+ an + ag, é da ordem de g onde q(n) =n'.
No algoritmo Max, tomando f(n) = 2n — 1 entdo f(n) = O(n): basta tomar ¢ = 2 e k = 1,
pois 2n — 1 < 2n para qualquer n € N. Portanto, o algoritmo Max tem complexidade O(n), ou

seja, linear, na pior situacao, atendendo & seguinte classificagao:

Complexidade Terminologia

O(1) Complexidade constante
O(logn) Complexidade logaritmica
O(n) Complexidade linear
O(nlogn) Complexidade nlogn
O(nb) Complexidade polinomial
O(b™), onde b > 1 Complexidade exponencial
O(n!) Complexidade factorial

Qual é a complexidade do algoritmo de inser¢ao (de ordenacao de listas)? No pior caso, onde
a lista esta ordenada por ordem inversa, para cada i é necesséario fazer ¢ — 1 comparagoes. Como
i varia de 2 até ao comprimento n da lista, temos que o nimero de comparagoes no pior caso é

igual a
n

D(i-1)=1+2+43+--+(n—1),

i=2
ou seja, é dado pela soma dos n — 1 primeiros nimeros naturais (termos de uma progressao
aritmética de razao 1):

n 2

Yi-1)=1+2+3+--+(n-1)=" 2_”
=2

Poderfamos ter calculado este somatério com o auxilio do WolframAlpha”:

> sum((i-1), i=2..n)

%(n —1)n.

Demonstramos, assim, o seguinte resultado:

Proposicao. O nimero de comparagées na pior situacio para o algoritmo da insercao é O(n?).

Tem assim complexidade polinomial.

Facamos agora um exemplo de anélise do caso médio no caso do algoritmo da insercao.

9Calculadora simbélica de acesso piiblico em http://www.wolframalpha.com, baseada no Mathematica.
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Suponhamos que queremos inserir um elemento na parte da lista ja ordenada (a sublista L,
com i — 1 elementos) de modo que a lista resultante com ¢ elementos esteja ordenada. Potenci-
almente, existem ¢ posi¢oes onde esse elemento pode ser colocado (para além das ¢ — 1 ocupadas
pela lista dada, ainda existe a possibilidade do novo elemento ser maior que todos os outros).
Vamos impor uma hipétese probabilistica que consiste em assumir que todas as posi¢oes sao
equiprovdveis para colocar o novo elemento. Isto é, cada posigdo tem probabilidade 1/i.

O numero de comparagoes necessarias se 0 novo elemento tiver que ser colocado na posigao
k>2éi—k+1enaposicao k=1¢éi:—1. Logo o numero médio de comparagoes para introduzir

0 novo elemento numa das i posi¢coes € dado pelo somatério

<Zz:1(z‘k+1)> +%(ze1).

k=2

Acedendo ao WolframAlpha, podemos calcular este somatdrio:

> sum((i-k+1)/1i, k=2...1) + (i-1)/i

i—1 i—2
i + 2
que é igual a
i +i—2
24 '

Logo, o niimero médio de comparacoes para que a lista fique ordenada é dado pelo somatorio

St

=2

2.2. Somatoérios

Como estamos a ver, ao determinar as medidas de eficiéncia de algoritmos surgem somatorios,
as vezes nao triviais, para calcular. Portanto, se quisermos fazer andlise de algoritmos temos que

saber calcular somatérios. Estudaremos, em seguida, algumas técnicas de calculo de somatérios.

Proposigao. Seja I um conjunto finito. Os somatorios gozam das sequintes propriedades:

(1) Distributividade: Z ca;=c Z a;.

el i€l
(2) Associatividade: Z(ai +b;) = Z a; + Z b;.
iel i€l iel

(3) Comutatividade: Zai = Zap(i) para qualquer bijec¢ao (permutacdo) p: 1 — I.
icl il

(4) Progressdo constante: Z c=cl|l|.
icl
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(5) Aditividade dos indices: Z a; +Z a; = Z a; + Z a; (sendo J um conjunto finito
iel ieJ ie(IUJ) ie(INJ)
também,).

(6) Mudanga de varidvel: Zaf(i) = Z aj, para qualquer funcao bijectiva f : I — J; mais
iel jed

geralmente, para qualquer funcgdo f: 1 — J, Zaf(i) = Z (aj . #(f_l({]})))
iel jed

Teste. Mostre que Zogi<n(ai+1 — az)bz = anbn — aobo — 20§i<n ai+1(b¢+1 — bz)
Vejamos alguns exemplos de aplicacao destas propriedades.

Exemplo: progressao aritmética de razao r. Provemos que

ZZ:%(CH_M) - (G-F;rn) (n+1)= (2a+rn)n2 1_ [a+(a+rn)]n—2kl
.zn:(a +7i) = Zn:(a +r(n—1)) (por comutatividade, com p(i) = n — i)

n

& Z(a+ri) = Z(a—l—rn—ri)

=0 i=0
& QZ(aJrri) = Z(a+rn—ri) +Z(a+ri)
i=0 =0 i=0

n

& 2 Z(a +7ri) = Z((a +rn—ri)+ (a+71i)) (por associatividade)
=0

=0
& 2 Z(a + i) = Z(Qa +7rn)
=0 i=0
n n
& 2 Z(a +7i) = (2a +rn) Z 1 (por distributividade)
=0 i=0
&2 Z(a +7i) = (2a+rn)(n+1) (por progressdo constante)
=0

& Z(a +7i) = (a+ %rn)(n +1).
=0
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Alternativamente, se tivermos ja na mao a prova da férmula

n—1

St
1 =

< 2
=1

(6 0 caso a = 0,7 = 1) que usdamos anteriormente, podemos simplificar muito a demonstracao

do caso geral:

n n n
Z(a +ri) = Z a+ Z ri (por associatividade)
i=0 i=0 =0
= a Z 1+7r Z i (por distributividade)
i=0 i=0

n n—1
= a Z 1+ (Z i+ n) (por progressao constante)
=0 i=1

n-—n

= a(n+1)+r(22 +n>

= a(n+1)+r(n2;n).

Exemplo: progressao geométrica de razao r. Provemos que

n n+1 _
Z a?"i _ ar a
4 r—1
=0
n n+1
Z ar’ + ar™tt = Z ar' (por aditividade com I = {0,...,n} e J = {n+1})
i=0 i=0
n n+1
& Z ar’ +ar™ = ar® + Z ar' (por aditividade com I = {0} e J={1,...,n+1})
i=0 i=1
n n

& Z ar' + ar"t = ar® + Z ar™  (por mudanga de varidvel com I = {0,...,n})

=0 =0
n n
& Z ar' +ar"t =a+r Z ar’ (por distributividade)
i=0 =0
- ar"t —a
o Yais
e r—1
=

Leituras suplementares. Como vimos, muitos problemas algoritmicos relativamente simples
requerem por vezes o calculo de somatérios um pouco complicados. Nao se conhecem métodos

gerais que permitam resolver qualquer somatorio, a maior parte das vezes os problemas tém que
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ser atacados de forma ad hoc (esta é uma das caracteristicas de muitas dreas da matemadtica
discreta: a nao existéncia de métodos gerais de resolugao que obrigam uma abordagem ad hoc ao
problema; aqui o conhecimento e a destreza na manipulagao dos diversos métodos particulares
de resolucdo, que poderao sé funcionar em alguns casos, é crucial).

Nestas observagoes finais indicaremos muito resumidamente algumas das técnicas mais ele-

gantes e importantes para resolver somatoérios.

Método 1: Método ad hoc. Calculando as primeiras somas parciais do somatério (a1 +asg, a1+
as + as, etc.), é por vezes possivel adivinhar a correspondente férmula geral. A ilustragio deste
método em muitos exemplos interessantes pode ser vista e experimentada (interactivamente) no

10 na pégina da disciplina.

modulo Somatorios

A férmula deverd depois ser confirmada com uma prova formal, para termos a certeza da
sua validade. Essa prova pode ser feita de modo andlogo como fizemos nalguns exemplos acima,
usando as propriedades dos somatérios que enuncidmos, ou, mais facilmente, pelo método de

inducao matematica estudado na secgao anterior.

Método 2: Método da perturbagao. A ideia por detrds deste método é a seguinte: tentar
obter duas expressoes diferentes que tenham o mesmo valor, “perturbando” levemente a soma
a calcular. Um exemplo ilustra o funcionamento deste método:

Suponhamos que pretendemos calcular o valor de ¢(n) = Z?:l i2. Vamos perturbar le-
vemente a sua definicdo e tentar escrever g(n + 1) de duas formas diferentes. Por um lado,

g(n+1) =q(n) + (n+1)? e, por outro lado, por uma mudanca de varigvel,

gn+1) = Z(i+1)2

Comparando ambos os resultados obtemos

g(n)+ (n+1)* = q(n) +2) i+ (n+1),
1=0
ou seja,

(n+1)2:2ii+(n+1)¢>ii: (n+1)22—(n+1).

=1 i=1

Parece que ndo fizemos muitos progressos! Limitdmo-nos a obter a soma ., i (note também
. . s n—1 . i 4 .
que temos aqui uma prova formal, rigorosa, da férmula para ) .| ¢ que utilizdmos anterior-

mente, na pagina 40). Mas isto sugere imediatamente o seguinte: se perturbando um pouco a

10yww.mat .uc.pt/~picado/ediscretas/somatorios.

53



Estruturas Discretas 2.2. Somatdrios

soma ¢(n) dos quadrados conseguimos obter uma férmula para Z?:l 1, serd que perturbando a
soma c(n) = Y7, i® dos cubos conseguimos uma férmula para g(n)?
A férmula de recorréncia de c¢(n) é c¢(n + 1) = ¢(n) + (n + 1)® e, por outro lado, por uma

mudanca de variavel,

n

cn+1) = Z(l +1)3
=0

= ) (P +3+3i+1)
=0

= if’miﬁmiwil
1=0 1=0 =0 =0

3
= ¢(n)+3q(n) + §n(n +1)+(n+1).
Igualando ambas as expressoes, obtemos

eln) + (n+1)° = e{n) + 3a(n) + Sn(n+1) + (n+1),

ou seja,

(n+1)% =3q(n) + gn(n +1)+(n+1) & 3¢n)=n+1)>- gn(n +1)—(n+1)
2(n+1)2 =3n(n+1) —2(n+1)

& qn) = 5
M2 +6n2+6n+2—3n°—3n—2n—2
& qn) = 5
23 +3n%+n
o g = 2EEITER
1
& q(n):gn(n+1)(2n+l).

Em www.mat.uc.pt/~picado/ediscretas/somatorios/Matematica_sem_palavras_files/

soma_quadrados.html pode ver uma “prova”’ geométrica, sem palavras, desta férmula.

Método 3: Método do integral. Este método consiste em aproximar o somatdrio por
um integral. Por exemplo, para calcular ¢(n) = Y1 4%, aproximamos ¢(n) por fon 2% dr que

podemos calcular facilmente no WolframAlpha:

> int(x~2, x=0...n)

3

. s L
Analisemos agora o erro e(n) = q(n) — %4 desta aproximagcao:

3

e(n) = Q(n—1)+n2—%
n—1)3 n®  (n—1)3
- q(n71)f%+n2,§ %

= 6(n71)+nfé.
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De modo andlogo, podemos concluir que e(n — 1) = e(n — 2) + (n — 1) — . Portanto,

1 (n+Ln n
2 3
Consequentemente,
n)=—+-——~+"— _.
Coincide com o resultado calculado anteriormente pelo método da perturbacao? Basta reduzir

ao mesmo denominador e simplificar:

n(n+1)(2n+1)
G .

Sim, coincide, claro!

55






Estruturas Discretas 3.1. Nogdes basicas

3. Teoria dos Grafos

3.1. Nocgoes basicas

A Teoria dos Grafos é actualmente uma das dreas mais importantes da matematica discreta.
Tendo as suas raizes em jogos e recreacoes matemadticas, atribui-se a sua criacdo a Euler, ao
resolver o problema das pontes de Konigsberg em 1736, mas foram os problemas acerca de
férmulas de estrutura de compostos quimicos, que A. Cayley resolveu na segunda metade do
século XIX, que a comegaram a desenvolver. Hoje, a Teoria dos Grafos tem sido aplicada
a muitas dreas (Informdtica, Investigagdo Operacional, Economia, Sociologia, Genética, etc.),
pois um grafo constitui o modelo matematico ideal para o estudo das relagdes entre objectos
discretos de qualquer tipo.

Por exemplo, a seguinte secgao de um mapa de estradas

T

ou a seguinte secgao de uma rede eléctrica

P Q
|
| [
R
| —
| ——
T S

podem ser ambas representadas por meio de pontos e segmentos de recta do seguinte modo:

P Q

Um grafo simples G consiste num conjunto finito e nao vazio V(G) de elementos chamados
vértices e num conjunto finito A(G) de pares ndo ordenados de elementos distintos de V(G),

chamados arestas.
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Dois vértices a e b de G dizem-se adjacentes se o par {u,v} pertence a A(G). Habitualmente
representa-se um grafo simples G = (V(G), A(G)) por um diagrama no qual os vértices sdo
representados por pontos e as arestas por linhas unindo vértices adjacentes.

Por exemplo, o diagrama

b e h
©
f
a i
d g

representa o grafo G definido por
V(G) ={a,b,c,d;e, f. g, h,i} e
A(G) = {{a,b}, {a,d}, {b,cHb, e}, {b, [}, {c.d}, {c, f}.{d, g}, {e; h}, {f. g}, {f- h}. { S, i} {9, i}, {hﬂ'}}-

Muitas vezes chamaremos grafo simples ao diagrama que o representa.

Em qualquer grafo simples, existe no maximo uma aresta unindo cada par de vértices. No
entanto, muitos resultados envolvendo grafos simples podem ser estendidos a grafos mais gerais
nos quais dois vértices podem ter varias arestas (arestas multiplas) unindo-os. Podemos ainda
remover a restricao que impoe que as arestas unam vértices distintos, admitindo lacetes, ou
seja, arestas unindo um vértice a ele proprio. O grafo dai resultante, no qual lacetes e arestas

miultiplas sao admitidas, diz-se um pseudografo. Por exemplo,

¢ um pseudografo mas nao é um grafo simples.

Embora por vezes tenhamos necessidade de nos restringirmos a grafos simples, provaremos
os resultados para pseudografos, sempre que tal seja possivel. Muitas vezes, na modelagao de
certos problemas convira considerar um sentido para as arestas. Por exemplo, na modelagao de
mapas de estradas com sentido tinico:

Q

S
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Um grafo dirigido (ou, abreviadamente, digrafo) D consiste num conjunto finito nao va-
zio V(D) de elementos chamados vértices, e num conjunto finito A(D) de arestas orientadas

(eventualmente multiplas), chamadas aros. Por exemplo:

Um digrafo diz-se simples se nao contiver lacetes e os seus arcos forem todos distintos. Muitas
das definigoes que iremos estudar para pseudografos podem ser imitadas nos digrafos.

A tabela seguinte resume as defini¢cées dos varios tipos de grafos:

Tipo Arestas Arestas Multiplas? | Lacetes?
Grafo simples sem direccao nao nao
Multigrafo sem direccao sim nao
Pseudografo sem direc¢ao sim sim
Grafo dirigido dirigidas sim sim
Grafo dirigido simples dirigidas nao nao

Dois grafos G; e G2 dizem-se isomorfos se existir uma bijeccao
f:V(Gy) = V(Gs)

preservando a adjacéncia de vértices, isto é, tal que o niimero de vezes em que {u,v} ocorre em
A(Gy) é igual ao nimero de vezes que {f(u), f(v)} ocorre em A(Gs). Neste caso f diz-se um

isomorfismo de grafos. Escreveremos G1 = (G, para indicar que G e G2 sao isomorfos.

Exemplo. Os grafos

ai as by by

a9 aq b3 b2
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sdo isomorfos. O isomorfismo é dado por

fl V(G1) — V(GQ)
a; — b; (Z = 1, 2,374, 5)

Observagées. (1) Dois grafos isomorfos tém o mesmo nimero de vértices e 0 mesmo niimero
de arestas.

(2) No caso em que G e Gg sdo grafos simples, uma bijecgao f : V(G1)—V(G2) é um isomorfismo
se e s6 se {u,v} € A(G;) exactamente quando {f(u), f(v)} € A(G2).

(3) Se nao fizermos distingao entre grafos isomorfos, os grafos simples com menos de 4 vértices
sao determinados pelo seu nimero de vértices e de arestas. Sendo p o niimero de vértices e q o

numero de arestas, o quadro

dé-nos todos os grafos simples com menos de 4 vértices.
(4) Nao podemos afirmar o mesmo no caso do nimero de vértices ser superior ou igual a 4;
neste caso o numero de vértices e de arestas nao é suficiente para determinar esses grafos. Por

exemplo,

nao sao isomorfos apesar de terem ambos 4 vértices e 2 arestas.

(5) O ndimero de grafos simples com p vértices v1,vs, ..., v, é igual a
9C(p,2)
pois é o nimero de subconjuntos do conjunto de todos os pares néo ordenados de {v1,va, ..., v, }.

O ntimero desses grafos que contém ¢ arestas (0 < g < C(p,2)) é igual a
C(Cp,2),q)

Por exemplo, para p = 3:
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v1
°
q=0
vy @ ® U3
V1 V1 V1
°
g=1
2 &—@ U3 V2 ® U3 V2 @ U3
v
(%1 1 (%1
q=2
V: V.
Vg v3 2 3 vy v3
(%1
qg=3
V2 V3

E claro que os grafos da figura anterior com uma aresta sio isomorfos entre si, o mesmo
acontecendo com os de duas arestas. A relacdo de isomorfismo particiona assim o conjunto
dos 23 grafos simples com vértices v1, vs, v3, em 4 classes de equivaléncia, cada uma constituida
respectivamente pelos grafos simples com 0 arestas, 1 aresta, 2 arestas e 3 arestas. Representa-se
cada uma dessas classes por um (qualquer) dos grafos simples nela contidos, sem designacao dos

vértices:

Todo o grafo simples com 3 vértices pertence a uma destas 4 classes.

(6) Enumeremos as classes de equivaléncia dos grafos simples com 4 vértices:
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G

S N 7
LV
iz

X

O namero de grafos simples em cada classe, com vértices vy, v2,v3,v4, € dado pela seguinte

tabela:

‘ n.° de grafos ‘ n.° de grafos ‘ n.° de grafos ‘ Total ‘

q
0 1
1 6 6
2 4xC(3,2)=12] C(4,2)/2=3 15
3 12 4 4 20
4 3 12 15
5 6 6
6 1
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Um grafo G; é um subgrafo de G se V(G1) C V(G) e A(G1) C A(G). Se, além disso,
V(G1) = V(G), Gy diz-se um subgrafo gerador de G. Por exemplo, os grafos

(Gl) (G2)

sao ambos subgrafos de

sendo G4 gerador e (G1 nao.

No entanto GG; nao é subgrafo de

embora G2 o seja.

Podemos combinar dois grafos de modo a obter um grafo maior. Se G; e G5 sao dois grafos
tais que V(G1) NV (G2) = (), podemos definir a sua unido G1 U G2 como sendo o grafo G tal que
V(G) =V (G1)UV(G2) e A(G) = A(G1) U A(G2).

Um grafo é conexo se nao puder ser expresso como uniao de dois grafos, e desconexo caso
contrario. Evidentemente qualquer grafo desconexo G pode ser expresso como uniao de grafos

conexos, cada um destes dizendo-se uma componente de G. Por exemplo,

é um grafo desconexo com trés componentes.

Se a = {vy,vy} for uma aresta de um grafo, dizemos que a é incidente em v; e em vs.
Designamos por grau de um vértice v o nimero de arestas incidentes em v. Denotaremos esse
ntmero por g(v).

Um grafo simples com p vértices no qual todos tenham o mesmo grau p — 1 diz-se um grafo

completo e denota-se por K.
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Um grafo diz-se regular se todos os seus vértices tiverem o mesmo grau. Se esse grau for r
diz-se que o grafo é regular de grau r. Na figura seguinte, o grafo da direita é regular (de grau

3), o da esquerda nao.

Um vértice de grau 0 diz-se isolado e um de grau 1 chama-se terminal.

Proposicao 1. [Euler (1736)] Em qualquer grafo a soma dos graus dos vértices € o dobro do

numero de arestas, sendo portanto um niumero par.
Prova. E 6bvio, pois cada aresta é incidente em dois vértices. O

Este resultado é habitualmente apelidado de Lema dos apertos de mao, pelo facto de implicar
que se um grupo de pessoas apertar as maos entre si, o nimero total de maos apertadas serd
par — precisamente porque exactamente duas maos estao envolvidas em cada aperto de mao.

Esta proposicao implica imediatamente o seguinte:
Corolario 1. Em qualquer grafo, o numero de vértices com grau impar € par. O
Corolario 2. Seja G um grafo regular tal que todo o vértice tem grau 3. Entdo |V(G)| € par.

Prova. Designemos os vértices de G por vy, vs, ..., v,. Como g(v;) = 3paracadai € {1,2,...,p},
P p
Zg(vi) = 3p. Mas, pela Proposicao 1, Zg(vi) = 2q, sendo ¢ o numero de arestas de G. Logo

i=1 i=1
3p = 2q e, consequentemente, p é par. O

Seja G um grafo simples. O grafo complementar de G, que denotaremos por G, é definido
por V(G) = V(G) e {u,v} € A(G) se e s6 se {u,v} ¢ A(G). Por exemplo,
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é o complementar de

Teorema 2. Para qualquer grafo simples G com 6 vértices, G ou G admitem K3 como subgrafo

(ou seja, G ou G contém um triangulo).

Prova. Seja v um vértice de G. A soma dos graus de v nos grafos G e G é 5. Portanto, num
dos grafos G ou G, v estd unido com, pelo menos, outros 3 vértices. Suponhamos, sem perda
de generalidade, que isto se passa em G, isto é, que ha 3 vértices em G unidos a v por uma
aresta. Se dois destes vértices forem adjacentes em G entao eles formam com v um triangulo.
Se, pelo contrario, ndo houver arestas em G entre quaisquer dois destes 3 vértices entao eles sao

adjacentes em G e formam, pois, um triangulo em G. O

Utilizando este teorema podemos provar que se 6 pessoas participam numa festa, entao 3
delas conhecem-se mutuamente ou desconhecem-se mutuamente (basta traduzir esta situagao
por um grafo com 6 vértices, representando as 6 pessoas, fazendo dois vértices adjacentes se as
pessoas que representam se conhecem).

Embora seja muito conveniente representar um grafo por um diagrama de pontos ligados por
arestas, tal representacao pode ser inconveniente se a pretendermos armazenar em computador.
Um modo alternativo de representar um grafo simples é por listagem dos vértices adjacentes a

cada vértice do grafo. Por exemplo, o grafo

pode ser representado por
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U v,W
vioou,w,y
w: U,T,U
T ow,yY,v
Yy: v,

Contudo as representagoes mais tteis sao as que usam matrizes. Seja G um grafo com vértices

V1,V2,...,Un. A matriz de adjacéncia de G é a matriz A = [ay4], de ordem n x n, onde ay; é
o numero de arestas que ligam o vértice v; ao vértice v;. Se G tiver arestas ai,az,...,am, a
matriz de incidéncia de G é a matriz B = [§;;], de ordem n x m, onde §;; = 1 caso a; seja

incidente em v; e 8;; = 0 caso contrario.

Por exemplo,

01 01
11 1 2
A =
01 01
1 2 1 0
e
1001 000
B 1100111
0110000
0 01 1 1 1 0
sao as matrizes de adjacéncia e de incidéncia do grafo
U1
V2
Vg
U3

Observagoes. (1) Toda a matriz de adjacéncia é simétrica. Se o grafo ndo possuir lacetes entéo
os elementos da diagonal principal sao nulos. No caso do grafo nao possuir arestas multiplas as
entradas da matriz s6 podem tomar os valores 0 e 1. As matrizes de adjacéncia representam
de forma completa os grafos, na medida em que é possivel recuperar toda a informacgao sobre
um grafo a partir da sua matriz de adjacéncia. Toda a matriz de nimeros inteiros positivos,
simétrica, determina um grafo.

(2) Se na matriz de adjacéncia de um grafo G fizermos uma troca de colunas acompanhada da
respectiva troca de linhas, isso equivale, no grafo GG, a renumerar os seus vértices.
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(3) Uma matriz de incidéncia de um grafo sem lacetes tem em cada coluna exactamente dois
elementos nao nulos. No caso de haver lacetes, a respectiva coluna possui s6 um elemento nao
nulo.

(4) Toda a matriz de elementos no conjunto {0, 1}, tal que em cada coluna hé entre um e dois

elementos nao nulos, determina um grafo.
Num grafo G, chama-se caminho a uma sequéncia

Vo, A1,V1,02,V2, -+ s Um—1,0m; Um

com v, € V(G) (i € {0,1,...,m}) e a; = {vj_1,v;} € AG) (j € {1,2,...,m}). O caminho
diz-se fechado caso vy = vy,. Se vy # vy, diz-se aberto. Se todas as arestas sdo distintas, diz-
se um caminho sem repeticdio de arestas. Se todos os vértices forem distintos (com excepgao
do primeiro e do tltimo no caso de caminhos fechados), diz-se um caminho sem repeti¢io de
vértices.

Note-se que um grafo é conexo se e s se todo o par de vértices estiver ligado por um caminho
sem repeticdo de vértices. Um subgrafo S de G é uma componente de G se for conexo e se nao
existir um subgrafo S; de G que seja conexo e tal que S; # S e S é subgrafo de Sy (isto é, S é
um subgrafo conexo mazimal de G).

Por vezes denotaremos abreviadamente o caminho
UO’ a/l’ Ul’ a27 U2) R | Um_:l? am? Um

por v vy Vs ... Uy. O seu comprimento é o nimero m de arestas que possui. Um caminho com
um s6 vértice tem comprimento zero.

Um caminho fechado sem repeticao de vértices, de comprimento m > 1, é chamado ciclo.
Qualquer lacete ou par de arestas multiplas é um ciclo.

Proposigao. Seja G um grafo com vértices vi,va,...,v, e matriz de adjacéncia A. O elemento
na linha i e coluna j de A™ (m € N) € o nimero de caminhos de comprimento m unindo v; e

Vj.

Prova. Basta reparar que esse elemento é igual a

n

n n n
E § T E § Qiky Ak ko Qkoks " Qkpy ok 1 Ak 15+

km—1=1kpm_2=1 ko=1k;=1

O

Em particular, para i # j, o elemento (i,7) de A% é igual ao ntimero de caminhos, sem
repeticao de arestas, de comprimento 2, unindo v; e v;.
Se G nao contiver arestas miiltiplas, o elemento (i,4) de A? é igual ao grau de v;. De facto,

neste caso, este elemento é dado por

n n n
_ 2 _
@ijaji = ) i = )  Gij
=1 j=1 =1
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(pois, ndo havendo arestas miltiplas, a;; € {0,1}) e Z?Zl a;; = g(v;).

Um grafo bipartido G é um grafo cujo conjunto de vértices admite uma particao em dois
subconjuntos nao vazios, V7 e V3, de tal modo que toda a aresta de G é incidente num elemento
de V7 e noutro de V5. Se todo o vértice de V; estiver ligado por uma (e uma s6) aresta a cada
vértice de Vo, G diz-se um grafo bipartido completo. Neste caso, se |[Vi| = m e |Vo| = n, G
denota-se por K, . Se |V1| =1, G diz-se uma estrela.

Apresentemos alguns exemplos de grafos bipartidos:

A

Ky K3
K33 K3

Proposigao. Se G € um grafo bipartido, cada ciclo de G tem comprimento par.

Prova. Seja V(G) = V1 UV uma partigao de V(G) em dois subconjuntos nao vazios, tais que
toda a aresta de G une um elemento de V; com um de V5. Consideremos um ciclo v1vs . .. v,,01
e suponhamos (sem perda de generalidade) que v, € Vi. Entao todos os vértices de indice impar
do ciclo estao em V; e os de indice par pertencem a V5. Como v, tem que estar em Vo, m é

par. O
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3.2. Grafos eulerianos

Recordemos o problema das pontes de Konigsberg onde se pergunta se sera possivel atravessar

cada uma das 7 pontes na figura

exactamente uma vez e voltar ao ponto de partida. Isto é equivalente a perguntar se no grafo

C

B

existe um caminho fechado, sem repeticdo de arestas, contendo todas as arestas (tal caminho

diz-se um caminho euleriano).

E evidente que se um grafo contiver um caminho euleriano entao, excluindo os vértices de
grau zero, é conexo. Um grafo conexo diz-se euleriano se contiver um caminho euleriano.

Portanto a questao que se poe é a de saber se o grafo acima é euleriano. Problemas sobre
grafos eulerianos aparecem frequentemente em passatempos recreativos (um problema tipico é
o de saber se determinada figura geométrica pode ser desenhada sem levantar a ponta do lapis

do papel e sem passar por nenhuma linha mais do que uma vez).
Lema. Se G € um grafo no qual o grau de qualquer vértice € pelo menos 2, G contém um ciclo.

Prova. Se GG possui lacetes ou arestas multiplas, o resultado é 6bvio. Podemos pois assumir
que G é simples. Seja v um vértice de G e construamos um caminho v vy vs ..., escolhendo vy
entre os vértices adjacentes a v e, para cada ¢ > 1, escolhendo v;; entre os vértices adjacentes
a v; diferentes de v;_; (a existéncia de tal vértice é garantida pela hip6tese). Como G contém
somente um numero finito de vértices, teremos que a dada altura ter como tnica hipdtese a
escolha de um vértice que ja o tinha sido anteriormente. Se vy for o primeiro destes vértices

entao a parte do caminho entre as duas ocorréncias de vy é o ciclo requerido. O

O seguinte teorema, descoberto por Euler em 1736, permitindo a resolugao imediata do

problema das pontes de Konigsberg, caracteriza os grafos conexos que sdo eulerianos (em rigor,

70



Estruturas Discretas 3.2. Grafos eulerianos

Euler provou que a condicdo é necessaria; a prova de que a condi¢ao é também suficiente deve-se
a Carl Hierholzer, em 1873).

Teorema. [Euler (1736)] Um grafo conexo G € euleriano se e sé se o grau de qualquer vértice
de G for par.

Prova. Seja E um caminho euleriano em G. Cada vez que um vértice aparece em E tem duas
arestas incidentes. Como cada aresta ocorre precisamente uma vez em FE, o grau de cada vértice
é par.

Provaremos a reciproca por indugao sobre o nimero de arestas de G. Suponhamos entao que
o grau de cada vértice de G é par. O caso em que G nao possui arestas é trivial. Portanto, como
hipétese de indugao, admitiremos que o resultado é vélido se G possuir menos de n arestas e
nessas condigdes provaremos que o resultado é valido no caso de G possuir n arestas (n > 1).

Como G é conexo, cada vértice terd pelo menos grau 2 e, portanto, pelo Lema, G contém
um ciclo C. Se C contiver todas as arestas de (G, a prova estd terminada. Senao, removamos
de G todas as arestas de C', formando um novo grafo H, eventualmente desconexo, com menos
arestas que G e no qual todo o vértice continua a ter grau par. Pela hip6tese de indugao, cada
componente de H possui um caminho euleriano. Como cada componente de H possui pelo
menos um vértice em comum com C' (pela conexidade de G) obtemos o caminho euleriano de
G seguindo as arestas de C' até um vértice nao isolado de H ser alcangado, tragando o caminho
euleriano da componente de H que contém tal vértice e, de seguida, continuando pelas arestas
de C até encontrar um vértice nao isolado pertencendo a outra componente de H, tragando o
caminho euleriano desta, e assim sucessivamente. O processo terminard quando voltarmos ao

vértice inicial. O

E importante notar que a demonstragao do Teorema de Euler nos d4 um algoritmo para
construirmos um caminho euleriano num grafo euleriano. O seguinte exemplo mostra-nos como

pode ser utilizada para resolver os tais passatempos com ldpis e papel referidos anteriormente.

Exemplo. Serd que se consegue desenhar a cimitarra de Mohammed sem levantar a ponta do

lapis do papel e sem passar por nenhum traco mais do que uma vez?

a J

c k

E claro que o Teorema nos diz imediatamente que tal é possivel, pois o grau de cada vértice
de G é par. Usando a respectiva demonstragao podemos obter um caminho euleriano em G, que
nos diz como realizar tal desenho:

Primeiro consideramos o ciclo

abdghijifea.

O subgrafo H obtido por remocao das arestas contidas neste ciclo é o grafo
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que é evidentemente euleriano. Por exemplo,
cdfgkhiebc

é um caminho euleriano em H. Pondo este circuito no ciclo inicial, no lugar apropriado, produz

o caminho euleriano

abcdfgkhiebdghjifea:

Ciclo C la b d g h j i [ e a
Caminho ’c d f g kE h i e b
euler. em H

Claro que, como as escolhas dos ciclos em cada passo nao sao tnicas, muitas outras solugoes
se podem obter. Por exemplo, se tomarmos inicialmente o ciclo ¢ f dcbe, o subgrafo H é, neste

caso,

Para determinar um caminho euleriano de H consideremos o ciclo g hk g. Neste caso obtemos

o grafo

cujas duas componentes tém caminhos eulerianos ae f gdba e jih. Portanto
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’g]d b a e f g\h]j i h\k d

é um caminho euleriano de H e, consequentemente,
thkgdbaefghjifdcbei
é um caminho euleriano de G.

A prova do Teorema de Euler pode ser ligeiramente modificada de modo a obtermos o seguinte

resultado:

Corolario. Um grafo conezxo é euleriano se e so se o conjunto das suas arestas pode ser parti-

cionado em ciclos.

Prova. Seja G um grafo euleriano. O caso em que G nao possui arestas é trivial. Sendo G
conexo e tendo pelo menos uma aresta, todo o seu vértice tem, pelo menos, grau 2. Portanto,
pelo Teorema de Euler, possui um ciclo C;. Retirando a G as arestas de C'; obtemos um subgrafo
gerador GGy cujos vértices tém ainda todos grau par. Se GG; ndo tem arestas, estd terminada a
demonstracao desta implicacao. Caso contrario, G; tem um ciclo Cs e a repeticao do argumento
anterior conduz-nos a um grafo G, subgrafo gerador de G1, cujos vértices tém grau par. Se
G5 nao tem arestas terminamos, caso contrario repete-se o argumento. E continuamos com este
raciocinio sucessivamente até obtermos um grafo G,, totalmente desconexo (isto é, sem arestas).
Af teremos uma particao das arestas de G em n ciclos.

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto das arestas de G admite uma particao em
ciclos. Seja C7 um desses ciclos. Se G se reduz a este ciclo entao, evidentemente, G é euleriano.

Senao existe outro ciclo C5 da particao, com um vértice comum a C;. Sejam

01 =VgV1 ... Up,
com vg = v, =0, €
C’gzwowl ces Wiy
com wyg = Wy, = v. Entdo vgvy ...v,w; ... w, é um caminho sem repeticdo de arestas,

fechado, contendo todos os vértices e arestas de Cy e Cy. Se GG se reduzir aos ciclos C; e Cy a
demonstracao estd terminada. Nao sendo esse o caso, bastard continuarmos com um raciocinio
analogo, agora para trés ciclos C1, Cs e Cs.

Continuando este processo podemos construir um caminho fechado sem repeticao de arestas,

contendo todas as arestas e vértices de G. O

Por vezes, a questao que se poe é a da averiguagao da existéncia de um caminho semi-
euleriano, isto é, um caminho aberto sem repeticao de arestas, contendo todas as arestas. Os

grafos onde tal caminho exista chamam-se grafos semi-eulerianos. Por exemplo,
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é euleriano, mas nao é semi-euleriano, enquanto que

é semi-euleriano, mas nao é euleriano, e

nao é uma coisa nem outra.

Corolario. Um grafo conexo é semi-euleriano se e s se possuir eractamente dois vértices de
grau impar. Neste caso o caminho semi-euleriano inicia-se num desses vértices e termina no

outro.

Prova. Suponhamos que G possui um caminho semi-euleriano F comegando num vértice v e
terminando num vértice w. Como v # w é claro que v e w tém ambos grau impar. Cada vez
que um dos outros vértices aparece em F tem 2 arestas incidentes. Como cada aresta ocorre
precisamente uma vez em F, o grau desses vértices é par.

Reciprocamente, suponhamos que G é conexo e possui exactamente 2 vértices, v e w, de grau
impar. Consideremos o grafo G* que se obtém de G por jungao de uma nova aresta ligando v a
w. A este novo grafo podemos aplicar o Teorema de Euler e concluir que admite um caminho
euleriano. Apagando deste caminho a aresta previamente adicionada a G obtemos um caminho

semi-euleriano ligando v e w, como desejavamos. m|

Exemplo. O Dominé tem 28 pegas. Seguindo a sua regra bésica, é possivel dispor as 28
pecas na mesa, formando um circuito fechado. Isso pode ser comprovado rapidamente com a
ajuda de grafos. Representando cada pega por uma aresta (podemos ignorar os dobles, pegas
com igual ndmero de pintas nas duas metades, pois isso é irrelevante para o problema) o grafo

correspondente ao Dominé é o K7:
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(Se quisermos considerar os dobles basta acrescentar um lacete a cada vértice.) Como todos
os vértices tém grau par, existe um circuito euleriano. Este facto estd na base de um truque
de magia muito conhecido: o Mégico esconde uma pega e entrega as 27 pegas restantes a um
voluntario e pede a este que as coloque numa sequéncia, respeitando a regra basica do Domind,
sem a mostrar ao Magico. Este consegue adivinhar as pintas das extremidades de tal sequéncia!
Porqué? Por exemplo, se o Mégico guardou a pega (3,5), o grafo correspondente as 27 pegas
restantes é semi-euleriano, somente com dois vértices de grau impar: o 3 e o 5. Claro que sao

estes os extremos da sequéncia (caminho semi-euleriano).
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3.3. Grafos hamiltonianos

Em 1857, o matematico irlandés W. R. Hamilton inventou um puzzle!! cujo objectivo é o de

determinar um certo caminho através das arestas de um dodecaedro.

THE PUZTLE MUSEUM Moo,

20 W -]
AN M BN NNE

Os vértices do dodecaedro representam 20 cidades importantes: Bruxelas, Cantao, Deli, etc.,
acabando em Zanzibar. Cada vértice é marcado por um grampo, e um pedago de fio é usado
para ligar os grampos uns aos outros, para indicar um caminho. Um circuito completo, passando
por cada cidade uma unica vez era chamado “uma viagem a volta do mundo”.

Os vértices e as arestas do dodecaedro podem ser representados no plano pelo seguinte grafo:

Rio de Janeiro

London Mexico City Pretoria

Seoul

. Trigoli

Canberra Washington DC

No grafo seguinte, as arestas a vermelho determinam um caminho fechado que, comegando
num vértice arbitrario, permite-nos voltar a ele depois de visitarmos cada um dos outros vértices

uma vez. Este caminho mostra como o puzzle de Hamilton tem resposta afirmativa.

1 Conhecido por “Viagem a volta do mundo” ou “Dodecaedro do viajante”.
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Rio de Janeiro

London Bangkok Pretaria

Paris
Seoul
Tripoli
Baghdad
Ottowa Mairobi

Canberra Washington DC

Na terminologia moderna dos grafos, um circuito destes é chamado um caminho hamiltoni-
ano. Esta nogao de caminho hamiltoniano é relevante para um problema de grande importancia
pratica, chamado “problema do caixeiro-viajante”, que abordaremos mais adiante.

O puzzle de Hamilton pode evidentemente ser formulado para qualquer outro grafo: um
grafo diz-se hamiltoniano se admite um caminho hamiltoniano. Por exemplo, no seguinte grafo

(a azul) estd tragado um caminho hamiltoniano que mostra que o grafo é hamiltoniano.

Mais exemplos:

>

Se o numero de vértices de um grafo hamiltoniano G for n, entao qualquer caminho hamil-

toniano em G tem comprimento n.
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Apesar da semelhanca entre caminhos hamiltonianos e caminhos eulerianos néo se conhecem
condigOes necessarias e suficientes para que um grafo seja hamiltoniano. A procura de tais carac-
terizacoes é um dos mais importantes problemas da Teoria dos Grafos, ainda por resolver. Com
efeito, muito pouco é conhecido sobre grafos hamiltonianos. Os unicos resultados conhecidos
sao do tipo “se G possui arestas suficientes entao G é hamiltoniano”. Provavelmente o mais
importante destes resultados é devido a G. A. Dirac e conhecido como Teorema de Dirac. Vamos

deduzi-lo a partir do seguinte resultado de O. Ore:

Teorema de Ore (1960). Sejan > 3. Se G é um grafo simples com n vértices e g(v)+g(w) > n

para cada par de vértices ndo adjacentes v e w, entdo G € hamiltoniano.

Prova. Observemos antes de mais que G é conexo. Se nao fosse, teria pelo menos duas compo-
nentes. Suponhamos que uma tinha n; vértices e a outra no, onde ny + ny > n. Sendo v um
vértice da primeira componente e w um vértice da outra, v e w nao estariam ligados por nenhuma
aresta. Além disso, g(v) > ny — 1 e g(w) > na — 1, pelo que g(v) + g(w) > n1 +ne —2>n— 2,
o que contradiz a hipétese. Portanto G é conexo.

Seja agora C = vy v3 ... v, um caminho sem repeticao de vértices com o maior comprimento
possivel.
CASO 1: r =n Se vy e v, estiverem ligados por uma aresta entao vy vs ... v, v1 é um caminho
hamiltoniano.

Se v1 e v, nao estiverem ligados por uma aresta, seja p > 1 o ntimero de vértices a qual vy
estd ligado e ¢ > 1 o niimero de vértices a qual vy esta ligado. Por hipdtese p+ g > n. Se existir
um vértice v;, entre os vértices vs, ..., v,, a qual vy esteja ligado e tal que v, esta ligado a v;_1

entao

V1V;Vi41 - UpVj—10;—2 ... V201

¢ um caminho hamiltoniano:

Mostremos que tal vértice terd que existir, o que completard a prova deste caso. Se v, nao
estivesse unido a nenhum dos vértices de C' imediatamente precedentes a um dos p vértices a
qual vy estd ligado, entao os g vértices a qual v, estd ligado fariam parte de um conjunto de
(n — 1) — p vértices. Consequentemente (n — 1) —p > ¢, ou seja, n — 1 > p + ¢, o que contradiz

o facto p+ g > n.
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CASO 2: r < n Suponhamos que vy estd ligado a um vértice v que nao é um vértice de C.
Entao vvy vs ... v, seria um caminho sem repeticao de arestas, de comprimento maior do que
C. Portanto vy estd ligado somente a vértices de C. Analogamente, poderemos concluir que v,
estd também ligado somente a vértices de C. Podemos entao repetir um raciocinio andlogo ao
realizado no caso 1 e concluir que existe um ciclo C’ de comprimento 7, v1 vy ... v, v OU

V1V;Vj41 - Up Vj—1 Vij—2 ... VU1,

conforme o caso. Representemo-lo por wy ws ... w,w;. Como G é conexo, existe um vértice v
que nao estd em C’ mas que esta unido a algum vértice w;. Entdo vw; ... wywy ... wj—1 é um
caminho sem repeticao de vértices de comprimento r 4+ 1, o que nao pode existir, da maneira

como tomédmos C. Em conclusao, o caso 2 nunca pode acontecer. O

Coroldrio. [Dirac (1952)] Seja n > 3. Se G é um grafo simples com n vértices e g(v) >

O I3

para qualquer vértice v, entdo G € hamiltoniano.

Para terminar recordemos o Problema (A5) da Introdugdo. Representando cada cela por um

vértice e cada porta por uma aresta obtemos o grafo

A

O problema resume-se a existéncia ou nao de um caminho unindo A e B, passando exactamente
uma vez por cada vértice, ou seja, um caminho semi-hamiltoniano entre A e B. Nao é dificil

encontrar uma solucao:
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3.4. Problemas famosos

Os avancgos mais importantes da Teoria dos Grafos tém sido motivados, quase sempre, pela
tentativa de resolucao de problemas praticos muito especificos — Euler e o problema das pontes
de Konigsberg, Cayley e a enumeragao de compostos quimicos, Kirchoff e problemas de redes
eléctricas, etc.

Abordemos sucintamente alguns desses problemas com importancia na vida real.

O problema do caminho mais curto. Consideremos o seguinte problema:

Qual é o caminho mais curto de a para z no grafo sequinte ?

Notemos que noutros problemas, os nimeros no grafo poderao representar, nao os compri-
mentos das estradas, mas sim os tempos gastos a percorré-las ou os custos de as percorrer.
Portanto, possuindo um algoritmo para resolver o problema do caminho mais curto, este algo-
ritmo pode também ser utilizado para determinar o caminho mais rapido, o mais econémico,
etc.

Nestes problemas o nosso mapa pode ser visto como um grafo conexo no qual um nimero
nao negativo é atribuido a cada aresta. Tais grafos chamam-se grafos com pesos e o nimero
atribuido a cada aresta a chama-se o peso de a.

Existe um algoritmo eficiente, isto é, um procedimento com um numero finito de passos que
rapidamente nos conduz a solugdo. A ideia deste algoritmo consiste em movermo-nos ao longo
do grafo, da esquerda para a direita, associando a cada vértice v um nimero L(v) indicando a
distancia minima entre a e v. Isto significa que, quando chegarmos por exemplo ao vértice d,
L(d) é o menor dos ntimeros L(b) + 5 ou L(c) + 8.

Para aplicar o algoritmo comegamos por definir L(a) = 0 e damos a b, ¢,d, e as etiquetas
temporarias L(b) = L(c) = L(d) = L(e) = oco. Em seguida consideramos os vértices adjacentes
a a. O vértice b fica com a etiqueta temporaria L(a) +4 = 4 e o vértice ¢ com L(a) + 2 = 2.
Consideramos a menor destas, que serd a etiqueta definitiva de ¢: L(c) = 2. Em seguida
consideramos os vértices adjacentes a ¢ ainda nao etiquetados definitivamente. O vértice e fica
etiquetado com L(c) + 10 = 12, o vértice d com L(c) 4+ 8 = 10 e podemos descer a etiqueta de b
para L(c)+ 1 = 3. A menor destas etiquetas é agora 3 (em b). Serd esta a etiqueta permanente
de b. Agora consideramos os vértices adjacentes a b. O vértice d desce a sua etiqueta temporaria
para L(b) + 5 = 8. A menor das etiquetas tempordrias é agora 8 (em d). Escreveremos entao
L(d) = 8. Continuando deste modo, obtemos sucessivamente as etiquetas permanentes L(e) = 10
e L(z) = 13. Portanto o caminho mais curto entre a ¢ z mede 13, que é o caminho acbde.

Resumindo:
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Este algoritmo deve-se a Dijkstra (1959) e a sua formulacdo geral diz o seguinte:
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Seja V(G) = {v1,...,vn}. Denotemos por ¢(v;,v;) o comprimento da aresta entre v; e v;. O
algoritmo comeca por etiquetar v; com um zero e os outros vértices com oo. Usamos a notacao
Lo(v1) = 0 e Lo(v) = oo para estas etiquetas. Estes sdo os comprimentos dos caminhos mais
curtos de vy aos diferentes vértices que contém somente o vértice v; (0o indica simplesmente que
nao existe nenhum caminho nessas condigoes).

O algoritmo prossegue formando uma familia de vértices especifica. Seja Sy tal familia apds
k iteracoes. Comecamos com Sy = (). O conjunto Sy forma-se a partir de S,_; acrescentando-lhe
o vértice w com menor etiqueta entre os que nao estao em Si_;. Uma vez acrescentado este
vértice a Si_1, actualizam-se as etiquetas dos vértices que nao pertencem a S; de modo a que
essa etiqueta Ly (v) (a etiqueta do vértice v no k-ésimo passo) seja o comprimento do caminho

mais curto de v; a v que contem somente vértices de Si. Notemos que

Li(v) = min{L_1(v), Lp—1(w) + ¢(w,v)}.

Algoritmo de Dijkstra (1959). Determinacao do caminho mais curto do vértice vy aos outros

vértices do grafo, onde os comprimentos das arestas sao positivos:

1. Faga
Comprimento da aresta v;v; caso ela exista
c(vg, v5) =

00 caso contrario
2. Faga L(v1) := 0, L(va) := 00, ..., L(v,) := 00, S := 0.
3. Enquanto v, & S faga

(a) w:= vértice em V(G) \ S com etiqueta L(w) minima,;
(b) S:=SU{w};
(c) Para todos os vértices em V(G) \ S, se L(w) + ¢(w,v) < L(v) faga L(v) := L(w) +

c(w,v).

4. O comprimento do caminho mais curto de vy a v,, é entdo L(vy,).

Existem muitas variantes deste algoritmo para aplicagao, por exemplo, aos digrafos, a deter-

minagao do caminho mais longo, etc.

O problema do carteiro chinés. Neste problema, originalmente estudado pelo matematico
chinés Mei-Ku Kwan, em 1962, um carteiro tem que distribuir cartas pelas casas de um bairro,
voltando depois ao ponto de partida na estacao dos correios. Qual é a menor distancia que tera
o carteiro de percorrer? Evidentemente terd de percorrer cada rua pelo menos uma vez, mas
deverd evitar percorré-las mais do que uma vez.

Este problema pode ser formulado em termos de grafos com pesos, onde o grafo corresponde
a rede de ruas e o peso de cada aresta é o comprimento da respectiva rua. Se o grafo tiver um
caminho euleriano, o carteiro pode iniciar esse caminho na estacao dos correios, percorré-lo e

voltar aos correios. Nenhum outro trajecto tem comprimento menor. Tal caminho euleriano
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pode ser obtido, como vimos, pelo algoritmo do Teorema de Euler. Se o grafo nao for euleriano,
o problema é muito mais complicado, embora se conhe¢a um algoritmo eficiente para o resolver,
que nao apresentaremos aqui. A ideia é acrescentar a G cépias de algumas das suas arestas de
modo a obter um multi-grafo que tenha um caminho euleriano. Assim, o problema de determinar
o trajecto éptimo para o carteiro é equivalente a determinacao do menor niimero de cépias de

arestas de G a juntar a G de maneira a obter um multigrafo com um caminho euleriano.

O problema do caixeiro-viajante. Neste problema, como ja referimos, um caixeiro-viajante
pretende visitar varias cidades e voltar ao ponto de partida, percorrendo a menor distancia

possivel. Por exemplo, se existirem 5 cidades A, B,C, D e E e as distancias forem como em

o trajecto mais curto é A—-~B—D—FE—C—A e mede 26.

Este problema pode, como estamos a ver, ser formulado em termos de grafos com pesos.
Neste caso o que se pretende é encontrar um caminho hamiltoniano de menor peso possivel.

Um método possivel consiste em calcular a distancia total de todos os caminhos hamiltoni-
anos, mas isto torna-se muito pouco pratico. Com efeito, qualquer trajecto comegando e termi-
nando na cidade C; corresponde a uma permutacao das n— 1 cidades restantes Co, ..., c,. Exis-
tem assim (n —1)! trajectos diferentes. Como, para qualquer permutagao isis . . . i, dos ndmeros
2,3,...,n, o trajecto C1Cj,c;y ... C;, C1 tem o mesmo comprimento que C,C;, ¢;, , ...C;,Ch,

serd suficiente considerar ( )
n—1)!

2
trajectos. Mas, mesmo assim, este nimero pode ser muito elevado o que torna este método
impraticavel para mais do que 5 cidades. Por exemplo, no caso de 20 cidades, o niimero de
caminhos hamiltonianos a avaliar é 19!/2 ~ 6 x 10'6. Outros algoritmos tém sido propostos mas
levam muito tempo a executar. Na verdade, nao se conhece nenhum algoritmo suficientemente

geral e eficiente para determinar o trajecto mais econémico'?.

12Este problema do caixeiro-viajante é um exemplo de problema que tem desafiado os investigadores na procura
de um bom algoritmo. Pertence a uma classe de problemas conhecidos como NP-completos ou NP-dificeis, para os
quais nao se acredita ser possivel encontrar um algoritmo de complexidade polinomial. Uma das actividades mais
importantes na Matematica Discreta é a procura de algoritmos eficientes que fornecam uma boa aproximacao da
solucao éptima destes problemas. Eo que acontece com o problema do caixeiro-viajante para o qual ja existem

alguns algoritmos heuristicos que fornecem rapidamente uma solugao aproximada.
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3.5. Arvores

Todos nds estamos familiarizados com a ideia de arvore genealégica:

Tal diagrama é um grafo no qual os vértices representam membros da familia e as arestas

representam relagoes de parentesco (descendéncia). Por exemplo,

Nikolaus
(1623-1708)

/ \

Jacob | Nikolaus Johann |
(1654-1705) (1662-1716) (1667-1748)
Nikolaus | Nikolaus Il Daniel Johann Il
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782)  (1710-1790)
Johann I11 Jackob 11
(1746-1807) (1759-1789)

representa a famosa familia de matematicos suicos Bernoulli.
Os grafos que representam arvores genealdgicas sao exemplos de um tipo especial de grafo,

que abordaremos nesta secgao, chamado drvore.
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Outros exemplos de drvores sdo dados por algumas moléculas orgénicas — os vértices repre-
sentando os 4tomos e as arestas as ligacoes entre eles:

o H
|
|
o H He--&--01H
I C
e H
He--------H °
|
' C C
He----¢----0H He--&— - -——-—- o H
|
C |
He----&----H °
H
C C
He----®----0H He--®--@H
| |
| |
o H o H

A. Cayley foi o primeiro a estudar arvores de modo sistematico'. Mais tarde'?, aplicou esse
estudo a quimica organica, mostrando a sua utilidade na enumeracao de compostos quimicos.
Esta enumeragao conduziu-o a descoberta de compostos desconhecidos.

Por drvore entende-se um grafo conexo sem ciclos. ‘

A figura seguinte contém todas as drvores estruturalmente diferentes (ou seja, néo isomorfas)
com 1, 2, 3, 4, 5 e 6 vértices.

|

(1) (2) (3) (4) ()

13Nos artigos [A. Cayley, On the theory of the analytical forms called trees, Philosophical Magazine 13 (1857)
172-176] e [A. Cayley, On the theory of the analytical forms called trees, part II, Philosophical Magazine 18
(1859) 374-378].

14Nos artigos [A. Cayley, On the mathematical theory of isomers, Philosophical Magazine 47 (1874) 444-446] e
[A. Cayley, On the analytical forms called trees, with applications to the theory of chemical combinations, Rep.
Brit. Advance Sci. 45 (1875) 257-305].
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T

(6)

Como veremos, as arvores tém “boas” propriedades. Muitas vezes, na tentativa de provar
um resultado geral para grafos, comeca-se por tentar provéa-lo para arvores. De facto, existem
muitas conjecturas que ainda nao foram provadas para grafos arbitrarios mas que ja se sabe
serem verdadeiras para as arvores.

Em qualquer grafo conexo, dados dois vértices arbitrarios distintos, existe sempre um ca-
minho sem repeticao de vértices ligando-os. O resultado seguinte diz-nos que as arvores sao
precisamente os grafos conexos nos quais cada par de vértices distintos estd ligado por exacta-

mente um caminho sem repeticao de vértices:

Teorema 1. Um grafo simples G é uma drvore se e so se quaisquer dois vértices de G estao

ligados por um unico caminho sem repeticdo de vértices.

Prova. Seja G uma arvore e sejam x e y dois vértices de G. Como G é conexo, existe um caminho
sem repeticao de vértices que os liga. Resta provar que este caminho é tnico. Se existisse outro
caminho, o caminho formado pela combinacao do primeiro, de x para y, com o caminho de y
para x obtido seguindo o segundo caminho na direccao de y para x, formaria um ciclo, o que
seria uma contradigao.

Reciprocamente, suponhamos que existe um tnico caminho sem repeticao de vértices unindo
quaisquer dois vértices de G. Entao G é claramente conexo. Além disso, ndo podera ter ciclos:
se contivesse um ciclo, contendo os vértices x e y, existiriam evidentemente dois caminhos sem
repetigéo de vértices unindo z a y (pois qualquer ciclo que passe por z e y é constituido por dois

caminhos sem repetigdo de vértices, um unindo z a y, o outro unindo y a x). O

Fixando um vértice qualquer r de uma arvore é possivel, usando o teorema anterior, dar uma
direccao a todas as arestas do seguinte modo: como existe um tinico caminho de r para cada um
dos restantes vértices do grafo, direccionamos cada aresta usando esses caminhos. Por exemplo,

na arvore
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fixando o vértice r indicado, obtemos

Este grafo dirigido diz-se uma drvore com raiz r. Outra escolha de raiz produzird uma outra

4rvore com raiz:

Teorema 2. Uma drvore com n vértices possui n — 1 arestas.

Prova. Fixando um vértice qualquer r, e construindo a respectiva arvore com raiz r, é evidente
que existe uma correspondéncia bijectiva entre as arestas da arvore e os vértices diferentes de r
(a cada seta corresponde o respectivo vértice terminal). Como hd n — 1 vértices diferentes de 7,

a arvore tem n — 1 arestas. O

A terminologia para as drvores inspira-se na botanica e na genealogia. Seja G uma arvore
com raiz r. Se v é um vértice diferente de r, o pai (ou ascendente de v é o tnico vértice u para
0 qual existe uma aresta dirigida de u para v. Nesse caso, v diz-se um descendente ou filho de
u. Um vértice de G é uma folha se nao tiver descendentes. Os vértices que tém descendentes
dizem-se vértices internos.

G diz-se uma drvore m-dria se todo o vértice interno nao tiver mais de m descendentes. No
caso m = 2, a arvore chama-se uma drvore bindria. A drvore diz-se uma drvore m-dria plena se

todo o vértice interno tiver exactamente m descendentes.
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Sabemos pelo Lema dos apertos de mao (Proposigao 1 da Secgdo 2.1) que a soma dos graus
dos vértices de um grafo é o dobro do nimero das arestas. Se GG for uma arvore com vértices

v1,Va,...,U, € m arestas, entao m = n — 1 pelo Teorema 2. Logo

n

E g(v;)) =2m =2(n—1).

i=1
Consequentemente, no caso de G nao ser K1, como nao existem vértices isolados, existem pelo
menos dois vértices de grau 1. Podemos assim afirmar que toda a arvore diferente de K7 possui

pelo menos dois vértices de grau 1.
Teorema 3. Uma drvore m-dria plena com i vértices internos possui n = mi+ 1 vértices.

Prova. Todo o vértice, com excepcao da raiz, é descendente de um vértice interno. Como cada
um dos ¢ vértices internos tem m descendentes, existem m+t vértices na arvore além da raiz.

Assim, no total existem m ¢ + 1 vértices. O

Sejam n o nimero de vértices, ¢ o nimero de vértices internos e [ o nimero de folhas de uma
arvore com raiz. Se a arvore for m-aria plena é possivel, a partir de qualquer um dos ntimeros

n, 1 ou | determinar os outros dois:

Teorema 4. Uma drvore m-dria plena com

vértices internos e l = folhas,

-1 -1 1
(a) n vértices tem i = n m=Dn+1
m

(b) @ vértices internos tem n = mi + 1 vértices e l = (m — 1)i + 1 folhas,

ml—1 =1
(c) I folhas tem n = ——— wvértices e i = —— vértices internos.
m—1 m—1

Prova. Evidentemente n = ¢ + [. Esta igualdade, em conjunto com a do Teorema 3, permite
provar facilmente as trés afirmacoes. Provaremos somente a primeira, uma vez que as outras

duas se podem provar de modo analogo:

n
Pelo Teorema 3, n = mi + 1, ou seja : = ——. Entao
m

) n—1 (m—-1)n+1
l=n—i=n-— = .
m m
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4. Numeros inteiros

4.1. Aritmética modular

Se eu escrever
11+22=9

dirao ele nao sabe somar!
Por outro lado, se eu disser sao 11 horas, daqui a 22 horas serdao 33 horas dirao e além disso,
ndo sabe que um dia tem sé 24 horas! Sdo 11 horas, dentro de 22 horas serao 33 — 24 = 9 horas.

Temos entao que decidir,
11+22=33 ou 11422=97

Bem, na aritmética usual
11+22 =233

mas quando calculamos as horas, 11 + 22 = 9. Portanto, a aritmética que usamos para calcular
as horas é uma aritmética um pouco diferente da habitual, na qual 24 conta como zero, isto
é, 24 = 0. Esta aritmética chama-se aritmética modulo 24. Para a distinguir da aritmética
habitual escrevemos

11 494 22 =94 9.

Note que isto é verdade porque 11 + 22 =33 =24 + 9.
Quanto & multiplicagdo, 11 Xq4 22 =94 2 pois 11 x 22 = 242 = (10 x 24) + 2. Para obter
242 = (10 x 24) + 2 basta fazer a divisdo de 242 por 24:

242 |24 242 |24

002
0 10 24(; 10

O quociente é 10 e o resto é 2.

Definigao. Dados dois inteiros m e n, diz-se que r é o resto da divisao inteira de n por m, e
denota-se por r = nmod m, se 0 < r < |m| e n = ¢ X m + r para algum inteiro q. No caso

particular em que r = 0, diz-se que m divide n e escreve-se m | n.

No WolframAlpha'® basta escrevermos por exemplo
> 23 mod 7

para obtermos

Bhttp://www.wolframalpha.com
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& WolframAlpha sz

4.1. Aritmética modular

23 mod 7= 8 |
= B B G B
23mad7
2
gers congrue 2 Mo
9, 16, 23, 30, 37, 44, 51, 58, 65, 72,
P
- 5] ™~
/s it
I.’ \
| |
\5 = 4
\"‘L_ f»-’/
&) Download pa R BY THE WOLFRAM LANGUAGE

> 23 mod (-7)

> -23 mod 7

Portanto
® a+94b=(a+0b) mod 24.

® aX94b=(axb) mod 24.

Naturalmente, o nimero 24 nao tem nada de particular. Podemos considerar a aritmética

modulo 43, onde 43 = 0, ou a aritmética médulo 10, onde 10 = 0; ou naturalmente a aritmética

médulo um niimero n muito grande,por exemplo

n = 3469016345521790021102382940567489953,

a aritmética onde este niimero n é igual a zero.

Assim, podem-se definir operagoes +, e X, sobre o conjunto Z,, = {0,1,...,n—1}:

a+, b= (a+b) mod n,

E esta a chamada aritmética modular'® nos inteiros.

a X, b= (axb) mod n.

16Para mais informacio e manipulacio destas operagdes no caso 1 < n < 10 vd a www.atractor.pt/mat/

alg_controlo/arit modular/mod_texto.htm.
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Na aritmética modular todas as propriedades usuais da soma e da multiplicacao dos ntimeros

inteiros continuam validas. Por exemplo

(a+pb)+nec = a+n(b+nc)
(axXpb) Xpe = axy(bxXyc)
aXp(b4+nc) = (axyb)+, (ax,c).

Mas a particularidade da aritmética modulo n é que algumas vezes um inteiro a pode ter
um inverso % que é ainda um inteiro! Isto é, para um determinado niimero a moédulo n, pode

existir um nimero b médulo n tal que
ax,b=1.
Por exemplo, para n = 10, como 7 x 3 =21 = (2 x 10) + 1, entdo 7 x10 3 = 1.

Dados inteiros a e m, a notagao

a mod m

representa o resto da divisao inteira de a por m. Por exemplo,
10mod5=0, 7"Tmod5=2 e 2mod5=2.

Isto permite definir a chamada relagdo de congruéncia mddulo n entre inteiros:

Definicao. Dados inteiros a e b e um natural n, diz-se que a é congruente com b mddulo n, e
escreve-se ¢ =, b, se a mod n = b mod n, isto é, (a —b) mod n = 0 (ou seja, quando a — b ¢

multiplo de n).

Verifique que esta relacao satisfaz as seguintes propriedades:
(C1) Trata-se de uma relagao de equivaléncia, isto é, para quaisquer a,b, ¢,d em Z:
e a =, a (reflexiva).
e Se a =, bentdo b =, a (simétrica).
e Sea=,beb=, centdo a =, c (transitiva).

(C2) Sea=,bec=,dentao a+c=, b+d.

(C3) Sea=,bec=,dentdao axc=,bxd.

Aplicacoes.

(1) Cédigos. Com esta aritmética temos j4 uma maneira simples de codificar ¢ descodificar
uma informagao! FEfectivamente, podemos multiplicar por 7 mdédulo 10 para codificar a in-
formagao e depois, multiplicar por 3 médulo 10 para descodificar. Fazer estas duas operagoes
consecutivamente corresponde exactamente a multiplicar por 1 médulo 10, isto é, nao fazer nada!

Recuperamos assim a informagao inicial!
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Consideremos um exemplo. Um cartao de multibanco tem um cédigo secreto, em geral um
nimero de quatro algarismos. Claro que nao é prudente escrevermos este c6digo sobre o cartao.
Mas porque nao? Por exemplo, para o cédigo 7938, posso multiplicar cada algarismo por 7
modulo 10

TX107=9, 9%107=3, 3X1p97=1, 8xX1307=6

e escrever os resultados sobre o cartao: 9316. Para recuperar o c6digo correcto, basta multiplicar
por 3 médulo 10:

9><103=77 3><103:9, 1><103=37 6><103:8.

(2) Numeros aleatérios. Em qualquer software de matemética é possivel gerar nimeros
aleatorios. No WolframAlpha basta escrever random integer(n) para gerar aleatoriamente um
inteiro entre 0 e n. A geragdo destes niimeros é muito 1til em simulagdes computacionais. Diver-
sos métodos tém sido criados para gerar nimeros destes. Em rigor, nenhum destes métodos gera
nimeros perfeitamente aleatérios, por isso é habitual chamar-lhes nimeros pseudo-aleatorios.
O método mais comum é o chamado método das congruéncias lineares. Escolhemos quatro
inteiros: o moédulo m, o multiplicador a, o incremento ¢ e a raiz zg, com 2 <a<m,0<c<m
e 0 < zg < m. Gera-se uma sequéncia de nimeros pseudo-aleatérios {x,}, com 0 < z, < m

para qualquer n, usando sucessivamente a férmula
ZTpt1 = (azy, + ¢) mod m.

Por exemplo, a sequéncia de nimeros pseudo-aleatdrios gerada escolhendo m = 9, a = 7,

c=4exy=3 ¢ aseguinte:

21 = (Txg+4) mod 9=25mod 9=7
2 = (7Tz1 +4) mod 9 = 53 mod 9 =8
x3 = (Txg +4) mod 9 = 60 mod 9 =6
x4 = (T3 +4) mod 9 =46 mod 9 =1
x5 = (Tx4+4) mod 9 =11 mod 9 =2
26 = (Txs +4) mod 9 =18 mod 9=0
x7 = (Txg +4) mod 9= 4 mod 9=4
xg = (77 +4) mod 9 =32 mod 9 =5
( )

Tg = (Txg +4) mod 9 =39 mod 9 =3

Como zg = zy e cada termo na sequéncia s6 depende do anterior, a sequéncia tera nove

numeros diferentes antes de se comegar a repetir:
3,7,8,6,1,2,0,4,5,3,7,8,6,1,2,0,4,5,3, ...

A maioria dos computadores usa este método para gerar nimeros pseudo-aleatérios. Por
exemplo, é muito utilizado o sistema médulo m = 231 — 1 com incremento ¢ = 0 e multiplicador

a = 7° = 16807, que permite gerar 23! — 2 nimeros antes que a repeticdo comece.

(3) Célculo do maximo divisor comum. O algoritmo mais antigo que se conhece, e que
aparece no livro VII dos Elementos de Euclides (c. 325 a.C. - 265 a.C.), calcula o mdzimo divisor

comum mdc(a, b) de dois inteiros a e b.
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Exemplo. Consideremos os inteiros a = 252 e b = 54. Dividindo a por b obtemos a = 252 =
54 x 4+ 36. Tornando a dividir, agora b pelo resto 36, 54 = 36 x 1+ 18. Continuando o processo,
chegamos a uma divisdo exacta (porqué?), e o processo para: 36 = 18 x 2 4 0. E facil ver que

18, o ultimo resto nao nulo, é 0 maximo divisor comum de a e b.

252 = 54 x4+ 36
54 36 x 1 +[18]
36 18 x 2 +[0]

mdc(252,54) = 18

Nao se trata de uma coincidéncia: nao é dificil provar que, seguindo este procedimento para
quaisquer outro par de inteiros positivos, o tltimo resto nao nulo é sempre igual a mdc(a,b).

Este é o algoritmo de Euclides:

procedure mdc(a, b : inteiros positivos)
r:i=a
y:=b
while y # 0
begin
r:=x mod y
xi=y
yi=r
end {z é o mdc(a,b)}

O algoritmo de Euclides é um dos resultados basicos dos nimeros inteiros.

(4) Criptografia!”: cifra de César. As congruéncias utilizam-se muito na criptografia. O
exemplo mais simples (e muito antigo, remonta a Julio César) é a chamada cifra de César. Ele
usava um método de escrita de mensagens secretas transladando cada letra do alfabeto para trés

casas mais a frente:

Z =
O <+~
b =
&~ O
»n <+ I
H <+ O
<~ &
< <+
o H
N+
e <
W M4

I
1
M

O+« »=
<« ©
<+~ Q
Q <« T
o« =
— <
— <~ Q
H <+~ =
O+ Z

Q < N

Este sistema de encriptacao pode ser descrito matematicamente de forma muito abreviada:

substituimos cada letra por um inteiro de 0 até 22, baseado na sua posigao no alfabeto:

7 A criptografia é a parte da criptologia (ciéncia dos cédigos) que se dedica ao estudo de mensagens secretas e

dos processos de encriptacdo, ou seja, de escrita de mensagens secretas.
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B ¢ b E F G H I J L M
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

N O P Q R S T U V X %
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Portanto o método de César é definido pela funcao f que aplica cada inteiro n, 0 < n < 22, no
inteiro
f(n) = (n+3) mod 23.

Por exemplo,

X+— 21

!
f(21) =24 mod 23 =1 +— B.

Teste. Como fica a mensagem “DESCOBRI A SOLUCAQO?” depois de encriptada pela cifra de
César?

Para recuperar a mensagem original a partir da mensagem encriptada basta considerar a
fungao inversa f~1 que transforma um inteiro n, 0 < n < 22, em f~1(n) = (n — 3) mod 23.

Podemos generalizar a cifra de César transladando b casas em vez de trés:
f(n) = (n+b) mod 23.

E claro que a cifra de César é um método de encriptagdo muito pouco seguro. Podemos melhora-
-lo um pouco definindo, mais geralmente, f(n) = (an +b) mod 23, com a e b inteiros escolhidos

de modo a garantir que f é uma bijeccao.
Teste. Que letra substitui J com a fungao encriptadora f(n) = (7n + 3) mod 237

Teste. Descodifique a mensagem
*PIBEx _D _W@P

(onde o sfmbolo _ indica um espago em branco) que foi encriptada utilizando o alfabeto da
figura seguinte e a fungao f(p) = (22p + 25) mod 29.

(=

e d

N <

w <+ -

R

F G H I J] K L M N O P Q R s T U V X Y zZ W x @
r+r ¢+ rr o rr oot oot oz
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

Numeros primos.
Quais sao os elementos de Z,,, chamados invertiveis, que tém inverso relativamente a operagao

X, 7 Estes elementos estao intimamente ligados aos niimeros primos.
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Defini¢ao. Um natural p > 2 diz-se primo quando, para qualquer natural n, se n divide p entao

n=1oun=np.

No WolframAlpha se perguntarmos is n a prime number? permite testar se o nimero n é

primo'8

e a fung@o prime(n) lista o n-ésimo nimero primo:
> 1is 15 485 863 a prime number?

Result: 15485863 is a prime number
> prime(23)

po3 =83 (p, is the n'* prime number)

> 1list of first 100 prime numbers

&WolframAlph a oo,

list of first 100 prime numbers 8 |
=T O == = Examples =2 Random
primes between Prime(1) and Prime(100)

alues Less

203|571 11 13 17 | 19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41 | 43 |

47 | 53 | 59 | 61 | 67 | 71 | ¥3 | 79 | 83 | 89 | 97 | 101 | 103 |

107 | 109 | 113 | 127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 | 157 | 163 |

167 | 173 | 179 | 181 | 191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227 |

229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281 |

283 | 293 | 307 | 311 | 313 | 317 | 331 | 337 | 347 | 349 | 353 |

359 | 367 | 373 | 379 | 383 | 389 | 397 | 401 | 409 | 419 | 421 |

431 | 433 | 439 | 443 | 449 | 457 | 461 | 463 | 467 | 479 | 487 |

491 | 499 | 503 | 509 | 521 | 523 | 541 (100 primes)

® Download page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Os nimeros primos tém um papel fundamental relativamente aos outros nimeros naturais

por causa do seguinte resultado:

Teorema Fundamental da Aritmética. Todo o natural n > 2 pode escrever-se de maneira

unica, a menos da ordem dos factores, da sequinte forma:
__ €1 €2 €k
n=py Xpy” X Xpg
onde cada p; € primo e e; > 0.

No WolframAlpha podemos obter rapidamente estas fcatorizagoes:

18Testar se um ndmero é primo é um problema de complexidade polinomial. Este resultado sé foi provado
muito recentemente (em 2002) por uma equipa de investigadores do Indian Institute of Technology, depois de

muitas tentativas goradas durante o século passado.
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factor 100

= e e

Assuming "factor” is referring 1o a factorization computation | Useasa

factor 100

= is 100 prime?

= digit sumof 100

| 20 | 25 | 50

d instead

100 (9 divisor

RAM LANGUAGE

= largest known prime

SAT scares

modular

Ao contrario do que acontece com o problema da verificacdo da primalidade de um nimero,

nao se conhece nenhum algoritmo que, em tempo polinomial, consiga realizar esta decomposicao

em primos. Mais, conjectura-se que um tal algoritmo nao existe.

Definicao. Dois naturais m e n dizem-se primos entre si se mdc(m,n) = 1 (diz-se também que

m é coprimo de n).

Podemos agora caracterizar facilmente os elementos de Z,, que sao invertiveis para a multi-

plicagao x,:

Proposicao. Um natural a € Z,, é invertivel se e s6 se a e n sao primos entre si.

Prova. “=": ab =, 1 significa que ab = ng+1, isto é, ab—nqg = 1, para algum inteiro q. Entao,

se d é um divisor comum de a e n, serd um divisor de ab — nq = 1, pelo que necessariamente

d =1 ou d = —1. Isto mostra que mdc(a,n) = 1.

“<”": Se mdc(a,n) = 1 entdo, pelo algoritmo de Euclides (usado em ordem inversa — ver

exemplo na pagina seguinte), existem inteiros s e t tais que 1 = sa+tn, ou seja, sa = nx (—t)+1,

o que mostra que sa =, 1. Consequentemente, todos os ntimeros da forma s + kn (k € Z) sdo

solu¢ao da equagao xa =, 1 e um deles pertence necessariamente a Z,. Esse serd o inverso de

a em Z,.

Portanto, em Zs = {0,1,2,3,4} todos os elementos nao nulos sdo invertiveis:

Ix51=1,

2x53 =1,

3x52=1 4x54=1.
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Mais geralmente, se n é primo todos os elementos nao nulos de Z, sao invertiveis. Em Z, =
{0,1,2,3} s6 0 1 e 0 3 sdo invertiveis; em Zg = {0,1,2,3,4,5} s6 0 1 e 0 5 sdo invertiveis. Em
Z10, como vimos no inicio da secgao, o 7 € invertivel.

Para cada n, o nimero de coprimos de n menores ou iguais a n é dado pela funcdo de Euler

(ou funcéo tociente)

¢:N — N
n — #{m:m <nemé coprimo de n}

cujos valores podemos calcular com o WolframAlpha, recorrendo a funcao totient ou phi:
> phi(107)

106
> phi(106)

52

Portanto, em Zjg7 ha 106 elementos invertiveis e em Zgg $6 hé 52.
Acabdmos de obter uma solugdo para as congruéncias do tipo ax =, 1. Mais geralmente:

Resolvendo uma congruéncia. Sejam a,b,n inteiros. Se mdc(a,n) = 1 entdo a equacao

ar =, b tem uma solugao:

(1) Determine inteiros s e t tais que 1 =as+nt

(usando o algoritmo de Euclides por ordem inversa)

(2) Entdo x =bs é uma solugdo da congruéncia

(o conjunto completo de solugdes é {bs + nk | k € Z})

Teste. Resolva a equacao 10x =57 5.

Solugao. Usemos o algoritmo de Euclides para determinar mdc(10,27):

27 = 10x247
10 = 7Tx1+3
7T = 3x2+1

Portanto mdc(10,27) = 1. Agora invertamos o processo para encontrar inteiros s e t tais que
1 =10s + 27¢:

1 = 7-3x2
= 7—(10-7x1)x2
= 7Tx3—-10x2

= (27-10x2)x3—-10x2
= 10x (—8) 427 x 3.
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Portanto s = —8 e t = 3. Logo x = bs = —40 é uma solucao, e o conjunto completo de solugoes
é {—40+ 27k | k € Z}.

Teorema de Fermat-Euler.!'”
s - P ~ -1
(a) Sep € um primo que ndo divide x entdo xP~' =, 1.

(b) Sep e q sio primos que ndio dividem x entio xP~V@=1) = 1.

Prova. Provamos somente (a). Para isso consideremos os inteiros
zmod p, 2zxmodp, ... , (p—1)xzmodp. (x)

Estes ntimeros sao todos distintos, dois a dois:

Se nz mod p = max mod p, com n,m entre 1 e p— 1, entdo nzr =, mz, isto é, nr —mz =, 0,
ou seja, p divide (n — m)z. Mas p é primo e nao divide z logo terd que dividir o outro factor
n —m. Como n —m é um nimero entre 0 e p — 1, o inico nimero destes que é miltiplo de p é

o zero. Portanto, n — m = 0, ou seja, n = m.

Assim, como todos estes p— 1 niimeros sdo distintos e pertencem ao conjunto {1,2,...,p—1},
a lista () constitui um rearranjo (permutagao) dos nimeros 1,2,...,p— 1. Portanto, o produto
dos ntumeros da lista ¢é igual ao produto dos ntmeros 1,2,...,p — 1:

2P~ (p—1)! mod p = (p — 1)! mod p.

Daqui decorre que 2P~ 1(p — 1)! =, (p — 1)! & (p — 1)!(aP~! — 1) =, 0. Portanto p divide
(p — 1)!(zP~t —1). Como p ndo pode dividir (p — 1)!, terd entdo que dividir 2P~! — 1, o que
significa que 2P~! =, 1. O

4.2. Criptografia: o sistema RSA de chave piblica

Os resultados sobre os inteiros que acabamos de estudar estao na base de toda a criptografia
actual, que permite a troca de mensagens confidenciais por intermédio de um canal publico,
supondo que os agentes comunicantes, digamos a Alice e o Bruno, nao partilham segredo nenhum.

Se a Alice quiser enviar uma mensagem = ao Bruno, pede-lhe para ele gerar um par de chaves,
uma chave ptblica u (conhecida por toda a gente) e uma chave privada v (conhecida apenas pelo
Bruno). As chaves u e v sao aplicagoes do espago das mensagens para o espaco das mensagens
e, para que o sistema funcione bem e permita manter o secretismo na comunicacao, devem ter

as seguintes propriedades:
(P1) v(u(z)) = = para qualquer mensagem x.
(P2) deve ser dificil obter # conhecendo u(x) e ndo conhecendo v.

O protocolo funciona do seguinte modo:

19Este teorema (proposicao (a)) foi obtido pelo matemadtico francés Fermat por volta de 1630, e generalizado
pelo matemético suigo Euler um século mais tarde (proposicao (b)).
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Estruturas Discretas 4.2. Criptografia: o sistema RSA de chave publica

(1) A Alice envia a mensagem u(x) ao Bruno pelo canal publico.
(2) O Bruno recupera a mensagem original = aplicando v a u(z).

Ao definirmos um sistema criptogrdfico deveremos explicitar o espago das mensagens bem
como as aplicagoes u e v. Um dos sistemas mais utilizados hoje em dia é o sistema RSA cujo
nome deriva dos seus criadores (Rivest, Shamir ¢ Adleman, em 1976).

A familia de sistemas criptogréficos RSA é definida do seguinte modo:

e espaco de mensagens: Z, = {0,1,2,...,n— 1}, onde n = p x ¢ para algum par de primos p, g,
e u(z) = 2® mod n, para qualquer = € Z,,

e v(y) = y® mod n, para qualquer y € Z,,

onde a e b sdo taisque a x bmod (p—1) x (¢ —1) = 1.

Serd de facto um bom sistema, isto é, satisfaz as propriedades (P1) e (P2)?

Os conceitos e resultados relativos aos niimeros inteiros apresentados nesta sec¢ao permitem-
nos verificar a propriedade (P1), como veremos mais adiante. Quanto & propriedade (P2), a sua
confirmacdo ¢ ainda hoje um problema em aberto?’.

Este sistema permite enviar mensagens encriptadas por uma chave publica a, mas para
desencriptar a mensagem o receptor precisa de ter uma chave privada b (sé do seu conhecimento).
Sejam
pegprimos, n=pg m=(p—1)(¢g—1).

Consideremos ainda a tal que mdc(a, m) =1 e seja b a solugdo da congruéncia ab =, 1.
No sistema RSA, podemos comegar por traduzir as mensagens (sequéncias de letras) em
sequéncias de inteiros (como na cifra de César):

A B C D ETF G H I J L M
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11
N O P Q R S T U V X Z
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

O inteiro z dai resultante é depois transformado, com a ajuda da chave ptublica a, num inteiro

u(z) = 2% mod n.

Teste. Codifique a mensagem HELP usando o sistema RSA com p =43, ¢ =59 ¢ a = 13.

20Trata-se de um dos problemas em aberto mais importantes da matemética, com grandes implicacdes praticas:
até hoje, ninguém conseguiu demonstrar se o sistema RSA verifica a propriedade (P2), apesar de todos os
especialistas conjecturarem que isso seja verdadeiro. Portanto, toda a criptografia actual assenta, ndo numa
certeza absoluta, mas numa conjectura.
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Solugao. Neste sistema n = 43 x 59 = 2537. Note que, como 13 é primo, mdc(13,42 x 58) =
1. Traduzindo as letras no seu valor numérico, H—07, E—04, L—10 e P—14. A mensagem
corresponde entao ao numero x = 07041014. Se aplicarmos ja a chave publica u a x obtemos
uma mensagem sé com quatro algarismos: u(x) = 07041014'3 mod 2537 = 1507. Para manter o
nimero de algarismos na mensagem encriptada, como n = 2537 tem quatro algarismos, agrupam-

-se os algarismos de x em blocos de quatro e sé depois se aplica u a cada um desses blocos?!:

0704 - 7043 mod 2537 = 0981,

1014 -5 1014 mod 2537 = 1175.

A mensagem encriptada é entdao 0981 1175.

O receptor quando recebe a mensagem desencripta-a com a ajuda da chave privada b que s6
ele conhece:

v(u(z)) = u(x)® mod n.

Teste. Descodifique a mensagem seguinte, recebida usando o sistema RSA do exemplo anterior:
2128 2431.

Solucao. Temos que resolver a congruéncia 13b =49455 1 para determinar a chave privada b:

42 x 58 =2436 = 13 x 187+ 5
13 = 5x2+4+3
5 = 3JIx1+2
3 = 2x1+1

donde
1 = 3—-2x1

= 3-(5-3x1)

= 3x2-5

= (13-5x2)x2-5

= 13x2-5x%x5H

= 13x2— (2436 — 13 x 187) x 5
= 13 x (24187 x 5) — 2436 x 5
= 13 x 937 — 2436 x 5.

Portanto b = 937. Entao 2128° mod 2537 = 2128%37 mod 2537 = 1718 e 2431° mod 2537 =
2431937 mod 2537 = 1314, pelo que a mensagem original é, na versdo numérica, 1718 1314, ou
seja STOP.

21portanto, deveremos ter o cuidado de ter sempre = < n.

100



Estruturas Discretas 4.2. Criptografia: o sistema RSA de chave publica

J& sabemos como encriptar e desencriptar mensagens no sistema RSA. Falta assegurar, como
tinhamos anunciado, que o RSA satisfaz a propriedade (P1), isto é, que a desencriptagdo v é de

facto inversa da encriptacao u:

Proposicao. Sejam p e g primos distintos, n =pqg e m = (p—1)(q—1). Se a e b sdo inteiros

tais que ab =, 1, entdo v(u(x)) = = para qualquer inteiro < p,q.

Prova. Uma vez que v(u(z)) = v(z® mod n) = (z* mod n)® mod n = 2% mod n, e ab =
k(p —1)(¢ — 1) + 1 para algum inteiro k, temos

v(u(z)) = *P~DE@DH mod p = ((P~YE=D)* ) mod n.

Mas como x é menor do que p e ¢, nao é divisivel por p e ¢ logo, pelo Teorema de Fermat-Euler
(b), (zP~D@=1)* mod n = 1. Portanto v(u(x)) = x mod n = x. O

Basta assim usarmos mensagens com numero x inferior a p,q para termos a certeza que a
func¢ao de desencriptagao v recupera a mensagem original.
Como é que o processo de troca de mensagens secretas entre a Alice e o Bruno se desenrola

na realidade? O Bruno, o receptor, faz o seguinte:

(1) escolhe dois niimeros primos p e ¢,
(pode ser dificil quando se procuram nidmeros p,q muito grandes)
(2) calcula os produtos n =pgem = (p—1)(q—1),
(muito fdcil)
(3) escolhe a € Zy, (a chave publica) tal que mdc(a, m) =1,
(fdcil: conhecemos um algoritmo eficaz para calcular o mde de 2 nimeros)
(4) usando o algoritmo de Euclides, determina b € Z,, (a chave privada) tal que ab =,, 1.
(fdcil: conhecemos um algoritmo eficaz para calcular o inverso de um elemento em Z,)
(5) Envia os valores de n e a para a Alice, mantendo a chave privada b s6 do seu conhecimento.

(a partir daqui, ndo havendo garantias de seguranga no canal de comunicagao, os valores

de n e a passam a ser eventualmente publicos.)

A Alice tem agora os elementos para encriptar as suas mensagens com a fungao u e envia-las
ao Bruno. Como sé este conhece o valor de b, s6 ele podera decifrar a mensagem aplicando a
funcao v.

E que trabalho tem que fazer uma terceira pessoa mal intencionada, que conhece s6 a funcao

de encriptagao, para desencriptar uma mensagem?

(1) factorizar o nimero n para recuperar os primos p e g,
(pode ser muito dificil quando n € muito grande)
(2) usando o algoritmo de Euclides, determinar b € Z,, (a chave privada) tal que ab =, 1,

(fdcil: conhecemos um algoritmo eficaz para calcular o inverso de um elemento em Z,,).

Vemos assim que a diferenga principal é:
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e para criar o cédigo é preciso encontrar dois niimeros primos p, g;
e para decifrar o cédigo é preciso factorizar o produto n = pgq.

Comparemos a dificuldade de ambas as operagoes. Actualmente, os grandes computadores
utilizam numeros primos com mais de 80 algarismos. Claramente, se um numero p de 80
algarismos nao € primo, podemos escrever p = a X b e é impossivel que ambos os factores
tenham mais de 40 algarismos. Portanto, um dos factores tem menos de 40 algarismos. Assim,
para saber se p é primo, basta dividir p por todos os ntimeros de 40 algarismos ou menos. E
se 0 nimero nao é primo, recomegar o trabalho com um outro nimero, e assim sucessivamente,
até achar finalmente um ndmero primo.

Existe uma férmula famosa que dé4 uma aproximagao do niimero de niimeros primos inferiores
a um certo nimero n:

Existem cerca de 1% mimeros primos inferiores a n.

Isto implica que, entre os nimeros de 80 algarismos, aproximadamente um em cada 185
nimeros é primo. Entao, para encontrar dois nimeros primos de 80 algarismos, o Bruno tem
que fazer cerca de

2 x 185 x 10*° = 370 x 10*°

operacoes.

Quando uma terceira pessoa mal intencionada conhece n = pq, sabendo que p e ¢ sdo ntimeros
primos de 80 algarismos, tem que dividir n por todos os ntimeros de 80 algarismos para descobrir
os factores p,q. H4 103" niimeros de 80 algarismos ou menos, e 107 niimeros de 79 algarismos
ou menos. Entao ha

1080 —10™ =10™(10 — 1) = 9 x 107

nimeros de exactamente 80 algarismos. Em conclusao, o trabalho da pessoa mal intencionada é

9% 107 9
e 10 2,4 % 107
370 < 100 37 <07 F A4

vezes mais dificil do trabalho do Bruno. Isto significa que se o computador do Bruno gastar um
segundo a encontrar os primos p, ¢, um computador do mesmo tipo tem que trabalhar durante
aproximadamente 1037 segundos para quebrar o cédigo. E muito tempo?

A Terra tem cerca de 3.500.000.000 anos, ou seja,

3.500.000.000 x 365 x 24 x 60 x 60 = 110.376.000.000.000.000 ~ 1,1 x 107

segundos. Entao 1037 segundos sdo 10%° vezes a idade da Terra!!!

E claro que o exemplo de RSA que apresentamos na pagina 95 é (matematicamente) inseguro,
um intruso facilmente quebraria o sistema: conhecendo n = 2537, facilmente obteria a sua
factorizagdo prima pg = 43 x 49, calcularia (p — 1)(¢ — 1) = 2436, e usaria o algoritmo de
Euclides para descobrir a chave privada b = 937.

E aqui que reside a grande seguranga do sistema RSA: a aparente dificuldade em resolver

este problema, desde que p e ¢ sejam nimeros com muitos algarismos. Neste caso, mesmo sendo
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publica a informacao de n e a, um intruso nao deverd ser capaz de descobrir o expoente b de

desencriptacio?2.

Exemplo. O Bruno comecga por procurar dois primos grandes p e g, por exemplo com 80 alga-
rismos. No WolframAlpha com qualquer expressao préoxima de random integer (n) obtemos
um inteiro aleatério r com 80 algarismos e depois next prime (r) calcula o menor primo maior
do que o inteiro r:

> random integer (10780)

: 19669081321110693270343633073697474256143563558458718976746753830538032062222085

<

> next prime (r)

p: 19669081321110693270343633073697474256143563558458718976746753830538032062222257
> random integer (10780)

s: 74121768604305613921745580037409259811952655310075487163797179490457039169594160
> next prime (s)

q: 74121768604305613921745580037409259811952655310075487163797179490457039169594213
A seleccao primeiro de dois inteiros aleatérios r e s tem a intencao de tornar mais dificil de

adivinhar os primos p e ¢. Em seguida, o Bruno calcula n =pge m = (p—1)(¢ — 1).
> Pxq

n: 14579070943426365719341081596858629803265159149118248616433975229804975507362306
15496046802186876835611836753440525199587698019954839165932427842278373706998741

Este valor de n com 160 algarismos permite encriptar mensagens até 80 letras num sé6 bloco.
> (p-Dx(g-1);

m: 14579070943426365719341081596858629803265159149118248616433975229804975507362305
21705196876770569643522623642333791131491479151420633025388494521283302475182272

Em seguida, decide a escolha de a. Como serd um valor ptblico, nao se preocupa em gerar
nimeros aleatoriamente. A Unica preocupagao é que satisfaga mdc(a,m) = 1. Por exemplo,

pode fazer a = 2'6 4+ 1 = 65537. Depois calcula b tal que ab =,, 1:

> a”-1 mod(m)

22 A n3o ser que descubra um algoritmo de factorizacdo que torne o problema realizivel em tempo ttil, o que
os matemadticos acreditam (conjecturam) ndo existir. Mas, até hoje, ninguém foi capaz de provar isso. Por esta
razao a factorizagdo, para a qual se julga nao existir algoritmo polinomial, é o calcanhar de Aquiles do RSA.
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b: 34180298922096847472065507840720943425419102236324807359431775852717312155060777
8293183240178522095499109087453784896094825475099226794560236481979918863102913

Estd pronto para definir as fungao de encriptagao u e desencriptagao v:
u: (x,a,n) — zmod(n), v: (z,b,n) — z’mod(n).

Verifiquemos num exemplo (mensagem x = “5”) que os procedimentos u e v sdo inversos um

do outro:
> 57a mod(n)

y: 44669982652857045772784970284788245601106395884543657540636484577393488318578590
4969215738362722324430978629195687422700096164664107349103915395164169538874261

> y~b mod(n)
)

Teste. Descodifique a mensagem 1445271342077333850810587930721246119637276300086542923
991011323094820891531712659656668032513734254782932933643187458814460659880338609653
396403575967077856790 recebida pelo Bruno.

Solugao.

> 1445271342077333850810587930721246119637276300086542923991011323094820
8915317126596566680325137342547829329336431874588144606598803386096533964035759
67077856790"b mod(n)

417181903041104171816191819160017030817021604180017

Como o primeiro par de algarismos, 41, ndo corresponde a nenhuma letra (ver tabela da
pdgina 94), o par original deverd ser 04 (o WolframAlpha nao escreveu o 0), ou seja, é a letra E.
Continuando, 17—S, 18—T, 19—U, etc. A mensagem original é

“ESTUDEMESTRUTURASDISCRETAS”.

Observe que, em geral, no sistema RSA assume-se que quase tudo é do conhecimento piblico,
incluindo a forma da funcao encriptadora. Isto significa que um intruso que intersecta uma
mensagem RSA sabe que esta foi formada com a fungao u(x) = 2% mod n, e conhece os valores
a e n. A vantagem desta informacao ser publica reside no facto da Alice e do Bruno para
comunicarem entre si numa linha de comunicagao insegura nao precisarem de pensar numa
maneira de trocarem entre si secretamente o expoente de encriptagao a e o médulo n. S6 a
chave privada b nunca pode circular entre ambos pelo canal de comunicacao, para que nao possa

ser interceptada.

Leituras suplementares. (1) Até agora utilizdmos um método muito simples de con-

versao de letras em nimeros, que representa A pelo nimero 0, B pelo nimero 1, etc., até Z. Este
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método tem uma desvantagem Obvia: nao funciona conjuntamente com maitsculas e minisculas,
com espagos, acentos e outros caracteres. Existe um método muito utilizado de conversao de
caracteres no cédigo ASCII, usado pela maioria dos computadores, permitindo a conversao de
cadeias de caracteres alfanuméricos em inteiros e vice-versa. No WolframAlpha e Mathematica
a instrucao é

ToCharacterCode[“xxx”]

mas bastard por exemplo escrever qualquer coisa parecida com?3

convert “xxx” to ASCII

> convert "Bom dia, a vossa missdo para hoje é codificar esta mensagem." to ASCII

66, 111, 109, 32, 100, 105, 97, 44, 32, 97, 32, 118, 111, 115, 115, 97, 32, 109, 105, 115, 115, 227,
111, 32, 112, 97, 114, 97, 32, 104, 111, 106, 101, 32, 233, 32, 99, 111, 100, 105, 102, 105, 99, 97,
114, 32, 101, 115, 116, 97, 32, 109, 101, 110, 115, 97, 103, 101, 109, 46]

Em sentido inverso:

> convert {66, 111, 109, 32, 100, 105, 97, 44, 32, 97, 32, 118, 111, 115, 115,
9r, 32, 109, 105, 115, 115, 227, 111, 32, 112, 97, 114, 97, 32, 104, 111, 106,
101, 32, 233, 32, 99, 111, 100, 105, 102, 105, 99, 97, 114, 32, 101, 115, 116,
97, 32, 109, 101, 110, 115, 97, 103, 101, 109, 46} to characters

“Bom dia, a vossa missao para hoje é codificar esta mensagem.”

Para mais informagcao sobre conversao de mensagens consulte o texto?* conversaoRSA2.mws
de Mike May (2002).

(2) O sistema RSA tem resistido a ataques de criptoanalistas, & custa do aumento da dimensao
das chaves, mas é necessario ir acompanhando os desenvolvimentos mais recentes. Apesar da
matematica subjacente ser hd muito conhecida, a cifra RSA surgiu apenas nos anos 70 por-
que é aplicavel apenas com numeros primos de grande dimensao e s6 nos anos 70 apareceram

computadores potentes de custo aceitavel. Ataques mais conhecidos em 2006:
e Numeros até 100 bits consegue-se quebrar, com PCs.

e Em computagao paralela sdo conhecidos ataques até 640 bits (actualmente recomenda-
-se o uso de niimeros RSA-1024, ou RSA-2048)2°.

Qual é a complexidade do algoritmo de factorizacao do niimero n em primos pq?

Factorizagéo & forga bruta: testar todos os primos até n/2 (é de complexidade O(y/n)).

23E a grande vantagem do WolframAlpha: nio precisamos de conhecer as instrucdes exactas, ele reconhece as

expressoes em inglés aproximadas.
24Na péagina da disciplina.
25 A notagio RSA-xxxx refere-se a um niimero RSA com tamanho xxxx em bits.
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Exemplo. n :=408508091.

Divisivel por 37 N&o!

2. Divisivel por 57 Nao!

etc.
2099. Divisivel por 18 313 (é o 2099° primo)? Sim, estd identificado o primo p.
2100. q =n/18313 = 22307.

Demorou 2099 passos, e n s6 tem 9 algarismos! Imagine RSA-640 com 193 algarismos decimais...

A empresa norte-americana RSA Security?® submete a concurso a factorizacio de ntimeros
RSA com prémios até 200 mil délares (para o caso RSA-2048):

e Primeiro prémio (100 délares) atribuido em Abril 1994, pela factorizacdo de nimeros RSA-
129.

e O prémio mais elevado (20 000 ddlares) foi ganho em Novembro 2005 na factoriza¢ao do
RSA-640

31074182404900437213507500358885679300373460228427275457201619488232064405
18081504556346829671723286782437916272838033415471073108501919548529007337
724822783525742386454014691736602477652346609

por F. Bahr, M. Boehm, J. Franke, T. Kleinjung (Univ. Bona, Alemanha). Os factores
sao

163473364580925384844313388386509085984178367003309231218111085238933310010
4508151212118167511579

190087128166482211312685157393541397547189678996851549366663853908802710380
2104498957191261465571

Os célculos foram efectuados durante 540 dias por um conjunto de 80 AMDG64 Opteron
(CPU que equipa cerca de 10% dos supercomputadores mais rdpidos do mundo).

Desafio. Se conseguir descobrir a factorizagdo do RSA-704

74037563479561712828046796097429573142593188889231289084936232638972765034028266
27689199641962511784399589433050212758537011896809828673317327310893090055250511

6877063299072396380786710086096962537934650563796359
26

www.rsa.com/rsalabs/node.asp?id=2093.
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terd 20 valores a disciplina e pode candidatar-se ao prémio de 30 000 délares da RSA Security.

Exemplos de chaves publicas usadas em algumas paginas web.

Chave publica Departamento de Matemadtica (tamanho: 140 Bytes / 1120 Bits)

> DMUC: "30 81 89 02 81 81 00 db 35 3c 03 49 fc e0 48 e4 b6 7c 55 66 £3 52 08
39 b9 d8 bf eb 9c c7 e8 7a 32 54 fc 88 66 19 de a0 08 bl 19 ad a0 34 75 Oc 2b 0d
£f5 6d 3b 9d f4 78 2e 2e fe 45 d3 7e b5 ff 7c £6 9a 3b d7 13 46 a9 el ab Ob 01 d8
d8 3c 65 d7 ce a3 e7 32 c3 59 54 97 54 b7 a4 6e be 07 61 25 0d 32 04 3a 99 15 19
23 9d 97 61 el 66 5d b7 ef 81 €9 le cd bc 25 fd 39 9b 74 6a 86 09 07 9a 98 bd 45
f2 ba 84 al 02 03 01 00 O1"

Conversao desta representagao hexadecimal para a sua representacao decimal:

DMUC: 26986751662544233897390996989562786998209640195002153770034468141230169
50163931124306976585375250715400911398515483295152423812242464904341510349824376
57607908609525327637173783415854826421482431563077009840890804022964491227968726
58542504958657945923684483016763566353046590571882008173675016517836292426828436
78677672254248775317520385

Chave publica VISA eCommerce (tamanho: 270 Bytes / 2160 Bits)

> nVISA := "30 82 01 Oa 02 82 01 01 00 af 57 de 56 le 6e al da 60 bl 94 27 cb 17
db 07 3f 80 85 4f c8 9c b6 dO f4 6f 4f cf 99 d8 el db c2 48 b5c 3a ac 39 33 c7 1f
6a 8b 26 3d 2b 35 £5 48 bl 91 cl1 02 4e 04 96 91 7b b0 33 fO bl 14 4e 11 6f bd 40
af 1b 45 a5 4a ef 7e b6 ac f2 a0 1f 58 3f 12 46 60 3c 8d al e0 7d cf 57 3e 33 le
fb 47 f1 aa 15 97 07 55 66 ab b5 2d 2e d8 80 59 b2 a7 0d b7 46 ec 21 63 ff 35 ab
ab 02 cf 2a f4 4c fe 7b f5 94 5d 84 4d a8 f2 60 8f db Oe 25 3c 9f 73 71 cf 94 df
4a ea db df 72 38 8c f3 96 bd f1 17 bc d2 ba 3b 45 ba c6 a7 f6 c6 17 8b 01 9d fc
19 a8 2a 83 16 b8 3a 48 fe 4e 3e a0 ab 06 19 e9 53 £3 80 13 07 ed 2d bf 3f Oa 3c
55 20 39 2c 2c 00 69 74 95 4a bc 20 b2 a9 79 eb5 18 89 91 a8 dc 1c 4d ef bb 7e 37
Ob 5d fe 39 ab 88 52 8c 00 6¢c ec 18 7c 41 bd f6 8b 75 77 ba 60 9d 84 e7 fe 2d 02
03 01 00 O1":
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5. Contagem

5.1. Técnicas basicas

Neste capitulo comegaremos por abordar os dois principios gerais, intuitivamente claros, que
fundamentam os raciocinios béasicos que se fazem na resolugao de problemas elementares de
contagem.

O principio fundamental da contagem (chamado principio da multiplica¢ao) diz que se hé p
maneiras de fazer uma escolha F; e, feita a escolha F7, hd ¢ maneiras de fazer a escolha Fj,
entao o numero de maneiras de fazer sucessivamente as escolhas F7 e Fs é p X q.

Mais geralmente:

Quando pretendemos realizar m escolhas maltiplas e existem py possibilidades para
a primeira escolha, pa possibilidades para a sequnda escolha, etc., p,, possibilidades
para a m-ésima escolha entdo se as escolhas forem combinadas livremente, o numero

total de possibilidades para o conjunto total das escolhas € igual a p1 X P2 X -+ X Dpy.

Exemplo. O menu de um restaurante apresenta duas entradas, trés pratos principais e duas so-
bremesas. Quantas ementas diferentes (com uma entrada, um prato principal e uma sobremesa)
podemos escolher?

Num problema tao simples podemos esquematizar as varias possibilidades e conté-
-las; se designarmos por E = {ej,e2} o conjunto das entradas, por P = {p1,pa2,p3} 0 con-
junto dos pratos principais e por S = {s1,s2} 0 conjunto das sobremesas, o seguinte quadro

mostra os resultados possiveis:

€1 €2

P1 D2 b3 P1 b2 b3

||||||||| !_‘_\||||||

S1 52 S1 52 S1 52 S1 52 S1 52 S1 52

Portanto, 2 x 3 x 2 =12 é a solugao do problema. O quadro dé-nos também imediatamente

a enumeragao de todos os casos possiveis: {e1,p1,s1},{e1,p1,82}, ..., {e2, 03,82}

A justificagdo para o Principio da Multiplicacdo é a seguinte:

Fazer a escolha F; significa escolher um elemento de um conjunto S; de cardinal pp, fazer
a escolha Fs significa escolher um elemento de um conjunto S5 de cardinal po, e assim suces-
sivamente, pelo que fazer a escolha sucessiva Fi, Es, -+, E,, significa tomar um elemento do
produto cartesiano S; X So X -+ - X S,,. Logo o nimero de maneiras de fazer tal escolha é igual ao
cardinal |S7 X Sg X - -+ x Sp,|. Portanto o Principio da Multiplicacdo assenta no seguinte facto,

facilmente demonstravel por indugao:
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Principio da Multiplicagao. Sejam Si,Ss,..., Sy, conjuntos finitos e S = S1 X Sy X+ X Sp,

o seu produto cartesiano. Entao

S| = [S1] x [Sa] x - X [Sin].

Por outro lado, é evidente que o numero de maneiras diferentes de escolher uma entrada
ou um prato principal ou uma sobremesa ¢ igual a 2 + 3 + 2 = 7. Este raciocinio é um caso

particular do chamado Principio da Adigéo:

Principio da Adigao. Se S1,S5,,...,S,, formarem uma parti¢cio de um conjunto finito S, ou

seja, se S =Ji2, S; e S;NS; =0 para quaisquer i,j € {1,2,...,m}, i # j, entdo

|S1=">_18il-
i=1

Caso alguns dos subconjuntos Si,.5,...,S5,, tenham interseccao nao vazia, um principio
mais geral (o chamado Principio da Inclusdo-Exclusio) serd necessdrio para contar os elementos
de S. Estudaremos esse principio mais adiante. Os principios da multiplicagdo e da adigao

podem ser facilmente demonstrados pelo Principio de Indugao Matematica.

Teste 1. Uma bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas usando apenas as cores
verde, amarela e vermelha. Se cada listra deve ter apenas uma cor e ndo se pode usar cores

iguais em listras adjacentes, de quantas maneiras se pode colorir a bandeira?

Solucgao. Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada listra. Ha 3 maneiras de escolher
a cor da primeira listra e, a partir dai, 2 maneiras de escolher a cor de cada uma das outras 6

listras. Portanto a resposta é 3 x 26 = 192.
Teste 2. Quantos sdo os nimeros de trés algarismos distintos?

Solucgao. O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 maneiras, pois nao pode ser igual a
0. O segundo algarismo pode ser escolhido de 9 maneiras, pois ndo pode ser igual ao primeiro
algarismo. O terceiro algarismo pode ser escolhido de 8 maneiras, pois nao pode ser igual ao

primeiro e segundo algarismos. A resposta é 9 x 9 x 8 = 648.

Estes exemplos mostram-nos qual deve ser a estratégia para resolver problemas de contagem.

Citando Elon Lages Lima2”:

(1) Postura. Devemos sempre colocar-nos no papel da pessoa que deve fazer a accao solicitada
pelo problema e ver que decisoes devemos tomar. No Teste 2, colocAmo-nos no papel da pessoa
que deveria escrever o ntimero de trés algarismos; no Teste 1, colocdmo-nos no papel da pessoa

que deveria colorir a bandeira.

27 A matemdtica do ensino médio, Sociedade Brasileira de Matematica, 2000.
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(2) Divisdo. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisbes a serem tomadas em decisoes
mais simples. Colorir a bandeira foi dividido em colorir cada listra; formar um nidmero de trés

algarismos foi dividido em escolher cada um dos trés algarismos.

(3) Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em grandes
dificuldades. Se uma das decisdes a serem tomadas for mais restrita que as demais, essa é a
decisao que deve ser tomada em primeiro lugar. No Teste 2, a escolha do primeiro algarismo é
uma decisao mais restrita do que as outras, pois o primeiro algarismo nao pode ser igual a 0.
Essa é portanto a decisao que deve ser tomada em primeiro lugar; adid-la s serve para causar
problemas. Com efeito, comecando a escolha dos algarismos pelo dltimo, ha 10 maneiras de
escolher o ultimo algarismo. Em seguida, hd 9 maneiras de escolher o algarismo central, pois
nao podemos repetir o algarismo ja usado. Agora temos um impasse: de quantas maneiras
podemos escolher o primeiro algarismo? A resposta é “depende”. Se antes ndo tivermos usado
o zero, havera 7 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o zero
nem os dois algarismos ja usados; se ja tivermos usado o zero, haverd 8 maneiras de escolher
o primeiro algarismo. Isto mostra como algumas pessoas conseguem, por erros de estratégia,

tornar complicadas as coisas mais simples.
Teste. Quantos sao os numeros pares de trés algarismos distintos?

Solucao. H& 5 maneiras de escolher o ultimo algarismo. Note que comecamos pelo ultimo
algarismo, que é o mais restrito; o ultimo algarismo s6 pode ser 0,2,4,6 ou 8. Em seguida, vamos
ao primeiro algarismo. De quantas maneiras se pode escolher este algarismo? A resposta é
“depende”: se nao tivermos usado o 0, haverd 8 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois
nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo ja usado na tltima posicao; se ja tivermos usado
o 0, haverd 9 maneiras de escolher o primeiro algarismo, pois apenas o 0 nao poderd ser usado
na primeira posicao.

Este tipo de impasse é comum na resolucao de problemas e ha dois métodos para ultrapassa-
-lo. O primeiro método consiste em voltar atrds e contar separadamente os nimeros que termi-
nam em 0 e os que nao terminam em 0. Comecemos pelos que terminam em 0. H4 uma maneira
de escolher o 1ltimo algarismo, 9 maneiras de escolher o primeiro e 8 maneiras de escolher o
algarismo central. Ha assim 1 x 9 x 8 = 72 ndmeros terminados em 0. Para os que nao termi-
nam em 0, hd 4 maneiras de escolher o iltimo algarismo, 8 maneiras de escolher o primeiro e 8
maneiras de escolher o algarismo central. H& pois 4 X 8 x 8 = 256 nlimeros que nao terminam
em 0. A resposta final é 72 4 256 = 328.

O segundo método consiste em ignorar uma das restrigoes do problema, o que nos faré contar
em demasia. Depois descontaremos o que tiver sido contado indevidamente. Em primeiro lugar
fazemos de conta que o 0 pode ser usado na primeira posi¢cdo do nimero. Procedendo assim,
h4 5 maneiras de escolher o tltimo algarismo (s6 pode ser 0,2,4,6, ou 8), 9 maneiras de escolher
o primeiro algarismo (nao podemos repetir o algarismo usado na ultima casa) e 8 maneiras de
escolher o algarismo central. H4 5 x 9 x 8 = 360 nimeros, al incluidos os que comecam por 0.
Por fim vamos determinar quantos desses nimeros comecam por 0; sdo esses os nimeros que
foram contados indevidamente. H4 s6 uma maneira de escolher o primeiro algarismo (tem que

ser 0), 4 maneiras de escolher o ultimo (sé pode ser 2,4,6, ou 8 — lembre-se que os algarismos
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s@o distintos) e 8 maneiras de escolher o algarismo central (ndo podemos repetir os algarismos ja
usados). H4 assim 1 x 4 x 8 = 32 ntimeros comegados por 0. A resposta final é 360 — 32 = 328.

E claro que este problema poderia ter sido resolvido com um truque. Para determinar
quantos sao os numeros pares de trés algarismos distintos, poderiamos calcular os nimeros de
trés algarismos distintos menos os ntimeros impares de trés algarismos distintos.

Para os ntimeros de trés algarismos distintos, h4d 9 maneiras de escolher o primeiro algarismo,
9 maneiras de escolher o segundo e 8 maneiras de escolher o ultimo. Portanto hd 9 x 9 x 8 = 648
nimeros de trés algarismos distintos.

Para os ntimeros impares de trés algarismos distintos, hd 5 maneiras de escolher o ultimo
algarismo, 8 maneiras de escolher o primeiro e 8 maneiras de escolher o algarismo central. H&
pois 5 x 8 x 8 = 320 ntmeros impares de trés algarismos distintos.

A resposta final é 648 — 320 = 328.

Alguns tipos de problemas de contagem, embora sejam aplicagoes do Principio da Multi-
plicacdo, aparecem recorrentemente com muita frequéncia. Para esses problemas, vale a pena

conhecer de cor férmulas que fornegam imediatamente a resposta.

(1) De um conjunto de 4 letras {A, B,C, D}, quantas sequéncias de 8 letras se podem formar

se repeticoes de uma mesma letra nao forem permitidas?

(2) Considere 4 pontos A, B, C, D num plano, tais que nenhum grupo de 3 esteja situado
sobre uma mesma recta. Quantos triangulos diferentes podem ser construidos usando esses

pontos como vértices?

No primeiro problema temos 4 x 3 x 2 hipéteses diferentes:

1% letra 22 Jetra 32 letra 1% letra 22 Jetra 32 letra
C C
B — A —
\ 5 \ 5
B A
A c — B c —
\ 5 \ 5
B A
D — D —
\ = \ =
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B B
\\\\\\\\‘1) \\\\\\\\\ B
A A
C B — D B —
\\\\\\\\‘l) \\\\\\\\\ B
A A
D — c —
\\\\\\\\43 \\\\\\\\43
12 letra 22 Jetra 32 letra 12 letra 22 letra 32 letra

Note-se que neste caso a ordem pela qual se escrevem as letras na sequéncia é fundamental:

ABC +# BAC + CAB.

No segundo problema ja a ordem nao interessard pois, por exemplo, as sequéncias de vértices
ABC, BAC, CAB

definem o mesmo triangulo (o que define um triangulo é o conjunto dos seus trés vértices, e nao
a ordem pela qual os poderemos escrever).
Estes dois problemas revelam-nos duas estruturas diferentes, que ocorrem frequentemente, e

que abordaremos de seguida, de uma maneira mais formal e sistemaética.

Seja S = {a1,as,...,a,} um conjunto com n elementos. Uma permutagdo dos n elementos
de S, r ar (0 <r <n)éuma sequéncia ordenada (ay,as,...,a,) de elementos de S. Assu-
mimos que nao ha repeticao de elementos nas sequéncias ordenadas. Denotaremos o nimero de
permutagoes dos n elementos de S, r a r, por P(n,r). Se r = n diremos simplesmente que se
trata de permutacéoes de n elementos.

No exemplo (1) acima pedia-se o cdlculo de P(4,3), que vimos ser igual a 24. Seja S =

{a,b,c}. As permutagoes dos 3 elementos de S, 2 a 2, sdo

(a,b), (a, ), (b, a), (b,¢), (¢, a), (¢, D).

Logo P(3,2) = 6. As permutagoes de 3 elementos sao (a, b, ¢), (a, ¢, b), (b, a,c), (b,¢c,a),(c,a,b) e
(¢,b,a) pelo que P(3,3) = 6.
E possivel fazer estes cdlculos no WolframAlpha:

> permutation (3,2)

6
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> permutation (3,3)

6

| permutation ([a, b, c].2) 8 |

la. b, e}
permutations

la, bt | fa,ct | dbyal | ib,ct | de,al | e, b}

& Download page E

Q
m
m
=]
m

¥ THE WOLFRAM LANGUAGE

Proposicao 1. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que v < n,
Pln,r)=nx(n—-1)x---x(n—r+1).
Prova. O primeiro elemento da sequéncia ordenada pode ser escolhido de entre n elementos

diferentes. O segundo de entre n— 1, e assim sucessivamente, até ao elemento na r-ésima posicao
que poder4 ser escolhido de entre n—(r—1) = n—r+1 elementos diferentes. Logo, pelo Principio

da Multiplicagao, a construcao da sequéncia pode ser realizada de
nxn—1)x---x(m—r+1)
maneiras diferentes, ou seja, P(n,r) =nx (n—1) x --- x (n —r+1). O

Convencionando que 0! = 1, podemos reescrever a Proposi¢ao 1 do seguinte modo:

n!

Esta férmula continua vélida para r = 0 se definirmos P(n,0) (n > 0) como sendo igual a 1

P(n,r) = (n>7r>0).

(correspondendo & permutacao vazia). O caso particular » = n diz-nos que o nimero P(n,n) de

permutagoes de n elementos é igual a n!.

Seja S um conjunto com n elementos. Uma combinacao dos n elementos de S, r a r, com
0 < r <mn, é um subconjunto de S com r elementos (distintos, evidentemente). Denotaremos o

ntimero de combinagées de n elementos, r a r, por C(n,r) ou (:f)

Exemplo. As combinagoes dos elementos de S = {a, b, ¢}, dois a dois, sdo {a, b}, {a,c} e {b,c}.
Portanto C(3,2) = 3. As combinagbes dos elementos de S trés a trés reduzem-se a {a,b, c}.
Logo C(3,3) = 1.

114



Estruturas Discretas 5.1. Técnicas basicas

> combination (3,2)

3
combination ([a,b,c],2) 8 |
B B T = Examples == Random

Input interpretation:
R objects la, b, c}
combinations
combination size 2
Mumber of distinct combinations:

3

Combinations:

la, b} | fa,ct | {b,c} (total: 3)

combination ([1,2,3,4,51,3) e |

E D A D = Examples == Random

Input interpretation:

objects 11,2, 3, 4,5}
combinations
combination size 3

Mumber of distinct combinations:

10

Combinations:

,2,3) | 1L,2,4
5b 1 {2,450 ||

bIL2,50 | (L34 | (L35 | [L45) | 234 | 23
3,4, 5} (total: 10)

@ Download page FOWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Proposigao 2. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que v < n temos

Clnr) = P(n,r) _ n!

7! ri(n —r)!’

Prova. Seja S um conjunto com n elementos. Cada permutagao dos elementos de S, r a r,
pode ser obtido em 2 passos:

1. Seleccionando um subconjunto de S com r elementos;

2. Reordenando esses r elementos de modo a formar a permutacao desejada.
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Como C'(n, r) representa o nimero de subconjuntos de S com r elementos, podemos efectuar
o passo 1 de C(n,r) maneiras diferentes. Uma vez seleccionado um determinado subconjunto
de r elementos, estes podem ser reordenados de P(r,r) = r! maneiras diferentes. Atendendo ao
Principio da Multiplicagao, concluimos que P(n,r) = C(n,r) x r!, isto é,
P(n,r) n!

Clnr) = o ri(n —r)!’ =

Note que C(n,n) =1 e C(n,1) = n. Convencionando que C(n,0) =1 para n > 0 a férmula

da Proposicao 2 continua vélida para n > r = 0.

A combinatéria?® e a teoria das probabilidades partilham raizes comuns e estao muito ligadas.
De facto, o cédlculo de uma probabilidade discreta (probabilidade de um acontecimento num
espaco de resultados finito?®) é um mero problema de contagem: numa experiéncia aleatéria
com um espago S de resultados equiprovéveis e finito, a probabilidade p(A) de um acontecimento
A éigual a |A]/|S], ou seja,

numero dos resultados favoraveis a A

A =
p(4) nimero total de resultados possiveis

Basta entao contar o nimero total de resultados possiveis e, de entre esses, quais sao favoraveis
a realizacao do acontecimento.

Exemplo 1. FEzxistem wvdrias lotarias, como o totoloto, que ddo prémios avultados a pessoas
que acertam correctamente em 6 numeros escolhidos entre os primeiros n inteiros positivos
(habitualmente, n estd entre 30 e 50). Qual € a probabilidade de wma pessoa ganhar o prémio

no cason = 407

Solucao. Sé existe uma combinacao vencedora. O nimero total de resultados possiveis é igual
ao numero de maneiras diferentes de escolher um subconjunto de 6 nimeros entre os primeiros

40 inteiros positivos, ou seja, é igual a

40!
C(40,6) = 5o = 3838380,

Consequentemente, a probabilidade de acertar na combinagao vencedora ¢ igual a

1/3 838380 ~ 0.00000026.

Calculo dessa probabilidade para todos os valores de n entre 30 e 50:

28 Area da matemadtica que trata dos problemas de contagem.

29Uma experiéncia aleatéria é um procedimento aleatério donde resulta um de entre véarios resultados possiveis.
O espagco dos resultados é o conjunto dos resultados possiveis da experiéncia. Um acontecimento aleatdrio
é um subconjunto do espago dos resultados, formado pelos elementos que sdo favordveis & realizacdo desse

acontecimento.
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n  casos possiveis probabilidade n  casos possiveis probabilidade
30 593775 0.168413961510—°
31 736281 0.135817710910~° | 41 4496388 0.222400735910~6
32 906192 0.110351890110~° | 42 5245786 0.190629202210~6
33 1107568 0.90287910091076 | 43 6096454 0.164029778610~6
34 1344904 0.743547494810-% | 44 7059052 0.141662081510~6
35 1623160 0.61608221001076 | 45 8145060 0.122773804010~°
36 1947792 0.513401841710~° | 46 9366819 0.106759829610~6
37 2324784 0.43014748901076 | 47 10737573 0.931309151510~7
38 2760681 0.36222946441076 | 48 12271512 0.814895507610~7
39 3262623 0.30650185451076 | 49 13983816 0.715112384210~7
40 3838380 0.260526576310~°¢ | 50 15890700 0.629298898110~7
1.6e-06
1.4e06
1.2e 06
1eiib
Be-07-
o7 °
407 ° R
207 ¢y
30 E 4 £ e:)

Exemplo 2. Qual € a probabilidade que uma mao de cinco cartas no poquer contenha quatro

cartas do mesmo tipo?

Solugao. Pela regra da multiplicagao, o nimero de maos de cinco cartas com quatro cartas do

mesmo tipo é o produto do nimero de maneiras de escolher um tipo (de entre os 13 tipos de

carta diferentes) pelo nimero de maneiras de escolher quatro cartas desse tipo de entre todas as
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cartas do baralho desse tipo (4 também) e pelo nimero de maneiras de escolher a quinta carta:
C(13,1) x C(4,4) x C(48,1). Como existem, no total, C(52,5) méaos diferentes de cinco cartas,
a probabilidade pedida é igual a

C(13,1) x C(4,4) x C(48,1) 13 x 1 x 48

= ~ 0.00024.
C(52,5) 2598 960

Exemplo 3. Através de um informador, a policia sabe o local de encontro de um grupo de
malfeitores. A identidade dos diferentes elementos do grupo €, no entanto, desconhecida. A
tarefa do inspector Costa é prender o chefe do grupo. O inspector sabe que o chefe do grupo é o
mais baizo dos cinco elementos do grupo, todos eles de diferentes alturas, que estardo presentes
na reunido. Terminada a reunido, os bandidos, como medida de precaugao, deizam o edificio
separadamente, com um intervalo de 15 minutos. Como o inspector nao sabe qual deles é o mais
baizo, decide deirar sair os dois primeiros bandidos, e prender o primeiro dos sequintes que seja
mais baizo do que os que até esse momento sairam. Qual € a probabilidade do inspector Costa

prender a pessoa certa?

Solugao. Designemos pelas letras a, b, ¢, d, ¢ os cinco bandidos de modo que as respectivas al-
turas satisfacam alt(a) < alt(b) < alt(c < alt(d) < alt(e). O objectivo do inspector Loureiro
é, portanto, prender o bandido a. A probabilidade de ele realizar tal evento é igual ao quo-
ciente do nimero de permutagdes favordveis do conjunto {a,b,c,d,e} (isto é, as permutagoes
122923745 tais que o elemento de {x3, x4, x5} com menor indice que seja mais baixo do que
e x9 seja exactamente o bandido a) pelo nimero de permutagoes total (que é igual a 5! = 120).
Determinemos entao o niimero de permutacoes favoraveis:

Claro que nenhuma permutagdo na qual a aparece na 1¢ ou 2% posicoes é favoravel. Aquelas
em que @ aparece na 3 posigao sao todas favoraveis e sao em numero de 4! = 24. Contemos
agora as permutacoes favordveis nas quais a aparece na 4% posicao: as 6 nas quais b estd na 1¢
posicao sao favoraveis; analogamente as 6 nas quais b esta na 2% posigao sao também favoraveis;
nenhuma das que b aparece na 3% posicao é favoravel; das que b aparece na 5% posigao somente 4
sao favordveis (cdcab, deeab, cedab, ecdab). Portanto ao todo temos 16 permutagdes favoraveis
nas quais a esta na 4% posigao.

Finalmente contemos as permutagoes favordveis nas quais a aparece na 5 posi¢ao: obviamente
sao aquelas em que b aparece na 1* ou 2% posicoes; portanto, sao 3 X 2+ 3 x 2 = 12 permutacoes.
Em conclusao, o nimero de permutagoes favordveis é igual a 24 4+ 16 + 12 = 52 e, consequente-

mente, a probabilidade do inspector Loureiro apanhar o chefe do bando é igual a % ~ 0,433333.

Os ntmeros (') = C(n,r) chamam-se nimeros (ou coeficientes) binomiais (por razées que
serdo evidentes mais adiante) e tém muitas propriedades importantes (e fascinantes!). Em
férmulas que aparecem na andlise de algoritmos, em problemas de probabilidades, etc., estes

nimeros ocorrem variadas vezes, revelando-se uma necessidade saber manipulé-los.
Da Proposicao 2 conclui-se imediatamente:

Corolario 3. Para quaisquer inteiros n e r tais que 0 < r < n tem-se (") = ( " ) O
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Foérmula de Pascal. Para quaisquer inteiros n e r tais que 0 <r <n — 1 tem-se
n n n+1
+ = .
T r+1 r+1 O

Utilizando a Férmula de Pascal e observando que (g) = (Z) = 1, podemos imediatamente

calcular os ntmeros (7:) para 0 < r < n, sem necessitar de utilizar a Proposicao 2. Dispondo

esses numeros do seguinte modo

15 20 15 6 1
21 35 35 21 7 1
28 56 70 56 28 8 1

Ao RONO OO
0 1

1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 6 4

5 1 10 10 5

6 1

7 1

8 1

O J O Ot i W N

obtemos o chamado Triangulo de Pascal.

Muitas das relagbes envolvendo coeficientes binomiais podem ser descobertas através da

simples observagao do Triangulo de Pascal. Por exemplo:

1. Se adicionarmos os elementos em cada linha n obtemos o valor 27, ou seja,

)+ ()= (0= ()=

Sendo S um conjunto com n elementos, como (:f) é o nimero de subconjuntos de S com

r elementos, entao podemos concluir que o nimero de subconjuntos de S ¢é igual a 2™.
2. Facilmente se observa, pela simetria em cada linha, que (”) = ( " ) (Corolario 3).

T n—r

3. Na terceira coluna aparecem os chamados nimeros triangulares, correspondentes ao nimero

de bolas nas seguintes figuras triangulares:

9&&&
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15 21

A validade destas identidades pode depois ser facilmente verificada utilizando o Principio de

Inducao Matemaitica.

Teorema Binomial (ou Férmula do Binémio de Newton3"). Para quaisquer x,y € R e

n €N,
" /n
T n — T n—T.
i =3 (M)t
r=0
Prova.  Nao é dificil provar o Teorema Binomial por indugao matematica. No entanto, a

seguinte prova, puramente combinatorial, é mais curta e elegante:

Quando efectuamos a multiplicagéo (x4y)(z+y) - - - (x+y) até ndo restarem mais parénteses,
cada um dos factores (x +y) contribui com um z ou um y para cada parcela. Resultam portanto
2™ parcelas e cada uma delas pode ser escrita na forma z"y"~" para algum r € {0,1,...,n}.
Obtemos a parcela x"y™~" precisamente quando escolhemos = em r dos factores e y nos restantes
n —r. Entao o nimero de vezes que a parcela z"y"~" ocorre na expansao € igual ao niimero de
maneiras diferentes de seleccionar r dos n factores (z+y), ou seja, ao niimero (’:) de combinagoes

de n elementos r a r. |
Expansao do Binémio de Newton paran=1,2,...,7:

r+y

22 4+ 22y +y

2% + 3wy + 3zy + 93

xt + 423y + 622y + 4oy + ot

x° 4 5xty + 1023y? + 102%y3 + 5y + 4°

300 Teorema Binomial d4-nos uma férmula para o desenvolvimento de (x + y)™ com z,y € R, n € N. Em
1676, Newton generalizou-o, obtendo um desenvolvimento para (z + y)® com a € R. Para se obter esta forma
é necessdrio estender o dominio de defini¢do dos niimeros binomiais (:f), permitindo que n € N e r € Z. Neste
caso geral o desenvolvimento torna-se uma série infinita e consequentemente algumas questoes de convergéncia

se levantam, por isso ndo vamos sequer enunciar esse resultado.
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28 4+ 62°y + 152%y? + 2023y3 + 152%y* + 62y° + y°
27 + T2y + 2125y? + 35xty3 + 3523y* + 2122y® + TayS + 47

= 8 |

(x+ 7

7ty +21x° 3y +35x P 1358 vyt H 21 P+ Tyt 4y

O Teorema Binomial justifica a designacao de coeficientes binomiais para os nimeros (:‘)
estes nuimeros sao precisamente os coeficientes da expansao do Binémio de Newton. Note que a
férmula do binémio ainda é vélida para n = 0.

Do Binémio de Newton podemos obter, como casos particulares, algumas identidades 1iteis.
Por exemplo:

Parax=1ey=1,

n
n
2":2 < , para n > 0.
T
r=0

Para y =1,

(z+1)" :i: (Z’)ﬂ:i: (TLT_LT)xT _ para n > 0.

r=0
Paraz=-ley=1,

0= zn:(—n’“(Z) , para n > 1.

Em resumo, temos a disposicao varios métodos que podemos usar para obter identidades

envolvendo os numeros binomiais:
(1) Definigao;
2

Inducao matematica;

3) Triangulo de Pascal,;

5) Argumentos combinatoriais;

6

Teorema Binomial.

(2)
(3)
(4) Férmula de Pascal;
(5)
(6)

121



Estruturas Discretas Apéndice: O Principio dos Pombais

Apéndice: O Principio dos Pombais

Ha um outro principio combinatorial basico muito intuitivo que, apesar de elementar, permite
a resolucdo de muitos problemas (de existéncia de determinadas configuragoes), alguns surpre-
endentes e dificeis.

Principio dos Pombais (ou de Dirichlet). Se n+ 1 objectos forem colocados em n caizas,

pelo menos uma das cairas ficard com dois ou mais objectos.

Prova.  Faremos a demonstracao por reducao ao absurdo. Suponhamos que em cada caixa
ficava, no maximo, um objecto. Entao o nimero de objectos seria no maximo n, o que contradiz

a hipotese. Portanto alguma caixa contera, pelo menos, dois objectos. O

Formulado em termos de pombos este principio diz que se n pombos voarem para n — 1
pombais, necessariamente um pombal serda ocupado por dois ou mais pombos. Por exemplo, no

caso de 13 pombos e 12 pombais,

$ 44

$ 4 ¢ ¢ $ 4

$ 4 ¢

o | o | e | e
o\ | - | & | e
o | o | & | e

sao algumas configuragoes possiveis.

Solugao do Problema (A2).3! Escolhendo 101 inteiros entre os inteiros 1,2, ..., 200, vamos
aplicar o Principio dos Pombais para mostrar que entre os inteiros escolhidos existem dois tais
que um ¢ divisor do outro.

Qualquer inteiro pode ser escrito na forma 2¥a, com k € Ny e a impar. Para qualquer inteiro
entre 1 e 200, ¢ é um dos nimeros 1,3,5,...,199. Logo, entre os 101 escolhidos, dois sao da
forma 2%1aq ¢ 2%2a5 com a; = as. Se k1 < ko entdo 2¥1aq & divisor de 2¥2a,. Caso ky > ko,
2k24, 6 divisor de 2¥1q;. O

Vamos agora apresentar uma forma mais geral do Principio dos Pombais.

Proposigcao 4. Sejam p1,pa,...,pn inteiros positivos. Se py + ps + -+ + pp — n + 1 objectos
forem colocados em n caizas, pelo menos uma das caizas ficard com p; ou mais objectos, para
algum i € {1,2,...,n}.

31No capitulo Que é a Matemdtica Discreta?
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Prova. Suponhamos por absurdo que, para cada i € {1,2,...,n}, a i-ésima caixa ficava com,

no maximo, p; — 1 elementos. Entao o niimero total de objectos nao excederia

=D+ +F+En—1)=pitp2t-+pn—mn,

o que é absurdo. Logo existe i € {1,2,...,n} tal que a i-ésima caixa conterd pelo menos p;
objectos. |
Observagoes. (1) Se p; = pa = -+ = p, = 2 obtemos o Principio dos Pombais.

(2) Fazendo p; = pa = --- = p, = r € N, podemos afirmar que

“se n(r — 1) + 1 objectos forem colocados em n caizas, pelo menos uma das caizas

ficard com r ou mais objectos”.

Por exemplo, no problema (Al), como o niimero de caixas é igual ao nimero de notas
possiveis, ou seja, 201, podemos assegurar que se comparecerem 201(r — 1) + 1 = 201r — 200

alunos ao exame, r de entre eles terao a mesma nota.

Solugao do Problema (A3).32 Provemos, utilizando a Observagao (2), que de uma sequéncia
ai,asz,...,0,211 de nimeros reais é possivel extrair uma subsequéncia crescente ou decrescente
com n + 1 elementos.

Suponhamos que nao existe nenhuma subsequéncia crescente com n + 1 elementos. Para
k € {1,2,...,n% + 1} seja m; o ntimero de elementos da maior subsequéncia crescente que
comeca em ag. E evidente que, para cada k € {1,2,...,n2+1}, my > 1 e my < n. Temos entdo
n? + 1 inteiros, my, ma, ..., Mmy2,1, entre 1 e n. Como n(r —1) +1 =n?+ 1 parar = n + 1,

podemos concluir que n + 1 desses inteiros sao iguais entre si. Sejam eles

My Mgy - o s M,y
onde
1<k <ky<-<kpy <n?+1.
Se existisse algum i € {1,2,...,n} tal que ay, < ay,_,, seria possivel construir uma subsequéncia
crescente comecando em ag, com My, , +1 elementos, o que é absurdo uma vez que my, = my,_, .
Consequentemente,
Ay 2 Aky = 7+ 2 Ak
isto é,
Q15 Qkg s~ 5 Qg

é uma subsequéncia decrescente com n + 1 elementos.
Mostramos assim que existe uma subsequéncia crescente ou uma subsequéncia decrescente

com n + 1 elementos. O

Em particular, nos primeiros 101 nimeros naturais, dispostos por qualquer ordem, sera

sempre possivel encontrar 11 nimeros que formam ou uma sequéncia crescente ou uma sequéncia

32Djiffcil!
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decrescente. Isto ja ndo acontece se tomarmos apenas os primeiros 100 niimeros naturais. Como
se podera ordenar esses numeros de forma a nao ser possivel encontrar a desejada sequéncia
de 11 elementos? Bastard comegar com 91, 92, 93 até 100, depois 81, 82, 83 até 90 e assim

sucessivamente:

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
81 82 83 84 8 8 87 88 89 90
7172 73 74 75 76 77 78 79 80
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

The Pigeonhole Principle - Disk Coverings

L]
number of pigeons | | 2 4

4 pigeons land in 2 park with zida length 1 084,

Prove that two pigeons v within 2 units of ssch otfer.

With the right amengsment of 3 disks, ons disk hes two or mors pizsons

In 1834, Johann Dirichlet noted that if there are five objects in four drawers then there is a drawer with two or more
objects. The Schubfachprinzip, or drawer principle, got renamed as the pigeonhole principle, and became a powerful
tool in mathematical proofs.

In this Demonstration, » pigeons land in a park. If » — 1 unit disks completely cover the park, then there must be a disk
with two or mare pigeons. These two pigeons must be within 2 units of each other. Move the disks to complete the proof.

©® Wolfram Demonstrations Project™

124



Estruturas Discretas 5.2. Técnicas avancadas de contagem

5.2. Técnicas avangadas de contagem

Permutagoes e combinagoes com repeticao

Podemos complicar um pouco o calculo de permutagoes ou combinagoes se admitirmos re-
peticao de elementos. Como o calculo destas estruturas aparece em muitos problemas praticos
serd importante encontrarmos férmulas que nos déem a solugao em cada um dos casos.

Seja entdo S um conjunto com n elementos. Consideremos as sequéncias (a1, ag, ..., a;)
com elementos em S, eventualmente nao todos distintos. Designemos estas sequéncias por
permutagoes com repeticdo de elementos de S, r a r. Se admitirmos que cada elemento de S se
pode repetir, como componente das permutacoes com repeticao, tantas vezes quantas quisermos,

temos:
Teorema 1. O nidmero destas permutagdes, que denotaremos por P(n,r), € igual a n”.

Prova. Ao construirmos cada permutagao com repeticao (ai,as,...,a,) temos n hipdteses de
escolha do primeiro elemento a; e o mesmo numero de hipéteses de escolha dos restantes ele-

mentos. Portanto, no total conseguimos construir

nXnx--xn=n"
—_——

r VezZes

permutagoes diferentes. |

Exemplos. (1) Se quisermos ter a certeza de obter 13 resultados certos no totobola teremos de

preencher P(3,13) = 3! colunas.

(2) Observdmos anteriormente que o nimero de subconjuntos de um conjunto S = {aq, as, ..., an}
é igual a 2. Podemos concluir isso de outro modo: se a cada subconjunto S’ de S fizermos
corresponder uma sequéncia (af,al,...,a),) de comprimento n, definida por
lsea; €8
a; =
Osea; €8S

conclufmos que o ntimero de subconjuntos de S é dado por P(2,n) = 2.

Teste. Qual é a probabilidade p(n) de, entre n pessoas, existirem pelo menos duas que fagam

anos no mesmo dia ?

Solugao. Admitiremos s6 como datas possiveis de nascimento os 365 dias de um ano nao
bissexto. Calculemos a probabilidade do acontecimento contrario, isto é, a probabilidade de
todas as pessoas fazerem anos em dias diferentes. O ntimero de casos possiveis é igual a P(365,7n),
uma vez que cada caso é uma sequéncia de n elementos, que se podem repetir, escolhidos entre

os 365 dias. O ndmero de casos favordveis é igual a P(365,n) pois cada caso favordvel é uma
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sequéncia de n elementos, sem repeticao, escolhidos entre os 365 dias. A probabilidade p(n) é

entao dada por

P(365,n) 717365><364><363><~~~><(365—n+1)

P(365,n) 365™
Alguns valores particulares de p: p(5) = .0713557370, p(10) = .1169481777, p(15) = .2529013198,
p(20) = .4114383836, p(25) = .5686997040 e p(30) = .7063162427.
Qual é o menor valor de n para o qual p(n) > 0.57 e para o qual p(n) > 0.997 O seguinte

procedimento calcula esses limites inferiores:

Aniversarios := proc(percentagem)
local num_pessoas, prob;
# Inicializa
prob := 0; num_pessoas := 0;

# Efectua ciclo ate ao numero suficiente de pessoas

>

>

>

>

>

> while prob < percentagem do

> num_pessoas := num_pessoas +1;
> prob := 1-(numbperm(365,num_pessoas) / 3657 num_pessoas);
> RETURN (num_pessoas) ;

>

>

Aniversarios(.5); Aniversarios(.99);

23, 57

Este é o chamado problema dos aniversdrios, muito conhecido pois a resposta parece, a
primeira vista, um pouco surpreendente: nao é preciso um n muito grande para a probabilidade

ser maior que 0.99, basta n > 57.

Problema dos anbersinos
Aniversarios(.11)=10 ¢
Aniversarios(.22)=14
Aniversarios(.33)=18 50
Aniversarios(.44)=21
Aniversarios(.55)=25
Aniversarios(.66)=29
Aniversarios(.77)=33 1 :
Aniversarios(.88)=40
Aniversarios(.99)=57 °
3 =}
a0 o
o
wo . . . . .
02 04 s Y] i
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Designemos por multi-conjunto uma estrutura similar & de um conjunto mas com a diferenca
de os seus elementos nao terem for¢osamente que ser distintos. Por exemplo, M = {a, a,b, b, b, c}
é um multi-conjunto com 6 elementos: 2 a’s, 3 b’s, 1 ¢. Costuma indicar-se um multi-conjunto
especificando o nimero de ocorréncias de cada elemento. Portanto o multi-conjunto M também
se denota por {2-a,3-b,c}. Chamaremos combinagdo com repeticio dos elementos de S, r ar,

aos multi-conjuntos de r elementos de S.

Teorema 2. O numero de combinacoes com repeticao de elementos de S, r a r, que designare-
(n—14r)!

mos por C(n,r), € igual a C(n —1+4r,71) = T

Prova. Podemos demonstrar este resultado utilizando somente argumentos combinatorios. De
facto, cada combinacdo com repeticao de n elementos r a r pode ser representada por uma
sequéncia de n—1 barras e r asteriscos, do seguinte modo: as barras sao utilizadas para demarcar
em n células os n diferentes elementos de S, com a i-ésima célula contendo um asterisco sempre

que o i-ésimo elemento de S ocorre na combinagao. Por exemplo, para S = {a1, a2, as,a4}:

Multi-conjunto Representacao
{ai,a1,az,a4,0a4,a4} ok [ | [ o
{ag, a2, a3,a3,a3,a3} ERIEEEE

Assim o numero de combinagoes com repeticao de n elementos r a r coincide com o nimero
de sequéncias contendo n — 1 barras e r asteriscos. O numero de tais sequéncias é igual a
C(n — 14 r,r), uma vez que cada sequéncia corresponde a uma escolha de r posigdes (das
n — 1+ posigoes disponiveis) para colocar os r asteriscos (apés a escolha das posigoes onde vao

ficar os asteriscos, as barras ficam forgosamente nas posi¢oes restantes). m|

Demonstrdmos este teorema utilizando somente argumentos combinatérios. Alids, a solucao
de problemas combinatorios requere geralmente o uso de métodos ad hoc; deve-se estudar a
situacao, desenvolver algum raciocinio e usar a prépria intuigao para encontrar a solugao do
problema. Isto nao quer dizer que nao existam principios ou métodos que possam ser aplicados.
Com efeito, ja estuddmos alguns. Mas todos eles requerem inteligéncia para se saber quando e
como aplicd-los e, sobretudo, experiéncia (que naturalmente s6 se adquire resolvendo problemas).

Em resumo:

Tipo ‘ Repeticao permitida? ‘ Férmula ‘
|
Permutagoes P(n,r) Nao T
(n—m)!
|
Combinacoes C(n, 1) Nao L
rl(n—r)!
Permutagoes P(n,r) Sim n"
— -1 !
Combinagoes C'(n, 1) Sim w
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Exemplos. (1) O Dominé tem 28 pegas. De facto, cada pega é uma combinacdo com repeticao
{n,m} onde n,m € {0,1,...,6}, pelo que o nimero de pegas é igual a C(7,2) = C(8,2) =
56/2 = 28.

(2) O numero de sequéncias crescentes (em sentido lato) com r componentes, escolhidas no
conjunto {1,2,...,n}, éigual a C(n+r —1,r).

(3) O numero de solugoes da equagdo 1 + x2 + x3 = 11, (21,22, 23 € Np), é igual a
C(3,11) = C(3+11—1,11) = C(13,11) = 78.

Mais geralmente, C(n,r) é igual ao ntimero de solucdes inteiras (ndo negativas) da equacdo
1+ 22 + --- + x, = r. De facto, qualquer combinagao com repeticao de elementos de S =
{ai,as,...,a,}, v a r, contém, para cada i, p; elementos iguais a a;, ¢ > ., p; = r; por
outro lado, é evidente que a cada conjunto {pi,ps,...,pn} de inteiros positivos ou nulos, com
p1+ p2 + -+ pn = r, podemos fazer corresponder a combinacao com repeticao de elementos
de S, rar,

{a1,a1,...,a1,a2,a2,...,G9,...,0n, Gy, .. 0p}.

p1 vezes p2 vezes Pn VEzes
Assim, as equagoes 1 +xo+ -+ =8ex1 + 22+ -+ x9g =5 tém o mesmo numero de

solugdes inteiras nao negativas pois

_ 13
T(6,8) = C(13,8) = 8% _ 1987

C(9,5) = C(13,5) = C(13,8) = 1287.

(4) Qual é o valor de k depois do seguinte algoritmo ter sido executado?

k=0
for i1:=1 ton
for i :=1 to i

for i3:=1 to iy

for 4, :=1 to 4,1
k=k+1

Observemos que o valor inicial de k é 0 e que uma unidade é adicionada a k de cada vez que

o ciclo é atravessado com um conjunto de inteiros i1, 9, ..., 4, tais que
1<4 <ip1 <+ <ip < <.

O numero de tais conjuntos de inteiros é igual ao nimero de maneiras de escolher r inteiros

de {1,2,...,n}, ordenados por ordem crescente, com repeti¢io permitida, ou seja, é igual a

C(n,r)=C(n+r—1,r).

Podemos impor algumas restricoes a repeticao dos elementos nas combinagoes e permutagoes:
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Corolario 1. Seja S um conjunto com n elementos. O nimero de combinag¢des com repeticdo
de elementos de S, r a r (r > n), contendo todos os elementos de S (cada um pelo menos uma
vez) € igual a C(r —1,n —1).

Prova. Cada multi-conjunto conterd n elementos distintos de S, podendo os r — n restantes

serem elementos quaisquer de S. Consequentemente, o nimero a contar é igual a

Cn,r—n)=C(n+r—n—-1,r—n)=Cr—1,r—n)=C(r—1,r—1—r+n)=C(r—1,n-1).

O
Mais geralmente, tem-se:
Corolario 2. Seja S = {a1,as,...,a,}. O nimero de combinagées com repeticio de elementos
de S, r ar, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r > 11+ 19+ -+ +1ry), € igual a
Cn+r—rm——rp—1Lr—ri—-—r,).
Prova. Em cada multi-conjunto havera r; elementos iguais a a; (i = 1,2,...,n) podendo os
restantes r —r; — - - - — r,, serem elementos quaisquer de S. Portanto, o nimero de combinagoes

requerido é igual a

Cnr—ri—-—rp)=Cn+r—r——rp—Lr—ry—- - —r,).

E o nimero das respectivas permutagoes? Aqui aparecem os nimeros

n!

| | 1’
ny-Na2t ... Nk

onde ni,ng,...,ng € Ny sao tais que ny + no + - -+ + nx = n. Estes nimeros designam-se por

numeros (ou coeficientes) multinomiais, e denotam-se habitualmente por

n
C(n;mi,n2,...,n;) ou .
Nk

n1,M2,. .

Estes nimeros generalizam os coeficientes binomiais:

( n ) n! n! (n) (n)
n1, N nilng!  nyl(n—nq)! ny ya

Teorema 3. Seja S = {a1,az,...,a,}. O nimero de permutagoes com repeti¢io de elementos

de S, r ar, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r >ry +ro+---+1y,), éigual a

( ) >
51,82,...,8n

s1+s2+ sy =ri8;2>7;

(O somatério é tomado sobre todos os s; > r; tais que s1 + s + -+ + s, =71)
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Prova. Basta observar que o niimero dessas permutacoes é, pelo Principio da Multiplicagao,

igual a

Z C(r,s1)xC(r—s1, s2)xC(r—s1—82,83) % XC(r —s1 — Sg — +++ — Sp_1, 8).

S$1+82+ 8 =78, >7;

Sn

Mas este nimero é igual a

7! (r—s1)! (r—s1 — s2)! (r—sy1—sg— - —8p_1)!
>< >< >< e X =
sil(r—s)! " sal(r—s1—s2)! s3l(r—s1 — 89— s3)! Spl(r—s1—sg— - —sp)!

7! r
s1lso!. . sy,) 81,89, +..,8n

E claro que podemos também impor condi¢des ao niimero maximo de vezes que cada ele-

=0

O

mento pode ser repetido nas combinagoes e permutagoes. Aqui as formulas sao um pouco mais
complicadas e nao as apresentaremos.

Observagao. Tal como os nimeros binomiais aparecem no desenvolvimento do binémio, os

< ) >
ny,n2,...,Ng

sao precisamente os coeficientes que aparecem no desenvolvimento de (21 + 23+ -+ -+ 2%)". Por

numeros multinomiais

exemplo, desenvolvendo (z + y + z)™ para n = 1,2, 3,4 obtemos:

rT+y+z

2% 4+ 2xy + 202 + Y2 + 2yz + 22

2?4+ 322y + 3222 + 3vy? + 6ryz + w22 + 3 + 3y%2 + 3y + 23

ot + 423y + 4232 + 622%y% + 1222y + 62222 + 4oy + 120y 2 + 122y22 + 4o + y* + 432+
63222 + 4yz> + 24

Principio da Inclusao-Exclusao

O Principio da Inclusao-Exclusao que vamos agora apresentar é também conhecido por férmula
do crivo ou férmula de da Silva-Sylvester®® e generaliza o Principio da Adicdo.
Se A e B forem dois subconjuntos de X qual serd o nimero de elementos da uniao AU B? Se

somarmos simplesmente o nimero de elementos de A com o niimero de elementos de B estaremos

330 Principio da Inclusdo-Exclusio foi publicado pela primeira vez em 1854, num artigo de Daniel da Silva, e
mais tarde, em 1883, por Sylvester. Por isso, a férmula do crivo e suas similares sdo, por vezes, apelidadas de
férmulas de da Silva ou de Sylvester. Realgamos o facto de Daniel da Silva, na opinido de Gomes Teixeira o mais
notdvel mateméatico portugués do séc. XIX, ter sido estudante da Universidade de Coimbra; transcrevemos de [J.
Silva Oliveira, Daniel Augusto da Silva, Boletim da SPM 2 (1979) 3-15]: “Daniel da Silva (1814-1878) foi, além de
matematico eminente do seu tempo, oficial da Armada e professor da Escola Naval. Como estudante frequentou
primeiro a Academia Real de Marinha e prosseguiu depois os seus estudos na Universidade de Coimbra onde,
com altas classificagoes, se licenciou em Matemadtica e acabou por se doutorar”.
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a contar, uma vez cada um, os elementos de A — B e os de B — A, mas estaremos a contar por
duas vezes os elementos da intersecgdo AN B (é o que o numero 2 indica na regido AN B na

figura):

|A] +1Bl: : x

Teremos entao que descontar esses elementos:

|A| +|B| - |AN B|:

Em conclusado, |AUB| = |A|+|B|—|ANB| e, consequentemente, o complementar X —(AUB)
tem cardinal igual a |X| — (|A| + |B|) + |AN B].
E se forem 3 subconjuntos A, B e C' em vez de 27 Neste caso poderemos comecgar por somar

os elementos em A, B e C.

Al +[B| +C]: , X

Deste modo estaremos a contar, uma vez cada um, os elementos de A — (B U C), os de
B - (AUC) e os de C — (AU B), mas estaremos a contar por duas vezes os elementos de
(ANB)—C, (ANC)—Be (BNC)— A, e, pior ainda, estaremos a contar por trés vezes os
elementos da interseccdo A N B N C. Podemos comegar por descontar os primeiros adicionando
|[ANB|, |[ANCle|BNC|.

Al +|B|+|C] = (|JANnB|+ |ANC|+|BNC):
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Mas agora acabamos por descontar os elementos da interseccao AN BN C mais do que deviamos
(o zero na figura acima indica que os elementos dessa regido ainda nao foram considerados para
a contagem dos elementos de AU BU ('), tendo que os contar novamente, para que a contagem
fique certa.

|A|+|B|+|C|— (JANB|+ |ANC|+|BNC|)+|AnBNC]:

X

C

Agora, finalmente, todos os elementos de todas as regides de A U B U C foram contados

precisamente uma vez.

Estamos em condicoes de analisar o caso geral de n subconjuntos. No que se segue, assumi-
remos que X é um conjunto finito e Py, P, ..., P, sa@o n propriedades que cada elemento de X
poderd ou ndo possuir. Denotaremos por A;, i € {1,2,...,n}, o conjunto dos elementos de X
que possuem a propriedade P;, e por A; o respectivo complementar X — A;.

Principio da Inclusdo-Exclusdo. O nimero |A; U Ay U---U A,| de elementos de X que
possuem, pelo menos, uma das propriedades Py, Ps, ..., P, € igual a
n n n
1
§ |A;| — E |A; N A+ § AN A; N A =+ (=1)" A N A NN Ay,
i=1 i,j=1 i,j, k=1
i<j i<j<k
onde o primeiro somatorio percorre todos os inteiros 1,2,...,n, o sequndo somatorio percorre
todas as combinagoes {i,j} dos inteiros 1,2,...,n, dois a dois, o terceiro somatdrio percorre
todas as combinagoes {i,j,k} dos inteiros 1,2,...,n, trés a trés, e assim sucessivamente.

Prova. E evidente que o conjunto dos elementos de X que possuem alguma das propriedades
P, P, ..., P, éaunidao A UAsU---UA,. Podemos verificar a validade da identidade a provar
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mostrando que um objecto com alguma das propriedades Py, P, ..., P, contribui com uma
unidade para a soma do enunciado do principio e que um objecto que nao verifique nenhuma
dessas propriedades contribui com um zero para essa mesma soma.

Designemos esta soma por M. Cada elemento de X que nao possui nenhuma das propriedades
P, P, ..., P, contribui com

0—04+0—--+(=1)""x0=0

unidades para o valor M, pois ndo pertence a nenhum A; (i € {1,2,...,n}).
Por outro lado, cada elemento de X que possui m (1 < m < n) das n propriedades contribui

com C(m,1) = m unidades para Y., |A;| (pois pertence a m dos conjuntos Ay, Ao, ..., A,),
n

com C(m,2) unidades para > ;' ;_,;_;[A; N A;| (pois existem C(m,2) maneiras diferentes de
escolher um par de propriedades distintas que ele satisfaca) e assim sucessivamente. Entéo a

sua contribuicao para M é igual a

C(m,1) —C(m,2) + C(m,3) —--- — (=1)"C(m,m)
que, por sua vez, é igual a C(m,0) = 1, pois por uma férmula deduzida na sec¢do anterior 34,
C(m,0) — C(m,1) + C(m,2) — C(m,3) + --- + (=1)""C(m,m) = 0. O

Por vezes, a seguinte formulagao alternativa do Principio da Inclusao-Exclusao é mais tutil:

Corolério. O mimero |[A; N AyN---NA,| de elementos de X que ndo possuem qualquer das
propriedades Py, Ps, ..., P, € dado por
n n

IX] =D AL+ D) AN A = > AN A N A+ 4 (~1)" A N Ay NN Ay

i=1 Q=1 P4, k=1
1<J i<j<k

Prova. E claro que o numero de elementos de elementos de X que nao verificam nenhuma das
propriedades P;, Ps, ..., P, é o cardinal de A;NA;N---NA, =X — (A UAU---UA,). Pelo
Principio da Inclusao-Exclusao esse ntimero é igual a

IX| - (Z|Ai|— S lainA+ > JANA; N A f~~~+(71)"+1\A1ﬂA20-~-ﬂAn|)
=1

i,j=1 i,5,k=1
i<j i<j<k

=X =D A+ D AN A= D JANA N A+ + (—1)"[A N AN N A
= [5 i
O

Vejamos alguns exemplos de aplicagao do Principio da Inclusao-Exclusao. Comecemos por
recordar o Problema (B3) do texto introdutério do curso“O que é a Matemética Discreta?”:

34Terceira identidade binomial na pagina 93.
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A saida de um restaurante, de quantas maneiras podem ser devolvidos os chapéus de

n pessoas de modo a que nenhuma pessoa receba o seu chapéu?3®

Este problema é um caso particular do seguinte problema geral, designado por problema

dos desencontros:

Estando os elementos de um conjunto finito S dispostos seqgundo uma certa ordem,

quantas permutacoes de S existem nas quais nenhum elemento esteja na sua posi¢ao

primitiva?
Uma permutagio aj,aj,...a;, de S = {ai,as,...,a,} diz-se um desencontro de S caso
Jr # k para qualquer k € {1,2,...,n}. Denotemos por D,, o nimero de desencontros de S.
derangements of {1,2,3,4} B |
derangements {1, 2, 3,4}
9
(2,1,4,3 | 12,3,4,1) | 24,13} | 15,1,4,2} | 3412} | 3,421 | 4
1,23 | 431521 | 4321
®D ad page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
- 111 1
Solugao do problema. Para qualquer n € N, D, = n!(l T + TR +-- 4 (-1) —'>.
Prova. Seja X o conjunto de todas as permutagoes de S. Claro que | X| = nl. Seja ainda A;
(¢t =1,2,...,n) o conjunto das permutacdes a;,a;, ...a;, tais que a;;, = a; (portanto aquelas
em que a; estd na posicdo primitiva). Claro que |4;| = (n — 1)!. As permutacées em A; N A;

tém a; e a; fixos, nas posicoes i e j respectivamente, e os restantes n — 2 elementos permutados
nas restantes n — 2 posicoes, pelo que |4; N A;| = (n — 2)! para i,j € {1,2,...,n}, i < j.
Analogamente, podemos concluir que |4;, N A4;, N---NA;, | = (n—k)! para k € {1,2,...,n},
Q1,02 ..., 0k € {1,2,...,n}, i1 <iy < --- < ij. Como D,, = |A; N AyN---NA,|, decorre pelo

Principio da Inclusao-Exclusao que

n! n!  nl n!
— | . _1\yn
Dno= mi=qpd g =gt t (G0
(L 11 [yl

= (- gy gt D),

35Também costuma aparecer enunciado do seguinte modo, na forma de um jogo de cartas: “No chamado ‘jogo
dos pares’, as 52 cartas de um baralho sdo dispostas em linha, com o seu valor a vista. As cartas de um segundo
baralho sdo dispostas também em linha por cima das outras. A pontuagdo é determinada contando o nidmero
de vezes em que a carta do segundo baralho coincide com a do primeiro sobre a qual foi colocada. Qual é a

probabilidade de se obterem zero pontos?”
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O

Calculo de Ds, D3, ..., D5

> Des := proc(n::integer)
> local k;
> RETURN(sum((-1)"k * (n!/k!), k=0..n));

Sequéncia de valores Des(n) paran =2,3,...,15:
1, 2,9, 44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961, 14684570, 176214841, 2290792932, 32071101049,
481066515734

Na sua forma original o problema (B3) foi formulado em termos de probabilidades, questio-
nando a probabilidade de nenhuma pessoa receber de volta o respectivo chapéu. Evidentemente,
a resposta é a probabilidade de uma permutacao de n objectos, escolhida aleatoriamente, ser

um desencontro, ou seja,

Calculo desta probabilidade para alguns valores particulares de n:36

n, probabilidade
2, 0.50000000000000000000 T ———
3, 0.33333333333333333333 06
4, 0.37500000000000000000
5, 0.36666666666666666667 048
6, 0.36805555555555555556
7, 0.36785714285714285714 045
8, 0.36788194444444444444
9, 0.36787918871252204586 m
10, 0.36787946428571428571
11, 0.36787943923360590027 0.42
12, 0.36787944132128159906
13, 0.36787944116069116069 04
14, 0.36787944117216190629
15, 0.36787944117139718992 o3
16, 0.36787944117144498469
17, 0.36787944117144217323 %
18, 0.36787944117144232942
19, 0.36787944117144232120 =
20, 0.36787944117144232161 L
36Usando factos da Anélise Matematica é possivel provar que
RETOO% = i(—m% :1—%+%—%+~-~+(—1)"%+~-:e*1 ~ 0.3679.

n=0
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Vejamos agora como o Principio da Inclusao-Exclusao também serve para resolver o Problema
(B2) da Introducao.

Seja A = {a1,az,...,a:} e denotemos o conjunto dos primeiros n niimeros naturais por [n].
Designando o conjunto {x € [n] | = é divisivel por a;} por A;, o nimero pedido dos inteiros
positivos inferiores ou iguais a n, ndo divisiveis por nenhum dos elementos de A é o cardinal de
AiNAyNn---NA4.

Claramente |A4;| é a parte inteira do nimero -, ou seja, LaﬁJ Como

A;NA; ={z €[n] |z édivisivel por a; e a;} = {z € [n] | z é divisivel por mmc(a;,a;)}

entdo |A; N A;| = {#J Mais geralmente, [A;, N---NA;,| = {*J, pelo que

mmc(ai,a;) mme(a;y ,...,aq; )

|[A;NAyN---N Ay éigual a

t

e Z L%J + Z mec(zi,aj)J —ot (_1)ttmmc(a1,zg,...,at)J'

i=1 iyj=1
1<J

No caso particular em que os elementos de A sao todos primos entre si, o niimero de inteiros

positivos inferiores ou iguais a n que nao sao divisiveis por nenhum dos elementos de A é igual a

T STETID o1 ) o} T PRSP

=1 i,j=1 i,J,k=
1<j i<j<k

Por exemplo, para a; = 2,a2 = 3,a3 = 5,a4 = 7 e n = 1000, este ntimero ¢é igual a 242.

Contemos agora o nimero ¢(n) de inteiros positivos, inferiores a m, primos com n. Seja

(27

n=p{'ps?---p;t a factorizacdo de n em ndmeros primos. Como os conjuntos

{k€N|1§k§nemdc(k,n):1}

{keN|1§k§nepi )(kparaizl,2,...,t}
coincidem bastard aplicar a férmula, acima deduzida, ao conjunto A = {p1, ps,...,p:}. Imedia-
tamente se conclui que o nimero ¢(n) é igual a

t

I o e o e

i=1 i,j=1 i,5,k=1
1<j i<j<k

Como vimos em 4.1 (pg. 97), a fungéo

6: N - N
n — ¢n)={keN|1<k<nemdek,n)=1}

é a chamada func¢do de Fuler, muito importante em Teoria dos Niumeros.

Para terminar, vejamos um processo simples de contar os niimeros primos entre 2 e n > 2.

O crivo de Eratdstenes
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é um processo que permite enumerar todos os primos entre 1 e qualquer inteiro positivo n:
e Calcula-se c = {ﬁJ,
e Apagam-se, na sucessao 2, 3,4, ..., n, todos os multiplos de 2,3,4, ..., ¢ (com excepcao dos
préprios ndmeros 2,3,4,...,¢);
Passo 2: Eliminando os miltiplos de 2

Primos:

2

Primos:

Entao, para determinar o niimero de primos entre 1 e n, bastara:

e determinar os primos pi,ps,...,ps entre 1 e {ﬁJ , usando o crivo de Eratéstenes;
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e em seguida, determinar, com a ajuda da férmula acima deduzida, quantos inteiros positivos
inferiores ou iguais a n ndo sao divisiveis por nenhum dos elementos de A = {p1,pa,...,pt}.
Como os primos entre {\/ﬁ + 1J e n sao exactamente os inteiros positivos inferiores ou
iguais a n (com excep¢ao do 1) que ndo sdo divisiveis por nenhum dos elementos de A, o

seu numero ¢ igual a

t t t
n n n n
LACRERERII b R3] v DI Frred Rl v
; Di 2::1 DipPj ”Zk::l DiPjPk pip2- .-t
i<j i<j<k

Concluindo, o nimero de primos entre 1 e n serd igual a t + M (n).

Relacgoes de recorréncia

Recordemos o Problema (A6) do capitulo “Que é a Matemédtica Discreta?”:

Consideremos um tabuleiro de zadrez e algumas pecas (idénticas) de domind tais
que cada uma cobre precisamente 2 quadrados adjacentes do tabuleiro. Serd possivel
dispor 32 dessas pecas no tabuleiro de modo a cobri-lo, sem sobreposicao de pecas?

(Tal arranjo diz-se uma cobertura perfeita do tabuleiro por dominds.)

Nao é dificil concluir que, em geral, um tabuleiro m X n possui uma cobertura perfeita se e s6
se pelo menos um dos nimeros m ou n é par:

Se o tabuleiro possui uma cobertura perfeita entao o dobro do ntimero de pegas na confi-
guragao deverd ser igual a mn. Portanto 2|mn pelo que 2|m ou 2|n. Reciprocamente suponha-
mos, sem perda de generalidade, que m é par. Nesse caso é evidente que cada coluna pode ser

perfeitamente coberta (basta alinhar sucessivamente m/2 pecas)

S T e W N

m—1

m

pelo que qualquer nimero n de colunas pode também ser coberto de modo perfeito.

Mais dificil é contar o nimero de coberturas perfeitas. Fagamo-lo no caso mais simples de
um tabuleiro 2 xn. Para cadan € N, seja f(n) o ntimero de coberturas perfeitas de um tabuleiro
2 x n. Comecemos por calcular f(1), f(2), £(3), f(4) e f(5):

f)y=1:
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f(4)=5=f(3)+ f(2):

f3) f2)

Analogamente, f(5) =8 = f(4) 4+ f(3). Isto leva-nos a conjecturar que

fn)=fln=1)+fn=-2) (n=3).

Esta conjectura pode ser provada, por exemplo, do seguinte modo:

Para construir uma cobertura perfeita de um tabuleiro 2 x n podemos colocar uma pega na
vertical, a ocupar a coluna 1, e teremos depois f(n — 1) maneiras diferentes de cobrir o resto
do tabuleiro, ou podemos colocar duas pecas na horizontal, a ocupar as colunas 1 e 2, e cobrir

depois o resto do tabuleiro, o que pode ser feito de f(n — 2) modos distintos:

fln—1) fln—2)

Esta relagdo, conjuntamente com os valores iniciais f(1) e f(2) =2, determina univo-

=1
camente a sequéncia dos nimeros de coberturas perfeitas f(1), f(2), f(3),. ...

Por exemplo, f(12) é igual a

F(11) 4 £(10) = 2£(10) + f(9) = 3f(9) + f(8) = --- = 21 f(5) + 13f(4) = 233.

E claro que para valores muito grandes de n este método de cdlculo de f(n) nao serd praticével

sem a ajuda de um computador, porque nao temos aqui uma férmula fechada para o valor de
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f(n) mas sim uma relagao de recorréncia que estabelece o valor de f em n a partir de valores
de f em inteiros anteriores a n.

Como podemos resolver relacoes de recorréncia destas, isto é, como podemos obter, a partir
da relacao de recorréncia, a respectiva férmula fechada? Eo que veremos agora.

Consideremos uma sucessdo (infinita) de elementos de um conjunto S,

u: Ng — S
n +—  un).

O valor u(n) costuma representar-se simplesmente por u,, e é frequente apresentar uma sucessao

dispondo sucessivamente as imagens da aplicagao u:
Uy, U1, U2y -« .«

Muitas vezes uma sucessao é dada mediante a indicacao do que se chama o seu termo geral,
ou termo de ordem n (por exemplo, u, = n2, u, = sin2"/(n + 1)2, etc.). E uma situacio
céomoda pois, além de nesse caso ser possivel calcular sem grandes problemas qualquer termo
da sucessao, o estudo de vérias propriedades (como a monotonia, convergéncia, etc.) fica muito
facilitado. Usaremos a notagao (u,) para nos referirmos a sucesso ug, u1, ua, - . - -

Como vimos nos exemplos acima, nem sempre uma sucessao € definida por indicacao do
seu termo geral, mas sim por uma relagdo de recorréncia: sao dados uns tantos termos iniciais
da sucessao, ug,u1,...,ux_1, € cada um dos seguintes determina-se a partir dos k anteriores
por intermédio de uma relagdo que permanece invariavel, uy = f(uo,u1,...,up—1), Ugt1 =
f(ur,us, ..., ux), etc. Estas sdo as chamadas relagoes de recorréncia para a sucessdo (uy). Ao
nimero k chama-se ordem da relagao de recorréncia.

Uma sucessao diz-se uma solu¢do de uma relagao de recorréncia se os seus termos satisfizerem
a relagao. De entre todas as relagoes de recorréncia destacam-se, nao sé pela sua simplicidade
mas também pela frequéncia com que ocorrem, as chamadas relacdes de recorréncia lineares

homogéneas com coeficientes constantes. Sao as do tipo

Up = Q1Up—1 + G2Up_2 + -+ + QUn— (N > k) \

com ai,as,...,aq constantes.

O adjectivo “linear”’refere-se ao facto de todos os valores de u ocorrerem como poténcias
de expoente 1, enquanto que o adjectivo “homogéneo’refere-se ao facto de nao existir termo
independente (constante).

Por exemplo, u, = u2_; + 2u,_2 (n =2,3,...) nio é linear, enquanto que u,, = 3u,_1 + 2
(n = 1,2,...) nao é homogénea. Por outro lado, a relagdo u, = (n + 2)up—1 + 2up—2 (n =
2,3,...) é linear e homogénea mas nao tem coeficientes constantes (o primeiro coeficiente n + 2

varia com n).

Exemplos. (1) As progressoes geométricas de razdo r satisfazem uma relacdo de recorréncia

homogénea linear de primeira ordem:

Up = TUp—1 (0 >1).

140



Estruturas Discretas 5.2. Técnicas avancadas de contagem

(2) As progressoes aritméticas de razdo r podem ser vistas como sucessoes satisfazendo relagoes
de recorréncia homogéneas lineares de segunda ordem: de up,_1 = Up_o2 +7 € Uy = Up_1 + T

obtém-se, subtraindo a primeira identidade da segunda,
Up = 2Up_1 — Up_2.

(3) A sucessao do nimero de coberturas perfeitas satisfaz uma relacdo de recorréncia homogénea

linear de segunda ordem.

Como em muitos problemas combinatoriais a solucao aparece formulada em termos de uma
relacao de recorréncia, torna-se imperativo saber manipula-las e conhecer métodos que permitam
obter uma férmula explicita para o termo geral da respectiva sucessao.

Convira desde ja avisar que nao existem métodos gerais que nos permitam resolver todas as
relagoes de recorréncia. Uma estratégia possivel (“ingénua”) serd calcular um nimero razodvel
de termos e tentar intuir a lei de formagao do termo geral, que pode depois ser confirmada
pelo método de indugao matematica. Com esta estratégia, algumas tentativas, mesmo em casos
simples, mostrarao que nao se trata de tarefa facil.

Por exemplo, no caso das relacoes de recorréncia lineares de primeira ordem, temos u; = auy,
us = au; = a’ug, etc., sendo facil ver que, para qualquer n > 1, u, = a"ug. Estd assim
encontrado o termo geral neste caso. No entanto, para as de segunda ordem, dados u; e uy e

duas constantes a e b, temos:

us = auy + bug
uz = aug + buy = (a® + b)uy + abug
ug = aus+ bus = (a® + 2ab)us + (a®b+ b*)ug

Nao é facil descortinar aqui uma lei de formacao que permita conjecturar o que deverd ser u,, em
funcao de n,a, b, ug e uy. E claro que para as sucessoes recorrentes lineares de ordem superior a
situacao sera ainda pior.

Curiosamente, como veremos, o caso das relagdes de recorréncia lineares homogéneas com
coeficientes constantes é tratdvel de uma forma sistemdtica, embora as técnicas existentes se
possam revelar muito trabalhosas na pratica. Apesar de ser um método indirecto e pouco
natural, é elegante e engenhoso.

Restringemo-nos entéo a classe das relagoes de recorréncia lineares homogéneas com coefici-

entes constantes, isto é, das relagoes de recorréncia da forma

Up = Q1Up—1 + GolUp—2 + -+ agtp_ (R=Fk,k+ 1,...)‘ (%)

onde ai,as,...,ar sdo constantes. Podemos sempre supor que ai # 0 pois, caso contrario, a
relagao reduz-se a uma de ordem inferior.

Associemos a relacdo de recorréncia (*), a equagao

2F —ap Tt —aga - — gy = 0,
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chamada equacdo caracteristica de (x). Esta equacdo tem k raizes ai,as,...,ar, chamadas
raizes caracteristicas de (x). Claro que poderdo ser niimeros complexos, ndo todos distintos.

Como ay # 0, sao todas nao nulas.
Teorema 1. Seja a um nimero complexo ndo nulo. A sucessdo
2 3 n
lLa,a%a”,...;a", ...

€ solugao da relagao de recorréncia (%) se e sé se a € wma raiz caracteristica.

Prova. A sucessao (u,), onde u, = o™, é uma solucdo de () se e 86 se, para n > k,

a" =aa" a2+ 4 apa™F

ou, equivalentemente,
a"ik(ak —aaf =gt - o ai) =0.

Como « # 0, esta equacdo é ainda equivalente a

af — alak_l — agak_2 — - —ap =0.
Portanto (™) é uma solugao de () se e s6 se a é uma raiz caracteristica. |
Corolario. Sejam ai,qs,...,ar as raizes caracteristicas de (x). Para quaisquer constantes
€1,C2,...,Ck @ sucessdo de termo geral

Up = 107 + ol + -+ - + cpap

¢ uma solugdo de (x).
Prova. E um exercicio simples verificar que sempre que (ul), (u2),..., (ul) sdo solucdes de ()

e cy,Co,...,Ct s20 constantes entao a sucessao de termo geral
_ 1 2 t
Up = C1U,, + Co2Uy + -+ - + CU,

ainda é solugdo de (x). Combinando este facto com o Teorema 1 obtemos imediatamente o

Corolério. O

No caso das raizes caracteristicas serem todas distintas podemos obter todas as solugoes de

(%):

Teorema 2. Suponhamos que as raizes caracteristicas oy, s, ..., ax da relagdo de recorréncia
(x) sao distintas duas a duas. Neste caso, se uma sucessao de termo geral u, € solug¢io de (*),

existem constantes ci,ca, ..., c tais que

Up = 107 + ol + -+ - + cpap.
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Prova. Seja (u,) uma solugao da relacdo de recorréncia (x). Uma vez que (*), conjuntamente com
os k valores iniciais ug, u1, . . . , uk—1, determinam completamente a sucessao (u, ), bastard provar
que existem constantes ci, ca,. .., ¢, tais que a sucessao de termo geral ciaf + caad - - - + ¢}
satisfaz (x) e tem como primeiros k elementos os valores ug, u1, . . ., ux—1. Pelo Coroldrio, bastara

provar que existem constantes cq, ca, ..., Ck tais que
CL+ca+ -+ =

c1ay1 + e + -+ o = U

k—1 k—1 k—1
1oy Tty T At Cpay T = Ug—1.

Trata-se de um sistema de k equacoes lineares com k incégnitas. A matriz

1 1 1
al a2 o (X’f
a’f ! 0/2“1 o/,: 1

deste sistema é uma matriz muito especial, chamada matriz de Vandermonde. O seu determi-

nante é dado por

(o — o)

:Ek

1

J

3
(3

(a prova deste facto encontra-se em muitos livros de Algebra Linear). Como as raizes g, aa, . . ., aj
sao todas distintas, este determinante é diferente de zero. Isto quer dizer que o sistema possui

exactamente uma solugao. O

Exemplos. A sucessdo de Fibonacci F(1), F(2), F(3),... do problema (B4) da Introdugao
também ¢é definida pela relagdo F(n) = F(n — 1)+ F(n — 2) (n = 3,4,5,...), mas desta vez
sujeita as condigbes iniciais F'(0) =0e F(1) = 1.

Procedimento que calcula, por recursao, os termos da sucessao de Fibonacci:

> Fibonacci := proc(n)
> if n=1 or n=2 then RETURN( 1 ) else
> Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2);

Valores de Fibonacci(n) paran =1,2,...,20:
1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765
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| gn=g(n1)+g(n-2), g(0)=0, g(1)=1 e |

E| D E D = Examples =2 Random

g =gin-2)+gn-1) | g0)=0 | gh=1

g(n) =Fy
F, isthe n Fibonacei nurmber
lgln ) —gimgll
i
gln)
20x%108
15%108
10x108%
500 000
ST s W
30
na

ues Less

n gin)

0 0

1 1

2 1

3 2

4 3

5 5

6 8

7 13

8 21

9 34

As raizes da equacdo caracteristica 22

de ouro 15 ¢ o seu conjugado 155, Entdo, pelo Teorema 2, os nimeros de Fibonacci sio
2 2 b b

—x — 1 = 0 desta relacao de recorréncia sao o niumero

dados por

1++V5\" 1—+V5\"
o =a(52) (58
para algum par de constantes ¢; e ca. As condigdes iniciais F'(0) = 0 e F(1) = 1 permitem-nos

determinar tais constantes. Com efeito,

Cl-i-Cz:F(O):O

a(58) + e (158) = Fa) =1

S
S

cuja solugao € c; = 2> e o = — %>,
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Concluindo, os nimeros de Fibonacci satisfazem a férmula

=[] ()]

Fica assim resolvido o Problema (B4) da Introdugao: o niimero de pares de coelhos existentes

na ilha ao fim de n meses serd igual a

A (50

Consequentemente, o nimero f(n) de coberturas perfeitas de um tabuleiro 2 x n é igual a

V5 nt1 — /5y ntl
AT -9
pois f(n) = F(n+1).

Teste. Pretendemos transmitir mensagens codificadas através de um determinado canal de co-
municac¢do. Essas mensagens sdo formadas por palavras de comprimento n, construidas com
os simbolos ‘0°, 1 e ‘2’ e sujeitas a condicao “nao podem aparecer palavras com dois simbolos
27 consecutivos”. Seja T(n) o tamanho deste cddigo, isto €, o nimero de palavras que pode-
mos transmitir com ele. Determine uma relagdo de recorréncia que T'(n) satisfaca e determine

explicitamente esse numero, resolvendo a relacdo de recorréncia.

Solugao. De acordo com a definigdo do cédigo, T'(1) = 3 (as tinicas palavras de comprimento 1
sao: ‘0, "1e2)eT(2)=8:
00, 01,02, 10,11, 12, 20, 21.

Para n > 3 tem-se T'(n) =2T(n — 1) + 2T (n — 2). De facto, as palavras de comprimento n

que terminam em 0, bem como as que terminam em 1, sdo em nimero igual a T'(n — 1):

L[ - [ [o] Ll [

T(n—1) T(n—1)

No entanto, nas palavras de comprimento n que terminam em 2, a peniltima posi¢ao n — 1 ja so

pode conter os nimeros 0 ou 1, pelo que as palavras sdo, no total, em nidmero igual a 27 (n—2):

[ [ [ -~ Jof2] L1 [1]2]

~—_——— —_—
T(n—2) T(n—2)

A equacdo caracteristica desta relacdo de recorréncia é igual a 22 —2x —2 = 0, que tem raizes
r =251 — 1+ /3. Portanto,

T(n)=c;(1+V3)" 1+ e(1—V3)" L
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Das condigoes iniciais tiramos

61(1-1-\/3)04—62(1—\/3)0:3 c1+c=3
= 54
ci(1+v3)+ca(l1—+/3)=8 cl(1+V3)+ca(1—+/3)=38
L DH3VE
1= 72\/3
<:> e <:>
. _ 5 +3V3
Finalmente,
_ 5+3V3 n—1 4 —5+3V3 n—1
T(n) = L2221+ V3)" ! + =552 (1 - v3)" L
Se as raizes caracteristicas oy, am, ..., a; nao forem todas distintas entao
Up = 10t + o + -+ + cpag (1)

nao é uma solugao geral da relagao de recorréncia. Por exemplo, a relagao de recorréncia u,, =
4au,,—1 — du,_o tem como equagdo caracterfstica x? — 4z + 4 = (z — 2)? = 0. Neste caso (1) é
igual a

Up = 12" + 22" = (¢1 + ¢2)2" = 2"

onde ¢ = ¢1 + ¢2 é uma constante. Temos entao uma sé constante ¢ e nao serd sempre possivel
escolhé-la de modo a que os dois valores iniciais u; e ug sejam satisfeitos. Por exemplo, se ug = 1
e u; = 3 teria que ser ¢ = 1 e 2¢ = 3, o que é manifestamente impossivel. Portanto, u,, = ¢2"
nao é uma solugao geral daquela relagéo (isto é, nem toda a solucao da relagdo de recorréncia
pode ser expressa na forma ¢2™ para alguma constante c).

O teorema seguinte, que nao demonstraremos, diz-nos como determinar uma solucao geral
nestes casos. A ideia da demonstracao é a mesma da do Teorema 2, mas naturalmente mais
técnica e trabalhosa.

Teorema 3. Sejam «q,qo,...,q; as raizes distintas da equagdo caracteristica da relagao de
recorréncia (%), com multiplicidades, respectivamente, e, es,...,e;. Uma sucessao de termo

geral uy,, € solugao de (x) se e sé se existem constantes

C11,C12, - - '76161762170223 . '762627 e Ct1,CE2y - e 7Ctet
tais que

—1 —1
Up = (011+012n+~-~+0161n“ )a’f+(021+022n+-~-+0262n62 )a§+-~-+

—1
+<ct1 +cpn 4+ e, n’t )a?.
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Exemplo. Determinemos a solucao da relacao de recorréncia
Up = —Up—1 + SUp_2 + Dup_3+2up—gs (n=4,5,...)

sujeita as condicdes iniciais ug = 1,u; = 0,us = 1,u3 = 2. A equacdo caracteristica z* + 23 —
322 — 52 — 2 = 0 tem rafzes —1 e 2, sendo —1 raiz de multiplicidade 3. Portanto, a parte da

solucao geral correspondente a raiz —1 é
(c11 + c12n + c13n®) (—1)",

enquanto que a parte correspondente a raiz 2 é c912". As constantes estao sujeitas as condigoes

iniciais
C11 + ¢21 1
—c11 — €12 — €13 + 2¢21 =0
c11 + 2¢12 + 4c13 + 4ean =1
—c11 —3c12 — 913+ 8ca1 = 2,
pelo que, resolvendo o sistema, obtemos c¢11 = 7/9, ¢12 = —1/3, ¢13 = 0 e co1 = 2/9. Em

conclusao, a solucao é

- (7 _ 1n> 1+ 20 (e ).

O sucesso deste método depende da nossa capacidade em determinar as raizes da equagao
caracteristica, o que poderd por vezes nao ser possivel. No caso de tal ser possivel, serda ainda
necessario resolver um sistema de equagoes lineares. Se a ordem da relagao de recorréncia for k,
este sistema tem k equagoes com k incégnitas. Portanto a aplicagao deste método, na pratica,
podera ser muito problematica.

Se a relagao de recorréncia ndo for homogénea ou linear, com coeficientes constantes, nao se
conhecem métodos para a resolver de uma forma sistematica (a ndo ser para alguns tipos de
relagoes nao homogéneas nas quais o termo independente tem uma forma muito especial — é um
polinémio ou uma exponencial). Cada caso terd que ser analisado individualmente. Por exemplo,
para resolver a relacao de recorréncia ndo homogénea u,, = u,_1 +n>, paran = 1,2,..., sujeita

a condicao ug = 0, podemos, por sucessivas iteracoes, obter

Uy = Up_y +n?
= Up_o+(n—1)7>+n

= u+22+-+(n-1P7+n?
P428 4. 4 nd

Assim, u,, é a soma dos primeiros n cubos. Podemos determinar uma expressdo simples para

esta soma? Usando a relagdo de recorréncia podemos determinar os primeiros valores de u,, e
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tentar encontrar um padrao:

u = 1
up = 1+2°=9=3%=(1+2)?
u3 = 9+3°=36=62=(1+2+3)
ug = 36+4%=100=10> = (1 +2+ 3 +4)?
us = 100+5%=225=15% = (14+2+3+4+5)%
Como
1+2+3+~--+n=w,
podemos conjecturar que
n?(n+ 1)?

Up = 4 ’

o que pode ser confirmado pelo método de indugao matematica.

Apéndice: caso nao homogéneo

No caso nao homogéneo, é possivel em alguns casos uma abordagem sistematica que nos conduza
a solugao. Uma recorréncia linear, ndo necessariamente homogénea, de coeficientes constantes é

dada por uma equagao do tipo
Uy = A Up—1 + A2Un_3 + - + agu,k + g(n), (1)

onde o termo independente g(n) é uma funcao de n que toma valores reais. A uma recorréncia

deste tipo podemos, esquecendo a fungao g, associar a recorréncia homogénea
Up = Q1 Up—1 + A2Un—2 + -+ + ApUp—_F. (2)

Sera de esperar que as solugoes de (1) estejam relacionadas com as solugoes de (2). De facto, é

facil provar que:

Teorema 4. Seja
Up = a1Up—1 + AoUp_2 + -+ + aptn_k + g(n)

uma relagdo de recorréncia linear com coeficientes constantes e seja (ay,) uma solugdo desta
relagdo de recorréncia. Se (B,) € também uma solu¢do dessa relagdo de recorréncia, entdo a

sucessao (vn) = (Bn — o) € uma solugao da relagdo de recorréncia homogénea
Up = AQUp—1 + A2Up—2 + -+ QpUp k-

Reciprocamente, se (v,) € uma solugdo desta relagao de recorréncia homogénea, entdo a sucessao

(Brn) = (an, + vn) € uma solugdo da relagdo de recorréncia inicial.

Assim, para determinar a expressao geral das solugoes de uma dada relacdo de recorréncia

linear com coeficientes constantes, bastara:
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(1) Obter a expressao geral das solugdes () da relagao de recorréncia homogénea associada;
(2) Identificar uma solugao particular (3,,) da relagdo de recorréncia dada;

(3) A expressao geral das solugbes (ay,) da relagdo de recorréncia é dada pela soma () =
(Bn 4 7n)-

O passo (1) pode realizar-se pelo método apresentado no caso homogéneo, mas a realizagao
de (2) depende da fungado g envolvida. Em geral, ndo hd nenhuma garantia que (2) se possa
efectuar de modo fécil; os casos mais simples sao aqueles em que g é polinomial ou exponencial.
A tabela seguinte fornece-nos solucoes particulares para esses casos:

Solugoes particulares para a relagao de recorréncia linear com coeficientes constantes
Up = a1Up—1 + AoUp—2 + -+ + apUn_k + g(n)
onde z¥ —a1zFt — - —qp_1z — ag, (*)

é a equacao caracteristica da relagao de recorréncia homogénea associada

H Funcao f Condicgoes ‘ Solugao particular
f(n) =0bA" A néo é raiz de (x) (BA™)
(b,A e R —{0}) A é raiz de (x), com multiplicidade m (Bn™A™)
fn)=byg+bin+---+bn" | 1nao éraiz de (*) (Bo+ Bin+---+ Bpn")
(r e Nybg,...,b, € R;b. #0) | 1éraiz de (), com multiplicidade m (n™(Bo + Pin+ -+ Brn"))
fln) =bn" A" A ndo é raiz de (x) ((Bo+ Bin+ -+ Bpn™)A™)
(reN,b,AeR—-{0}) A é rafz de (%), com multiplicidade m | (n™ (8o + Sin+ -+ Brn")A™)
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