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4. Curvas planas

Nesta seccao veremos que no caso planar € possivel refinar a definicao de curvatura, de
modo a dar-lhe uma interpretacao geométrica interessante. Provaremos ainda o Teo-
rema Fundamental, que garante que uma curva plana, parametrizada por comprimento
2

de arco, € determinada essencialmente pela sua curvatura com sinal (“essencialmente

significa “a menos de um movimento rigido de R?).

Pela Proposigao 3.5, uma curva 7 é plana (isto é, o seu trago esté contido num plano)

se e sO se tem torsao 7 = 0. Neste caso as férmulas de Frenet-Serret reduzem-se a
T'= kN, N' =—xT, B =0. (%)

Se escolhermos o sistema de coordenadas de modo a que os eixos OX e OY estejam
situados no plano da curva, a terceira componente do vector de posicao de cada ponto
~(t) é nula e todas as férmulas se simplificam. Além disso, fixando uma orientagao
do plano em questao, podemos estabelecer um sentido positivo de rotacao no plano.
Consequentemente, a medida do angulo formado por um par ordenado de vectores pode
ser expressa por numeros positivos ou negativos, indicando assim, além do valor absoluto
do angulo de rotacgao, o sentido de rotagao que leva o primeiro vector até ao segundo.

Em qualquer curva plana, o vector tangente e o vector normal principal estao ambos
no plano da curva. Por outro lado, o vector binormal é constante e perpendicular ao
plano, pelo que pode ser negligenciado e o triedro de Frenet-Serret reduzir-se-a ao par
(T,N).

Suponhamos entdo que v : I — R? é uma curva plana, parametrizada por compri-
mento de arco, e fixemos, para sentido positivo de rotagdo no plano da curva, o sentido
oposto ao movimento dos ponteiros do relégio. Usando esta orientagao, vamos substi-
tuir o vector normal principal N(s) pelo vector unitdrio colinear Ng(s) tal que o par
(T'(s), Ns(s)) estd orientado positivamente (ou seja, Ng(s) obtem-se de T'(s) por rotagao

de um angulo recto, no sentido positivo):

Ns(s) chama-se vector normal com sinal de v no ponto v(s). Claro que Ng(s) = aN(s)
onde « é igual a 1 ou —1, dependendo da parametrizagao da curva. A figura seguinte
mostra os diferentes casos que podem ocorrer: no primeiro e tltimo casos « é 1 e nos

outros dois é —1 (em cada caso, a seta na curva indica a direcgao crescente do pardametro

s).
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Se v(s) = (71(8),72(s)), é evidente que:
Proposigio 4.1. T(s) = (v}(),7(s)) € Na(s) = (—1(s),%}(5)). .

Mais geralmente (cf. Exercicio 4.4), no caso de uma parametrizagao arbitraria y(t) =
(m(t),72(t)), temos

T — 7i(t) 7 V(1)
@ (ﬂﬂwwH%@PvMWW+WWW>
NL(f) = 7 (t) ’ n(t)
" (v%WW+%WV¢M@VH%WJ

Pela Proposigao 2.5, T'(s) é perpendicular a T'(s), logo é paralelo a Ng(s). Portanto,

existe um escalar real ks(s) tal que
T'(s) = ks(s)Ns(s). (4.1.1)

O escalar kg(s) chama-se curvatura com sinal de 7y no ponto y(s) (pode ser positivo,
negativo ou nulo). Note que, como Ng(s) é unitédrio, x(s) = [|T(s)|| = |ks(s)|. Portanto

ks 86 pode diferir de x no sinal:
ks(s) = ak(s), (a==+1).

O sinal indica em que direc¢ao a curva (ou melhor, a sua tangente) estd a rodar. Assim
ks > 0 indica que a tangente estd a rodar no sentido positivo (primeiro e ultimo casos na
figura anterior) enquanto kg < 0 indica que roda no sentido negativo (segundo e terceiro
casos da figura).

As férmulas (%) podem entao ser substituidas simplesmente por

T' = ksNs, N

S

= —kgl.

Note que ks (ao contrario de x) muda de sinal quando a curva é reparametrizada
por uma mudanca de parametro que inverte a orientacao.

A curvatura com sinal tem uma interpretagao geométrica simples:

Proposicao 4.2. Seja 0(s) o dngulo que um dado vector fixo tem que rodar no sentido

positivo para coincidir com o vector tangente T'(s). Entdo ks(s) = 60'(s).
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Demonstragao: Seja u tal vector fixo (que podemos assumir unitirio) e seja v o

vector unitério obtido por rotacdo, no sentido positivo, de 7/2 radianos. Entao

T(s) = cosf(s)u + sinf(s)v

T'(s) = (—sin(s)u + cos 0(s)v)d'(s).

Portanto (T"(s)|u —sinf(s)¢(s). Por outro lado, pela definicdo de ks, temos
(

) =
(T'(s)|u) = ks(s)(Ns(s)|u), e como o angulo entre Ng(s) e u é igual a 7/2 + 6(s),
(T'(s)|u) = ks(s) cos(6(s) + 7/2) = —ks(s) sinf(s). Em conclusao, xs(s) = €'(s). n

Podemos agora determinar uma férmula para o calculo da curvatura com sinal:

Corolario 4.3. Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco,
v(s) = (71(s),72(s)). Entao
ks(s) = 711(8)72(s) — 71 (8)7a(s)-

Demonstracao: Como (v1(s),75(s)) = T(s) = (cosf(s),sinf(s)), temos ~{(s) =
—0'(s)sinf(s) e v4(s) = 6'(s)cosf(s). Consequentemente, pela proposi¢do anterior,

obtemos

ks(s) =0'(s) = ‘ cos 6(s) sin (s) ‘

—9’( )sinﬁ( ) 6'(s)cosb(s)

’Yl ‘
71
= 7(s)7 () 7’(8) 2(5).-

E ficil de ver (Exercicio 4.4) que, no caso de uma parametrizacio arbitraria ~(t) =

(71(t),72(t)), a curvatura com sinal é dada pela férmula

Y1 () () =77 () (t)

50 = 0h 02 1 (h(0))2

A Proposi¢ao 4.2 também nos permite deduzir o Teorema Fundamental das cur-
vas planas, que assegura que uma curva parametrizada por comprimento de arco fica
essencialmente determinada a partir do momento em que conhecemos a curvatura com
sinal em cada ponto da curva. O significado de “essencialmente” é “a menos de um
movimento rigido” de R?. Recordemos que um movimento rigido de R? é uma aplicacao
M :R? = R? da forma M = T, o Ry, onde Ry é uma rotacio de angulo 6, em torno da

origem, no sentido positivo, e 7, é a translacao definida pelo vector a:
Ro(x,y) = (xcosf — ysinb, zsinb + ycos )

To(v) =v+a.
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Teorema 4.4. [Teorema fundamental das curvas planas] Seja f : I — R uma fungao
suave. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco vy : I — R? cuja
curvatura com sinal coincide com f.

E mais: se 7 : I — R? € outra curva parametrizada por comprimento de arco nessas

condigoes, entdo existe um movimento rigido M de R? tal que

Demonstragao: A ideia para obtermos a curva v que prove a primeira parte do

Teorema é evidente de 4.2: fixemos sy € I e definamos, para cada s € I,

o) = [ F(u) du,

1(s) = / " cos0(t) dt, / T sin (1) dt).

0 S0
Esta curva ~ satisfaz as condicoes exigidas: estd parametrizada por comprimento de
arco pois 7/'(s) = (cos(s),sinf(s)); como este vector faz um angulo 6(s) com o eixo
OX, pela Proposigao 4.2 a sua curvatura com sinal é igual a 6'(s) = f(s).
Para provar a segunda parte do Teorema, seja é(s) o angulo entre OX e o vector
tangente 4'(s) de 4. Entdo 7/(s) = (cos0(s),sinf(s)). Consequentemente,
s s
(s) = </ cos 0(t) dt,/ sin 0(t) dt> + (s0)- (4.4.1)
50 50
Por outro lado, pela Proposicao 4.2, 5’(3) = f(s), pelo que

i(s) = / F(u) du+ 0(s0) = 0(s) + G(s0).

Inserindo isto em (4.4.1) e denotando 5 (sg) por a e 0(sy) por 6y, obtemos

i) =

0

= 1, (cos 90/

50

sin 0y / cos B(t) dt + cos by /

0 S0
~ TR

cos 0(t) dt,/
= TRy (7(5))-

S S

cos(6(t) + o) dt,/ sin(6(t) + o) dt)

S0

S S

cos0(t) dt — sin by / sin 6(t) dt,

50
s

sin (1) dt)

S S

sin A1) dt)

Exemplos 4.5. (1) Seja 7 : R — R? uma curva parametrizada por comprimento de
arco cuja curvatura é constante, igual a k > 0. Entao ks(s) = £k para cada s € I, mas

como kg é uma fungao suave, kg(s) = k para qualquer s ou kg(s) = —k para qualquer
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s. Vejamos o que acontece no primeiro caso (o outro discute-se de modo anélogo).
Pelo Teorema existe uma curva parametrizada por comprimento de arco v : R — R3
cuja curvatura com sinal é constante, igual a k, e 4 é o resultado da aplicacao de um
movimento rigido a «. Determinemos tal curva ~:

Como 0(s) = [ kdu = ks,

v(s) = (/Os cos(kt) dt, /Os sin(kt) dt) = (Sinliks),_cos]iks) + %)

Fazendo R = 1/k vem

(Rsinf, “Reos?’ + R) = ’Z;(Rsinf, —R cos f),
r r r r
onde a = (0, R). J& vimos que
(Rsinf,—Rcos f)
r r

¢ uma parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia de raio R e centro
(0,0), pelo que o trago de 7 é a circunferéncia de raio R e centro (0, R). Em conclusao,
como rotagoes e translagoes transformam circunferéncias em circunferéncias, o trago de

7 é também uma circunferéncia.

(2) A demonstracao do Teorema fornece-nos um algoritmo que permite, a partir de
qualquer funcao suave f, determinar uma curva plana cuja curvatura com sinal coincida
com f. Mas mesmo fungoes simples podem conduzir a curvas complicadas. Por exemplo,

suponhamos que f é a funcao identidade f(s) = s. Seguindo o algoritmo, tomando

o(s) / du— S
S) = uau = —
0 2

+(s) = (/0 cos(t;)dt,/os sin(t;)dt).

Contudo, estes integrais (que aparecem na teoria da difracgao da luz, onde sdo chamados

so = 0, obtemos

integrais de Fresnel), ndo podem ser expressos em termos de fungoes “elementares”. S6
usando métodos numéricos ou tabelas especiais podemos determinar as coordenadas de
~(s) num dado valor de s. No entanto, é simples obter uma ideia do traco da curva.

Com efeito,
1

SEI-POO 71(8) - sllfi-noo 72(8) - 5\/7?

. . 1
lim y1(s) = lim 7y2(s) = -5/

S§——00

Além disso, 74(0) = 74 (0) = 0. Portanto, a curva tem um ponto de inflexdo em v(0) =

(0,0) e aproxima-se assimptoticamente do ponto

P-4
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quando s — +00; 0 mesmo se passa relativamente ao ponto
1 1
P = (~3v7—5v7)

quando s — —o0.
A figura seguinte, obtida com o programa Mathematica (que calcula os integrais por

aproximacao numérica), mostra isso mesmo.

A implementacao do algoritmo do Teorema na linguagem do Mathematica é muito

simples (como vimos na aula). Com efeito, definindo a rotina

plotintrinsic[fun_,a:_0,{c_:0,d_:0,theta0_:0},optsnd___,}
{smin_:-10,smax_:10},optspp___]:=
ParametricPlot [Module [{x,y,theta},

{x[t]l,yltl} /.

NDSolve [{x’ [ss]==Cos[thetal[ss]],

y’ [ss]==Sin[thetal[ss]],

theta’ [ss]==fun[ss],

x[a]l==c,y[a]l==d,theta[0]==thetal},

{x,y,theta},{ss,smin, smax},optsnd]]//Evaluate,
{t,smin,smax},AspectRatio->Automatic,optspp];

bastara depois escrevermos, por exemplo,
plotintrinsic[(#+Sin[#])&,0,{0,0,0},{-18,18},PlotPoints->80];

para obtermos o grafico, para s €] — 18, 18|, da curva cuja curvatura é dada pela fungao
f(s) =s+sins:
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As figuras seguintes mostram alguns dos exemplos apresentados na aula:

plotintrinsic[(Exp[#])&,0,{0,0,0},{-4.5,4.5},PlotPoints->80];

fls) = e’
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plotintrinsic[(Cos[#])&,0,{0,0,0},{-10,10},PlotPoints->80];

f(s) =coss

plotintrinsic[(Sin[#])&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80];

f(s) =sins

FUIN S
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plotintrinsic[(#Sin[#])&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80];

f(s) =ssins

43
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plotintrinsic[(#°2Sin[#])&,0,{0,0,0},{-8,8},PlotPoints->80];

f(s) = s%sins

-0 [ 0.5 1 1.5

plotintrinsic[(#Sin[#]°2)&,0,{0,0,0},{-20,20},PlotPoints->80] ;

f(s) = ssin?s

Exercicios

4.1 Prove que a curva v : Rt — R3 definida por v(t) = (#, t+ 1,1 ¢ plana.

4.2 Mostre que o trago da curva do Exercicio 3.1(b) é uma circunferéncia, e determine o seu

centro e o seu raio. Em que plano se encontra essa circunferéncia?
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4.3 Seja v = (v1,v2) € R2. Mostre que o vector w que se obtem de v por uma rotagao, no

sentido positivo, de um dngulo recto, tem coordenadas (—wva,v1).

4.4 Seja v :R — R? uma curva plana e denote por 7y, e 7y, as respectivas funcoes componente.

Prove que:

(a) T(t) =

( 71 (t) 75(t) )
VETOP+E50)27 V(i 02+ (4 ()2 )
b Ns t) = (_ Vé(t) , Vi(t) >;
(b) ®) VLR +050)27 V(02 +(v5 ()2

— 1 (1) =7 (D)y5(t)
(e) Ks(t) = B r e

4.5 Sejay : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco e com curvatura
positiva. Seja a : I — R? uma curva nio necessariamente parametrizada por comprimento
de arco tal que, para cada t € I, a recta tangente a @ em «(t) é a recta normal a v em

~(t). Prove que, para cada t € I,

4.6 Determine explicitamente a curva plana parametrizada por comprimento de arco tal que:

(a) rs(s) =2; (b) rs(s) = s~ 1/%;

(¢) rs(s) = s37 (a constante); (d) #s(s) = ;752 (a constante).

4.7 (a) Considere a espiral logarftmica v, : R — R2, definida por v, (t) = (€% cost, e sint),
sendo a uma constante nao nula. Mostre que existe uma tnica reparametrizagao por

comprimento de arco
Fa:d — R2
s = Fals)
tal que
e JC(0,400) e
e s — 0 quando t — —o0 (caso a > 0) ou t — +oo (caso a < 0).
Determine a correspondente mudanga de parametro, que ao parametro ¢ € R faz

corresponder o parametro s € J, e mostre que a curvatura com sinal de v, é igual a
1/as.

(b) Descreva toda a curva cuja curvatura com sinal, como fungdo do parametro s por

comprimento de arco, é igual a 1/as para alguma constante nao nula a.

4.8 Uma dada curva plana 7 parametrizada por comprimento de arco tem a seguinte pro-
priedade: o seu vector tangente T'(s) faz um angulo constante 6 com v(s), para todo o s.

Mostre que:
(a) se # =0 entdo o trago de y é parte de uma linha recta;
(b) se § = m/2 entdo o traco de v é uma circunferéncia;
(c) se 0 < 6 < m/2 entdo o trago de v é uma espiral logaritmica (exercicio anterior).
4.9 Seja v : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, e seja c
uma constante. A curva paralela v¢ é definida por v¢(t) = v(¢) + ¢Ns(t). Prove que, se

|cks(t)] < 1 para qualquer t € I, entdo v° ¢ uma curva regular e a sua curvatura com sinal

é igual a kg/(1 — cks).
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4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

CURVAS EM R3

Seja v uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, cuja curvatura nunca

se anula. Define-se o centro de curvatura €(s) de v no ponto y(s) por

Prove que a circunferéncia de centro ¢(s) e raio |1/ks(s)| é tangente a v em (s) e tem
a mesma curvatura que 7 nesse ponto. Esta circunferéncia chama-se circunferéncia oscu-

ladora de v no ponto 7(s). (Esboce a figura.)

Com a notagao do exercicio anterior, podemos olhar €(s) como a parametrizagao de uma
nova curva, chamada evoluta de 7 (se vy néo for parametrizada por comprimento de arco,
a sua evoluta é definida como a evoluta de uma sua reparametrizagdo por comprimento

de arco).

(a) Suponhamos que k4(s) > 0 para cada s. Mostre que o comprimento de arco de € é

igual a ug — %(S), onde uy é uma constante, e determine a curvatura com sinal de e.
s

2

(b) Mostre que a evoluta da parabola 2y = x? é a curva de Neil, de equagio 27y? =

8(z — 1)* (ou, parametricamente, dada por ~(t) = (¢, %tg’), t € R).

f

/
o
N//;"Z/
e

P

(¢) Mostre que a evoluta do cicléide v,(t) = a(t —sint, 1 —cost), 0 <t < 27, onde a > 0
é uma constante, é a curva definida por €(t) = a(t + sint, —1 + cost) (cf. Exercicio
2.5) e que, apés uma mudanga de parametro adequada, € pode ser obtida de v por

uma translagao no plano.

Seja 7 : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja ¢ > 0. A curva
te : (0,¢) — R? definida por ¢.(s) = v(s) + (c—s)7'(s) chama-se involuta de 7 (se y nao for
parametrizada por comprimento de arco, as suas involutas sao definidas como as involutas
de uma sua reparametrizagdo por comprimento de arco). Mostre que se a curvatura com

sinal de v é estritamente positiva entdo a curvatura com sinal de ¢, é igual a 1/(c — s).

Seja v uma curva plana parametrizada por comprimento de arco e sejam « e (§ duas

involutas de . Mostre que « e 3 sdo curvas de Bertrand (recorde o Exercicio 3.19).

Seja v uma curva (regular) plana. Mostre que:

(a) qualquer involuta da evoluta de v é uma curva paralela a ;

(b) a evoluta de qualquer involuta de v é .

(Compare estas afirmagoes com o facto da primitiva da derivada de uma fungao suave f

ser igual a f mais uma constante, enquanto que a derivada da primitiva de f é f.)
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4.15 Mostre que, aplicando uma reflexao (relativamente a uma recta) a uma curva plana, se

altera o sinal da sua curvatura com sinal.

4.16 Prove que, se duas curvas planas v,7 : I — R? tém a mesma curvatura (# 0) para todos
os valores de t € I, entao 4 pode ser obtida de v por aplicagao de um movimento rigido

ou por uma reflexao (relativamente a uma recta) seguida de um movimento rigido.



