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5. Teorema fundamental das curvas

Nesta sec¢ao provaremos a versao geral do Teorema Fundamental das Curvas, que
mostra que uma curva parametrizada por comprimento de arco fica essencialmente de-

terminada a partir do momento em que conhecemos a sua curvatura e a sua torsao.

Recordemos que um movimento rigido de R? é uma aplicacio M : R? — R3 da

forma M =7 o R, onde R é uma rotagao em torno da origem e 7 é uma translagao.

Teorema 5.1. [Teorema fundamental das curvas| Sejam k,7 : I — R fungdes suaves
com k > 0. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco v : I — R3
cuja curvatura € Kk e cuja torsao € T.

E mais: se 7 : I — R® € outra curva parametrizada por comprimento de arco nessas

condicoes, existe um movimento rigido M de R3 tal que, para cada s € I,

Demonstracao: As equacoes (férmulas de Frenet-Serret)

T' = kN (5.1.1)
N'=—-kT+71B (5.1.2)
B'=—1N (5.1.3)

podem ser consideradas como uma equacao diferencial em I x RY:
/
(Tl(s), TQ(S), Tg(s), Nl(s), NQ(S), Ng(S), B1 (8), BQ(S), B3(8)> = (514)

= (R(9)Ni(s), R(s)Na(s), w(s)Ns(s).
(5)T3(5) + () Bu(s), —k(5)Ta(s) + 7(s) Ba(s), —(s)Ts(5) + 7(s) Bals),
(5)N1(s), =7 (5) Na(s), ~(5) Na(s) ).

—K

—T

Entao, se fixarmos sg € I e considerarmos a base candnica e; = (1,0,0), e = (0,1,0),
es = (0,0,1), a teoria das equacgoes diferenciais ordindrias garante-nos que existem
fungoes suaves (dnicas) T, N, B : I — R3 tais que T'(sg) = e1, N(s0) = €2, B(s0) = e3 e

cujas componentes verificam (5.1.4). Como a matriz

0 k 0
—x 0 ,
0O —7 0

que exprime os vectores T, N', B’ em termos de T, N, B, é anti-simétrica, o terno

T(s), N(s), B(s)
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forma uma base ortonormada de R? para cada s € I. Com efeito, as equacoes

(TIT)" = 2(T|N),

(TIN)" = &(NIN) = &(T|T) + 7(T|B),
(T|B)" = K(N|B) —7(TIN),

(NIN) = —2x(T|N) +27(BIN),
(NIB)" = —r(T|B) +7(B|B) — 7(N|N),
(B|B) = —27(N|B).

definem outra equacao diferencial, que terd também solucao tnica. Como
((T/m), (TIN), (71B), (NIN), (N|B), (BIB))

é uma solugao dessa equagao diferencial (solu¢ao que toma o valor (1,0,0,1,0,1) em s =
s0) e, com a mesma condigao inicial, existe também a soluc¢do constante (1,0,0,1,0,1),
entao, pela unicidade do teorema de existéncia de solucoes deste tipo de equacoes dife-

renciais, teremos
(T(s)|T(s)) = L,(T(s)|N(s)) = 0,(T'(s)|B(s)) = 0,

(N(5)[N(s) = L, (N ()| B(s)) = 0, (B(s)| B(s)) = L.

Portanto, {T'(s), N(s), B(s)} é uma base ortonormada de R3, para cada s € I.

Finalmente definamos

Entao 7/(s) = T(s) pelo que 7 estd parametrizada por comprimento de arco. Além
disso, T = kN pela equagdo (5.1.1), pelo que, como N é unitdrio, x é a curvatura
de v e N a sua normal principal. Como B(s) é um vector perpendicular a 7'(s) e a
N(s), B(s) = A(s)T'(s) A N(s), onde A é uma fungao suave satisfazendo A(s) = +1
para qualquer s. Como e3 = e A eg, temos A(sg) = 1, logo A(s) = 1 para qualquer s.

Portanto B(s) é a binormal de v em s e, pela equagao (5.1.3), 7 é a torsao de 7.

Para provar a segunda parte, seja {T'(s), N(s), B(s)} o triedro de Frenet-Serret de 7
em (s) e seja {T'(s), N(s), B(s)} o triedro de Frenet-Serret de 4 no ponto 7(s). Fixemos
so € 1. Como {T(s0), N(s0), B(s0)} e {T(s0), N(s0), B(s0)} siao bases ortonormadas
de R? com orientacio positiva, existe uma rotacdo R em torno da origem que leva
T(s0), N(so) e B(sg) aT(so), N(so)e B(sp), respectivamente. Além disso, consideremos
a translac@o 7 que leva y(sg) a J(so). Seja M = 7 oR. Provemos que M(v(s)) =
7(s) para qualquer s € I. Denotemos o triedro de Frenet-Serret da curva M oy por
T, Ny, Bo. Porque T é uma translagdo e R é uma aplicacao linear, (M o)/ (s) =
(Ro~)(s) para cada s € I (Exercicio 5.1). Entao

Tam(so) = (Mo7)'(s) = R(¥(s0)) = R(T (s0)) = T(s0),
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Thu(s0) _ RO(0) _ RUGONG0) _ g

rm(so) RO (s0))l 17" (s0)l
B(s0) = Tam(s0) A Naa(so) = T(so) A N(s0) = B(so).

Portanto a aplicacao
A s (T(3)|Toa(s)) + (N(8)| Nau(s)) + (B(s) [ Baa(s))

toma o valor 3 em sg. Por outro lado, usando as férmulas de Frenet-Serret, podemos

Npm(so) =

concluir que

Al(s) = (T'(5)|Twm(s)) + (V'(5)|Naa(s)) + (B'(8)|Bml(s)) +
(T'(s)] +

T(s)[Tan(s)) + (N(5)[Nju(5)) + (B(5)| Bj ()
= K()(V(s)[Tam(s)) — K(s)(T(s)|Naa(s)) +

7(s)(B(5)[Na(s)) = 7(5)(N ()| Ba(s)) +

R (s)(T(

8)INa(5)) = mpa(s)(N ()| Tan(s)) +
) Ba(s)) = 7m(s)(B(s) | Nau(s))
= 0,

uma vez que, como M oy e v tém o mesmo traco, ka(s) = k(s) e Ta(s) = 7(s) para
qualquer s € I. Consequentemente A é constante, ou seja, A(s) = 3 para qualquer s € I.
Mas, como T'(s) e T (s) sdo vectores unitarios, (T'(s)|Tx(s)) < 1, a igualdade ocorrendo
se e 56 se T(s) = TM( ) (analogamente para (N (s)|Na(s)) e (B(s)|Ba(s))). Portanto
A(s) = 3 implica (F(s)|Tau(s)) = 1, ou seja, 7 = (M o~). Entio 3(s) — (Mo7)(s) 6

uma constante; como J(sg) = M(7(so)), esta constante deve ser zeroe ¥y = Mo~vy. =m

Exemplo. Seja 7 : R — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco com
curvatura constante k > 0 e torsao constante 7 em todos os seus pontos. Como vimos
no Exemplo 3.3, a hélice circular 7, (r > 0,a € R) tem curvatura constante r/(r? + a?)

e torsdo constante a/(r? + a?).
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Portanto, pela segunda parte do Teorema, a curva 4 é o resultado da aplicagao de um

movimento rigido a hélice circular v, , tal que

T
e +a?
_a
= r2 4+ a2
isto é,
K
T2 + 72
(5.1.5)
T
=5 )

Em conclusao,

qualquer curva com curvatura constante k > 0 e torsdo constante T €, a
menos de rotagdo e translagao, a hélice circular 7y, q para os valores de r e a

dados por (5.1.5).

Exercicios

5.1 Seja v : I — R?® uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja M =T o R
um movimento rigido de R3. Prove que T5(s) = R(T%(s)) para qualquer s € I, sendo 7 a

curva Mo~y : I — R3,
5.2 Descreva todas as curvas em R? que tém curvatura constante £ > 0 e torsdo constante 7.

5.3 (a) Seja y:I — R3 uma curva esférica (isto é, cuja imagem esté contida numa esfera,

de raio r e centro ¢), parametrizada por comprimento de arco. Prove que:

(i) A curvatura s de v nunca se anula,

(ii) Se a torsao 7 de v nunca se anula entdo, para cada s € I,

r? = p(s)* + (0 (s)a(s))?,

onde p(s) = 1/k(s) e a(s) =1/7(s).
(b) Seja v : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que, para
qualquer s € I, k(s) £ 0, 7(s) # 0, p(s) = 1/k(s) e o(s) = 1/7(s). Mostre que, se a
fungao p? + (p'o)? é constante, v é esférica. Qual é o raio dessa esfera?

(¢) Conclua que, sendo v uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que

k#0eT#0, entdo v é esférica se e s6 se 7/k = (k' /7r2)" (ouTp = —(p'/T)").

5.4 Seja (a;;) uma matriz 3 x 3 anti-simétrica (isto é, a;; = —aj; para quaisquer ¢, 7). Sejam

V1,02 € vz fungodes suaves de um parametro s, satisfazendo as equagoes diferenciais

3
v =Y agy;  (i=1,2,3),
j=1
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e suponhamos que para algum sy os vectores v1(sg), v2(Sp) € v3(sp) s@o ortonormados.
Mostre que os vectores v1(s), v2(s) e vs(s) sdo ortonormados para qualquer s.

[Sugestao: Encontre um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem satisfeito pelos
produtos escalares (v;]v;), e use o facto de tal sistema ter uma tnica solu¢ao com condigoes

iniciais dadas.]



