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Superficies em R3

1. PRELIMINARES

O espago métrico R"

O conjunto R™ munido da aplicagao (“distancia euclidiana”)

d: R*xR* — R
(z,9)  — |z =yl

é um espaco métrico pois d satisfaz os axiomas de definicao de métrica:

(1) Va,y e R" d(x,y) > 0;
(2) Va,y e R" d(x,y) =0sees6sex=y;
(3) Yo,y e R" d(z,y) = d(y, z);
(4) Va,y,z € R" d(z,y) < d(z,z) + d(z,vy).
Chama-se bola aberta de centro x € R™ e raio € > 0 ao conjunto
Be(z) ={y e R" | d(z,y) <&}

Um subconjunto U C R™ diz-se aberto se, para cada x € U, existe ¢ > 0 tal que
B.(z) CU. E claro que qualquer bola aberta é um aberto.

Suponhamos agora que S é um subconjunto nao vazio de R". Entao d; = djgxg ¢
uma métrica em S e (S, d;) é também um espago métrico. Diz-se neste caso que (S, dy)
é um subespaco métrico de (R",d). Designando por Bl(z) a bola aberta em S de centro
x € S eraio ¢ em S, temos Bl(z) = B:(x)NS. Neste caso, U C S é aberto de S se, para
cada z € U, existir ¢ > 0 tal que Bl(z) C U. Pode provar-se que, equivalentemente,
U C S éabertoem S se e sé se U=V NS para algum aberto V' de R™.

Precisaremos também da nogao de espago métrico conexo: um espago métrico (X, d)
diz-se conero se nao existirem abertos U e V, disjuntos e nao vazios tais que X = U UV.
Por exemplo, R", qualquer bola aberta em R", S"~! = {z € R" | ||z|| = 1} sdo conexos;

em R, os intervalos sao os subespacos métricos que sao conexos.
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58 SUPERFICIES EM R3

Continuidade em R"
Uma funcao f: 5 CR"” — R™ diz-se continua em x € S se
Ve>0 3>0: (yeSed(z,y) <d)=d(f(z), fly)) <e,

isto é
Ve>036>0: f(Bs(x)) C B(f(x))

ou ainda, equivalentemente, se para todo o aberto U de R contendo f(x) existe um
aberto V em S tal que f(V) C U.

A aplicacao f diz-se continua se for continua em todos os pontos do dominio. Por-
tanto f é continua se e s6 se a imagem inversa de qualquer aberto U de R™ for um
aberto de S.

Propriedades:

(1) Sejam f : S; CR® - R™e g: Sy C R™ — RF aplicacoes continuas tais que
f(S1) € Sy. Entdo go f : Sy — R¥ é continua. Mais geralmente, se f e g so

aplicagdes continuas quaisquer entdo go f : f~1(S3) — R* é continua.

(2) Se f: S CR" — R™ ¢é continua e S; C S entdo fig, : S1 — R™ é também

continua.
(3) Se f:S1 — Sy é continua e Sy é conexo entao f(S7) é conexo.

(4) Seja f: S — R uma aplicagao continua com S conexo. Se a,b € f(S) coma <be
y € R étal que a <y < bentao y € f(9).

Uma aplicacao continua f : S; C R" — Sy C R™ diz-se um homeomorfismo se for
bijectiva e a inversa f~! for também continua.
Facilmente se prova que uma bijeccao f : S; C R™ — S C R é um homeomorfismo

se e sO se for continua e as imagens de abertos de S; forem abertos em So.

Diferenciabilidade em R"

Daqui em diante U designara sempre um aberto de R".
Seja f : U C R™ — R uma aplicagéo real de variavel vectorial. A derivada parcial

de f relativamente a x; no ponto (y1,¥2,...,yn) € U, que denotaremos por

oF )
8.(131 Y1, 92,---5Yn),

é a derivada, caso exista, da funcao real de varidvel real

x}_)f(mvy%"wyn)a

calculada em x = y;. De forma andloga podemos definir as outras derivadas parciais.
Quando f possui todas as derivadas parciais em todos os pontos de uma vizinhan-

ca de (y1,v2,...,Yyn) podemos considerar as derivadas parciais de segunda ordem em

(Y1,Y2, - - - Yn):
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Diz-se que f é suave se tiver derivadas parciais continuas de qualquer ordem, em

todos os pontos de U. Quando f é suave as derivadas parciais de f sdo independentes
da ordem pela qual sao calculadas, isto é,
0% f 0% f

= etc

8xi8zj N 81’3‘81‘1'7 '

Ao vector o7 o/

chama-se gradiente de f.
Mais geralmente, diz-se que f = (f1, fo,..., fm) : U C R" — R™ é suave se todas
as derivadas parciais das componentes f; (i = 1,2,...,m) de f existirem em todos os

pontos de U e forem continuas.

Propriedades:
(1) Se f: U CR" — R™ ésuave e V C U é aberto em R" entao fj; é também suave.

(2) Se f:UCR" - R™eg:U CR" — R™ sao suaves entdo f + g é suave; se

m=1, f-g ésuave; se m = 1 e g nao for a aplicacao nula entao 5 é suave.

(3) Se U = U;e; Ui, sendo cada U; aberto em R", e fiy, é suave entdo f: U — R™ é

suave.
A matriz
) 2] 0 T
) gt - )
o] 0 0
Bw e - P
Jr(y) =
O fm Ofm Ofm
Yy Yy .. G2 |

chama-se a matriz jacobiana de f em y.

Proposicao 1.1. Sejam f:U CR* = R™ e g:V CR™ — RF aplicacées suaves tais
que f(U) C V. Entdo go f: U — R* ¢ suave e, para cada x € U,

Jgor (@) = Jo(f(2))Jf ().



