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2. O que é uma superficie?

Nesta seccio, formalizamos a nocdo de superficie em R3. Discutimos em sequida al-
guns exemplos. Constataremos uma diferenca obvia entre a teoria das curvas e a teoria
das superficies: toda a curva € descrita por uma parametrizacdo e existe sempre uma
parametriza¢ao natural (sob o ponto de vista geométrico) — a parametrizagdo por com-
primento de arco. Para as superficies nao existem tais parametrizacoes e a maior parte
das vezes nem sequer ¢ possivel encontrar uma parametrizacao que descreva a totalidade
da superficie. Por exemplo, no caso da esfera S*> C R3, qualquer que seja a maneira
como realizamos a escolha de um par de parametros, existird sempre um ponto, pelo
menos, que ndo poderd ser descrito por eles. As latitude e longitude usuais, por exem-
plo, falham nos pdlos — (90°N,30°E) e (90°N, 60°0) sao o mesmo ponto — e também,

de certo modo, no meridiano 180° — este ou oeste?.

No curso de Analise ja encontraram alguns exemplos de superficies:
e graficos de fungoes de duas variaveis,

e superficies de revolucao,

e superficies quadricas.

Aqui formularemos o conceito de superficie e estudaremos véarias propriedades geomé-
tricas das superficies.

O que é entao uma superficie? E um subconjunto de R3 que “se assemelha” a uma
parte de R? “numa vizinhanca” de qualquer ponto, tal como a superficie da Terra,
embora esférica, parece plana a um observador nela colocado que consegue ver somente
até a linha do horizonte.

Os conceitos topoldgicos recordados na seccdo anterior permitem-nos precisar as

expressoes “se assemelha” e “numa vizinhanca”:

Definicao 2.1. Um subconjunto S # () de R® é uma superficie se, para cada p € S,
existirem um aberto U de R?, um aberto V de R? contendo p e um homeomorfismo
c:U—-W=85nV.

Portanto, uma superficie .S aparece equipada com uma colec¢ao de homeomorfismos
o : U — W a que se chama atlas da superficie. Cada o chama-se parametrizacao,
mapa ou carta de S. Cada ponto de S pertence a imagem de pelo menos uma destas
parametrizagoes de S.

A superficie diz-se suave se
cada parametrizacao o é suave (2.1.1)
e diz-se reqular se, para cada o : U — W e para cada q € U,

a matriz J,(q) tem caracteristica 2. (2.1.2)
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Analogamente ao que fizemos no Capitulo I, neste capitulo restringir-nos-emos as
superficies suaves (no entanto, nada seria substancialmente alterado se se impusessem

condigoes de diferenciabilidade mais fracas) regulares.

A partir de agora, salvo mencdo em contrdrio, quando usarmos a palavra

“superficie” estaremos a referir-nos a superficies suaves requlares.

Como
0 0 7]
@) FHa)

Jo(a)= | $2(0) F2(9)

oz

L 520 G

onde o = (01,09,03), a condigdo (2.1.2) equivale a dizer que, para cada ¢ € U, os

vectores 9 5 5 9
Ty (Y91 992\ 993
3@ = (&U (a), 5@, 5 (q)>
e
Oo Ooq Oooy Odos

o, @)= (5@ 5 ) 5 )

sao linearmente independentes, ou ainda que, para cada ¢ € U,

Oo Oo

%(Q) N @(Q) 7é (07070)'

(Note como esta tltima condi¢ao aparenta a condi¢ao de regularidade de uma curva.)

Exemplo. Qualquer plano II em R? é uma superficie com uma parametrizacio global
(isto é, um atlas formado por uma sé parametrizacao). De facto, seja P um ponto do
plano e sejam u = (uj,uz,u3) e v = (v1,v2,v3) vectores do plano, perpendiculares um

ao outro. Entao, para cada ponto ) do plano, o respectivo vector de posicao w

II

¢ uma combinacao linear de u e v, digamos au+ (Bv para alguns escalares a e 3. Portanto
Q— P =w=au+ Bv, ou seja, Q = P+ au+ fv. A parametrizagdo desejada é entao
a funcao
o: R? — 1II
(a, 8) — P+ au+ pv.
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E ébvio que se trata de um homeomorfismo suave, sendo a inversa ¢! dada por

o Q) = (@ = Plu).(@ - Pl)).

A matriz jacobiana é a matriz

uy V1
Uz V2 ;
us U3

que tem caracteristica 2 uma vez que os vectores u e v sao linearmente independentes.

Exemplo. A esfera unitdria
§* ={(z,y,2) eR’ [ 2” +y* + 27 =1}

é uma superficie. Talvez a parametrizacdo mais Obvia seja a dada pela latitude 6 e
longitude ¢:
(0, ) = (cos b cos p, cos O sin p, sin ).

Zz

N#o podemos considerar o definida em todo o R?, caso contrério ndo seria injectiva.

Para cobrir toda a esfera é suficiente considerarmos

v e
—— << = 0< < 7.
g =V =g UEP=LT

No entanto o conjunto de pares (6, ¢) nestas condicdes nao forma um aberto de R?,
e portanto nao pode ser usado como dominio de um mapa. O maior aberto de R?

consistente com aquelas desigualdades é
U:{(9,¢)|—g<0<g,0<¢<2w}.
Agora a imagem de ¢ : U — R3 nfo é toda a esfera, mas sim
2\ {(z,y,2) € 5 | 2 2 0,y = 0},

ou seja, o complementar da semi-circunferéncia méxima C formada pelos pontos (z, 0, z)

com x > 0.
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Portanto o : U — R3 cobre somente uma parte da esfera. A aplicacio o é um homeo-

morfismo suave de U na intersecgdo da esfera com o aberto
V ={(z,y,2) €R® |z < 0ouy#0}.

Quanto & regularidade de o, como

0 0
a—g = (—sinf cos p, —sin @ sin @, cos 0), % = (—cosBsin p, cos b cos p, 0),
temos 9 5
8—; A 8_0 = (— cos?® f cos @, — cos? O sin @, — sin 6 cos §).
2
Portanto,

do Oo
|52 A =—|| = V/cos' 6 + sin2 6 cos? § = Vcos? = | cos 0] # 0,
00 Oy
pois 0 € (—73, §), o que significa que % A g—g # (0,0,0).

Para concluirmos a demonstracao de que a esfera é uma superficie, necessitamos de
apresentar, pelo menos, mais uma parametrizagao da esfera que cubra a parte da esfera
omitida por o. Por exemplo, consideremos a parametrizagao ¢ obtida de o por rotacao
de angulo 7 em torno do eixo OZ seguida de uma rotagao de angulo 7/2 em torno do
eixo OX. Explicitamente,

g: U — SNV
(0,0) +— (—cosfcosp,—sinb, —cosfsinp),
sendo U o mesmo que em o e V = {(z,9,2) € R® | > 0 ou z # 0}. A imagem de &

é o complementar da semi-circunferéncia C maxima formada pelos pontos da esfera da

forma (z,y,0) com x < 0.
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A prova de que ¢ é regular é similar a de o. E evidente que C e C nao se intersectam,
pelo que a uniao das imagens de o e & é a esfera toda. Note que a maioria dos pontos
da esfera estd na imagem de ambos os mapas.

Um outro atlas da esfera de raio » > 0 pode ser estabelecido do seguinte modo.
Dado (z,y) € R?, consideremos o respectivo ponto P = (z,y,0) no plano XOY e a
recta definida pelo ponto P e pelo pélo norte N = (0,0,r). Esta recta intersecta a

esfera num ponto Q.

Exercicio: verifique que

Q—( 2xr 2yr? r(a:2—|—y2—r2))
- .’L'2+y2+7'27.%'2+y2+7"27 x2+y2+7«2

2

Qualquer ponto () da esfera, com excepcao de NV, surge como tal ponto de intersecgao.

A funcéo

on: RZ — S2\{N}

212 2yr? r(z24+y%—r?)
(z,y) — (w2+y2+r27 e Y B R R By W

é uma parametrizacdo da esfera toda menos o pdlo norte. Para cobrir este p6lo basta

considerarmos a parametrizagao

os: R2  — S2\{S}

2xr? 2yr? r(x?+y%—r?)
(z,y) — (x2+y2+r2 gy e R R Sy e R B

definida, de modo andlogo, relativamente ao pélo sul S = (0,0, —r).
As inversas a]}l e agl chamam-se projecgoes estereogrdficas (a partir de N e de S,
respectivamente).

Exercicio: Verifique que

T 7Y )

Um outro exemplo de atlas da esfera é constituido pelas seis parametrizagoes

iEH(ZS:i? iagﬁ?ia(pi;(bi U —>R3,
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definidas no aberto U = {(u,v) € R? | u? + v? < r?}, sendo

&% (u,v) = (£Vr2 —u? — v u,v), ¢L(u,v) = (u,£Vr?2 —u? —v2v),

Observagao. A esfera ndo pode ser coberta por uma parametrizagao global (a demons-
tracdo desta proposicio baseia-se no facto de que, sendo S? um compacto de R? e U

nio sendo um compacto de R?, niao pode existir nenhum homeomorfismo o : U — R?).

Exemplo. Consideremos agora o cone duplo S = {(x,y,2) € R? | 2% + 12 = 2%}.

Neste caso nao temos uma superficie. Para concluir isso, suponhamos que o : U —
SNV é uma parametrizacao de S contendo o vértice v = (0,0,0), e seja a € U tal
que o(a) = v. Podemos supor que U é uma bola aberta de centro em a, pois qualquer
aberto U contendo a terd que conter uma bola dessas. O aberto V tem que conter
necessariamente um ponto p na metade inferior S_ do cone (onde z < 0) e um ponto
g na metade superior Sy (onde z > 0). Sejam b e ¢ os correspondentes pontos em U e
consideremos uma curva 7w em U passando por b e ¢ e nao passando por a. Esta curva é
aplicada por ¢ na curva o o em .S, passando por p e ¢ e ndo passando pelo vértice v.

Isto é impossivel!
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Removendo o vértice, ja obtemos uma superficie S_ U Sy com um atlas formado
pelos dois mapas o4 : U — R3, onde U = R?\ {(0,0)}, dadas pela inversa da projeccio
no plano horizontal XOY:

ot (u,v) = (u,v, £V u? + v?).

Proposicao 2.2. Seja f : U C R? — R wma funcio suave. Entdo o grdfico, Gy =
{(z,y,2) €ER3 | 2 = f(x,y)}, de f é uma superficie.

Demonstragao: Basta considerarmos

o: U — Gy
(z,y) — (z,9,f(2,y))

Trata-se, de facto, de uma parametrizacao global de G:

e ¢ claramente bijectiva e suave;

ool Gy — U ¢é continua pois é a restricao a Gy da projeccao R3 — R? definida

por (z,y, z) — (z,y).

1 0

o Jo(z,y)=1| 0 1 | tem caracteristica 2.

Analogamente, {(z,y,2) € R? |y = f(z,2)} e {(z,y,2) € R | x = f(y,2)} também
sao superficies.

Exemplos. (1) O paraboldide eliptico

2 2
_ 3 Y
S=A{(z,y,2) R |¥+bﬁ—z}
(a > 0,b > 0) é uma superficie pois S = G para f : R? — R definida por f(z,y) =
2 2
o+ 4

o
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(2) Analogamente, o paraboldide hiperbdlico

l’2 2
S ={(@y,2) R | 5 — % =2}

também ¢é uma superficie.

Como vimos no caso da esfera, as superficies sao frequentemente dadas como su-
perficies de nivel S = {(z,y,2) € R®| f(z,y,2) = a}, definidas através de equagoes da
forma f(x,y,2) = a onde f : U C R?® — R é suave. Nem sempre tais equacoes definem
uma superficie: hd que impor a f um certo grau de nao degenerescéncia.

Um ntimero real a diz-se um wvalor reqular de f : U C R® — R se, para cada
p€ f74(a), o gradiente V/(p) = (5L(p), 55(0), (1)) # (0,0,0).

No exemplo da esfera construimos um atlas por métodos ad hoc. O resultado seguinte
dé-nos as condicbes sob as quais é possivel construir um atlas para uma superficie de

nivel qualquer:

Teorema 2.3. Seja f : U C R? — R uma funcdo suave. Se a € f(U) é um valor
regular de f entdo S = f~1(a) é uma superficie.
Demonstracao: Sejap € S = f~1(a) C U. Por hipétese,

Vi) = (510, 5 0. 5 ) # 0.0,0)
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Suponhamos entao que %(p) #0 (a prova é similar nos outros dois casos). Provaremos
o teorema, apresentando um mapa o : U — W C S de uma regiao aberta W de S
contendo o ponto p.

Comecemos por considerar a funcao
F: U — R
(z,y,2) — (2,9, f(2,9,2))
A matriz jacobiana de F' em p,

1 0 0
Jr(p) = 0 1 0 ,
) o) 0
P Fw FEw)
é invertivel, uma vez que |Jr(p)| = %(p) # 0. Entao, pelo Teorema da Fung¢ao Inversa
(da Anélise), existem abertos V e V de R3, contendo p e F(p), respectivamente, tais
que F : V — V é bijectiva e F~' : V — V é suave. Suponhamos F~' = (fi, fa, f3).
E claro que fi(z,y,2) =z, fo(z,y,2) =y e f3: V — R é suave. Compondo f3 com a
fungao A : R? — R3, definida por A(x,y) = (z,y,a), obtemos a funcio suave
h=fsol: X'(V) — R
(l‘ay) = f3(l‘ay7a)‘
Pela Proposicao 2.2, G, é uma superficie, que tem como parametrizacao global
o: NHV) — Gy
(:an) = (m,y,h(:z:,y)) = (‘/L"ya f3($7yaa))~
Temos aqui 0 que procurdvamos:
e U =\"Y4V) éum aberto de R?;
e W = (), é um aberto de S contendo p, pois G, = SN V:
“C” Seja (x,y,2) € Gp. Entao z = f3(x,y,a), logo (z,y,2) = (x,y, f3(x,y,a)) =
F~Y(z,y,a) € V. Por outro lado,

(x,y,a) = FF~(z,y,a) = F(z,y, f3(z,y,a)) = F(z,y,2) = (2,y, f(z,y,2)),
pelo que a = f(z,y, 2), ou seja, (z,y,2) € f1(a) = S.
“D” Seja (z,y,z) € SNV. Entao
(2,y,2) = F ' F(2,y,2) = F (2,9, f(2,9,2)) = F ' (z,y,0) = (2,9, f3(z,y,)),

pelo que z = f3(a:,y,a) = h((E,y) Logo (.’E,y,Z) € Gp.

Exemplos. (1) O elipsdide

2 2 2

T Y z
= R | =+ 2 4+ 2 —1
S={@y2) R S+5+5 -1
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é uma superficie. Com efeito, S = f~1(1), onde f : R® — R é dada por f(z,y, 2)
z%/a* + y?/b* + 2% /c%, e 1 é um valor regular de f, pois V = (2z/a?,2y/b%, 2z /%) s6
se anula em (0,0,0) € S.

Analogamente, sao também superficies o hiperboldide de uma folha

S={(z,y,2) eR®|2? +¢* - 22 =1}

e o hiperboloide de duas folhas

S ={(z,y,2) €ER3 | 2? + ¢ — 22 = —1}.

X
BLS
stees

e
i,
LR
RSB
A

(2) O toro obtem-se rodando uma circunferéncia C, num plano II, em torno de uma recta

L, em II, que nao intersecta C. Tomando para II o plano XOZ e para L o eixo OZ, e
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sendo a a distancia do centro de C a L e r < a o raio de C, o toro é (cf. Exercicio 2.10)

a superficie de nivel dada pela equagao

Trata-se de uma superficie, uma vez que
§={(@y.2) eR |2 =r? = (/a2 132 - 0)?} = /().

onde
Ji B\ {(ey2) €R |a=y=0} — R

(z,y,2) — 22+ (Va4 y? —a)?
4 2

é suave e r“ é um valor regular de f.

(3) Para o cone duplo do Exemplo da pagina 65, que observamos na altura nao ser uma
superficie, f(z,y,z) = 2% + y?> — 22, Entdo Vf = (2z,2y,—22) anula-se somente no
vértice (0,0,0). Por isso este critério ndo nos permite concluir que S = f~1(0) é uma
superficie.

No entanto, removendo este ponto, ficamos com uma superficie, pois S é a uniao
disjunta S US_ (note que, pela definigao de superficie, é 6bvio que a unido de superficies
disjuntas é ainda uma superficie) e quer o cone S, quer o cone S_ sdo superficies por
2.3:

St = f1(0) e S_ = f=*(0) onde

fr: {l@y,2)eR®|2>0 — R

(m,y,z) = .’L'2+y2—22

fo: {(x,y,2)eR?|2<0} — R
(z,y,2) 2 + 9% — 22

!

Como o exemplo da esfera mostra, um ponto p de uma superficie S pode estar,
em geral, na imagem de mais do que um mapa. Suponhamos que ¢ : U — W C S e

&:U — W C S sio dois mapas de S tais que p e WNW.
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/

Qs

Como o e & sdo homeomorfismos, o~ (W N W) e 6~ (W N W) sdo abertos V C U e

1

V C U, respectivamente. O homeomorfismo 6 ' oo : V — V chama-se aplicacdo de

transicdo ou mudanca de coordenadas de o para ¢. Denotando-a por ®, temos
o(u,0) = 5(®(u,v))

para qualquer (u,v) € V.

Sendo a superficie suave, cada ® é suave:

1

Proposicao 2.4. A mudanca de coordenadas ® =6 oo : V — V € wm homeomor-

fismo suave entre abertos de R?.

Demonstragao: Uma vez que W e W sdo abertos em S , Wn W é um aberto em
S e também em W. Logo V é um aberto em U o que, como U é um aberto de R?,
implica sé-lo também em R2. Analogamente, V é também aberto em R2. Entéao ® é um
homeomorfismo por ser a composicao das aplicagoes o : V — WnWes t:WnW -V
que sao homeomorfismos visto o e ¢ o serem.

Lo o é suave, provaremos que para cada ¢ € V existe

1

Para demonstrarmos que 6~
um aberto U, tal que a restricao de 67" o 0 a U, ¢ suave.

Seja entdao ¢ € V, com o(q) = p e 6(r) = p. Uma vez que & é uma parametrizagao,
ha uma submatriz 2 x 2 de J;(r) com determinante nao nulo. Claro que podemos, sem

perda de generalidade, supor que se trata da submatriz

[ WL(r) G(r) ]
%2(r) %2(r)

onde & = (51, 59,53). Considerando ITog, com IT : R® — R? dada por II(z, y, 2) = (x,7),

e usando o Teorema da Funcao Inversa, podemos concluir que existe um aberto V,. de

R? tal que a restricio de (71,52) a V; é injectiva. Designemos &(V;.) por Vi.
Definamos F : V;, x R € R3 — R3 por F(z,y,2) = (61(x,y),52(z,y), 53(x,y) + 2).

Entao Jp(r,0) tem determinante nao nulo e F' é localmente invertivel em (r,0), isto é,
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existem abertos em R3, Wir0) € Wp, tais que F': W, ) — W), € invertivel e F —1 é suave.
Como o : U — U’ é continua, existe um aberto U, de R? contido em o~1(U’ N V}) tal

que o(U,) € W,. Observemos finalmente que

(F~toa)|y, = (67 0 0)ly,,0),

o que mostrara que, sendo F~1 oo uma aplicacio suave, a aplicacao (51 00)|y, é suave:

Seja (x,y) € U, e suponhamos que (F~!o0o)(z,y) = (z1,v1,21). Como o(z,y) €
U' NV, existe (2/,y') € V, tal que 6(2',y') = o(z,y). De F(z1,y1,21) = o(z,y) =
a(2',y’) decorre que (x1,y1,21) = (x,y,0), pela injectividade de (&1, 2)|y,. Portanto

(F~loo)(z,y) = (2/,9,0) = (6" o 0)(x,y),0), conforme pretendiamos demonstrar. m

1

Um raciocinio andlogo mostra que ®' = 07! 0 & também é suave. O resultado

seguinte é uma espécie de reciproco:

Proposigao 2.5. Sejam U e U abertos de R® e o : U — S wma parametrizacdo
(regular, suave) de S. Seja ainda @ : U — U um homeomorfismo suave com inversa

&~ suave. Entio 6 =co0®:U — S é também uma parametrizacio de S.

Demonstragao: A funcao ¢ é suave porque a composicao de fungoes suaves é ainda
suave.

Para provar a regularidade de &, seja (u,v) = ®(u,?). Como ¢ = o o ¢, entao
J&(aﬂj) = Ja(uv U) ’ J‘P(ﬂaﬁ)

Isto significa que

oo . .. 0¥y, _ 0Oo 0Py, . _ Oo

%(U’?U) - ax (U,U) 81' (u,'U) + a‘r (u,'U) 8y (U, U)
e

do . .. 0Py, _ Oo 0Py, . _ Oo

Fy(uv U) - 3y (’LL, U)ax(u7v) + 82/ (U,U) ay (uv U)'
Entao
oo, .. 06, . 0P _ 0Py, . 0Py _ 0Py _ _\Oo Oo
%(va)/\afy(uvv) = (a(u,v)a—y(u,v)—Ty(u,v)%(u,v))%(u,v)/\8—y(u,v)

_ .\ Oo 0o
= det(Jo(u,v)) %(u,v) A 8—y(u,v).

COmO q) é um hOmeOmOrﬁSmO J -1 = J@ L. e1m articular a matriZ J(I) é in\/ertl’\/el
) JP ’ ’ )
ou Seja, O seu determinante é diferente de Z€ero. Portanto

96 95

%(u,v) A 3y (a,0) # (0,0,0).

Se dois mapas o e ¢ num atlas de S estao relacionados como nesta proposicao,
dizemos que & é uma reparametrizacdo de o e que ® é uma mudanca de coordenadas.

Note que ¢ é também uma reparametrizacio de & pois ¢ = G o d~1.
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No seguimento de 2.4 e 2.5, terminamos esta seccdo com a noc¢ao de funcao suave
entre superficies, de que necessitaremos mais adiante, e que permite o desenvolvimento
de algum célculo diferencial sobre uma superficie regular. Este cdlculo é uma generali-
zacdo natural do célculo diferencial sobre um aberto de R?.

A nogao de fungao suave entre superficies formaliza-se através da nogao de suavidade

para funcoes g : U C R? — R?:
Definigao. Sejam S e S5 superficies e W um aberto de S;. Uma funcao
f:WCS5 — 85

diz-se suave se, para quaisquer mapas o1 : Uy — Wi de S1 e 09 : Uy — Wy de Sy tais
que Wy N f~H(Wa) # 0, 05" o f ooy é suave.

Claro que na pratica esta definicao é perfeitamente inttil para verificarmos se uma
dada aplicag@o é ou nao suave. Como ja observamos que as mudancas de coordenadas
tém “boas” propriedades (o que implica, nomeadamente, que todos os conceitos que
se exprimam em termos das coordenadas locais — ou seja, de um dado mapa — nao
dependem do sistema de coordenadas usado, mas apenas da superficie), podemos obter

o seguinte critério, mais util na pratica:

Proposicao 2.6. Uma aplicacdo f : W C S1 — Sy € suave se, para cada p € W,
existem mapas o1 : Uy — W1 e o9 : Uy — Wy, de S1 e So, respectivamente, tais que

pEWi f(p) € Wa eay'o fooy ¢ suave.

Demonstragao: Sejam o7 : Ul — Wl e g9 : UQ — Wg parametrizacoes de S7 e Sa,

respectivamente, tais que Wl Nnf *1(W2) # (). Pretendemos provar que
~ —1 S = =17 —1 (17 2
gy ~ofooy:o (Wlﬂf (Wz))—>R

é suave. Seja g € 61 (W1 N f~1(W3)), com ¢1(q) = p. Entdo, por hiptese, existem

. ~ . . —1 ,
parametrizacoes o1 e o em p e f(p), respectivamente, tais que 0y o fooq ésuave. Ora
Ga toogoaytofoaioo;tod = (G2 toas)o(oyt o foar)o (o]t 0dy),

que é evidentemente suave pois trata-se de uma composigao de aplicagoes suaves (uma

vez que as mudancas de coordenadas sdo suaves), é a restricio de g !

o foo; aum
aberto de R? contendo gq. Como o ponto g é qualquer, segue-se que 6o~ ' o f oGy é suave.

Por fim, listemos mais algumas propriedades:

e Se f é suave entao f|y (sendo U um aberto) também é suave.

e Se f é uma aplicacdo de dominio U = |J,.; Ui, e, para cada i € I, f|y, é suave,

i€l
entao f é suave.
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e Se f e g sao suaves e podem compor-se entdo a composi¢ao € suave.

Uma aplicacao entre superficies, f : S — Sz, suave, bijectiva, cuja inversa ainda é

suave, chama-se um difeomorfismo. Note que

se f: 81 — Sy € um difeomorfismo e o1 um mapa de S1 entdo f ooy €

um mapa de Ss.

Exercicios

2.1 Mostre que um disco aberto no plano OXY é uma superficie.

2.2 Mostre que o cilindro circular S = {(z,y, 2) € R® | 2% + y? = r?}, r # 0, pode ser coberto

por uma parametrizacao e, portanto, é uma superficie.

2.3 Defina parametrizacoes ¢%,¢% : U — R3 para a esfera
S?={(2,y,2) €ER? | 22 + ¢y +2° =1}
resolvendo a equacgao x2 + y% + 22 = 1 relativamente a x (isto é,
oY (u,v) = (£V1 —u? — v2,u,v),

definidas no aberto U = {(u,v) € R? | u? +v? < 1}). Defina ¢% e ¢3 de modo andlogo
(com o mesmo U), resolvendo a equagao relativamente a y e a z, respectivamente.

Mostre que estas 6 parametrizagoes asseguram que a esfera é uma superficie.
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2.5

2.6

2.7

2.8

2.9
2.10
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Considere a projeccao estereogrifica da esfera
m:8*\{(0,0,1)} — R?,

que é definida do seguinte modo: para cada p € S%\ {(0,0,1)}, 7(p) é o ponto de R? tal
que (7(p),0) é o ponto de intersecgdo do plano z = 0 com a recta que contém os pontos
(0,0,1) e p. Determine a expressao analitica de m, e mostre que 7 é uma bijecgao e que
71 é uma parametrizacdo de S?. Conclua que existem duas parametrizacdes de S? cuja

unido cobre toda a esfera.
O hiperboldide de uma folha é definido por H = {(x,y,2) € R? | 22 +y? — 22 = 1}. Mostre
que, para cada 6, a recta

(x —2z)cosd = (1 —y)sinb, (x+ z)sinf = (1+y)cosb

estd contida em H, e que todo o ponto do hiperboléide pertence a uma destas rectas. De-
duza que H pode ser coberta por uma sé parametrizacao, e portanto que é uma superficie.
(Compare com o caso do cilindro do Exercicio 2.2.)

W
o
s

Determine uma segunda familia de rectas em H, e mostre que nenhum par de rectas da
mesma familia se intersecta, enquanto que qualquer recta da primeira familia intersecta

qualquer recta da segunda familia com uma excepgao.

Seja f: U — R3, (x,y) — (22, 2y,y?), sendo U = {(x,y) € R? | # > 0, y > 0}. Prove que
f(U) é uma superficie.
2y 2
Mostre que o elipséide — + 72 + — =1, onde a,b e c sao constantes nao nulas, é uma
a c
superficie.
Mostre que ¢(r,60) = (rcosh§,rsinh 0, r?) define uma parametrizacao da parte z > 0 do
paraboldide hiperbolico P = {(z,y,2) € R? | z = 2% — y?}.
Fazendo uso da Proposicao 2.2, determine outra parametrizagao é, e verifique que é é uma,

reparametrizacao de ¢. Determine as duas parametrizagoes analogas para a parte z < 0.
Prove que S = {(z,y,2) € R® | (22 +y?)° + 322 = 1} é uma superficie.

Um toro obtem-se rodando uma circunferéncia C, num plano II, em torno de uma recta £
(também em IT) que nao intersecta C. Considere para plano II o plano XOZ e para L o
eixo OZ. Seja ainda a > 0 a distancia do centro de C a £, e 7 < a o raio de C. Mostre, de

dois modos distintos, que o toro é uma superficie, mostrando que:

(a) tem um atlas consistindo nas parametrizagoes
o(u,v) = ((a + 7 cosv) cosu, (a + 7 cosv) sinu, rsin v) ,

com (u,v) pertencendo a adequados subconjuntos abertos de R?;
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(b) é a superficie de nivel dada por (22 + y? + 2% + a? — r?)? = 4a?(2? + y?).

2.11 Para que valores de ¢ se pode garantir que S = {(z,y,2) € R3 | 2(z — 2) + 2y = ¢} é uma
superficie?

2.12 Seja f : R? — R definida por f(x,y,2) = 22. Prove que, apesar de 0 nio ser valor regular

de f, f~1(0) é uma superficie.



