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3. Algumas classes especiais de superficies
Nesta sec¢ao descrevemos algumas das classes de superficies mais simples.
Superficies quadricas

As superficies mais simples — os planos — tém equagcOes cartesianas lineares em
x,y,z (por exemplo, z = 2, x +y = 0 ou z +y + z = 0). Deste ponto de vista,
as superficies seguintes mais simples serao as que tém equacOes cartesianas dadas por

expressoes quadraticas em x,y, z.

Definicao. Uma quddrica é um subconjunto de R? definido por uma equacao da forma

a12? 4 asy? + a3z® + a4y + 2a5yz + 2a6xz + bz + bay + b3z + ¢ = 0.

Esta equacao pode ser escrita na forma matricial (rA | r) + (b | r) 4+ ¢ =0, onde

ap a4 ae
A= a4 ag as ,b:[bl b2 bg] er:[a:yz}.
ag a5 as

Uma quéadrica ndo é necessariamente uma superficie. Por exemplo, 22+ y? 4+ 22 = 0
define o ponto (0,0,0), 22 + y? = 0 define a recta * = y = 0 (ou seja, o eixo OZ) e
xy = 0 define a unido de dois planos que se intersectam (os planos x =0 e y = 0).

O teorema seguinte mostra que basta considerar quédricas cujas equagoes tomam

uma forma particularmente simples.

Teorema 3.1. Aplicando wm movimento rigido de R3, qualquer quddrica ndo vazia
na qual 0s coeficientes ndo sao todos nulos pode ser transformada numa cuja equagdo

cartesiana € uma das sequintes (em cada caso, a,b,c sao constantes nao nulas):

(1) %j + Zé’é + ié =1 (elipsdide)

(2) 2 4 yfj - i—; =1 (hiperboldide de uma folha)

a? b
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(3) —’;—z — z—z + i—; =1 (hiperboldide de duas folhas)
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(5) %2 — ‘Zé = z (paraboldide hiperbdlico)

(6) %2 + Z; — %2 =0 (cone duplo)
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(10) © =0 (plano)

(11) x? = a?® (dois planos paralelos)
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0 (dois planos que se intersectam)
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por escrever a quadrica na forma

1

: Podemos comecar

Demonstragao

(3.1.1)

[z y 2]Alz y 27 4 [by ba b3][z y 2]T + ¢ = 0.

le

Tp=1,|P
PT AP é diagonal (P é a matriz de diagonalizagio de A, os elementos na diagonal

’

Sabemos da Algebra Linear que existe uma matriz P tal que P

A/
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de A’ sao os valores préprios de A e as linhas de P sao os correspondentes vectores
préprios). Definamos

[y =[xy P

[, bl by] = [by by bs] P.

Substituindo em (3.1.1), obtemos a quadrica
Wy ATy )T+ 0 Bl ) e =0

ou seja,

are’ + apy” + a2 + Vi’ + byy' + b5 + = 0.

Geometricamente, isto significa que aplicimos uma rotacao (movimento rigido) & qué-
drica inicial, pois qualquer matriz P, 3 x 3, tal que PT P = I e |P| = 1 representa uma
rotacao de R3.

Em conclusao, é sempre possivel levar qualquer quadrica, por rotacao, a forma
a1z + asy? + a3z® + bix + boy + b3z + ¢ = 0. (3.1.2)
Agora, se ay # 0, fazendo 2/ = z+ 2%11 (o que corresponde a uma transla¢do) obtemos
2 2 2 r_
a1 4+ asy” + azz” + boy + b3z + ¢ = 0.

Isto mostra que quando a; # 0 podemos assumir b; = 0; claro que, analogamente,
podemos fazer o mesmo a bs (quando as # 0) e b3 (quando ag # 0). Teremos assim que
analisar apenas quatro casos:

Caso 1 (a1,a2,as # 0): Neste caso a quadrica reduz-se, pelas tais translagoes, a

a1x2 + a2y2 + a322 +c=0.

Se ¢ = 0 obtemos os casos (6) e (14). Se ¢ # 0 obtemos os casos (1), (2) e (3), consoante

os sinais de a1, a9, a3 e c.

Caso 2 (a1,a2 # 0,a3 = 0): Neste caso a quadrica reduz-se a

a1x® + a2y2 + b3z +c¢c=0.

Se b3 = 0 entdo a1x? + asy® + ¢ = 0. Neste caso, se ¢ = 0 obtemos os casos (12) e
(13), e se ¢ # 0 obtemos, dividindo por —¢, os casos (7) e (8). Se b3 # 0, efectuamos a
translacao
Y=zt —
bs
reduzindo a quéadrica a

a1x2 + a2y2 +2z=0.

Isto da os casos (4) e (5). Com efeito: a;,a2 < 0 dd imediatamente o caso (4), e

a; < 0,a2 > 0 ou a; > 0,as < 0 origina o caso (5); se aj,as > 0, fazendo a rotagao de
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angulo 7™ em torno do eixo OX, ou seja, fazendo 2’ = z,yy = —y e 2/ = —2z, obtemos

a1x? 4 azy? = z, isto é, o caso (4).

Caso 3 (a1 # 0,a2 = a3 = 0): A quédrica (3.1.2) reduz-se a

a1x2 4+ boy + b3z 4+c=0.

Se ba, bs # 0, rodando o plano OY Z de modo a que o eixo OY fique paralelo ao vector
(be, b3), chegamos & situacao be # 0,b3 = 0 e depois, pela translacao y' = y+ é ao longo
do eixo OY, podemos fazer ¢ = 0. Chegamos assim a ayz? +y = 0, ou seja, o caso (9).

Se ba, bz = 0 entao, se ¢ = 0 obtemos o caso (10), e se ¢ # 0 o caso (11).

Caso 4 (a1 = ag = ag = 0): Neste caso, (3.1.2), quando nao é vazia, é a equacao de um

plano, que por um movimento rigido 6bvio se reduz ao caso (10) novamente. ]

Exemplo. Consideremos a quidrica z? + 2y? 4+ 6z — 4y + 32 = 7. Neste caso

s

Il
o O =
S N O
o O O

ja é diagonal. Efectuando a translagdo 1 = x + 3 e y; = y — 1 obtemos
ZL‘% + Zy% + 3z = 18.

Em seguida, pela translagao z; = z — 6 chegamos a
x3 4 2y% + 32, = 0.

Estamos assim no caso 2 da demonstracao do Teorema. Efectuando a rotagao de angulo
7, em torno do eixo OX, ou seja, fazendo xo = x1,y2 = —y1, 20 = —21, obtemos

L o,29

—T5+ Cy; =2

3 2 3?]2 25

que define um paraboléide eliptico de eixos v/3 e \/g . Como ja sabemos, esta superficie
tem uma parametrizacao global dada por zo =u € R,yo =v € R e 2z = %u2 + %1}2, isto
¢,

. Ly 2
o:(u,v)— (u,v, -u” + -v°).
(1,0) = (1,0, 30 + 20%)
Isto corresponde, na quédrica inicial, a x = 29 —3 =u—-3,y = 1—ys =1 —-wv e

2

z2=6—20=06— %u — %02. Portanto a quadrica inicial é um paraboldide eliptico com

uma parametrizagao global dada por

1 2
o(u,v) = (u—3,1—v,6—§u2—§v2>.
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Cilindros generalizados

Um cilindro (generalizado) é uma superficie que se obtém por translacdo de uma
curva v : (a,3) — R3. Se a é um vector unitério na direccdo da translacio, o ponto

obtido transladando o ponto y(u) da curva pelo vector va paralelo a a é

o(u,v) =v(u) + va.

Isto define uma funcio o : U — R3, onde U = {(u,v) € R? | a < u < 3}, claramente

suave. Como

a(u,v) = o(t, ) < (u) —~(a) = (0 - v)a,

o ¢ injectiva quando nenhuma recta paralela a a intersecta v em mais do que um ponto.

Finalmente,

0 ) =/ () e o u,0) =a,
pelo que o é regular se e sé se o vector 7/(u) nunca é paralelo a a.
A parametrizacao toma uma forma muito simples quando 7y estd num plano perpen-
dicular a a (o que pode ser sempre atingido, substituindo v pela sua projec¢ao num tal
plano). A condigao de regularidade é entdo satisfeita desde que 7/(u) nunca se anule,

isto é, quando v é regular. Podemos também considerar que o plano da curva é o plano
OXY e a=(0,0,1). Entao

para funcoes suaves f e g, e a parametrizagdo vem

a(u,v) = (f(u), g(u),v).

Por exemplo, o cilindro circular usual é gerado pela circunferéncia v de equacao x> +y? =
1, que pode ser parametrizada por y(u) = (cosu,sinu,0), para0 < u < 2me -7 <u < T
por exemplo. Isto dd um atlas para o cilindro formado por dois mapas, ambos dados
por o(u,v) = (cosu,sinu,v), e definidos nos abertos {(u,v) € R? | 0 < u < 27} e
{(u,v) €eR? | - <u < 7}.
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Cones generalizados

Um cone (generalizado) é uma uniao de rectas passando por um dado ponto p (o

vértice do cone) e pelos pontos de uma dada curva v : (a, 3) — R3.

Cada ponto de cada uma dessas rectas é da forma
o(u,v) = (1 —v)p+ vy(u).
Esta funcao o é claramente suave. Como
o(u,v) =o(a,0) < vy(u) —oy(a) + (0 —v)p=0

significa que os pontos p, v(u) e v(u) sao colineares, o é injectiva quando nenhuma recta
que passa por p passa por mais do que um ponto de v (em particular, v ndo pode passar

por p). Finalmente,

0% u,0) = 07/ () © O (u,v) = A(u) ~p,
pelo que o é regular desde que v # 0 (ou seja, o vértice do cone é omitido) e nenhuma
das rectas que forma o cone é tangente a +.

Esta parametrizacao toma a forma mais simples possivel quando ~ é plana. Se este
plano contiver p, o cone é parte desse plano. Senao, podemos supor que p é a origem
e o plano é o plano z = 1. Entao, y(u) = (f(u),g(u),1) para funcoes suaves f e g, e a

parametrizagao toma a forma

o(u,v) = v(f(u),g(u),1).
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Tubos

Seja v : (a, 3) — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco, para a

qual existe r > 0 tal que x(s) < r~! para qualquer s € (o, 3). A circunferéncia
0 — cosON(s) + sinOB(s)

estd no plano normal & curva em ~y(s), plano este perpendicular & tangente & curva em
~(s). Quando esta circunferéncia se move ao longo de 7 define uma superficie, chamada

tubo de raio r > 0 em torno de «, parametrizada por
o(s,0) =~(s) +r(cosON(s) + sin0B(s)),

com s € (a,3), 6 € (0,27) ou s € (o, 3), 0 € (—m,m).

A figura seguinte mostra o tubo de raio 0.5 da hélice vertical de raio 2 e passo 0.5:

Estas superficies tém uma propriedade interessante: o seu volume depende somente
do raio r e do comprimento de =y, e ndo da curvatura ou da torsao de 7. Assim, tubos do
mesmo raio em torno de uma circunferéncia e de uma hélice com o mesmo comprimento
terdo o mesmo volume.

A figura seguinte mostra uma curva (um né num toro eliptico) e o respectivo tubo

de raio 1.3:
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Conchas

A construcdo de tubos em torno de uma curva 7 : (a, 3) — R3 pode ser facilmente
modificada de modo a permitir que o raio do tubo va variando ao longo da curva. As
superficies definidas deste modo chamam-se conchas em torno de . Portanto uma

concha pode ser parametrizada por
o(s,0) =~(s) + rs(cosON(s) 4+ sin0B(s)),

com s € (a,3), 6 € (0,27) ou s € (o, 3), 0 € (—m,m).
Por exemplo, se tomarmos para v a hélice vertical de raio 1 e passo 0.6 obtemos:

Superficies regradas

Uma superficie regrada é uma superficie gerada por uma recta movendo-se ao longo
de uma curva vy (chamada directriz). Portanto, uma superficie regrada é uma uniao de
rectas (chamadas rectas directoras da superficie). Sao exemplos de superficies regradas
o hiperboléide de uma folha e o paraboléide hiperbdlico (na figura seguinte) e o helicéide
(Exercicio 3.9).
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Cada ponto P de uma superficie regrada pertence a uma recta directora, recta essa

que intersecta v num ponto = y(u). Se J(u) denotar um vector nao nulo na direccao
dessa recta,

Q
P
- ]
P tem como vector de posicao o vector
o(u,v) = vy(u) + vé(u), (3.1.3)
para algum escalar v.
Como 5 5
90, ) @ 9T
7w 0) = (w) +08(w) e = (u,0) = (u),

o é regular se e s6 se os vectores 7/ (u) + vd'(u) e 6(u) sdo linearmente independentes.
Isto seréd verdade, por exemplo, se v/(u) e d(u) forem linearmente independentes e v for
suficientemente pequeno. Portanto, para que ¢ seja uma parametrizacao e tenhamos

assim uma superficie, a curva « nunca pode ser tangente as rectas directoras.
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A um mapa do tipo (3.1.3) chama-se mapa regrado. Por vezes uma superficie regrada
possui dois mapas regrados distintos. Neste caso a superficie diz-se duplamente regrada.
E o caso do paraboléide hiperbdlico ou do hiperboléide de uma folha (na figura acima).

Neste ultimo caso, os dois mapas regrados sao

o1(u,v) = (a(cos u~+ vsinu), b(sinu — v cosu), —cv)

oa(u,v) = (a(cos u—vsinu),b(sinu + v cosu), cv)

representados, na figura seguinte:

Superficies de revolugao

As superficies de revolucao formam uma das classes mais simples de superficies nao
triviais.

Uma superficie de revolu¢ao é uma superficie obtida por rotacdo de uma curva plana,
chamada curva geratriz, em torno de uma recta nesse plano, a que se chama eizo de
revolucdo. Por exemplo, a esfera, o toro e o paraboléide sdo superficies de revolugao.
Um elipséide é uma superficie de revolucao quando dois dos seus eixos sao iguais. As
figuras seguintes mostram duas superficies de revolucao e as respectivas curvas geratriz;
no primeiro caso trata-se da espiral de Cornu e no segundo caso da curva com curvatura

k(s) = sins (cf. Exemplos 1.77(2)).
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As circunferéncias obtidas por rotacdo de um ponto fixo da geratriz em torno do
eixo de revolugao chamam-se paralelos da superficie e as curvas na superficie obtidas
por rotacao da geratriz segundo um angulo fixo chamam-se meridianos.

A figura seguinte mostra a superficie de revolucao gerada pela curva
1.
t— (2+ 3 sin 2t, 1),

com os seus meridianos e paralelos:
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Fixemos para eixo de revolucao o eixo OZ e para plano da geratriz o plano OX Z.

Cada ponto p da superficie é obtido por rotagao, de angulo v, de algum ponto g da
geratriz. Se y(u) = (f(u),0,g(u)) é uma parametrizacdo da curva geratriz, o ponto p

tem vector de posicao (Exercicio 4.4)

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)).

Como

do , , . , oo B .
%(u,v) = (f'(u)cosv, f'(u)sinv, g'(u)) e %(u, v) = (—f(u)sinv, f(u) coswv,0),

entao

197 () A 5% ()2 = (7 () + ' (1)),

Consequentemente, %(u,v) A %(u,v) nunca se anula caso f(u) nunca se anule (isto

é, se v nao intersecta o eixo OZ) e f’ e ¢’ nunca se anulem simultaneamente (isto é,
se v é regular). Neste caso, podemos supor que f(u) > 0, de modo a que f(u) seja
a distancia de o(u,v) ao eixo de revolu¢do. Entao o é injectiva desde que < nao se
auto intersecte e o angulo de rotacao v varie num intervalo de amplitude < 27. Nestas
condicOes, parametrizagoes da forma o formam um atlas e a superficie de revolucao é,

de facto, uma superficie.

Exercicios

3.1 Determine um atlas para cada uma das superficies quddricas (1)-(11) no Teorema 3.1 (note

que, no caso (6), temos que remover a origem).
3.2 Mostre que a quadrica x2 + 2y? 4 6x — 4y + 3z = 7 é uma superficie, exibindo um atlas.

3.3 Quais superficies quadricas sao regradas?
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3.4 Uma superficie de revolugdo R é uma superficie obtida por rotagao de uma curva plana,
chamada curva geratriz, em torno de uma recta nesse plano, a que se chama eizo de
revolu¢ao. As circunferéncias obtidas por rotacdo de um ponto fixo da geratriz em torno
do eixo de revolucao chamam-se paralelos da superficie e as curvas na superficie obtidas
por rotagao da geratriz segundo um angulo fixo chamam-se meridianos. Fixemos para
eixo de revolugao o eixo OZ e para plano da geratriz o plano OXZ. Cada ponto p de R

é obtido por rotacgao, de angulo v, de algum ponto ¢ da geratriz.
(a) Sey(u) = (f(u),0,g(u)) é uma parametrizacdo da curva geratriz, mostre que o ponto
p tem vector de posi¢do o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)).

(b) Verifique que o ¢é injectiva desde que v nao se auto intersecte e o angulo de rotagao

v varie num intervalo de amplitude < 2.
(¢) Mostre que o é regular se e s6 se v é regular e nao intersecta o eixo OZ.

(d) Conclua que, nas condigdes de (b) e (c), o permite formar um atlas de R.

3.5 Quais superficies quadricas sao de revolugao?

3.6 A superficie obtida rodando a curva x = cosh z, no plano OXZ, em torno do eixo OZ,

chama-se catencide. Descreva um atlas para esta superficie.
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3.7 Mostre que o(u,v) = (sechu cos v, sechu sin v, tanh u) define um mapa da esfera (a inversa
o~! é chamada projec¢io de Mercator). Verifique que meridianos e paralelos na esfera

correspondem, pela projeccao de Mercator, a rectas ortogonais no plano.

3.8 Uma lozodromia é uma curva na esfera unitaria que intersecta os meridianos segundo um
angulo fixo a. Mostre que no mapa de Mercator (exercicio anterior) uma loxodromia y(t) =
o(u(t),v(t)), parametrizada por comprimento de arco, satisfaz u'(t) = cosacoshu(t) e
v'(t) = £sinacoshu(t). Deduza que as loxodromias correspondem, pela projeccao de

Mercator, a rectas no plano.



