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4. Tangentes e normais; orientabilidade

Uma maneira natural de estudar uma superficie S consiste em considerar curvas vy cujas

imagens estao contidas em S.

Se a imagem de v : (a,b) — R? estd contida na imagem de um mapa o : U — R3 no
atlas de 5, existe uma aplicacao
(a,b) — U
t = (u(t), ()
tal que

v(t) = o(u(t), v(t)). (*)

As fungbes u e v sdo necessariamente suaves. Reciprocamente, é 6bvio que se

t = (u(t),v(t))
é suave entao a equagao (*) define uma curva cuja imagem estd em S. Em geral, se
7 : (a,b) — R3 é uma curva cuja imagem estd em S e um ponto v(to) de v é abrangido

por um mapa o : U — R? de S entdo, por continuidade, existe € > 0 tal que
Y((to — €,t0 +€)) C a(U).

Podemos entao, daqui em diante, restringir-nos a curvas da forma (x). Portanto, nesta
seccio entenderemos por curva em S uma curva 7 : (a,b) — R3 tal que v((a, b)) C o(U),

para algum mapa o : U — R3 do atlas de S.

Definicao. Um wvector tangente a S num ponto p € S é um vector que é tangente a
alguma curva em S que passa por p. Assim, v é tangente a S em p se existir uma curva

v em S tal que v(tg) = p e 7/ (tg) = v, para algum t; no dominio de ~.

Proposicao 4.1. O conjunto dos vectores tangentes a S em p = o(q) coincide com o
subespaco vectorial de R® gerado pelos vectores

Oo 0o

— e —(q).

5 (1) oy (9)
Demonstracao: Seja v um vector tangente a S em pesejaoc : U — W C S um mapa
de S contendo o ponto p. Entao existe uma curva v : (a,b) — W tal que v(t9) = p e

v/ (tg) = v. Consideremos a composi¢ao
-1
(a,b) W - U -2 W.

Denotando ¢! o v por 7, temos

¥, (to) iq) %) ] ¢
Wto) | = | F2(a) %%(Q) [1,12:; ] &
74 (to) %(q) 93(q) ’

0 =Tt G ) + T5(t0) 5 ).
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Reciprocamente, seja
o (9) EM (q)
V=2¢C C
1 q)+c2 Y q

e definamos
¥: R — R2?

t — q+t(c,ca).
Trata-se de uma funcao suave. Como é continua em ¢t = 0 e 5(0) = ¢ € U, sendo U um
aberto de R?, existe ¢ > 0 tal que 5((—¢,€)) C U. Portanto, se considerarmos a restricio
de 7 ao intervalo (—e¢,€), podemos efectuar a composicdo com o mapa o de S e obter

uma curva y = o o7y em S que passa por p (pois ¥(0) = p):
(—€,€) T, U-ZwcCSs.

Como 7(0) = o(5(0)) = o(q) = p, 71(0) = c1 e 75(0) = c2, temos
J5(0) = Jo(q) - J5(0) <

do do
"0) =c1— —(q) &
7'(0) Clax(QH@ay(q)
7 (0) =v
e, portanto, v é tangente a S em p. |

A este espaco vectorial de R?, formado pelos vectores tangentes a S em p, chama-se
espago tangente de S em p. Como g—‘;(q) e g—‘;(q) sdo linearmente independentes, o espago
tangente a S em p, habitualmente denotado por 7,5, tem dimensao 2. Temos assim um
plano, o chamado plano tangente a S em p:

I,S = {x ER3 I, eER:z=p+ Alg—Z(q) + Agg‘;(q)}.
A figura seguinte mostra o plano tangente ao paraboléide hiperbdlico z = zy, na origem

(0,0,0).




4. TANGENTES E NORMAIS; ORIENTABILIDADE 93

II,S é completamente determinado por um vector unitario a ele perpendicular,
chamado normal unitdria de S em p. Existem, como é evidente, dois vectores nessas
condigbes. A Proposicdo 4.1 mostra, no entanto, que a escolha de um mapa o : U — §

contendo p conduz a uma escolha definitiva, nomeadamente

Este vector é chamado vector normal unitdrio standard. Mas, ao contrario do plano
tangente, este vector nao é totalmente independente da escolha do mapa o de S contendo
p. Com efeito, seja & : U — S outro mapa no atlas de S tal que &(q) = p. Vimos
anteriormente (na demonstragao da Proposicao 2.5) que

5@ A G (@) = det(Ja(@) (520 A 52(@),

onde ® denota a mudanca de coordenadas o0~! o & de & para o. Portanto

LHALG () ()
N . B:f 8?31 _ oz y — 4N, ’
=g neal - g e

onde o sinal é o do determinante de J3(q).

Isto conduz-nos a seguinte definicao:

Definicao. Uma superficie S diz-se orientdvel se possuir um atlas com a seguinte

1o & é a mudanca de coordenadas entre quaisquer dois mapas

propriedade: se ® = o~
do atlas, entao det(Jg(q)) > 0 em qualquer ponto ¢ do dominio de ®.

Tal atlas diz-se uma orientacao de S.

Portanto, numa superficie orientavel existe uma escolha candénica da normal unitaria
N(p), em cada ponto p, obtida tomando a normal unitdria standard de cada mapa de
um atlas orientado de S (escolha essa que depende suavemente de p), ou seja, existe
N : S — R3, suave, tal que |[N(p)|| = 1 e N(p) € (T,8)* para cada p € S. A uma
funcao N destas chama-se campo de vectores normais unitdrios em S.

Em conclusao:

Proposicao 4.2. Se uma superficie S é orientdvel entdo possui um campo de vectores

normais unitdrios N : S — R3. n

O reciproco de 4.2 também é verdadeiro, mas nao o provaremos. Em suma, a exis-
téncia de um campo de vectores normais unitarios caracteriza a orientabilidade de uma

superficie.

Exemplos. (1) Qualquer superficie que admita uma parametrizacao global é orientdvel.

Em particular, qualquer gréfico Gy é uma superficie orientdvel.
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(2) Seja S uma superficie do tipo f~!(a) (sendo a um valor regular de f : U C R3 — R).
Neste caso, para cada mapa o : U’ — W C S, f oo é constante (f(o(z)) = a para cada
x € U') pelo que

[0 0] =75) Tola)

para cada p = o(q) € W. Consequentemente, como J¢(p) = V f(p),

(Vf(p) g—Z(q))zo e (Vf(p) ‘;—‘;(q))zo.

Portanto, Vf(p) € (T,S)* e
Vip)

IV

é uma boa escolha para N(p) pois define um campo de vectores normais unitarios em
S. Podemos entao concluir que toda a superficie deste tipo (como, por exemplo, o toro,
o elipséide, os hiperboléides, etc.) é orientavel.

Isto também mostra que neste tipo de superficies podemos determinar o plano tan-
gente em qualquer ponto sem precisar de conhecer nenhum mapa da superficie contendo

esse ponto. Com efeito, como

(Vi) @) =0 e (Vi) (@) =0,

entao
T,8 =< Vf(p) >+

I,S={zeR®| (x—p|Vf(p) =0}

(3) Todos os exemplos de superficies que vimos até ao momento sao superficies orienta-
veis. Vejamos agora um exemplo de uma superficie que nao é orientavel.

A fita de Mébius M é a superficie que se obtem rodando um segmento de recta
L em torno do seu ponto médio P ao mesmo tempo que P se move ao longo de uma
circunferéncia C, de tal modo que enquanto P dd uma volta a circunferéncia C, £ da

meia volta em torno de P.
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Se tomarmos para C a circunferéncia z? + y? = 1 no plano OXY e para £ o segmento
de comprimento 1 paralelo ao eixo OZ e com ponto médio P = (1,0,0) entdo, apés P
ter rodado 6 radianos em torno de OZ, L terd rodado 6/2 radianos em torno de P (no
plano contendo P e o eixo OZ). O ponto de L inicialmente em (1,0,¢) estard entao,

apds essa rotagao de angulo 0, no ponto

o(t,0) = ((1 — tsing)cose, (1- tsing) sin 6, t cos g)

Consideremos para dominio de ¢ o aberto
U={(t0ecR*| -1/2<t<1/2,0<6 < 2r}.

Podemos definir um segundo mapa & pela mesma férmula de ¢ mas com dominio
U={(t0)eR?|-1/2<t<1/2,—1 <0 <7}

Estes dois mapas formam um atlas de M (Exercicio 3.10), pelo que a fita de Mobius é
uma, superficie.
Calculemos a normal unitdria standard N, em pontos da circunferéncia C (onde

t =0). Em tais pontos p = (0, 0), temos

oo .0 .0 . 0\ Oo - .
E(O’ ) = (— sin 5 cos 0, — sin 5 sin 0, cos 5) , %(0, 0) = (—sinb, cosb,0),
pelo que
oo do 0 . 0 .0
E(O’ 0) A %(0, 0) = (— cos 6 cos 3 sin 6 cos 5 —sin 5)

Trata-se de um vector unitério, pelo que é igual a N, (p).
Se a fita de Md&bius fosse orientavel, existiria um campo de vectores normais unitarios

em M, N : M — R3, variando suavemente em M. Num ponto p = ¢(0, #) de C, terfamos

onde A : (0,27) — R é suave e A(f) = £1 para qualquer §. Consequentemente, \(6) = 1
para qualquer 6 € (0,27), ou A(f) = —1 para qualquer 6 € (0,27). Substituindo N(p)
por —N(p) no caso em que A(f) = —1, podemos assumir que A(f) é sempre 1. Entao,

no ponto pg = 0(0,0) = 0(0,27), como N é suave, teremos que ter

N(pg) = leiﬁ)lNg(p) = leig)l(— cosﬂcosg, —sin@cosg, —sin g) =(—1,0,0)

e também

9 0 9
N(po) = GI%IQI;NU(]?) = 91%121;(— cos 0 cos 5 — sin 6 cos 2 —sin 5) = (1,0,0).

Esta contradicao mostra que a fita de Mobius ndo é orientavel.
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Exercicios

4.1 Considere o cone S = {(z,y,2) € R® | 22 = 2? + 4%,z > 0}. Prove, usando a definigao,
que se trata de uma superficie. Mostre que S tem o mesmo plano tangente nos pontos

pertencentes a recta x = 0,y = z.
4.2 Considere f : R® — R dada por f(z,y,z) = 2%y
(a) Determine o conjunto dos valores regulares de f.

(b) Seja S = {(z,y,2) € R® | 2%y = ¢}, ¢ € RT. Prove que qualquer plano tangente a

S é paralelo a recta x =1,y = 2.

4.3 Considere o hiperboldide de duas folhas H = {(z,y,z) € R? | 22 = 2% + y? + 1}.

SR

LIS
B,

il
R
R
L

(a) Justifique que H é uma superficie.
(b) Determine os pontos de H nos quais o plano tangente é paralelo ao eixo OZ.
4.4 Considere a superficie S = {(x,y,z) € R® | z = sinzsinysin(z+y)}. Determine os pontos
de S nos quais o plano tangente é paralelo ao plano de equagao z = 0.

4.5 Considere a superficie S = {(z,y,2) € R? | z = 2 + 3zy?}. Mostre que existem pontos
de S para os dois lados do plano tangente a S em (0,0, 0).

4.6 Considere o cilindro parabélico S = {(x,y,z) € R® | y = 2?}.
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(a) Prove que S é uma superficie que pode ser coberta por uma parametrizagao.

(b) Determine a recta normal a S em (0,0, 0).

4.7 Seja S = {(z,y,2) ER3 | 2z = mfijyz, (z,y) # (0,0)}. Determine uma equagéo para o plano
tangente a S em (0, 1,1). Verifique se (1,1, 0) pertence a recta normal a S em (0,1, 1).

4.8 Considere o cilindro eliptico S = {(x,y,z) € R? | sz + Z—i = 1}, com p, g # 0, constantes.

(a) Prove que o plano tangente a S nos pontos da recta

3 ag | v
»C:{(if,y,Z)GR |§C:$o,y:y0,?+q—2:1}

permanece constante.

(b) Mostre que qualquer normal a S é paralela ao plano de equagdo z = 0.

4.9 Um helicdide é a superficie descrita por uma hélice de avido quando, quer o avido quer a
hélice, se movem com velocidade constante. Portanto, um helicéide é a superficie gerada
por um segmento de recta, que roda a velocidade constante em torno de um eixo a ele
perpendicular, enquanto simultaneamente se move ao longo desse eixo com velocidade

constante.

Se o aviao estiver a voar ao longo do eixo OZ, mostre que o helicéide pode ser parame-
trizado por ¢(u,v) = (vcosu,vsinu, A\u), onde A é uma constante. Mostre ainda que a
co-tangente do angulo que a normal unitaria de ¢ num ponto P faz com o eixo OZ é

proporcional a distancia de P ao eixo.

4.10 A fita de Mobius M é a superficie que se obtem rodando um segmento de recta £ em torno

do seu ponto médio P ao mesmo tempo que P se move ao longo de uma circunferéncia C,
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de tal modo que enquanto P d& uma volta & circunferéncia C, £ dé meia volta em torno de
P. Se tomarmos para C a circunferéncia 2% + 32 = 1 no plano OXY e para £ o segmento
de comprimento 1 paralelo ao eixo OZ e com ponto médio P = (1,0,0) entdo, ap6s P ter
rodado 6 radianos em torno de OZ, L terd rodado 6/2 radianos em torno de P (no plano

contendo P e o eixo OZ).

(a) Mostre que o ponto de £ inicialmente em (1,0, t) estard, apds essa rotagao de angulo

#, no ponto
.0 N 0
o(t,0) = ((1 — tsin 5) cosf, (1 —tsin 5) sin 6, t cos 5) (%)

(b) Tome para dominio de o o aberto U = {(¢,0) € R? | —1/2 <t < 1/2,0 < § < 27}.
Sendo U = {(t,0) € R? | —=1/2 <t < 1/2,—7 < # < 7}, considere 5 : U — M
também definida por (x). Mostre que o e & formam um atlas de M.

(c) Mostre que N, (p), para p = 0(0,0), é igual a (— cos @ cos g, — sin 6 cos g, —sin g)

(d) Verifique que limg o N,(p) = (=1,0,0) e limgrer No(p) = (1,0,0).

(Isto mostra que a fita de Mdbius néo é orientédvel.)
4.11 Seja v : I — R3 uma curva plana cuja imagem estd contida em
{(z,y,2) €R* |z =0,z > 0}
e seja S a superficie de revolugdo obtida rodando v em torno do eixo OY. Sendo

a:J — ()
t — (0,aa(t), as(t)).

uma curva com velocidade constante, considere:
e para cada 6 € R,

ag:J — S
t —  (aa(t),as(t) cosb, as(t)sinb);

e paracadate J,

ﬂt R — S
0 — (aa(t),as(t)cosb, as(t)sind).

As curvas ay chamam-se meridianos de S, e as circunferéncias 3; chamam-se paralelos de

S (recorde o que vimos na seccdo anterior sobre as superficies de revolugao).

(a) Mostre que os meridianos e os paralelos se intersectam sempre ortogonalmente, isto
é, (ap(t) | B1(8)) = 0 para quaisquer t € J, § € R.

(b) Sabendo que uma geodésica de uma superficie S é uma curva v : I — S cuja acel-
eragao v”(t) pertence a (T, (;)S)* para todo o t € I, prove que:
(i). Cada meridiano oy é uma geodésica da superficie de revolugao S acima definida.

(ii). Um paralelo 3; é uma geodésica se e s6 se aj(t) = 0.



