Ano lectivo 2005/06 Exame de Geometria Diferencial

5/7/06
Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos ‘
Duracdo: 2h30m

1. Considere a curva de Viviani v : [0,47] — R® definida por v(¢) = (1 + cost,sint,2sin §).

Mostre que:

(a) 7 estd contida na interseccio do cilindro de equagdo (x — 1)? + y? = 1 com a esfera
22 +y? 422 =4

- 6cos £
(b) v tem curvatura (t) = VIZE3eost o torsio T(t) = 3ot
(3+cost)2 o cos

2. Diga, justificando convenientemente a sua resposta, quais das seguintes afirmacoes sao

verdadeiras ou falsas. (Atencdo: resposta sem a devida justificacdo nao serd cotada.)

(a) O comprimento da espiral v(t) = (e~ cost,e *sint) em [0, +00) é igual a /2.

3

(b) O trago da curva vy : R — R3, definida por ~(t) = (% cost,1 —sint,—¢ cost), é uma

circunferéncia de raio 1.

(c) Para quaisquer 7 € RT e a € R, as rectas normais a hélice h,, : R — R3 definida por
hq, = (rcost,rsent,at) sdo ortogonais ao eixo OZ.

(d) 0 é um valor regular da fungdo f : R?* — R definida por f(z,y,z) = 2% — 3.

(e) S ={(z,y,2) € R¥| 2% — y? = 0} é uma superficie.

3. (a) Seja o : U — R3 um mapa da superficie S contendo o ponto p. Justifique que, sendo

(uo,v0) as coordenada; de p em U, todo o vector tangente a S em p é gerado pelos
o

o

vectores %(uo,vo) e %(uo,vo).

(b) Sejac : (0,2)x (—m,7) — R3, o(u,v) = (ucosv,usinv,u), um mapa de uma superficie
c6nica S contendo o ponto p = (1,0,1). O vector (—1,—1,1) é tangente a S no ponto
p?

4. Dada uma aplicacio suave f : U C R? — R (onde U é um conjunto aberto), considere a
superficie Gy = {(z,y,2) € R® | z = f(z,y)}.

(a) Classifique os pontos de Gy relativamente a f, = g—i(m,y) e fy= g—i(x,y).

(b) O paraboléide hiperbélico S = {(z,y,2) € R? | 22 +¢y? < 1,2 = 22 — y?} contém

pontos que nao sejam hiperbdlicos ?

(c) Mostre que a drea de Gy é igual a // V14 2+ f?f dz dy.
U
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’ Sugestao de resolugao

1. (a) Basta verificar que (z — 1)2 + 42 = cos?t +sin?t =1 e
t
> +y*+22 = (1+cost)® +sin’t + 4sin? (5)

t
= 1+2cost—I—Cos2t—|—sin2t+4sin2(§>

t
= 2+2cost+4sin2(§>
t t t
= 2+2COS<§+§)+4SIH2<§)

t t t
= 2+ 2(0052 (§> — sin? (§>> + 4sin? (5)
t t
::2+2m86)+2m36):2+2:4

(b) v'(t) = (—sint,cost,cos L), v (t) = (—cost,—sint, —5sin &) ev"(t) = (sint, — cost, — cos §),

donde
t
/ _ 2( "
W @l = 1+ cos2(5)

"(t) A ”(t)—( 1(:os,tsiné—!—sintcosE 1sintsinE costcos.E 1)
TWATEAT, 2 2 2 2 2 )

IV (&) Ay ()] = \/1 + %sirﬂ(%) n cos2(%)

t t 1 t 3 t
[ (),7"(t),~"(t)] = sin® t cos 2 + cos? t cos 5 " 4085 = 085

De cost = cos(4 + £) = cos?(§) — sin2(%) = cos?(§) — (1 — cos?®(%)) = 2cos?(%) — 1
conclui-se que cosz(%) = % e, consequentemente, sinz(%) =1- cosQ(%) = #
Entao

o= OO LR gyt

4Gl (1+ #)% (3+cost)%
e
() = Scosti _ Scost _ 3cost _ 6 cos L
14+ %sin%%) —I—cos2(%) 14+ 1—<éost + 1+§ost 13+?écost 13 + 3cost’

2. (a) Verdadeira:

Como 7/(t) = (—e tcost — e tsint,—e 'sint + e ! cost), entdo
|7 ()17 = e (cost +sint)? + e (cost —sint)? = e 2 + 72 = 272,

Portanto,
t t
[ ldu= [ Vaeau = val-e = va(-e 1 1),
0 0

pelo que limy, ;o fot 1Y (u)]| du = /2.



(b)

Verdadeira:

A curva estd parametrizada por comprimento de arco: para qualquer t € R, ||7/(¢)|

||(—% sint, — cost, % sint)|| = 1. Assim,

4
k(s) = " (s)ll = (=5 cos s, sins, g cos s)| = L.

Por outro lado, N(s) = jl;l(gs)) = (—2coss,sins, 2 coss). Entdo B(s) = T(s) A N(s) é
igual a
€1 €9 €3 3 4
—%sins —coss Zsins | = (—5(00325 + sin? 5), 0, —g(coszs + sin? s))
—% coss sins %coss

(309

Portanto, B’(s) = 0 para qualquer s € R. Consequentemente, 7(s) = 0 para qualquer
s € R, pelo que a curva é plana. Como a curvatura é constante, igual a 1, terd que ser

uma circunferéncia de raio 1.

Verdadeira:

A recta normal tem a direccdo do vector normal logo tem a mesma direccdo que o
vector T'(t).

ortogonal a (0,0,1), o que é 6bvio pois 7" (t) = (—rcost, —rsent,0).

Como este vector é paralelo a v”(t) basta entdo verificar que ~"(t) é

Falsa:

O gradiente V¢(z,y, ) de f no ponto (z,y, z) é o vector (2x, —2y,0), que se anula nos
pontos (0,0,2) (2 € R). No entanto, todos estes pontos pertencem a f~1({0}).

Falsa:

Atendendo ao resultado da alinea anterior ndo podemos aplicar o critério do valor
regular. Contudo podemos observar directamente que nao se trata de uma superficie
pois, sendo a uniao de dois planos (z = y e x = —y) que se intersectam, tem pontos

de auto-interseccao pelo que nao satisfaz a definicdo de superficie.

Seja v um vector tangente a S em p e seja o : U — W C S um mapa de S contendo o

ponto p. Por definicao de vector tangente existe uma curva 7 : (a,b) — W ety € (a,b)
-1
tais que (o) = p e/ (to) = v. Consideremos a composicao (a,b) — W Z— U L W.

Denotando 0! oy por 7, temos

M (to) & (uo,v0) Gt (uo,v0) | 1 .
Jy(to) = Jo(uo,v0) - Jx(to) & | Ah(to) | = | %2 (uo,v0) 72 (uo,vo) [ 7,1(t0) ]
"Y[/),(tO) 8%3(“0,110) 823 (UO;UO) '72( 0)
& v =4(t0) 2 (0, o) + Thlto) 2 (ug. v0).
Ox dy
Como g—Z(u,fu) = (cosv,sinv,1) e g—‘;(u,v) = (—usinv,ucosv,0), entdo, em p =

o(1,0), temos 92(1,0) = (1,0,1) e 92(1,0) = (0,1,0). Portanto (—1,—1,1) serd
tangente a S em p se e sé se for combinacao linear dos vectores (1,0,1) e (0,1,0), ou

seja, for do tipo («, 3, ) para algum par de reais o e (3, 0 que ndo é o caso.



4. (a) A superficie Gy admite a parametrizacao global o : U C R? — R? definida por

o(xz,y) = (z,y, f(x,y)). Calculemos a primeira forma fundamental de o:

Bley) = ((L0.£)1(L0,£)) =1+ 12,
Floy) = ((L0,£)10.1,£)) = fufy,

G(az,y) = ((071»fy) | (0717fy)) = 1+f?3'

Como
Niz,y) = @Y AF@Y)  (LOLIAOLE) _ (—fe—f])
e n Byl TGO AOLL " iz
entao
82 T
ewy) = ~(53@y) | Nay) = ———L
L+ f2+f;
o o fzy
faw) = (5@ w) [ Nay) = o
82
owy) = (536 | Nwy) = -2
L+ f2+f;
Finalmente,
2
K _ B(LU,y)g(l’,y)—[f(ﬂi,y)]Q _ fwxfyy_fxy
@9 = By~ FayP 0+ 21 2P
Ha) = 2E )G y) — F@g))
_ *(1 + fzz)fyy + 2fmyfzfy - (1 + f;)fxz
2(1+ f2+ f2): '
Portanto,
o p=o(x,y) é eliptico se e s6 se frzfyy — f:gy > 0.

(z,y)
e p=o(z,y) é hiperbdlico se e s6 se fryfyy — fgy < 0.
(z,y)

* p=o(z,

é parabdlico se e s6 se frq fyy — ff?y =0e H(z,y) #0.
e p=o(x,y) é planar se e s6 se foufyy — fzzy =0e H(z,y) =0.
(b) Nao, pois nesse caso fryfyy — f2, = —4 < 0.
(¢) Numa superficie orientdvel, a drea de uma regido R abrangida por uma parametrizacao

o:U C R? = R3, em funcio da primeira forma fundamental de o, é dada pela férmula
// V EG — F? dx dy.
o~ 1(R)

Portanto, no caso de Gy, como o~ }(Gy) = U, é dada por

//U\/l—l—fg—kfgda:dy.
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