Ano lectivo 2006/07 Exame de Geometria Diferencial

Duragao: 2h30m 20/7/07

’ Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais cdlculos ‘

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor légico das afirmagoes (V: verdadeira;

F: falsa), apresentando uma justificagao breve: V F

(a) Rodando 90°, no sentido negativo, o vector v = (v, v2) de R?, obtem-se

o vector (—vg,v1). |:|:|

(b) Para quaisquer z,y € R3\ {0}, (z|y) =0 se e sé se z e y sdo

linearmente independentes. |:|:|

(c) A curva v, : R — R3, ¢t — (1,at?,t3), é regular para qualquer a € R\ {0}. |:|:|
(d) Para quaisquer r € RT e a € R, as rectas normais & curva hg, : R — R3
definida por h,, = (rcost,rsent, at) sdo ortogonais ao eixo OZ. |:|:|

(e) 0 é um valor regular da funcio f : R3 — R definida por f(x,y,2) = 22 +y% — 22. |:|:|
2. Considere a curva 7 : R — R? parametrizada por v(t) = (2t, /312, 3).

(
(

a) Sendo t > 0, designe por s(¢) o comprimento de 7 no intervalo [0, ¢]. Calcule s(t).

b) v é plana?
(¢c) Quando é que uma curva se diz uma hélice generalizada ? Nesse caso, o que é o seu eixo ?

(d) Mostre que v é uma hélice generalizada. Qual é o seu eixo ?

3. Seja v : (0,1) — R3® uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, cuja
curvatura nunca se anula, e considere a superficie S, parametrizada por
o: (0,1)x(0,1) — S,
Mostre que: (87 U) L ’Y(S) +u T“/(s)‘

(
(

a) S, nao possui pontos elipticos e pontos hiperbdlicos.
b

(c

(d) Se 7 é uma hélice generalizada nao plana entao todos os pontos de S, sao parabdlicos.

)
) Se v é plana entao todos os pontos de S, sao planares.
) Se v nao ¢é plana entao existe uma infinidade de pontos parabdlicos em S,,.
)
4. Um mapa global ¢ : U C R? — S de uma superficie S diz-se conformal se a projeccio
f: S — P
(z,y,2) = (07" (2,y,2),0)
na superficie plana P = {(z,y, 2z) € R® | (z,y) € U, z = 0} é conformal.

(a) Denote por E, F,G os termos da primeira forma fundamental de o. Mostre que o mapa
o é conformal se e s6 se E =G e F =0.

(b) Seja o(s,u) = y(s) + ud(s), onde u € R, v : I — R3 é uma curva parametrizada por
comprimento de arco e §(s) é um vector unitério para cada s € I, uma parametrizagao
de uma superficie regrada. Mostre que o é conformal se e s6 se J é constante e o traco

de v esta contido num plano perpendicular a . Que tipo de superficie regrada ¢é esta?
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