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Solucgoes

1. (a) Como se define um vector tangente a uma superficie S num ponto p € S?
(b) Seja
o: (0,2) x (—m,7) — R3
(u,v) —  (ucosv,usinv,u)
um mapa de uma superficie cénica S contendo o ponto p = (1,0,1). O vector (—1,—1,1)

é tangente a S no ponto p? (Justifique a resposta.)

Solugao.

(a) Um vector v € R3 diz-se tangente a S em p caso exista uma curva v em S, passando por
p, & qual v seja tangente nesse ponto; ou seja, caso exista uma curva y : I — S tal que

v(to) = p e ¥/ (to) = v para algum ty em 1.

(b) Como
ga(u,v) = (cosv,sinv, 1)
u
‘ 0
a—i(u, v) = (—usinv,ucosv,0),

entdo, em p = o(1,0), temos 92(1,0) = (1,0,1) e 22(1,0) = (0,1,0). Portanto, (—1,—1,1)
serd tangente a S em p se e s6 se for combinagao linear dos vectores (1,0,1) e (0,1,0),
ou seja, for do tipo («, 3, ) para algum par de reais « e [, 0 que nao é manifestamente

verdade.

2. Seja H = {(x,y,2) € R? | zy = 1}.

(a) Prove que H é uma superficie.

(b) Seja p = (p1,p2,p3) um ponto arbitrdrio de H. Determine a equagido do conjunto dos

pontos de interseccao de H com o plano tangente a H em p.

(c) H é orientavel? Justifique.

Solugao.
(a) Consideremos a funcio f : R® — R, definida por f(z,y,z) = zy. Sendo uma funcio
polinomial, é claramente uma fungio C*°. Como H = f~1({1}), pelo critério

“Seja f : U C R3 — R uma fungdo C*. Se a € f(U) é um valor regular de f

entio S = f~1({a}) é uma superficie.”



bastara verificarmos que 1 é um valor regular de f para concluirmos que H é uma su-
perficie. Verifiquemos entao isso:

Vf(z,y,2) = (y,2,0), donde Vf(x,y,z) = (0,0,0) se e sé6 se x = y = 0. Portanto, o
gradiente de f anula-se nos pontos (0,0, z), z € R. Como nenhum destes pontos pertence

a f~1({1}) = H, est4 confirmado que 1 é valor regular de f.
(b) Seja p = (p1,p2,p3) um ponto de H. Entao p1ps = 1. Pela alinea (a), o plano tangente a

H em p é dado por:
I = {(@9.2) € B[ ((2,9,2) = (pr.p2,p0) | VF(pr,p2,ps)) =0}

= { z,y,2) € R’ ((w—pl,y—pz,z—ps) | (pz,p1,0)) = 0}

{(z,y.2) € R® | pa(z — p1) + p1(y — p2) = 0}
= {(z,9.2)

{(@y.2)

LY,

(
(

€ R® | pox + p1y = 2p1p2}
eR? ]p2x+p1y:2}.

Assim, a intersec¢ao de H com H;I é dada pelas solugoes (z,y, z) do sistema

xy =1 =1 y=1
= z == x
pox +pry = 2 pox + B2 =2 pea® — 2z 4+ p; =0

Portanto, a intersecgao é a recta vertical formada pelos pontos (p1,p2, 2), z € R.

(c) Sim, é orientavel, pois possui um campo de vectores normais unitarios:

Vi) _ (p2,p1,0)

N(p) = = . p=(p1,p2,p3) € H.
VeI /p? + p3




