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SUMARIO

Estruturas de uniformidade nos reticulados locais e suas generalizacoes (quase-
-uniformidades, adjacéncias, etc.) constituem o tema desta dissertagdo. A nogao
de Weil de vizinhanga da diagonal (da Teoria dos Espagos Uniformes) é estendida
a este contexto e prova-se que é um conceito bésico sobre o qual aquelas estruturas
podem ser formalizadas. Paralelamente, mostra-se como os reticulados locais uni-
formes também podem ser descritos em termos de estruturas de medida, isto é,

determinadas familias de diametros métricos.
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PREFACIO

Mathematics place too much importance on
the theorems people prove, and not enough on
the definitions they devise. (The relative impor-
tance we ascribe is clear: theorems often have
people’s names attached; definitions rarely do).
Yet it is definitions that give us the concepts that
make thinking effective and make the theorems
possible.

— S. Maurer

Sometimes I don’t understand how people
came across the concept of “fun”; it was proba-
bly only abstracted as an opposite to sadness.

— F. Katka

Na década de 30, em dois famosos e longos artigos ([71] e [72]), Stone apresentou
duas ideias revolucionarias; primeiro, chegou a conclusao que os ideais sao muito impor-

tantes na Teoria dos Reticulados, ao descobrir que existe uma analogia entre algebras
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de Boole e anéis: o conceito de algebra de Boole é equivalente ao de um determinado
tipo de anel — hoje designado anel de Boole; depois, seguindo a letra a sua maxima
“one must always topologize” [73], ligou a Topologia a Algebra (mais precisamente a
Teoria dos Reticulados) ao estabelecer o seu Teorema de Representacao para Algebras

de Boole:

A categoria das dlgebras de Boole € dualmente equivalente a categoria dos
espagos Ty compactos zero-dimensionais (ou, por outras palavras, espacos

de Hausdorff compactos totalmente desconezos).

Este teorema tem tido uma grande influéncia em muitas dreas da Matematica mo-
derna (o leitor podera ver uma descrigao detalhada desta influéncia na monografia [43]
de Johnstone), nomeadamente no estudo de conceitos topoldgicos de um ponto de vista
da Teoria dos Reticulados, iniciado por Wallman em 1938 e continuado com McKinsey
e Tarski (1944), Nobeling (1954), Lesieur (1954), Ehresmann (1957), Dowker e Papert
(1966), Banaschewski (1969), Isbell (1972), Simmons (1978), Johnstone (1981), Pultr
(1984), entre outros.

Ehresmann e Bénabou em 1957 foram os primeiros a olhar os reticulados completos
com uma propriedade distributiva adequada (os infimos finitos sao distributivos relati-
vamente a supremos arbitrarios) como merecedores de estudo como espagos topoldgicos
“generalizados”. Estes reticulados foram designados por reticulados locais no seminario
de Ehresmann em Paris. Apesar da designacao inglesa “local lattices” para estes re-
ticulados ter entretanto caido em desuso e ter sido substituida pela de “frame’ —
introduzida por Dowker e Papert nos anos sessenta para registar o papel de “moldura”
da Topologia que esta categoria de reticulados pode realizar — na falta de uma ex-
pressao satisfatoria em portugueés, é a traducao daquela que utilizarei neste trabalho.
Nao é uma solucao agradavel, mas pelo menos é cémoda e permite-me sublinhar que
a abordagem que realizo, apesar de ter motivagoes topoldgicas, é fundamentalmente
algébrica.

A Teoria dos Reticulados Locais ndao é mais nem menos do que Teoria dos Reticula-
dos aplicada a Topologia; esta abordagem a Topologia toma os reticulados de conjun-

tos abertos como a nogao primitiva — trata-se de uma topologia “livre de pontos” (no

vi
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inglés, “pointfree topology’ ou “pointless topology”). Nela se investigam propriedades
tipicas de reticulados de conjuntos abertos que podem ser expressas sem a utilizacao
de pontos.

Habitualmente pensa-se nos reticulados locais como espagos topoldgicos generali-

zados:

“The generalized spaces will be called locales. “Generalized” is imprecise,
since arbitrary spaces are mot determined by their lattices of open sets;
but the “insertion” from spaces to locales is full and faithful on Hausdorff

spaces” (Isbell [39]).

Todavia, os morfismos de reticulados locais — que devem preservar infimos finitos
e supremos arbitrarios — sé poderao ser interpretados como “funcdes continuas ge-
neralizadas” quando considerados na categoria dual. Foi Isbell no famoso artigo de
1972 “Atomless parts of spaces” que primeiro salientou isto e primeiro apontou para
a necessidade de uma terminologia separada para a categoria dual da dos reticulados
locais, cujos objectos, como atras citado, designou por “locales”.

Johnstone em [43], [44] e [45] dd-nos uma descrigao detalhada de todos estes de-
senvolvimentos histéricos e das vantagens deste novo modo de fazer topologia em con-
traponto ao classico. Como Isbell refere na “Zentralblatt fir Mathematik”, numa re-

censao critica do artigo [45],

“this paper is an argument that topology is better modeled in the category
of locales than in topological spaces or another of their variants, with indi-

cation of how the millieu should be regarded and supporting illustrations”.

A Teoria dos Reticulados Locais tem sobre a Topologia cldssica a vantagem de muitos
dos teoremas desta que necessitam do Axioma da Escolha (ou de alguma das suas
variantes) poderem naquela ser provados de uma maneira construtiva; por exemplo, o
Teorema de Tychonoff [42], a construcido da compactificagio de Stone-Cech [8] ou a
construgao da compactificagdo de Samuel [10]. Por este motivo os reticulados locais
s80 os espagos ideais para a Teoria dos Topos [53].

Geralmente, quando a situagao em reticulados locais difere da classica, a primeira

¢é mais conveniente; por exemplo, coprodutos de reticulados locais paracompactos sao

vil
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paracompactos [39] enquanto que produtos de espagos topoldgicos paracompactos nao
sao necessariamente paracompactos; outro exemplo: coprodutos de reticulados locais
regulares preservam a propriedade de Lindel6f [17], produtos de espagos regulares nao.

Pode-se também olhar os reticulados locais como o tipo de algebras subjacentes a
“légica dos factos verificaveis 7 (16gica geométrica): uma disjuncao infinita pode ser
verificada, uma conjuncao infinita nao. Esta é a abordagem de Vickers em “Topology

via Logic” [T4]:

“The traditional — spatial — motivation for general topology and its ax-
ioms relies on abstracting first from Fuclidean space to metric spaces, and
then abstracting out, for no obvious reason, certain properties of their open
sets. I believe that the localic view helps to clarify these axioms, by inter-
preting them not as set theory (finite intersections and arbitrary unions),

but as logic (finite conjunctions and arbitrary disjunctions: hence the ti-

tle)”.
Vickers acrescenta, algumas linhas depois:

“I have tried to argue directly from these logical intuitions to the topological

axioms, and to frames as the algebraic embodiment of them”.

O estudo de reticulados estruturados comegou com Isbell [39], que considerou a
nocao de uniformidade num reticulado local na forma de um sistema de coberturas,
mais tarde desenvolvida por Pultr em [63] e [64], que também definiu diametros
métricos (a nocao analoga a de pseudométrica no contexto espacial). Subsequente-
mente, Frith [29] estudou estruturas de tipo uniforme no contexto da Teoria das Cate-
gorias, introduzindo na Teoria dos Reticulados Locais outras estruturas topologicas que
fazem parte das ferramentas de um topdlogo, como, por exemplo, 0os espacos quase-
-uniformes e os espacos de proximidade. Todos estes conceitos sao formulados em

termos de coberturas, tendo Frith afirmado mesmo que:
“families of covers constitute the only tool that works for frames’ [29)].

Recentemente, Fletcher e Hunsaker apresentaram em [23] uma nocao equivalente de
uniformidade num reticulado local em termos de determinadas familias de aplicacoes

do reticulado nele préprio.

viii
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Na origem do trabalho que agora apresento esteve a seguinte sugestao do Professor

Bernhard Banaschewski:

“We usually consider uniformities given by covers, as done by Tukey for
spaces, but there should also be a theory (deliberately put aside by Isbell in
“Atomless parts of spaces”) of uniformities by entourages, in the style of

Bourbaki’ .

Portanto, o tema principal desta dissertacao é o estudo de reticulados locais es-
truturados, estruturas essas definidas em termos de vizinhangas da diagonal no estilo
de Weil. Comega-se naturalmente pelas estruturas uniformes (Capitulo I) e ulterior-
mente investigam-se as estruturas mais gerais de quase-uniformidades e adjacéncias
que dai emergem de um modo natural (Capitulos III e IV). Paralelamente, com o in-
tuito de completar nos reticulados locais um quadro andlogo ao existente para espacos,
caracterizam-se essas estruturas em termos de “estruturas de medida”, isto é, familias
de diametros métricos satisfazendo determinados axiomas.

A linguagem desta dissertagao é quase inteiramente algébrica. Nela nunca utilizo
a abordagem geométrica tornada possivel pela linguagem dos locales. Tenho aqui a

mesma opiniao que Madden em [54]:

“There are differing opinions about this, and I appreciate that there are
some very good reasons for wanting to keep the geometry in view. On the
other hand, the algebraic language seems to me, after much experimenta-
tion, to afford the simplest and most streamlined presentation of results.
Also, I think readers will not have much difficulty finding the geometric in-
terpretations themselves, if they want them. After all, this ultimately comes

v

down to just “reversing all the arrows

Ao longo desta dissertacao privilegia-se o ponto de vista categorial. A linguagem
da Teoria das Categorias tem provado ser uma ferramenta adequada na abordagem ao
tipo de problemas conceptuais nos quais estou interessado, nomeadamente na seleccao
das melhores axiomatizacoes para algumas estruturas nos reticulados locais e no estudo

das relacoes entre elas. Além disso, esta visdo permite compreender e perspectivar o

ix
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significado real dessas abordagens. Como Herrlich e Porst afirmam no prefacio de

“Category Theory at Work”:

“Some mathematical concepts appear to be “unavoidable”, e.g. that of na-
tural numbers. For other concepts such a claim seems debatable, e.g., for
the concepts of real numbers or of groups. Other concepts — within cer-
tain limits — seem to be quite arbitrary, their use being based more on
historical accidents than on structural necessities. A good example is the
concept of topological spaces: compare such “competing” concepts as metric
spaces, convergence spaces, pseudotopological spaces, uniform spaces, near-
ness spaces, frames respectively locales, etc. What are the structural “ne-
cessities” or at least “desirabilities”? Category theory provides a language
to formulate such questions with the kind of precision needed to analyse ad-
vantages and disadvantages of various alternatives. In particular, category
theory enables us to decide whether certain mathematical “disharmonies”
are due to inherent structural features or rather to chance ocurrences, and

in the latter case helps to “set things right””.

Este ¢ o ponto de vista adoptado neste trabalho e nas publicagoes [59], [60], e [61]
nas quais se baseia.

Outro fio condutor desta dissertacao é a procura, em cada contexto, de uma versao
estruturada dos functores “aberto” e “espectral” que continue a ser uma adjungao.

Estes functores serviram como aferidores das axiomatizacoes escolhidas.

Passo a descrever o plano desta dissertacao, bem como das contribuicées que con-
sidero originais.

Pretendendo que o presente trabalho seja, na medida do possivel, autocontido, a
exposicao inicia-se com um primeiro capitulo onde se reinem a maioria das defini¢oes
e resultados basicos da literatura que servem os capitulos posteriores, bem como as
respectivas referéncias bibliograficas.

No Capitulo I, que considero o nicleo deste trabalho, formula-se uma teoria de

uniformidades para reticulados locais no estilo de Weil (Seccao 4) e prova-se com o
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Teorema 5.14 que se trata, de facto, de uma formulagao equivalente a de Isbell [39] e
a de Fletcher e Hunsaker [23]. Termina-se o capitulo com uma aplicacdo desta teoria
ao estudo, no contexto dos reticulados locais, de um teorema importante da teoria dos
espacos uniformes, devido a Efremovi¢. Esta abordagem em termos de vizinhancas da
diagonal revela-se aqui a linguagem adequada para produzir nos reticulados locais o

teorema analogo ao de Efremovic.

Terminado o Capitulo I, seria natural investigar as estruturas nao simétricas assim
como as estruturas de adjacéncia (isto é, sem a condi¢do de refinamento) emergentes
da teoria de uniformidades ali apresentada. Todavia uma outra forma de encarar
uniformidades num conjunto, devida a Bourbaki [14], e a no¢ao de didmetro métrico
introduzida nos reticulados locais por Pultr [64] levaram-me a explorar nestes um
processo de descrever as uniformidades usando aqueles diametros. Eo que fago na
parte inicial do Capitulo 2. Como aplicacao desta caracterizagao, inspirado pelo artigo
[2] de Addmek e Reiterman, provo no Coroldrio 4.20 que a categoria dos reticulados
locais uniformes admite uma imersao plena num completamento (final e universal)
da categoria dos reticulados locais métricos. Obtem-se desta forma uma motivacao
categorial para os reticulados locais uniformes do ponto de vista dos reticulados locais

métricos.

Nos Capitulos III e IV retoma-se entao o percurso inicial. O Capitulo III contém
na Seccao 3 a formulacao da teoria de quase-uniformidades em termos das vizinhancas
da diagonal no sentido de Weil. O Teorema 4.15 vem demonstrar que se trata de uma
teoria equivalente as anteriormente conhecidas. No Capitulo IV passa-se para um outro
patamar de generalizagao estudando nos reticulados locais — usando as vizinhancas
da diagonal — as estruturas de adjacéncia. Neste caso as correspondentes estruturas
espaciais, nao tendo sido abordadas na literatura, surgem como tépico merecedor de
estudo. Obtem-se uma classe de espagos que, embora distintos dos espagos classicos de
adjacéncia de Herrlich [33], formam uma categoria topoldgica interessante (Proposigao
5.1) que unifica varios conceitos de topologia e uniformidade (Proposigoes 5.4, 5.5,
5.6, 5.8 e Corolério 5.15). O conceito de Weil de vizinhanca da diagonal é, portanto,
um conceito topoldgico basico através do qual diversas ideias topoldgicas podem ser

expressas. Na ultima seccao estudam-se os reticulados locais de proximidade usando as

xi
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vizinhancas da diagonal, obtendo-se no Teorema 6.10 uma nova caracterizacao destes.
Investigam-se ainda as relagdes infinitesimais de Efremovi¢ [19] no contexto dos re-
ticulados locais e termina-se com uma observacao que mostra, mais uma vez, que a
linguagem aqui introduzida se mostra adequada para traduzir em reticulados locais os

resultados espaciais formulados em termos das vizinhancas da diagonal de Weil.

Impde-se uma palavra de explicacdo quanto as designacoes escolhidas para os di-
versos conceitos de proximidade utilizados no Capitulo IV: espacos de prorimidade
designam os “proxzimal spaces’ de Efremovic¢ [20], espacos de contiguidade designam
os “contigual spaces’ de Ivanova e Ivanov [41] e, numa tradugdo mais livre e a falta
de melhor sinénimo, uso espacos de adjacéncia para nomear os “nearness spaces’ de
Herrlich [33] (a alternativa espagos de vizinhanga, usada por exemplo no italiano e no
alemao para nomear estes ultimos espacos, nao me parece conveniente por poder gerar
confusao com o conceito basico de “vizinhanca da diagonal” usado frequentemente
ao longo do texto). As mesmas designacoes sao utilizadas para os correspondentes

conceitos em reticulados locais.

Cada capitulo termina com uma seccao contendo alguns comentérios avulsos e

referéncias adicionais.

Chamo a atengao do leitor para um apéndice (na pagina 145) contendo dois diagra-
mas que resumem as relacoes entre as diversas categorias de espagos e de reticulados
locais apresentadas ao longo do texto, bem como para as listas de categorias (pagina
155), simbolos (péagina 159) e defini¢oes (pagina 163) utilizadas. Por uma questao de
coeréncia com a literatura existente — e também por comodidade — utilizo, para de-
notar as diversas categorias consideradas, abreviaturas das designacoes em inglés dos

respectivos objectos.

A elevada extensao da Bibliografia é consequéncia da minha preocupacao em rela-
cionar os conceitos aqui introduzidos com diversos conceitos afins ja existentes na

literatura e em motivar a exposi¢ao nos reticulados locais com o quadro espacial.

Salvo raras excepgoes nao apresento as demonstragoes dos resultados anteriormente

conhecidos, limitando-me a referencia-los.

xii
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Considero originais os conceitos e resultados incluidos nos Capitulos I, II, III e IV,
com excepcao daqueles especificamente referidos.

De um modo geral os principios de escolha como o Axioma da Escolha ou o Axioma
da Escolha para Conjuntos Numeraveis serao utilizados ao longo da dissertagao sem
qualquer referéncia.

O sistema de numeracgao utilizado ndo me parece que ofereca diuvidas. Quando
um resultado, definicao, observacao ou exemplo é invocado fora do capitulo onde esta

integrado, precede-se a sua referéncia do niimero do capitulo respectivo.
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CAPITULO 0

PRELIMINARES

Este capitulo é um sumario dos conceitos e resultados relevantes da literatura
que serao necessarios nos restantes capitulos. Todos os resultados sao bem conhe-
cidos. A nossa principal referéncia para informacgdo sobre reticulados locais é o
livro de Johnstone [43], e sobre Teoria das Categorias, o livro cldssico de MacLane
[52]. Para nogoes mais recentes de Teoria das Categorias — nomeadamente ca-
tegorias concretas — referimos o livro de Addmek, Herrlich e Strecker [1], cuja
terminologia utilizamos. Como elemento de consulta para Topologia, qualquer

texto introdutério como, por exemplo, o de Willard [77], serve.

1. Reticulados locais e espacos topolégicos

Da mesma maneira que a nogao de dlgebra de Boole é origindria numa abstraccao
do conjunto P(X) das partes de um conjunto X, a nocao de reticulado local surge
como uma abstraccao da topologia de um espago: um reticulado local é um reticulado

completo L satisfazendo a lei de distributividade infinita

aA\S=\{zns]|seS}

para quaisquer x € Le S C L. Um homomorfismo de reticulados locais é uma aplicacao

que preserva infimos finitos, incluindo a unidade 1, e supremos arbitrarios, incluindo o
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zero 0. Note-se que a estrutura de reticulado local nao difere da de algebra de Heyting
uma vez que pelo Teorema de Freyd do Functor Adjunto um reticulado completo
satisfaz aquela lei de distributividade infinita se e s6 se for uma &dlgebra de Heyting.
No entanto existem diferencas na definicao dos respectivos homomorfismos.

A categoria dos reticulados locais e homomorfismos de reticulados locais serd de-
notada por Frm.

Como acima observamos, os exemplos motivadores de reticulados locais sao as
topologias: para qualquer espago topolégico (X,7) o reticulado 7 dos abertos de
(X,7), no qual a operacdo supremo é a uniao e a operacao infimo é o interior da
interseccao, é um reticulado local. Qualquer reticulado local deste tipo é chamado
espacial. Existem reticulados locais nao espaciais: uma algebra de Boole nao atémica
nunca pode ser uma topologia de um conjunto. Todavia, existe uma relacao importante
entre reticulados locais e espagos topoldgicos que descreveremos de seguida. Nela a

categoria dos espagos topoldgicos e aplicagoes continuas serd denotada por Top.

Definigoes 1.1.

(1) O functor contravariante € : Top — Frm que aplica cada espago topoldgico
(X,7T) no seu reticulado local de abertos 7, e que aplica cada fungao continua
f (X, T) — (X',7') no morfismo de reticulados locais Q(f) : 7/ — T
definido por Q(f)(U) = f~1(U), onde U € T, é chamado o functor aberto de

Top em Frm.

(2) Seja L um reticulado local. O espectro de L é o conjunto ptL de todos os homo-
morfismos de reticulados locais p : L — 2 (2 denota o reticulado local {0,1}),

chamados pontos de L, com a topologia espectral T, = {X; : © € L}, onde

Y. ={peptL|p(x) =1}.

O functor contravariante 3 : Frm — Top que faz corresponder a cada reticulado
local o seu espectro (L) = (ptL,7p1,) e a cada morfismo de reticulados locais
f: L — L' a aplicagao continua X(f) : 3(L') — X(L) definida por X(f)(p) =
p- f, onde p designa um ponto arbitrario de L', é chamado o functor espectral de

Frm em Top.




1. Reticulados locais e espagos topoldgicos

Teorema 1.2. (Papert e Papert [58], Isbell [39]) Os functores aberto e espectral e as

transformacoes naturais
77:1-|—op—>ZQ e &:1pm — QX

definidas por

1 sexeU
nx,)()(U) =
0 sexgU
e
{n(z) = X,

estabelecem uma adjuncao dual entre a categoria dos espacos topoldgicos e a categoria

dos reticulados locais. ]

A restrigdo desta adjungao dual as respectivas subcategorias plenas dos espacos
sébrios [43] e dos reticulados locais espaciais é uma equivaléncia dual, e é a “maior”
dualidade nela contida. E habitual considerar os reticulados locais como espagos
topoldgicos generalizados, tendo em conta no entanto que um espago topoldgico é essen-
cialmente determinado pelo reticulado dos seus conjuntos abertos quando é sébrio, mas
que, além desse ponto, espacos e reticulados locais divergem.

Como ) é contravariante, ao pensar topologicamente em reticulados locais é usual
trabalhar-se na categoria dual de Frm, isto é, na categoria Loc dos locales. Nestas
circunstancias, 2 : Top — Loc e ¥ : Loc — Top sado covariantes. Ao longo deste
trabalho, contudo, permaneceremos sempre em Frm.

Recordemos algumas nocgoes e propriedades de reticulados locais que serao uti-
lizadas ao longo do texto.

Um subconjunto M de L é um sub-reticulado local de L se 0,1 € M e M for fechado
para infimos finitos e supremos arbitrarios.

Um reticulado local L diz-se:

e compacto se 1 =\/ S implica 1 = \/ S’ para algum subconjunto finito S’ de S;

e regular se, para todo o z € L, x = \/{y € L | y < z}, onde y < x significa que

yANz=0exVz=1para algum z € L. Em termos do pseudocomplemento

y*:\/{zeL\z/\y:O},
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y < x é equivalente a y* Vo = 1.

e normal se xVy = 1 implica a existéncia de u e v em L satisfazendo u Av =0 e

zVu=1=yVo.

Assim, para qualquer espago topoldgico (X, 7), o reticulado local Q(X,7) é com-
pacto, regular ou normal se e sé se (X,7) é, respectivamente, compacto, regular ou
normal no sentido topoldgico usual. Além disso, qualquer reticulado local compacto e
regular é normal.

A férmula de DeMorgan

(V) = Asi

il icl
é verdadeira em qualquer reticulado local.
Quanto a sua dual, somente a desigualdade trivial
*
icl iel
se verifica.

A propésito refira-se que, sendo f : L — L’ um homomorfismo de reticulados
locais, também se verifica somente a desigualdade trivial f(z*) < f(x)*. Obviamente,
se L é um reticulado local booleano, isto é, uma algebra de Boole, a igualdade f(z*) =
f(x)* é verdadeira para qualquer = de L. Note-se que um reticulado local L é booleano

se e s0 se, para todo o x € L, x V x* = 1 ou, equivalentemente, z** = .

2. Bi-reticulados locais e espacos bitopoldgicos

Do mesmo modo que os espagos topoldgicos motivam a nogao de reticulado local,
os espagos bitopoldgicos (primeiramente estudados por Kelly [47]) motivam a nogao de
bi-reticulado local. Esta ideia é devida a Banaschewski, Briimmer e Hardie [7]. Um bi-
-reticulado local é um triplo (Lo, L1, La), no qual Ly é um reticulado local e Ly e Lg s@o
sub-reticulados locais de L tais que cada elemento de Ly é supremo de infimos finitos
de L1 ULs. Um homomorfismo de bi-reticulados locais f : (Lo, L1, La) — (Lg, L}, L)

é um homomorfismo de reticulados locais f : Ly — L que aplica L; em L) (i € {1,2}).




2.  Bi-reticulados locais e espagos bitopoldgicos

Denotamos as categorias dos espacos bitopoldgicos e aplicacoes bicontinuas e dos
bi-reticulados locais e homomorfismos de bi-reticulados locais por, respectivamente,
BiTop e BiFrm. A adjuncao dual entre as categorias Top e Frm pode ser estendida aos

espacos bitopoldgicos e aos bi-reticulados locais [7]:

e O functor aberto contravariante §2 : BiTop — BiFrm faz corresponder a cada
espago bitopoldgico (X, 71, 72) o bi-reticulado local (7; V 7z, 71, 73), sendo 71 V75
a topologia menos fina que contém 77 e 75. Para qualquer aplicagdo bicontinua
(X, Nh,T%h) — (X,7,5), Qf) : UX", T/, 7)) — QX,T1,T3) é definida
por Q(f)(U) = f~1(U) para qualquer U € 7} V 7.

e O functor espectral contravariante Y. : BiFrm — BiTop é definido do seguinte
modo: para um bi-reticulado local L = (Lo, L1, La), X(L) = (ptLo,{¥; : = €
L1}, {¥y : y € La}) onde, para cada & € L U Ly, ¥, designa o conjunto {p €
ptLg : p(x) = 1}. Para qualquer homomorfismo de bi-reticulados locais f : L —

L', a aplicagao bicontinua X(f) : ©(L') — 3(L) é definida por X(f)(¢) =& - f.

e Estes functores definem uma adjuncao dual entre BiTop e BiFrm, com unidades

de adjuncao

nxnn) (X, T, TH) — XX, T, )

£(L07L1,L2) : (Lo, Ly, L2) B QE(LO, Ly, Lg)

definidas por

1 sexeU
Nxn.5) (@)(U) =
0 sexglU

£(L0,L1,L2) (f[f) = Zx

Para uma informacao detalhada sobre bi-reticulados locais indicamos [7] e [69].
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3. Quocientes de reticulados locais

Como um reticulado local é uma estrutura algébrica, existe um método conve-
niente de construir imagens homomorficas de reticulados locais como quocientes por
congruéncias ([42], [48]):

Seja R uma relacao binaria num reticulado local L. Um elemento x € L diz-se

R-saturado (segundo a terminologia de [49]) se, para quaisquer ¥y, z, w em L,
yANw <z zANw<zx

sempre que (y,z) € R. Em Kiiz [48] estes elementos sao designados R-coerentes e
em Banaschewski [3] elementos R-compativeis. Infimos de elementos R-saturados sio
ainda R-saturados e, por isso, podemos definir uma aplicac¢do x : L — L sendo k(x),
para cada x € L, o menor elemento R-saturado maior ou igual a x. Denotemos o

contradominio x(L) por L/R.

Teorema 3.1. (Kiiz [48])

(a) Se em L/R definirmos os infimos como em L e os supremos por | |ic;x; =
k(Vier zi), obtemos um reticulado local. Além disso, kK : L — L/R € um

homomorfismo de reticulados locais tal que k(x) = k(y) quando (x,y) € R.

(b) Se f: L — L' é um homomorfismo de reticulados locais tal que f(x) = f(y)
sempre que (x,y) € R, entao existe um unico homomorfismo de reticulados locais

g:L/R— L' tal que g- k= f. [

4. Conjuntos descendentes e filtros

Quando A é um subconjunto de um conjunto pré-ordenado (L, <), definimos

|A:={z e L |z <aparaalguma € A}

TA:={zr € L|a<xparaalgum a € A}.




5. Coprodutos bindrios de reticulados locais

O conjunto A é dito um conjunto descendente (respectivamente um conjunto ascen-
dente) de L se | A = A (respectivamente T A = A). Como a intersecgao de conjuntos
descendentes é um conjunto descendente, o conjunto D(L) de todos os conjuntos des-
cendentes de L é um reticulado completo, sendo mesmo um reticulado local.

Denotaremos por [z, y] a interseccao T{z}N [{y}.

Suponhamos que em (L, <) existe precisamente uma unidade bem como o infimo
x Ay de qualquer par de elementos. Nestas condi¢oes, um subconjunto F' de L diz-se um
filtro de (L, <) se for um conjunto ascendente fechado para infimos finitos (contendo,
em particular, a unidade 1). Um subconjunto F’ de um filtro F diz-se uma base de F'
se 1F' = F. Um subconjunto I’ de L é uma base de algum filtro em L se e sé se,
para quaisquer z,y € F’, existe z € F’ tal que z < x A y. Neste caso o filtro gerado

por F’, isto é, o filtro do qual F’ é uma base, é o conjunto TF’.

5. Coprodutos binarios de reticulados locais

O coproduto

LI @ L2 I

de dois reticulados locais L e Ly pode ser construido do seguinte modo (v. p. ex. [17]
ou [43]): consideremos o produto cartesiano L X Ly munido da ordem usual. Obtemos

L; & Ly como o reticulado local D(L; x La)/R onde R consiste em todos os pares do

tipo
(1{(,0)},0),
(1{(0,9)},0),
(s U Hen))
sesS

({wVsh U H{@)})
seS
De um modo equivalente, definindo um C'-ideal de L1 X Lo como um conjunto descen-

dente A C L1 x Lo satisfazendo

{z}xSCA = (v,\/5)eA
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Sx{yrca = (\Sy)e4

uma vez que a interseccao de C-ideais é ainda um C-ideal, o conjunto de todos os

(C-ideais de L1 x Ly é um reticulado local no qual

A Ai=[4

icl iel

\/ A; = ﬂ{B | B é um C-ideal e UAi C B};
iel =4

este reticulado local coincide com Li @ Ls. Note-se que o caso S = ) implica que
qualquer C-ideal contenha o C-ideal | (1,0) U | (0,1), que é o zero de Ly & Lo, e
que denotaremos por Or, a1, (ou simplesmente por O quando dai nao advier nenhuma
ambiguidade). Obviamente, cada | (x,y)UO é um C-ideal, que denotaremos por x@y.
Por fim, basta definir ur, () =2 ® 1 e ur,(y) = 1 ® y. Os seguintes factos ser-nos-ao

Uteis:

e Qualquer que seja E € L1 @ Lo, E = \{z @y | (x,y) € E} e, portanto, os

C-ideais da forma x & y geram por supremos o reticulado local Li @ Lo;
e tdy=0seesésex=0ouy=0;
e V{z®s|seSt=za(VS) e V{sdylseSt=(VI oy
e {sdt|seSteTt=(AS)d(AT);
o r <yez<wimplicamx® z Cy D w;
e O#2x0yCz2dwimplicaxr <zey<w.
Notemos que L @ 2 é isomorfo a Li: basta considerar o diagrama de coproduto
L5072

onde ¢ designa o unico morfismo de 2 em L;. Por este isomorfismo, o elemento x @ 1

¢é identificado com z e £ ©® 0 com O.




6. Conexoes de Galois

Para quaisquer homomorfismos de reticulados locais f; : Ly — L., (i € {1,2}),
escrevemos f1 @ fo para denotar o tnico morfismo de L; & Lo em L} @ L, que torna o

seguinte diagrama comutativo

uLl UL2
14 Li&® Ly Lo
|
|
|
h L f1© fa f2
|
(O ¢ UL/2
L T oLy L,

E claro que

(o )V o) =V (Al) ® hi)

vel yel’

6. Conexoes de Galois

Finalizamos este capitulo com uma nocao que o leitor decerto ji encontrou, pelo
menos no quadro dos conjuntos parcialmente ordenados. Uma conexdo de Galois entre
conjuntos parcialmente ordenados A e B é definida como um par (f,g) de fungoes

f:B— Aeg:A— B preservando a ordem e satisfazendo a condicao
f(b) <a seesése b<g(a)
para todo o a € A e todo o b € B. Esta ultima propriedade é equivalente a dizer que
frg<laelp<g-f

Considerando A e B como categorias (v. p. ex. MacLane [52]) e f e g como
functores, uma conexao de Galois exprime uma adjuncao entre A e B: o par (f,g) é

uma conexao de Galois se e 86 se g é adjunto a esquerda de f (e neste caso escreve-se

g-f).
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Infelizmente a maioria dos resultados interessantes sobre conexoes de Galois nao
sao validos para situacoes gerais de adjuncao. No entanto, para o seguinte nivel de ge-
neralidade as propriedades mais importantes das conexoes de Galois continuam validas
(veja [36]):

Sejam A e B categorias concretas e sejam G : A — B e F : B — A functores

concretos; o par (F,G) diz-se uma correspondéncia de Galois se

F-G<lyelg<G-F

Notas sobre o Capitulo 0:

(1) Todos os resultados apresentados neste capitulo sdo bem conhecidos. Cita-
mos o primeiro capitulo de Johnstone [43] como referéncia para as nogoes
bésicas de Teoria dos Reticulados que utilizamos. O Compéndio de Reticu-
lados Continuos [31] é também uma referéncia til para o tipo de resultados

sobre reticulados que utilizamos.

(2) A ideia da adjungao do Teorema 1.2, devida a Papert e Papert [58], ocorreu
no Semindrio de Erhesmann (1958) e foi posteriormente desenvolvida por
Isbell em [39].

(3) O Teorema 3.1 é devido a Kiiz [48]. Contudo, a ideia principal desta abor-
dagem pertence a Johnstone [42], que formulou o teorema numa forma um

pouco menos geral.
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CAPITULO 1

RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES

NO SENTIDO DE WEIL

E bem conhecido o facto de que uma uniformidade num conjunto X pode ser
descrita de trés modos diferentes: como uma familia de relagoes binarias reflexivas
(“vizinhangas da diagonal”) em X, como uma familia de coberturas (“coberturas

uniformes”) de X ou como uma familia de pseudométricas em X.

Na Teoria dos Reticulados Locais a nogao de uniformidade — na forma de
um sistema de coberturas — foi introduzida por Isbell em [39]. Como existe um
interesse corrente em reticulados locais uniformes, parece-nos desejavel completar
o quadro para reticulados locais, isto é, ter caracterizagoes para as uniformidades
analogas as caracterizagoes para espacos dadas em termos de vizinhancas da dia-

gonal ou pseudométricas. Esta é a principal motivacao para esta tese.

Recentemente, em [23], Fletcher e Hunsaker apresentaram uma formulagéo
equivalente para esta nogao, a que chamaram “entourage uniformity” visto lhes
parecer ser esta a nogao para reticulados locais andloga a de Weil para espagos.
No entanto, esta nao é a nossa opinido. O objectivo deste primeiro capitulo é o de
apresentar uma caracterizagao de uniformidades para reticulados locais no estilo de
Weil. Formulamos e investigamos uma definicao de uniformidade, alternativa a de
Fletcher e Hunsaker, que é, na nossa opiniao, mais parecida com as uniformidades
de Weil para espagos pois é expressa em termos de coprodutos de reticulados
locais, isto é, produtos de locales. Identificamos ainda esta nova nogao com as
anteriormente conhecidas, provando o isomorfismo (concreto) entre as respectivas

categorias.

11



RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE WEIL

1. Espacgos uniformes

A nocao de uniformidade num conjunto X foi introduzida nos anos 30 por André

Weil em termos de subconjuntos de X x X contendo a diagonal
Ax ={(z,z) : z € X},

chamados “vizinhangas da diagonal” (do francés “entourages de A dans X x X”). A

abordagem cldssica deste assunto pode encontrar-se no Capitulo II de Bourbaki [15]:

Definicoes 1.1. (Weil [76]) Seja X um conjunto.

(a) Um subconjunto F de X x X diz-se uma vizinhan¢a da diagonal de X se contém

a diagonal Ax.

(b) Uma wuniformidade em X é um conjunto £ de vizinhancas da diagonal de X

satisfazendo as seguintes condicoes:

(UW1) & é um filtro do reticulado completo (W Ent(X), C) das vizinhancas da
diagonal de X;

(UW2) para cada E € £ existe F' € £ tal que a vizinhanca da diagonal
FoF :={(r,y) € X x X | existe z € X tal que (z, 2), (z,y) € F}

esta contida em E;

(UW3) qualquer que seja E € £ o conjunto
E~ = {(z,y) € X x X | (y,2) € E}
também pertence a €.

O par (X, &) é entdao chamado um espago uniforme.

(¢) Uma fungao f: (X,&) — (X', &), onde (X, &) e (X', &) sao espagos uniformes,

diz-se uniformemente continua se, para qualquer E € &', (f x f)~Y(E) € €.

12



1.  Espacos uniformes

Uma base de uma uniformidade £ é uma subfamilia £ de &€ tal que 1& = &. Uma
colec¢ao &£’ de vizinhangas da diagonal de X é entao uma base de alguma uniformidade

se e s6 se é uma base de um filtro de (W Ent(X), Q) e satisfaz (UW2) e a condicao
para cada E € &' existe F € £ tal que F~! C E.

Qualquer uniformidade £ em X induz em X uma topologia 7¢ (chamada topologia

uniforme) definida do seguinte modo:

A € T¢ se, para todo o x € A, existe E € £ tal que Elz| == {y € X |
(x,y) € E} C A.

&
Dados A, B C X, escrevemos A<IB se Fo (A x A) C B x B para algum E € £&. Uma
&
vez que A x A C Eo (A x A), arelacdo de ordem < é mais forte do que a inclusao
C. Por uma questao de referéncia ulterior registemos o seguinte resultado, que é bem

conhecido:

Proposicao 1.2. (Weil [76]) Seja (X,E) um espaco uniforme. Entdo, qualquer que
E
seja AeTg, A=U{B €7 | B4A}. [

Além desta axiomatizacao da nocao de uniformidade, existe uma outra, devida a
Tukey [75], que lhe é equivalente e na qual o termo bésico é o de “cobertura uniforme”

de X:

Definigoes 1.3. (Tukey [75]) Seja X um conjunto.

(a) Um subconjunto U de P(X) é uma cobertura de X se Uy, U = X. Dado
A C X, o elemento

st(A,U) = {U eU |UN A #0}

diz-se a estrela de A em U. Uma cobertura I/ é um refinamento de uma cobertura

V, e nesse caso escreve-se Y < V, se para cada U € U existe V € Vtalque U C V.

(b) Uma uniformidade de coberturas em X é um conjunto u de coberturas de X tal

que:

13



RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE WEIL

(U1l) p é um filtro do conjunto pré-ordenado (Cov(X), <) das coberturas de X;

(U2) para cada U € p existe V € p tal que a cobertura
V* = {st(V,V) |V € V}
¢ um refinamento de U.

Uma base de uma uniformidade de coberturas p é uma subfamilia ' de p tal que
T = p. Evidentemente, y/ é uma base de alguma uniformidade de cobertura em X
se e s6 se é uma base de um filtro de (Cov(X), <) tal que, para cada U € ', existe

V € i satisfazendo V* < U.

Teorema 1.4. (Tukey [75]) A familia p das coberturas uniformes de um espago uni-
forme (X, &), isto €, a familia de todas as coberturas refinadas por uma cobertura da
forma E[z], para algum E € &, é uma base de uma uniformidade de coberturas em X.

Reciprocamente, dada uma uniformidade de coberturas p num conjunto X, a familia

dos conjuntos

U w xv),

veu
para U € u, constitui uma base para uma uniformidade em X, cujas coberturas umni-

formes sdo precisamente os elementos de . |

Sob um ponto de vista categorial isto quer dizer que existe um isomorfismo concreto
entre as categorias dos espagos uniformes de Weil e dos espacos uniformes de Tukey
(que sao concretas sobre a categoria dos conjuntos). Informalmente, significa que as
descrigoes destes “conjuntos estruturados” apesar de diferentes sdo essencialmente a
mesma e podemos substituir uma estrutura por outra sem problema nenhum. Portanto
as coberturas também descrevem a uniformidade de um espago uniforme e podemos
assim definir um espago uniforme como um par (X, u) formado por um conjunto X e
uma familia ;1 de coberturas de X satisfazendo os axiomas (Ul) e (U2) da Definigao
1.3.

Nesta linguagem, a topologia uniforme induzida por (X,U) é o conjunto de todos
os subconjuntos A de X tais que, qualquer que seja x € A, existe U € p satisfazendo

st(x,U) C A. A Proposicao 1.2 pode agora reescrever-se na seguinte forma:

14



2.  Reticulados locais uniformes

Proposicao 1.5. (Tukey [75]) Seja (X, p) um espago uniforme definido em termos
de coberturas e seja T, a topologia uniforme a ele associada. Entdo, para qualquer
AcT,, A=U{BeT,| B4 A}, onde por B4A queremos significar que existe U € p
tal que st(B,U) C A. [

Uma aplicagao f: (X, pu) — (X', 1), sendo (X, ) e (X', 1’) espagos uniformes, é

uniformemente continua se e s6 se, qualquer que seja U € i/,
U ={U)|Ueu}

pertence a pu.

2. Reticulados locais uniformes

A abordagem de Tukey aos espacos uniformes por via das coberturas foi a primeira
a ser estudada no contexto dos reticulados locais. Em [39] Isbell introduziu uma teo-
ria de uniformidades para reticulados locais em termos de coberturas, posteriormente
desenvolvida com grande detalhe por Pultr ([63], [64]). Subsequentemente Frith [29]
estudou estruturas uniformes de um ponto de vista mais categorial, fazendo também
uso de coberturas de reticulados locais.

De agora em diante, ao longo de todo o texto, L denotard sempre um reticulado
local.

Um subconjunto U C L diz-se uma cobertura de L caso \/ ¢y x = 1. Dado x € L,
o elemento

st(x,U) :\/{ye UlyAx#0}

é chamado a estrela de x em U. O conjunto das coberturas de L pode ser pré-ordenado
do seguinte modo: uma cobertura U é um refinamento de uma cobertura V', e escreve-
-se U <V, sempre que, para cada x € U, existe y € V com x < y. Obtemos desta
maneira um conjunto pré-ordenado com infimos e supremos: defina-se como U AV a
cobertura {z Ay |z € U,y € V} e como UV V exactamente a unido U U V.

Para cada familia &/ de coberturas de L consideremos a relagao de ordem em L

definida por

15



RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE WEIL

u
x <y (ler “y estd fortemente abaizo de x relativamente a U”) se existe

U € U tal que st(z,U) <y.

Notemos que estas relagoes de ordem sao mais fortes do que < pois z < st(z,U) para

toda a cobertura U.

A Defini¢ao 1.3 e a Proposicao 1.5 motivam a nogao de reticulado local uniforme:

Definigoes 2.1. (Isbell [39])

(a)

Seja L um reticulado local. Uma familia ¢/ de coberturas de L diz-se uma base

de uma uniformidade em L caso satisfaca as seguintes propriedades:
(U1l) U é uma base de um filtro do conjunto pré-ordenado (Cov(L), <) das cober-
turas de L;
(U2) para cada U € U existe V € U tal que V* := {st(z,V) |z € V} < Uj;
u
(U3) paracadaxz € Lvalex =\{y€ L|y < z}.

Uma uniformidade em L é um filtro U de coberturas de L gerado por uma base

de uma uniformidade. O par (L,U) é entdao chamado reticulado local uniforme.

Sejam (L,U) e (L',U") dois reticulados locais uniformes. Um homomorfismo de
reticulados locais f : L — L' é um homomorfismo uniforme se, para qualquer

Uel, f(U)={f(x)|zeU}eld.

Denotaremos por UFrm a categoria dos reticulados locais uniformes e dos homo-

morfismos uniformes.

Esta categoria pode ser relacionada com a categoria Unif dos espacos uniformes e

aplicagoes uniformemente continuas através dos functores aberto e espectral [29]:

e O functor aberto €2 : Unif — UFrm aplica cada espago uniforme (X, u) no reticu-

lado local uniforme (7,,,Us, ), sendo 7, a topologia induzida por u e U, a familia
das coberturas 7,-abertas de p. Se f : (X,u) — (X', ') é uniformemente
continua, entdo Q(f) : X', 1) — Q(X, ) definida por Q(f)(U) = f~YU) é

um homomorfismo uniforme.
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8. Reticulados locais uniformes de Fletcher e Hunsaker

e O functor espectral 3 : UFrm — Unif faz corresponder a cada reticulado local
uniforme (L,U) o espaco uniforme (ptL, u,1,), sendo pu,r, o filtro de coberturas de
ptL gerado por {{Ex cxeU}|Ue€ L{}, onde ¥; = {p € ptL | p(xr) = 1} como
definimos anteriormente. Para qualquer homomorfismo uniforme f : (L,U) —

(L', U'), £(f) : (L', U") — B(L,U) é definido por Z(f)(p) =p- f.

Teorema 2.2. (Frith [29]) Os dois functores contravariantes Q e ¥ acima definidos

estabelecem uma adjuncao dual, com unidades de adjunc¢do
X ,u) - (Xa M) - EQ(Xv H) € g(L,Z/{) : (L,U) - QE(L,U)

dadas por nx ;) () (U) =1 se e s6 se x € U e §p ) (7) = Xy [

3. Reticulados locais uniformes de Fletcher e Hunsaker

Em [39], além de definir reticulados locais uniformes via coberturas, Isbell também

sugere a existéncia de uma teoria de uniformidades via vizinhangas da diagonal:

“Entourages ought to work, but not in the present state of knowledge of

product locales”.

Fletcher e Hunsaker, num artigo recente [23], foram os primeiros a estudar uma tal
hipétese e como resultado produziram uma nova teoria de uniformidades que provaram
ser equivalente & de Isbell, e na qual o termo bésico utilizado é o de “entourage” (que
designa determinadas aplicagdes do reticulado local nele préprio).

Denotemos por O(L) a familia das aplicagoes de L em L que preservam a ordem.

O par (O(L), <), onde < é definida por
e<f=VazeLe(x)< f(x)
é um reticulado local; as operagoes de supremo V e de infimo A sdo dadas por

(eV f)(x)=ce(z)V f(z)e (e f)(z) =e(x) A f(x) paratodooz € L.
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RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE WEIL

Dados e € O(L) e © € L, x diz-se e-pequeno se x < e(y) sempre que = Ay # 0.

Uma aplicagao e de O(L) é uma vizinhanc¢a de L se o conjunto de todos os elementos

e-pequenos de L for uma cobertura de L. Notemos que, neste caso, ¢ < e(x) para todo

o x € L (e, consequentemente, e” < e"*! para todo o natural n) . De facto,

x:x/\\/{y € L |y é e-pequeno} = \/{x/\y | y é e-pequeno e z Ay # 0} < e(x).

M

Dados um conjunto M de vizinhancas de L e x,y € L, escreveremos x<ly para

, M
indicar que existe e € M tal que e(x) < y. E ébvio que <1y implica = < y.

Definicoes 3.1. (Fletcher e Hunsaker [23])

(a)

Seja L um reticulado local. Uma familia M de vizinhancas de L é chamada uma
base de uma uniformidade em L no caso de se verificarem as seguintes quatro

condigoes:

(UE1l) quaisquer que sejam e, f € M existe ¢ € M que preserva supremos
arbitrarios e tal que g < eA f;

(UE2) para cada e € M existe f € M tal que f- f <e;

(UE3) quaisquer que sejam e € Mex,y € L, zNe(y) = 0se e s6 se e(x) Ay = 0;

(UE4) qualquer que seja x em L vale x = \/{y € L | y/él/ta;}

Um subconjunto M de O(L) diz-se uma uniformidade de vizinhang¢as de L se for

gerado por uma base M’ de uma uniformidade, isto é,
M={ec O(L)| existe f € M’ tal que f <e}.
O par (L, M) diz-se entao um reticulado local uniforme por vizinhangas.

Sejam (L, M) e (L', M’) reticulados locais uniformes por vizinhangas. Um homo-
morfismo uniforme f : (L, M) — (L', M’) é um homomorfismo de reticulados

locais f: L — L’ tal que, para todo o e € M, existe g € M’ com g- f < f-e.

A categoria dos reticulados locais uniformes por vizinhancas e dos respectivos ho-

momorfismos uniformes sera designada por EUFrm.
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4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

Vamos agora, seguindo a sugestao de Isbell [39] acima referida, expér uma via alter-
nativa a estas uniformidades de Fletcher e Hunsaker, expressa em termos do coproduto
L & L, mostrando deste modo que vizinhancas da diagonal no estilo de Weil também
funcionam no contexto dos reticulados locais.

Consideremos o produto cartesiano L X L munido da ordem usual. Dados dois

conjuntos descendentes A, B de L x L, escreveremos A - B para designar o conjunto
{(z,y) € L x L | existe z € L\ {0} tal que (z,z) € Ae (z,y) € B}

e escreveremos A o B para designar o C-ideal gerado por A - B.
A operagao o, que em geral nao é comutativa, é no entanto associativa e, portanto,

o uso de parénteses para composi¢oes sucessivas como
A"=Ao0Ao---0A (n factores)

é desnecessario.
Dado A € D(L x L), A~! := {(x,y) € L x L | (y,x) € A} e dizemos que A é

simétrico se A= A~1. O elemento

ViveL|(y,y) e Ajynz+0}

serd denotado por st(z, A). A proposicao seguinte lista algumas propriedades 6bvias

destes operadores.

Proposicao 4.1. Sejam x,y € L e A,B € D(L x L). Entao:
(@) (z@y) ' =y@a;
(b) (AoB) "' =B"1oA;
(c) AcO=00A=0;

(d) st(z,A) Py C Ao(xdy) e xDst(y,A) C(xdy)oA. [
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RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE WEIL

A aplicacao

ko : D(LxL) — D(LxL)
A= {@ V) Hapx s S ALU{(VS,y) [ 5% {y} € 4}

é um pré-nicleo [4]. Consequentemente,
Fiz(ky) ={A€eD(L x L) | ky(A)=A}=LeL
é um sistema de fecho, e o operador de fecho a ele associado é entdo dado por
k(A)=({BeL&L|ACB},

ou seja, k(A) é o C-ideal gerado por A. O seguinte lema, de natureza técnica, desem-

penha um papel crucial na nossa abordagem.

Lema 4.2. Sejam A,B € D(L x L). Entdo:

(a) k(A)ok(B)=AoB.

Demonstracao.

(a) Basta provar que k(A) - k(B) C k(A - B). Para isso, consideremos o seguinte

conjunto nao vazio
E={Fe€D(LxL)|ACECEK(A),E-BCk(A-B)}

e verifiquemos que ko(E) € E quando F € E.

Sejam entao (z,y) € ko(E) - B e z # 0 tais que (x,z) € ko(E) e (z,y) € B. Se
(z,2z) = (x,V S) para algum S satisfazendo {z} x S C E, existe s € S nao nulo
tal que (x,s) € E e (s,y) € B e, portanto, (z,y) € E- B C k(A - B). Por outro
lado, caso (x,z) = (\/ S, z) para algum S com S x {z} C E, (s,y) € E - B para
cada s € S e, entdo, (z,y) € ko(E - B) C k(A - B).

Além disso, qualquer que seja o subconjunto nao vazio F de E, Upcp F' € E,

pois (Upep F) - B € Upep(F - B). Portanto S = Ugcg E pertence a E, isto é,
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4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

E possui um elemento maximal S. Mas ko(S) € E logo S = ko(5), ou seja, S é
um C-ideal. Entao k(A) = S € E e, consequentemente, k(A)- B C k(A- B). Por
simetria, A-k(B) C k(A - B).

Concluindo, temos k(A) - k(B) C k(A - k(B)) C k*(A- B) = k(A - B), como

desejavamos.
(b) Consideremos A € D(L x L) e seja
E={FecDLxL)|A'CECkKA),ECkA)'}

O conjunto E é nao vazio e ko(E) € E sempre que £ € E. Além disso,
qualquer que seja F C E, Upcp ' € E. Consequentemente, E possui um
elemento maximal S que é necessariamente k(A~!) uma vez que S = ko(9)
e A1 C S C k(A™!). Portanto k(A™!) C k(A)~!. Como A é arbitrério,
kE(A)~t C k(A1) isto é, k(A1) = k(A)™L. |

O operador k também pode ser obtido de kg por indugao transfinita sobre a classe
Ord dos ordinais:

Se definirmos, para cada A € D(L x L) e para cada ordinal j3,
o K3(4) = 4,

o ko (A) = ko(k§(A)) se B =a+1

o kJ(A) = V{k§(A) | @ < B} se 8 é um ordinal limite,

entao k = Vgeora kg . Assim, o lema precedente pode ser provado por indugao trans-

finita. O caminho que seguimos (motivados por [4] e [5]) evita o uso de ordinais.

Definigao 4.3. Definimos uma vizinhan¢a da diagonal de Weil (ou, abreviadamente,
vizinhanga da diagonal) em L como um elemento E de L @& L para o qual existe uma
cobertura U de L satisfazendo

\/ (rdx) CE.
zeU
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Dizer que E é uma vizinhanca da diagonal de Weil é equivalente a dizer que
{rel]|(x,z) € E}

é uma cobertura de L.
A familia W Ent(L) das vizinhancas da diagonal de Weil em L pode ser ordenada

por inclusao. Trata-se de um reticulado completo.

Proposicao 4.4. Seja E uma vizinhanca da diagonal de Weil. Entdo:
(a) para qualquer x € L, x < st(x, E);
(b) E™ C E™*Y, para todo o natural n;

(c¢) qualquer que seja A € D(L x L), AC(EoA)N(AoE).

Demonstracao.

(a) Consideremos = € L. Temos
z=xAN\{yeLl|(yy) e BY=\{zAyl(yy) € B,z Ny 0} < st(z,E).

(b) Basta provar que E C E2.

Consideremos (z,y) € E. Pela alinea (a), y < st(y,E). Mas, atendendo a
Proposicio 4.1 (d), z @ st(y, E) C (z ®y) o E C E%. Consequentemente (z,y) €
E2.

(c) Seja (z,y) € A. Os casos = 0 ou y = 0 sao triviais. Se z,y # 0, como

x=V{zANz]| (2,2) € E,x ANz # 0} e, para qualquer (z,z) € E satisfazendo
xANz#0, (z,y) € EoA, concluimos, por defini¢ao de C-ideal, que (z,y) € Eo A.

Analogamente, A C Ao FE. [

Seja & um conjunto de vizinhangas da diagonal de Weil. Por definicao, escrevemos
E
x<ly para significar que E o (x @ z) C y @ y para algum E € £.

A Definicao 1.1 e a Proposicao 1.2 sugerem-nos a introduc¢ao da seguinte definicao:
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4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

Definicoes 4.5.

(a)

(b)

Seja L um reticulado local e seja &€ C W Ent(L). Dizemos que o par (L,€) é um

reticulado local uniforme de Weil se:

UW1) &€ é um filtro de (W Ent(L), C);

UW2) para cada E € £ existe ' € £ tal que F o I C E;

UW3) qualquer que seja E € £, E~! também pertence a &;

(UW1)
(UW2)
(UW3)
(UW4)

&
UW4) paratodooxz € L, x =\/{y € L | y<dz}.
Dizemos nestas circunstancias que £ é uma uniformidade de Weil em L. Uma

familia £ de vizinhancas da diagonal de L diz-se simplesmente uma base de uma

uniformidade de Weil se T& for uma uniformidade de Weil.

Sejam (L, &) e (L', &") dois reticulados locais uniformes de Weil. Um homomor-
fismo uniforme de Weil f : (L,E) — (L',€’) é um homomorfismo de reticulados

locais f: L — L' tal que (f & f)(E) € & sempre que E € £.

Estes sao os objectos e os morfismos da categoria WUFrm.

E importante referir que as vizinhangas da diagonal de £ simétricas formam uma

base de £. De facto, se E € £ entdo E~! € £ logo EN E~! é uma vizinhanca da

diagonal de £ simétrica contida em E.

E
No caso de £ ser uma uniformidade de Weil, a relagao de ordem <1 pode ser expressa

de varias maneiras distintas:

Proposigao 4.6. Seja £ uma uniformidade de Weil em L e sejam x,y € L. As

sequintes asserg¢oes sao equivalentes:

(i)
(i)
(iif)
(iv)

&
1y,
(rdx)o ECydy para algum E € E;
Eo(x®1) Cyd1 para algum E € &;

(l1®x)oEC 1@y para algum E € E;
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(v) st(z,E) <y para algum E € £.

Demonstragao. Limitamo-nos a provar que (i) e (v) sdo equivalentes, dado que as
demonstragoes de que (ii), (iii) e (iv) sao equivalentes a (v) s@o andlogas.

(i) = (v): Para qualquer z com (z,z) € E e z Ax # 0, o par (z,z) pertence a
Eo(x®x) Cydy. Por esse motivo z < y.

(v) = (i): Para provar que :cgly basta assegurar que F o (x @ x) C y @y para uma
vizinhanca da diagonal simétrica F' € £ tal que F'? C E. Consideremos entdo a,b,c € L
tais que (a,b) € F, (b,c) < (z,7) e a,b,c # 0. Como (a,b) € F? e, pela simetria de
F, (b,a) € F?, temos (a Vb,aVb) € F? C E, pois (a,a) e (b,b) também pertencem a
F2. Logo (aVb,aVb) € E e, portanto, a < st(z, E), uma vez que (aVb) Ax > b # 0.
Entao a <yec <z <st(x,F) <y o que implica (a,c) € y D y. ]

E &
Em particular, segue desta proposicao que <1 é mais forte que <. Quando z<y

dizemos que z estd fortemente abaizo de y relativamente a E.

&
Observagao 4.7. Obviamente y<iz também implica que Eo (1 ®y) C 1@ x para
algum E € £ (note-se que a implicagao contraria nao é, todavia, verdadeira). Entao

podemos formular a condigao (UW4) da Defini¢ao 4.5 do seguinte modo:

£ £
Paracada J € L& L, J =\{I € L® L | ICJ}, onde ICJ significa que
Eol C Jparaalgum FE € £.

De facto, para qualquer J = \/Wep(a7 ®b,) € L ® L, podemos escrever
15 E & E
ay ® by = (\/{x €L | :L'<]CL7}> ® <\/{y eL| y<lb7}) =\{z@y|zda,y<dby},

& E
pois, qualquer que seja vy € I', ay = \/{z € L | z<da,} e by, = \V{y € L | y<iby}. Mas
E &
xr<la~ e y<1b, significam, respectivamente, que existem F1, E5 € & tais que Ejo(z®1) C
ay®1leEyo(1®dy) C1®by; logo
Eo(z®y) C (Eo(z®1))n (Eo(1@y)) C (ay dby),
para E = E; N By € £. Consequentemente,

E E £
V{zay|zda,,ydby} C\/{I €L®L|IC(a, @by}
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4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

Reciprocamente, para todo o x € L,
& &
zol={lcLoL|ICon} < (V{yel|yaz})al,
£ o e £
porque IC (z®1) implica, para qualquer (a,b) € I, a<dz,ie, I C (\/{y € L |y<dz})DL.
E
Entao x < \/{y € L | y<dx}.

~ £ . :
A relagdo de ordem < possui as mesmas propriedades que a correspondente ordem

u . .
< para uniformidades por coberturas:

Proposicao 4.8. Suponhamos que € é uma base de um filtro de (W Ent(L),C). En-

&
tao a relacdo < € um sub-reticulado de L x L com as sequintes propriedades:
&

E
(a) para quaisquer x,y,z,w em L, x < y<dz < w implica x<dw;
E
(b) x<dy implica x < y.
Além disso, no caso de £ ser uma base de uma uniformidade de Weil, tem-se:

E E E €&
(c) 4 éinterpoladora, isto é, se x<ly entdo existe z € L tal que x<1z<y;

&
(d) se f: (L,E) — (L',&") é um homomorfismo uniforme de Weil e x<ly entdo

f@)af ().

Demonstracao. Se Fio(z1®x1) Cy1Dyr e Eso(xa®xe) Cya @y com Ey, Fy € E

entao, imediatamente,

(E1 OEQ) o (CL’l N X2 D xq /\IEQ)

N

(El o(x1 @ $1)) N (Ez o(x2 @ 1'2))

(y1 @ y1) N (Y2 S y2)

N

C Y1 ANy Y1 Ayo.

&
Como £ é uma base de filtro, existe ' € £ tal que F' C E1NEs, e entao x1 Axa<lys Ayo
& &
quando z1<y; e x9<ly2. Por outro lado, se st(z1, E1) < y1 e st(ze, E2) < yo para

Ep, Ey € € entao st(z1 V xe, E1 N Ey) < y1 V ya porque
St(l’l Vxo, E1 N Eg) < St(.ﬁCl, El) V St(xg, EQ).

& & & &
Logo, z1<dy; e x2<lyz implicam (z1 V x2)<(y1 V y2) e a relaggo < é um sub-
, E &
-reticulado de L x L. E claro que 010 e 11 pelo que este sub-reticulado é limi-

tado.
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(a)
(b)

E ébvio.
Seja E € € tal que Fo (x @ x) Cy®y. Entao st(z, F) <y. Além disso
1 :\/{w €Ll|(w,w)eE}= st(m,E)\/\/{w €L|(w,w)e€ E,wAz =0}

Denotemos \V{w € L | (w,w) € E;,w Az = 0} por z. Como zAz = 0 e

zVy>zVst(x,E) =1, z separa = e y.

E
Suponhamos que z<1y e seja E € £ tal que st(z, E) < y. Consideremos ainda
, £ &
F € & tal que F? C E. E claro que z<st(z, F). Provemos que st(z, F)<y.
Como st(z, F?) < st(x, E) < y, basta mostrar que st(st(z, F), F) < st(z, F?), o

que ¢é verdade para qualquer C-ideal F:

De facto, como st(st(xz,F),F) = \/{y € L | (y,y) € F,y A st(z,F) # 0}, con-
sideremos y € L tal que (y,y) € F e y A st(z, F) # 0. Entao existe z € L tal
que (z,z2) € F,zANz#0ezAy#0. Mas (y,y ANz) € Fe(yAzz) € F pelo
que (y,2) € F?. Analogamente, (z,y) € F?. Como os elementos (y,y) e (z, z)
também pertencem a F2, (yV z,yV z) € F2. Em conclusdo, (yV z,y V z) € F?
e(yVz)Ax>zAx#0,logoy < st(x, F?) e st(st(z, F), F) < st(x, F?) como

pretendiamos.

Suponhamos que F o (z @ x) C y @ y para algum F € £. Aplicando o Lema 4.2
(a) obtemos
(o @ e (f@ o f@) = ( U (@of0) e (1)@ fla).
(a,b)EE

Se (2',y') < (f(a), f(b)) para algum (a,b) € E, (¢, 2') < (f(2), f(z)) ea’,y/, 2" #

0, entdao f(bAx) # 0. Daqui segue-se que bAz # 0 e (a,x) € Eo(x®x) Cydy,
y. Portanto, (f @ f)(E) o (f(z) @ f(z)) € fly) & f(y). Como

(f® f)(E) € F concluimos que f(x)il:f(y) [

ie., a,x <

Em particular, (b) implica que L é necessariamente um reticulado local regular.

De (c

) decorre que, assumindo o Axioma da Escolha para Conjuntos Numerdveis, L é

completamente regular.

E altura de apresentarmos alguns exemplos de reticulados locais uniformes.
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Exemplos 4.9.

(a)

Seja (L, d) um reticulado local métrico (consulte a Secgao I1.2 desta dissertagao
ou, para mais informacao, [64]). Para qualquer numero real ¢ > 0 seja F. =
V{iz® x| d(x) < €}. A familia (E,)e>0 é uma base para uma uniformidade de

Weil em L.

Para qualquer espago uniforme (de Weil) (X, &), seja 7¢ a topologia induzida por
& em X e consideremos a familia de todas as vizinhancgas da diagonal da forma

Veex (Elz] @ E[z]), com E € £. Imediatamente, para quaisquer E, F € &,

V ((BnF)al @ (B0 F)la]) € ( \ (Bl e E[:c])) n ( \V (Flal e F[:c])).

zeX reX reX

Além disso, para quaisquer E, F € £ com F simétrica e tal que F? C E,

(V Pl Flal)) o (V (Flsl @ Flh) € V/ (Bl @ Ele),

zeX reX rzeX

(\/(F[ﬂfl@F[w])>°(V@V)gU@U
reX

sempre que U,V C X e Eo(V xV) C UxU. Portanto esta familia de vizinhangas

da diagonal de Weil é uma base para uma uniformidade de Weil 7, em 7¢.

Consideremos agora uma algebra de Boole completa B. Para cada b € B, o
C-ideal
Ey,=(bab)V(b*®b")

é uma vizinhanga da diagonal de B. Pelo Lema 4.2 (a),
Byo By = ((b®b) U (" ®b)) o (b@B) U (1 @ b)),

Entao, obviamente, Ej o E} = Ejp. Analogamente, F o (b@b) = b® b, isto é, b
estd fortemente abaixo de b relativamente a { £} }. Portanto, temos uma sub-base
para uma uniformidade de Weil em B, ou seja, tomando todas as interseccoes
finitas de vizinhancas da diagonal de Weil deste tipo, formamos uma base para

uma uniformidade de Weil.
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(d) Do mesmo modo que a nogao categorial de grupo [52] produz na categoria dos

espacos topoldgicos os grupos topoldgicos, na categoria dos locales define os
chamados “grupos locdlicos” [40]. Portanto, um grupo locdlico é um cogrupo
na categoria dos reticulados locais, isto é, um reticulado local L equipado com
uma multiplicacao p : L — L@ L, um inverso ¢ : L — L e um elemento neutro

e : L — 2 satisfazendo as identidades
(e lp) -p= 1L ®p) - u,

(edly) - pu=1, =1 de) - p

V(Z@lL)HZV(lL@'L)/J/:US,

sendo V : L @& L — L a codiagonal e ¢ o morfismo 2 — L. Note-se que as

propriedades usuais de grupos

=1 (@),
onde 7 designa o tnico morfismo de L & L em L & L satisfazendo 7 - up, = u} e
7-u} = ur (ur e u} sdo as imersdes do coproduto), sdo também validas para
grupos locdlicos. E possivel munir estes grupos com estruturas de uniformidade
de Weil, de um modo andlogo ao caso espacial dos grupos topolégicos. Para cada

x € L tal que e(x) = 1 definamos
E,=(1p@d(u(x) e Ep=(@®1)(u(z)).

Proposigiao 4.10. &' ={FE. |z € L,e(x) =1} e & ={E" |z € L,e(z) = 1}

sao bases de uniformidades de Weil.

Demonstragao. Provaremos unicamente que £" é uma base de uma uniformi-

dade de Weil. A prova para ' é similar.
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Cada E7, é uma vizinhanca da diagonal de Weil porque V - (: @ 1) - p(x) = 1.
Com efeito, qualquer C-ideal A satisfazendo V(A) = 1 é uma vizinhanca da
diagonal de Weil: se A =\, cp(ay @ by) e V(A) = V,er(ay Aby) = 1 entdo
{ay Aby |y €T} é uma cobertura de L e \, cr(ay Aby @ ay Aby) C A.

Obviamente, E; N Ey = E7,, .

E" é uma base de um filtro de (W Ent(L), C).

Como e(z A y) = 1 sempre que £(x) = e(y) = 1,

A simetria é uma consequéncia do facto de que, para todo o z, (EL)~! = Ef(m)
que provaremos de seguida. Comecemos por escrever u(z) = V., cr(Ty ® yy).
Entdo E} =\ ep(2(z4) © yy). Por outro lado, como p-2=17-(2&1) - y, temos
w(1(x)) = Vyer((yy) ©2(z4)) e, consequentemente, Bl = Vyer(yy @ o(z4)).

Agora, consideremos E7 € £". Temos
e=12@e=(120¢) (e®1r)-p=(c®e)-p

Deste modo (e @ ¢) - u(z) = 1, isto é, \/{e(a) @ e(b) | (a,b) € u(x)} = 1. Por esse
motivo, existe (a,b) € p(z) tal que e(a) = £(b) = 1. E claro que (aAb, aAb) € u(z)
e e(a Ab) = 1. Denotemos a A b por y e provemos que Ej o E; C E;. Como
Ej o B ¢ a vizinhanga da diagonal de Weil

< \/ (2(a) ® b)) o ( \/ (1(a) ® b)> = < U (1(a) ® b)) o ( U (2(a) ® b)),

(a,b)ep(y) (a,b)En(y) (a,b)En(y) (a,b)en(y)

tomando (¢(a),b) com (a,b) € u(y) e (+(c),d) com (c¢,d) € u(y) tais que bA(c) #
0, da inclusao y ® y C p(x) segue que

wy) @ uy) C(pop) () =>0repel)  (polL) - (u(x)).

Entao
adbdcadC (lpepdly) - (pelr)- (u(x)).
Aplicando 17, & V- (11 @) @ 11, a ambos os membros desta inclusdo obtemos
a®(BAic)®dC (Ip@doaly) (ux)= \/ (aalpab).
(a,b)Ep()

Como b A1(c) # 0, entao (a,d) € u(x) e (1(a),d) € Ej. Logo Ej o Ey C E7.
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Por fim, verifiquemos a condi¢ao de admissibilidade (UW4). Da identidade (17, &

e) - u = 17, decorre que, para todo o z € L,
x:\/{a@e(b)|a€9b§,u(x)}:\/{a€L|EleLzs(b)zleaEBbg,u(x)},

pelo que nos resta provar que a estd fortemente abaixo de z relativamente a E”
sempre que existe b € L satisfazendo (b) =1 e a® b C p(x). Pela Proposicao
4.6 basta mostrar que st(a, E}) < z. Entao, seja (c,c) € Ej e cANa # 0.
Imediatamente #(c) ® ¢ C u(b). Por outro lado, a®b C pu(x). Consequentemente,
adb®a C (n@lL)(rDa)
=adpb)®a C (Ip@palr) (nolL)(z®a)

=adi(c)®a C (Ipopdly) (udly)(x®a).

Pela associatividade de pu,

(1rop®ly) (pelr) = (1pop)-p)®ly = (pdlL) p)@ly = (uol®1L) (ndly).
Segue-se
a®fc)®c®aC(pdl,®lL)  (ud1L)(z D a).

Aplicando (V- (11 ©1)) @ 11 & 11, a ambos os membros obtemos

aNcdcPa C (oc-e@lpdly) - (p@1lr)(z®a)

((o-e@lp) pelr)(zea)

= (((c®1p)-(e®1L) -pu) @ 1p)(x @ a)
(c@lpd1)(z @ a).

Mas o @ 11(z) = 1@z, donde (aAc)BcPa C1daxda ComoaAlc#0,
obtemos por fim ¢ @ a C z @ a. Em conclusdo, qualquer que seja (¢, c) € Ej com

cNa#0,c@aCxda. Logo st(a,Ey)®aCxz®ae st(a, E]) < x. [

Fazemos notar que, tal como para grupos topolégicos, a aplicagao 2 é um isomor-
fismo entre as duas estruturas: ¢+ ¢ um isomorfismo de reticulados locais, e, para

todooz € L,

(@ )(Ey) = (1©1)(® 1) (u(z)) = (12 ®1)(ul(x)) = Ej.
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Os functores aberto e espectral podem ser adaptados a este contexto. Basta para
isso definir o functor aberto € : Unif — WUFrm do seguinte modo: a cada espago
uniforme (X, ) fazemos corresponder o reticulado local uniforme de Weil Q(X, &) =
(7¢, €1, ) do Exemplo 4.9 (b), e a cada aplicacao uniformemente continua f : (X,&) —
(X', E&") o homomorfismo de Weil Q(f) : Q(X’, &) — Q(X, E) definido por Q(f)(U) =
f~YU). Obtemos deste modo um functor contravariante de Unif em WUFrm.

Em sentido inverso, sendo (L, ) um reticulado local uniforme de Weil, definamos,

para cada F € &,

Sp= | (Sex3y).
(z,y)EE

Denotemos ainda por &, a familia de todas as vizinhancas da diagonal de ptL que

contenham algum membro de {¥g : E € £}.

Proposigao 4.11. Para (L,£) € WUFrm, X(L,&) = (ptL,Epr) € um espago uni-

forme.

Demonstracao. Cada Xp é de facto uma vizinhanca da diagonal pois \/{z € L |
(z,z) € E} =1 implica que, qualquer que seja p € ptL, \/{p(x) | (z,z) € E} =1, i.e.,
a existéncia de algum par (z,z) € E tal que p(z) = 1.

A simetria de &y, é uma consequéncia da igualdade (2 g) =Yg

Sejam E,F € &; trivialmente, Xp N Xr = Ygnr ¢ E C F implicam Yy C Xp.
Entao {¥g : E € £} é uma base de um filtro de (W Ent(L), C).

Finalmente, assumindo que E, F € £ com F? C E, deduzimos que Yo Xp C Xg.
Para concluir isto, suponhamos que (p,q),(¢,7) € X e que (z,y),(2',y') € F com
p(z) = 1,7(y) = 1 eq(y) = q(@’) = 1. Entdo 2’ Ay # 0, logo (z,y') € F2 C FE e
(p,r) € XE. [

Lema 4.12. Suponhamos que f : L — L' é um homomorfismo de reticulados locais

e seja B € L& L. Entao

U CexZ)c U Erw x i)
(zy)e(fof)(E) (zy)eE
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Demonstracao. Este lema pode ser provado de um modo perfeitamente andlogo ao

do Lema 4.2; basta para isso considerar o conjunto

E = {V D' xL)|UCVCKU), | CexZ)C |J Spp x 2f(y))},
(z,y)EV (z,y)EE

onde

U= U (fl@)efly)eDEL x L),

(zy)EE
e verificar que U € E, que ky(V) € E quando V' € E e que J;c; Vi € E sempre que
todos os V; pertencem a E, o que é evidente depois de observado o facto essencial de

que p € Xy, para algum i € I, casop € Xy e v = ;o7 2;. [ |

Dado um homomorfismo uniforme de Weil f : (L,&) — (L', &’) definamos 3(f) :
N(L, &) — B(L, &) por L(f)(p) =p- [.

Proposicao 4.13. X(f) € uniformemente continua.

Demonstragao. Seja E € £. Entao

(S(f) xS Se) = {(p.q) eptLxptL|(p- f.q- f) € g}

= {(p,g) eptLxptL | 3I(z,y) € E:p € Xy e qe Lyt
Aplicando o Lema 4.12 obtemos
~1
(E(f) X E(f)) (XE) 2 E(taf) (k) € EptLr-

-1
Entdo (2(f) x 3(f))  (Zr) € Eppr. n

Em conclusao, ¥ é um functor contravariante de WUFrm em Unif.

Teorema 4.14. Os functores contravariantes ) e 2 acima construidos definem uma

adjun¢ao dual entre as categorias Unif e WUFrm.

Demonstragao. Para qualquer espaco uniforme (X,£&) seja nxe) @ (X,€) —
¥Q(X,E) dado por nxe)(7)(U) = 1 se e s6 se z € U. Verifiquemos que nx ¢) ¢

uma aplicacao uniformemente continua. Para isso, consideremos FE € £ e denotemos

32



4. Reticulados locais uniformes no sentido de Weil

por E a vizinhanga da diagonal \/ ¢y (E[z] © E[x]) de ptT¢. Necessitamos de verificar

que (1(x,e) X 1 X’g))_l(zﬁ) € £. Um simples céalculo revela-se suficiente:

(Mx.e) X nixe) (S5 = {(ﬂfay) ’ (77()(,5)(90)777()(,5)(3/)) e U Gux Ev)}
(UV)EE

= {(z,y) | AU, V)eE:2€U,yeV}
> k.

Como, para qualquer f : (X,&) — (X', &), nux e(f(@)) = nixe(x) - Qf), as
aplicagoes 7(x ¢) definem uma transformagao natural 7 : 1ynif — XQ. Além disso,
cada morfismo 7(x ¢) ¢ universal de (X, &) para X. Com efeito, dada uma aplicagao
uniformemente continua f : (X,€) — X(L,F), existe um e um s6 morfismo f :

(L, F) — Q(X,E) em WUFrm tal que o diagrama

N(X.E)
(X,€) - YQ(X,E)
(T
; | (f)
}
(L, F)

comuta:

Se exigirmos que, para todo o z € X, X(f) - Nix.e)(®) = f(x), entdo, necessaria-
mente, para quaisquer # € X ea € L, x € f(a) se e s6 se f(x)(a) = 1, isto é, qualquer
que seja a € L, f(a) terd que ser igual a f=1(3,) € Te. Além disso, este morfismo
f é um homomorfismo uniforme de Weil. Obviamente, é um morfismo de reticulados
locais. Para qualquer vizinhanca da diagonal de Weil F' em F, se considerarmos G € F
simétrica tal que G2 C F entdao E := (f x f)~}(3¢q) € &. Logo, de modo a provar que
f ® f(F) é uma vizinhanga da diagonal de Weil em Q(X, ), basta-nos mostrar que
Vaeex(E[z] ® E[z]) C f @ f(F). Mas, para cada = € X,

Bl = {yexuf(x),f(y))e U <zaxzb>}

(a,b)e@G
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= fvexiwoe U G xTon)
(a,b)eG

= U{7®) | (a,b) € G,z € F(a)},

Por outro lado, para quaisquer (a, b), (c,d) € G tais que = € f(a) N f(b),
(F0).7(@) € (Fo F(@) o (Fo F(G) € Fo (G

donde se conclui que

(Elz), Elz]) € f @ F(G*) € F & F(F).

Em conclusdo, temos uma adjungio dual, sendo nxs) uma das unidades da
adjungdo. A outra é dada por
Sre + (L,E) — QX(L,E)

T — Y-
5. O isomorfismo entre as categorias UFrm, WUFrm € EUFrm

O functor ¥ : UFrm — WUFrm

Seja U uma cobertura de L. Dizemos que z € L é U-pequeno se x < st(z,U)
sempre que x A z # 0, e que um par (z,y) € L x L é U-pequeno caso x Vy < st(z,U)
quando x Az # 0 e yAz # 0. Note-se que isto ndo implica que z e y sejam U-pequenos.
Contudo, (z,x) é U-pequeno se e sé se x é U-pequeno.

Seja U uma familia de coberturas de L. Para cada U € U consideremos a vizinhancga

da diagonal de Weil

EU = \/ ($EBJI),
zelU

e denotemos o conjunto {Ey | U € U} por &y.

O lema seguinte diz-nos que podemos controlar, em termos da nogao de U-pequeno,
os elementos que estao dentro da vizinhanca da diagonal Epy. Este resultado re-
-velar-se-a4 decisivo na conclusao de que as vizinhancas da diagonal de Weil também

servem para caracterizar as uniformidades de reticulados locais.
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5. O isomorfismo entre as categorias UFrm, WUFrm e EUFrm

Lema 5.1. Para U € Cov(L), se (x,y) € Ey entdo (x,y) é U-pequeno.

Demonstracao. Uma vez que Ey é simétrica, bastard provar que = < st(z,U)

sempre que (z,y) € Ey e yAz # 0. Mas isto é uma consequéncia do seguinte resultado:
Ey o (x1 ® x2) C st(x1,U) @ st(xe,U) para quaisquer x1,xs € L. (5.1.1)

De facto, por 5.1.1, Ey o (2 @ z) C st(z,U) & st(z,U) logo (z,2) € st(z,U) & st(z,U)
porque (z,yANz) € By e (yAzz) € zd z.

Portanto, provemos 5.1.1:

De acordo com o Lema 4.2 (a),

Eyo(x1 ®x9) = (U (z@z)) o(x1 @ x2).
zeU

Consideremos (a,b) € U,cp(2 @ 2) e (b,c) € z1 @ 22 com a,b,c # 0. Tem-se (a,b) <
(2,2) para algum z € U e z Az > b # 0. Entdo a < z < st(z1,U) < y; e, por outro
lado, ¢ < zy < st(z2,U) < y2, pelo que (a,c) € st(x1,U) @ st(xa, U). [

Observagao 5.2. No seguimento, apenas necessitaremos do seguinte caso particular

do Lema 5.1:

Seja U uma cobertura de L. Se (x,xz) € Ey entao x é U-pequeno.

Estamos agora em condicoes de provar que &, é uma base de uma uniformidade

de Weil quando U é uma base de uma uniformidade.

Proposigao 5.3. Seja U uma base de uma uniformidade num reticulado local L.

Entdao &y € uma base de uma uniformidade de Weil em L.

Demonstracao. Sejam Ey, By € &. Tomemos W € U tal que W < U A V.
Imediatamente Ey C Ey N Ey, logo & é uma base de um filtro de (W Ent(L), C).
Consideremos Ey € & e seja V€ U tal que V* < U. Entao Ey o Ey C Ey:
Do Lema 4.2 (a) decorre que

EVoEV:(U(xEBa:))o(U(:cEBx)>.

zeV zeV
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Sejam (a,b) < (z,z) e (b,c) < (y,y) onde z,y € V e b # 0. Entdo x Ay # 0,
a<z<st(z,V)ec<y<st(z,V). Como st(x,V) e V* <U, isto diz-nos que existe
u € U tal que a < u e ¢ < u e, consequentemente, (a,c) € Ey.

A condicao de simetria (UW3) é obviamente satisfeita porque cada Ey é simétrica.

Finalmente, testemos a condi¢ao de admissibilidade (UW4). Suponhamos = € L.
Por hipétese, z = \/{y € L | y Z x}. Verificamos (UW4) mostrando que, para qualquer
y € L satisfazendo y Z z, Y €<Ll{ x. Portanto, consideremos y € L com y i]{ zelUelU
tal que st(y,U) < x. Provemos que st(y, Eyy) < z. Para isso, consideremos (z, z) € Ey
tal que z Ay # 0. Pela Observacao 5.2, z é U-pequeno donde z < st(y,U) < z. Logo
st(y, By) < x. ]

No seguimento, para cada uniformidade U, ¥ (U) denota a uniformidade de Weil
gerada por &y. A correspondéncia (L,U) — (L, (U)) é functorial. Com efeito, é a
funcao em objectos de um functor ¥ : UFrm — WUFrm cuja funcao nos morfismos é

descrita na seguinte proposicao:

Proposigao 5.4. Sejam (L,U) e (L',U') dois reticulados locais uniformes e seja f :
(L,U) — (L',U") um homomorfismo uniforme. Entao f: (L,p(U)) — (L', U")) €

um homomorfismo uniforme de Weil.

Demonstracao. E 6bvio pois, para qualquer U € U,

(f® N(Ey) =\ (f@) @ f(z) = Efp). .

zelU

Exemplo 5.5. As uniformidades de Weil que considerdamos num grupo locdlico
(Exemplo 4.9 (d)) sao as uniformidades de Weil induzidas através do functor ¥ pelas
uniformidades a esquerda e a direita de [40] (Proposigao 3.2) cujas bases sao dadas

por, respectivamente,

U={U(z)|e(x) =1}, ondeU(z) ={y e L|yduy) < p()},

V={V(z)|e(x) =1}, ondeV(z)={yeL|uy) &yC pulx)}
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Vejamos, por exemplo, que &y = {Ey () | e(z) = 1} e £ geram a mesma uniformidade
de Weil. E imediato que Eyey=V{y oy | y) ©y C p(r)} estd contida em Ej =
(1@ 1p) - p(x). Por outro lado, para todo o x € L, seja y € L tal que (E;)2 CElLe

. o . . . , . _ o _1
consideremos a vizinhanga da diagonal simétrica E, . = Ej 0 Ej = E;N (By)
() Com a, b#0, (ba)€ E;M(y)

e (a,a),(b,b) € (E;Al(y))Z, donde (aVb,aVb) € (E‘;’;M(y))2 C El. Logo (aVb)&(aVb) C

Ey (g e, consequentemente, (a,b) € Ey ().

Entéo EJ . estd contida em Ey(,): para (a,b) € By,

O functor ® : WUFrm — EUFrm

Seja £ C L@ L. Para cada E € £ consideremos a fungao eg : L — L definida por
ep(z) = st(z, E) e denotemos o conjunto {eg | E € £} por Mg. E 6bvio que cada ep
preserva supremos arbitrarios e que é uma vizinhanca sempre que E é uma vizinhanca

da diagonal de Weil porque x é eg-pequeno desde que (z,z) € E.

Proposicao 5.6. Seja £ uma base de uma uniformidade de Weil num reticulado local

L. Entao Mg € uma base de uma uniformidade por vizinhancas em L.

Demonstracgao. Verifiquemos as condigdes (UE1)-(UE4) da Definigao 3.1.
(UE1) Sejam ep,er € Mg. De modo a provar que Mg é uma base de um filtro
basta considerar eq, para alguma vizinhanca da diagonal G tal que G C EN F.
(UE2) Para ep € Mg consideremos F € £ tal que F? C E. Na demonstragao da
Proposicio 4.8 (c) observamos que st(st(x, F), F) < st(z, F?), donde se conclui que
e% <eg.

(UE3) Sejam E € € e x,y € L. Entao temos
x/\eE(y):O(:)\/{a:/\u](u,u)eEeu/\y;«éO}zo (5.6.1)

e, analogamente,

eE(m)/\y:0<:>\/{y/\u|(u,u)GEeu/\w#O}zO. (5.6.2)
Evidentemente 5.6.1 e 5.6.2 sao equivalentes.
. £ M
(UE4) E ébvia, pois y<iz se e sé se y Sz [
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A partir de agora, dada uma uniformidade de Weil £ em L, ¢(€) denotard a
uniformidade por vizinhangas gerada por Mg. A correspondéncia (L, &) —— (L, ¢(E))

é functorial:

Proposigao 5.7. Sejam (L,€) e (L',&") dois reticulados locais uniformes de Weil e
f:(L,E) — (L,E") um homomorfismo uniforme de Weil. Entdo f : (L,$(E)) —
(L', (&) € um morfismo de EUFrm.

Demonstracao. Sejaer € Mg, onde F € £. Consideremos F' € &£, simétrica, tal que
F? C E. Uma vez que f é um homomorfismo uniforme de Weil, (f @ f)(F) € &'. Para
mostrar que f : (L, ¢(E)) — (L', #(£’)) é uniforme basta provar que e sg )y - f <
f-eg.

Entao, fixemos = € L e consideremos y € L' tal que (y,y) € (f®f)(F) ey f(x) #
0. Como (5.4 A f(z)) € (f & /)(F) e (y A f(2), f(z)) € f(z) & f(z), deduzimos que
(y, f(x)) € (f@ f)(F)o(f(z)® f(x)). Uma vez que F' é da forma \/ cp(ay ©b,) tem-se

(Fe D)o (f@) e @) = ((f 25 (Ve e bﬁ)) o (f(@) & @)

vyel

= KU U@) e se)) ok 1@, £),

vyel

pelo que, por 4.2 (a),

(F & DIF) o (7(2) @ 7)) = (U (@) @ £0,))) o (L (7). @),

ar
Mas
(Yten ) o (15a). o)
esta contido em (f - eg)(x) & f(z):
Se

@ e (U)o f6,)) L@ 1))\ 0,

yel’
existem ¢ € L\ {0} ey € I tais que (a,c) < (f(ay), f(by)) € (c,b) < (f(x), f(x)), donde
deduzimos que a < f(a,Vby) e, portanto, que a < (f-eg)(x). De facto, (ayVb,y) Az # 0
porque f(by Az) > c# 0 e, pela simetria de F, (ay V by,ayVb,) € F2C E.
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Concluindo, temos

(v, f(2)) € (f @ ) (F) o f(x) ® f(x) € (f-er)(x) © f().

Entao y < (f -eg)(x), o que implica e(yq5)(r)(f(2)) < fleg(z)), como desejavamos. m

Denotaremos o functor acima definido por ®.

O functor © : EUFrm — UFrm

Para cada vizinhanca e de L seja U, a cobertura formada pelos elementos

e-pequenos de L.

Proposicao 5.8. (Fletcher e Hunsaker [23]) Seja M uma base de uma uniformidade
por vizinhangas num reticulado local L. Entao Upg := {U, | e € M} é uma base de

uma uniformidade em L.

Demonstragao. (Ul) Consideremos U, Uy € Upq € seja g € M tal que g < eA f. E
imediato que Uy < Ue A Uy.

(U2) Seja U, € U e consideremos f € M tal que f2 < e. Justifiquemos que
U; < Ue. Para isso, consideremos st(z,Uy) € Uj. Basta provar que st(z,Uy) é
e-pequeno. Portanto, seja z € L tal que z A st(z,Uy) # 0. Entao existe y € Uy com
yAx #0eyAz#0. Do facto de = e y serem f-pequenos deduz-se que z < f2(2).
Entdo, qualquer que seja y' € Uy tal que y' Az # 0, temos ¢’ < f(z) < f3(2) < e(2).

(U3) V{ye L |y Z/[</\1/t x} é menor ou igual a x porque y M<A]/l z implica y < z. Para
concluir que z < \/{y € L | y u</\],1 x} é suficiente mostrar que y Q]A x implica y u</\],1 T.
Seja e € M com e(y) < z. Entdo, imediatamente, z < e(y) < z qualquer que seja

z € Ue tal que z Ay # 0, isto é, st(y,U.) < x. [

No que se segue, dada uma uniformidade por vizinhancas M, #(M) denotard a
uniformidade gerada por Ux,.

Por outro lado, relativamente aos morfismos, temos:
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Proposigao 5.9. (Fletcher e Hunsaker [23]) Sejam (L, M) e (L', M") dois reticulados
locais uniformes por vizinhancas e seja f : (L,M) — (L', M') um morfismo de

EUFrm. Entao f: (L,0(M)) — (L',0(M’)) é um morfismo de UFrm.

Demonstragao. Sejam U € (M) e e € M tais que U < U. Por hipdtese, existe
g € M’ satisfazendo g - f < f-e. Provemos que Uy < f[Uzs]. Seja z um elemento
nao nulo g-pequeno de L'. Como f[U.] é uma cobertura de L', existe y € U, tal que
xAf(y) #0,donde x < g- f(y) < f-e(y). Mas, como pode ser facilmente averiguado, o
facto de y ser e-pequeno implica que e(y) seja e>-pequeno. Entao, U, < f[U,s] < fU]
e flU] € O(M). ]

Obtemos deste modo um functor EUFrm — UFrm que denotaremos por ©.

O isomorfismo

Finalmente, provemos que os functores ¥, ® e O estabelecem um isomorfismo entre

as categorias UFrm, WUFrm e EUFrm.

Lema 5.10. Para qualquer cobertura U de L temos:
(a) U < UeEU ;
(b) UEEU <U*.

Demonstracgao.

(a) Seja x € U. Qualquer que seja y € L satisfazendo x A y # 0, como (z,z) € Ey,

x < st(y, Ey) = eg, (v), isto é, z é eg,-pequeno e, portanto, z € Uep,, -

(b) Para qualquer elemento x de L, nao nulo e eg,-pequeno, existe y € U tal que
xAy # 0. Entao x < st(y, Ey). Mas, para todo o par (z, z) em Ey, z é U-pequeno
pelo que z < st(y,U) caso zAy # 0. Isto significa que st(y, Ey) < st(y,U), donde
x <st(y,U) e U*. ]

A propriedade correspondente para vizinhancgas da diagonal de Weil é a seguinte:
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Lema 5.11. Seja E uma vizinhan¢a da diagonal de Weil em L. Entdo:
(a) EC EUEE2 ;

2
(b) Ev,, C E2.

Demonstracao.

(a) Consideremos (z,y) € E'\ O. Entao (xVy,zVy) € E? porque (x,y), (y,z), (x, )
e (y,y) pertencem a E2. Como todo o membro de E? com coordenadas iguais é

epz-pequeno, (x Vy,zVy) € EUeE2 e, consequentemente, (x,y) € EUeEg'

(b) Verifiquemos que

U{x @z | x é ep-pequeno } C E?

ou, o que é o mesmo, que (z,z) € E? sempre que x é eg-pequeno. Consideremos
x # 0, eg-pequeno. Temos x < \/{z € L | (z,2) € E,z Az # 0}. Como =
é ep-pequeno, obtemos = < eg(z) = \/{y € L | (y,y) € E,y A z # 0}, para
todo o z tal que (z,z) € E e x A z # 0. Para cada y neste conjunto temos
(2,2 ANy), (zAy,y) € E, donde decorre que (z,y) € E2. Entdo (z,2) € E? e,

consequentemente, (z,r) € E2. [

Por fim, para vizinhancas temos:

Lema 5.12. Seja f uma vizinhanga simétrica de L. Entdo:
(@) ¢ < emy
(b) ery, < e.

Demonstragao.

(a) Por defini¢ao, eg,, , (z) = st(z, Ey_4) para todo o x € L. Por outro lado,

e(r)=e (\/{a; Ay |y é e-pequeno }) = \/{e(az/\y) | y é e-pequeno e x Ay # 0}.
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Consideremos um elemento e-pequeno y tal que zAy # 0. Evidentemente e(xAy)
é e3-pequeno donde (e(z/\y), e(x/\y)) € Ey 4. Como e(xAy) ANz Ay =z Ay # 0,
deduz-se que

e(xNy) <emy , (xNYy) <epy , (2),
logo e(x) < epy , (2).

(b) Atendendo a Observagao 5.2, y é U-pequeno caso (y,y) € Ey,. Entao

eny, = V{v € L[ (y,9) € B,y Az # 0} < st(x,Ue) < e(x). =

Proposicao 5.13. Sejam U, £ e M respectivamente, uma uniformidade, uma uni-

formidade de Weil e uma uniformidade de vizinhangas em L. FEntio 0p(U) = U,
OO(E) = £ ¢ pYB(M) = M.

Demonstragao. Vejamos, em primeiro lugar, que 8¢y (U) = U. O conjunto {U, |
e € ¢1p(U)} constitui uma base da uniformidade 6¢)(U). Bastara entao provar que é
também uma base de £, o que é uma consequéncia do Lema 5.10: por (a), {U, | e €
op(U)} CU, e, por (b), para cada U € U existe um V € U tal que Uep, CU.
Analogamente, o Lema 5.11 implica que a base {Ey | U € 0¢(E)} de y0o(E) é
também uma base de £, o que prova a segunda identidade, e o Lema 5.12 implica
que a base {eg | E € Y(M)} de ¢p1p(M) é uma base de M, o que prova a terceira
identidade. |

Concluindo, decorre das Proposicoes 5.4, 5.7, 5.9 e 5.13 que:

Teorema 5.14. As categorias UFrm, WUFrm e EUFrm sdo isomorfas. |

6. Aplicagcao: um teorema de Efremovi¢ para espacos

uniformes no contexto dos reticulados locais

Tal como acontece com as diferentes maneiras de introduzir uma estrutura topolo-

gica num conjunto, por vezes uma das nogoes de cobertura ou vizinhanca da diagonal
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de Weil é mais adequada que a outra para um determinado fim. Vamos terminar este
capitulo com uma ilustracao deste facto. Nela, tomamos a liberdade de usar quer as
vizinhancas da diagonal de Weil quer as coberturas na abordagem ao problema em
questao. Este movimento livre entre vizinhancas da diagonal de Weil e coberturas
permite grande flexibilidade.

Em [20] (v. também o Lema 12.17 e o Teorema 12.18 de [56]) Efremovi¢ provou

que, no quadro dos espacos uniformes,

se duas uniformidades no mesmo conjunto, com bases numerdveis, tém a

mesma compactificagdo de Samuel, entdo sao iguais.
O nosso objectivo nesta secgdo é provar o seguinte teorema:

Teorema 6.1. Se duas uniformidades no mesmo reticulado local, com bases numerd-

veis, tém a mesma correflexao totalmente limitada, entao sao iguais.

Recordemos que um reticulado local uniforme se diz totalmente limitado se tiver
uma base de coberturas finitas. Os reticulados locais uniformes sao correflectivos
em UFrm; a correflexdo totalmente limitada de um reticulado local uniforme (L,U) é
construida do seguinte modo: consideremos o filtro Uy de (Cov(L), <) gerado pelas
coberturas finitas de U; o par (L,Uy) é um reticulado local uniforme e é a correflexao
totalmente limitada de (L,U), sendo o morfismo correflector (L,Uy) — (L,U) a
aplicacao identidade L — L (cf. [10]).

A compactificagao de Samuel de um reticulado local uniforme (L,U) — isto é, a
sua correflexdo compacta regular (inicialmente construida por Banaschewski e Pultr
em [10]) — pode ser descrita do seguinte modo: considere-se o reticulado local R(L,U)
dos ideais regulares de L (um ideal I de L é regular se, para todo o x € I, existe y € I
tal que x gl y). Uma vez que R(L,U) é um reticulado local compacto regular, possui
uma tdnica uniformidade Ug(r,1y) gerada pelas suas coberturas finitas. Além disso, o
morfismo \/ : R(L,U) — L, que aplica cada ideal regular no seu supremo, é um
homomorfismo uniforme de (R(L,U),Urr11)) para (L,U). O par (R(L,U),Ur L)) €
a compactificacdo de Samuel de (L,U) e a aplicagdo \/ é o morfismo correflector [10].

Mas, como é bem conhecido:
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Proposicao 6.2. Se duas uniformidades no mesmo reticulado local tém a mesma

compactificacdo de Samuel, entao tém a mesma correflexao totalmente limitada.

Portanto, deduz-se imediatamente do Teorema 6.1 a versao para reticulados locais

daquele resultado de Efremovié:

Corolario 6.3. Se duas uniformidades no mesmo reticulado local, com bases nu-

merdveis, tém a mesma compactificacao de Samuel, entdo sdo iguais. |

As demonstragoes

Apresentemos, em primeiro lugar, uma prova da Proposicao 6.2:
Suponhamos que (L,U) e (L, V) sao dois reticulados locais uniformes com a mesma
compactificacao de Samuel e consideremos uma cobertura U em Uy. Entao existe um

refinamento finito V' € Uy de U. Para cada x € V,
u
Jrx:={yeL|y<z}eR(LU)

e, como V é finito, \/{{| = | x € V} = L (veja [10]), isto é, {{ =z | z € V} é uma
cobertura finita de R(L,U). Assim,

Uz |z eV} €Uy =Ury)-

Mas
V : (R(L,V),Urry)) — (L, V4)

é uniforme, logo {\/ Jz |z € V} € Vy, isto é, V € Vyu.
Em conclusao, U também pertence a Vu e, consequentemente, Uy C Vx. De um

modo semelhante, Vu C Uy. [ ]

Demonstremos agora o Teorema 6.1:
Consideremos dois reticulados locais uniformes, (L,U) e (L, V), definidos em termos
de coberturas, com bases numeraveis e a mesma correflexao totalmente limitada, e seja

(Up)nen uma base descendente de U, isto é, tal que U, 41 C U, para todo o natural n.
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Suponhamos que V Z Y. Entao (V) € ¢(U) (sendo V = 0pp(V) C 0pyp(U) = U).
Seja V €V tal que Ey ¢ ¥(U), ou seja, tal que Ey, € Ey para todo o natural n
e seleccionemos, para cada n, (an,b,) € Ey, \ Ey; além disso, consideremos Wy, Wy e
Y em V tais que Wi* <V, Wg* < Wj e Y** < W,. Note-se que a, e b, sdo nao nulos

pois (an,by,) ¢ Ey. Para cada n,

an:an/\lz\/{an/\y|y€Y,an/\y750};

por definicdo de C-ideal, (an,by,) ¢ Ey implica a existéncia de y} € Y tal que a, Ay} #
0e (an Ayt ,by) ¢ Ey. Definamos

Cn = ap N\ y}l
Analogamente existe, para cada n, algum y2 € Y tal que (c,, b, Ay2) ¢ Ey. Definamos
dp := by, A yi.

Portanto, para cada n € N, (¢, dy,) € Ey, \ Ev e ¢y,dy, €Y.
Seja
S :={cp,d, | n € N}.

O seguinte resultado auxiliar ser-nos-a4 muito 1til.

Lema 6.4. Existe um subconjunto infinito I de IN tal que

(\/ st(ci, WQ)) A (\/ St(di, W2)> =0.
el el

Demonstragao.

Caso I: Para algum x € S, T :=SN{y € L | (y,x) € Ew, } é infinito.

Entao, ou {i € IN | ¢; € T'} ¢é infinito ou {i € IN | d; € T'} é infinito e, em ambos
os casos, obtemos o desejado conjunto I. Com efeito, suponhamos que I = {i € IN |
¢; € T'} ¢ infinito (o caso de {i € IN | d; € T'} ser infinito pode ser provado de modo

analogo, por simetria). Temos que mostrar que, para quaisquer i, j € I,

St(Ci, Wg) AN St(dj, WQ) = 0.
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Para isso consideremos 7 e j em I e suponhamos, por absurdo, que existe um par
(c,d) € Wy x Wy satisfazendo c A¢; # 0, dAdj #0 e cAd#0. Entao (¢, c) e (d,d)
pertencem a Eyy, e, consequentemente, (d,c¢) € Ew, o Ey,. Adicionalmente, como é
suposto i e j estarem em I, (¢;,x) e (¢j, x) pertencem a Ey,. Como z é nao nulo e
a vizinhanca da diagonal de Weil Eyy, é simétrica, (c;,¢j) € Ew, o Ew,. Por outro
lado, dos factos Y < Wa, ¢; <y} € Y ed; < y]2 € Y decorre que (¢, ¢;) e (dj,dj)
estdo ambos em Eyy, e, portanto, que (¢, ¢;) e (dj,d) pertencem a Eyw, o Ey,. Entao
(dj,c;) € Eyy, C Ew,. Mas (ci,c;) € Efy, logo (dj,¢;) € Ejy, € Ey, o que ¢é uma

contradigao.

Caso II: Cada SN{y € L | (y,x) € Ew, } é finito.

O par (c1,d;) nao pertence a Ey pelo que ¢; e d; ndo sao Eyw,-adjacentes, isto é,
(c1,d1) ¢ Eyw,. Ponhamos i1 := 1. As hipéteses de que SN{y € L | (y,c1) € Ew,} e
SNn{y e L|(y,di) € Ew,} sao finitos implicam a existéncia de um natural 7 tal que
ci,di ¢ SN{y e L | (y,c1) € EBw,} eci,di ¢ SN{y € L] (y,d1) € Ew,}, ou seja,
que nenhum par de elementos de {c1,d1, ¢;, d;} é um par de elementos Eyy,-adjacentes.
Definamos 42 como o menor natural nestas condigoes. Repetindo indutivamente este
raciocinio, obtemos uma sucessao (in)nen onde i,y; é o menor natural k tal que
nenhum par de elementos de {¢;,,d;,,...,¢,,di,,ck,di} é um par de elementos Eyy, -
-adjacentes. Isto determina o conjunto I:

Quaisquer que sejam i,j € I,
st(c;, Wa) A st(d;, W) = \/{c/\ d|e,de Wy, cNe; #0,dANdj # 0},

pois, como observdmos no caso anterior, se existisse um par (c,d) € Wy x Wy satis-
fazendo ¢ A ¢; # 0, dAdj # 0 e cAd#0, entdo (dj,¢;) € Ew,, ie., dj e ¢; seriam

Eywy, -adjacentes, o que ¢ contraditério com a definigao de I. [ |

Continuando com a demonstragao do Teorema 6.1, seja Wy o conjunto constituido

pelos trés elementos seguintes:
\/ St(Ci, Wg),
i€l

\/ st(di, Wa)
el
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e
\/{st(x,Y) |z e L\ {z€L:2n\/(stle;, V)V st(di,Y)) # o}}
icl
Provemos que Y < Wj; para isso, consideremos y € Y, nao nulo. Se
yerL\ {z € L:zn\/(st(er,Y) V st(ds,Y)) # o},
icl

entao

y < st(y,Y)

< \/{st(a:,Y) EXIA {z €L:zA\(st(c;,Y) Vst(di,Y)) # o}} € Wo.

el
Caso contrario,

YA \/ (st(ci,Y) Y st(di,Y)) # 0,
i€l
i.e.,, para algum i € I, y A st(¢;,Y) # 0 ou y A st(d;,Y) # 0. Suponhamos que
y A st(ci,Y) # 0 (o outro caso pode ser estudado de uma maneira andloga). Entao

existe 7 em Y satisfazendo 7 A ¢; # 0 e § Ay # 0. Denotemos a cobertura

YU{y1 Vyz | y1,y2 €Y,y Aya # 0}
por Y'. E claro que gVy € Y e (§Vy) A c; # 0 donde
y<gVy<st(e,Y') <stly!,Y).

Mas, como pode ser facilmente observado, qualquer que seja a cobertura Y, Y <Y’ <
Y*, pelo que, neste caso, podemos concluir que Y* < Y** < W,. Entao, existe w € Wa
tal que y < w. Logo
y <w < st(e;, Wa) < \/ st(c;, Wa) € W.
i€l
Em conclusao, Wy é uma cobertura finita de V.

Além disso

(\/ st(c;, W0)> A\ (\/ st(d;, Wo)) =0:

i€l el

Para quaisquer ¢, 5 € I,

st(ci, Wo) N st(dj, Wo) = \/{u/\ vlu,ve Wy, uAe #0,0ANdj #0}.
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Por outro lado, se u € Wy e uA¢; # 0, entao u é necessariamente igual a \/;c st(c;, Wa)

pois

o u= Vg st(dj, Ws) implicaria, devido a definicdo do conjunto I no Lema 6.4,

que ¢; A u = 0, o que seria uma contradigao.

o u= \/{st(x,Y) |z € L\{z € L: 2AVigf(st(es, Y) V st(di, Y)) # o}} implicaria

a existéncia de r em

L\{z€L:2n\/(st(ei, Y) V st(di, V) # 0}
icl
satisfazendo ¢; A st(x,Y’) # 0 ou, equivalentemente, st(c¢;,Y) Az # 0, o que, por
sua vez, implicaria
x A \/(st(ci, Y)Vst(d;,Y)) #0,
i€l

uma contradicao.

Analogamente, se v € Wy e v Ad; # 0 entdo v = \/;¢;st(d;, Wa). Portanto,
u A v = 0 para quaisquer u,v € Wy tais que u A¢c; # 0 e v Adj # 0, e a prova da
desejada identidade estd terminada.

Por fim, concluamos a demonstragdo do teorema. A cobertura Wy é finita pelo
que pertence a correflexao totalmente limitada V4 de V. Por hipétese, Vy = Uy C U.
Entao Wy € U. Consequentemente, existe algum n € IN com U,, < Wy e

<\/ st(ci,W0)> A (\/ st(di,W0)> > (\/ st(ci,Un)> A (\/ st(di,Un)>,
icl icl icl el
o que é absurdo porque, para cada n € N,
(\/ st(c, Un)> A (\/ st(d;, Un)> #£0:
icl icl

De facto, para cada n € IN existe ¢ € I tal que ¢ > n. Consideremos m € IN tal que
Uy' <Uejelcomj>m. Entdo, como (cj,d;) € Ey;, (¢jVdj,c;Vdj) € Ey,oEy,.
Mas Ey,; o Ey; < EU;. Logo (¢j V dj,¢j V dj) € EU;_« < Ey:, donde se deduz que

cjVd; e UEU,; < Up*. Consequentemente, ¢; V d; € U; < U,. Entao

(\/ St(Ci, Un)> VAN <\/ St(di, Un)> > c; Vv dj 7& 0. |

el el
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Notas sobre o Capitulo I:

(1)

Refira-se que olhando as categorias UFrm, EUFrm e WUFrm como categorias
concretas sobre a categoria dos conjuntos, os isomorfismos do Teorema 5.14

sao concretos.

O mesmo se passa com todos os isomorfismos de categorias que estabelece-

remos nos capitulos seguintes.

A Secgao 6 ilustra o modo como a linguagem de vizinhangas da diagonal é
muito conveniente aquando da transposicao para reticulados locais do Teo-
rema de Efremovi¢ para espacos uniformes. Portanto, apesar de, tal como
em espagos, a abordagem via coberturas se ter revelado mais conveniente e
mais facil de manusear, existem situagoes onde a abordagem via vizinhan-
cas da diagonal se mostra 1til. Indubitavelmente, a afirmagao de Frith [29]
de que “covers constitute the only tool that works for frames’ nao é exacta.
Talvez a tese de Isbell [39] de que, para espacos uniformes, a abordagem de
Tukey é mais conveniente “nine-tenths of the time’ seja também vélida para
reticulados locais e a Secgao 6 faga parte do décimo restante.

Desejo aqui realcar a influéncia determinante na demonstragao do Teorema
6.1 de uma prova do resultado correspondente para espacos que me foi apre-
sentada pelo Professor Bernhard Banaschewski, a quem devo a sugestao que

deu origem a Secgao 6.

Existe uma outra abordagem aos espacos uniformes; tal descrigao foi dada
por Bourbaki em [14] em termos de pseudométricas. No capitulo seguinte
faremos esta abordagem do ponto de vista dos reticulados locais e concluire-
mos que, tal como acontece com as outras abordagens, esta também ¢é possivel

em reticulados locais.

Depois de concluida a axiomatizacao da categoria dos reticulados locais uni-
formes de Weil, serd natural procurar as correctas nogoes de “quase-unifor-
midade de Weil” e “adjacéncia de Weil” e estabelecer as relagoes com as
correspondentes nogoes existentes na literatura. Investigaremos estes pro-

blemas nos Capitulos III e IV.
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CAPITULO II

RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES

NO SENTIDO DE BOURBAKI

Um dos mais importantes resultados da teoria dos espagos uniformes afirma
que num espago uniforme qualquer cobertura uniforme pode ser “aproximada” por
uma pseudométrica (v. p. ex. [77], Lema 38.1). Portanto qualquer uniformidade
num conjunto X dé origem a uma familia de pseudométricas que pode ser usada
para recuperar a uniformidade original. Daqui decorre que os espacos uniformes
podem ser descritos em termos destas familias de pseudométricas, habitualmente
designadas por “estruturas de medida” (do inglés “gauge structures”). Esta de-
scrigao foi introduzida por Bourbaki em [14]. A sua eficiéncia pode ser observada

em [32].

O objectivo deste capitulo é o de estender estas estruturas de medida aos
reticulados locais. As pseudométricas cldssicas sao substituidas pelos diametros
métricos de Pultr [64]. Caracterizamos estruturas de medida para reticulados
locais como familias de didmetros métricos que descrevem completamente as uni-
formidades, mostrando assim que esta abordagem alternativa também funciona
para reticulados locais. Como aplicagao desta nova caracterizagao dos reticulados
locais uniformes, provamos que existe um completamento final ([2], [35]) da cate-
goria dos reticulados locais métricos que contém uma cépia isomorfa da categoria
dos reticulados locais uniformes, obtendo assim uma relagao categorial entre reti-
culados locais métricos e uniformes, e estendendo o resultado correspondente de

Adémek e Reiterman [2] para espagos.
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1. Estruturas de medida em conjuntos

Recordemos que uma pseudométrica num conjunto X é uma funcao p de X x X

em IR, satisfazendo, para quaisquer x,y,z € X:
(a) p(z,y) > 0;
(b) pz,z) = 0;
(c) plz,y) = ply, z);

(d) plz,y) < p(z,2) + p(z,9).
Portanto, uma pseudométrica difere de uma métrica somente no facto de que x nao é
necessariamente igual a y quando p(z,y) = 0.
As uniformidades num conjunto X podem ser completamente descritas por familias

G de pseudométricas em X [14], chamadas estruturas de medida, tais que:
(UP1) se p1,p2 € G entdo

prVpr: XxX — 1R
(a:,y) — maX(p1($7y)>p2(xay))

também pertence a G;
(UP2) se p é uma pseudométrica e
Ve>0 30>0 3 €G:p(x,y) <= p(z,y) <e,
entdao p € G.

De facto, a categoria definida pelos pares (X, G), formados por um conjunto X e
uma estrutura de medida G em X, e pelas aplicagoes f : (X,G) — (X', G’) tais que,
para cada p € ', a pseudométrica o em X dada por o(z,y) = p(f(x), f(y)) pertence
a G ¢ isomorfa a Unif ([14], [22]).

Com a ajuda de alguns resultados de Pultr ([64], [67]) podemos apresentar uma
descricao semelhante para reticulados locais uniformes. Esta abordagem permitir-
-nos-a concluir que a categoria dos reticulados locais uniformes esta imersa num com-

pletamento final (universal) da categoria dos reticulados locais métricos (Seccao 4).
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2. Reticulados locais métricos

O processo de estender estruturas métricas a reticulados locais, devido a Pultr
[64], usa a nogdo de diametro — uma extensd@o da nogao classica de distancia —
em substituicio da métrica. Vamos recordar em seguida este processo; para uma
informacao mais pormenorizada sobre reticulados locais métricos remetemos o leitor
para [9], [67] e [68].

Seja L um reticulado local. Um pré-diametro em L é uma aplicacao d : L —

[0, +00] tal que
(D1) d(0) =0,

(D2) d(z) <d(y)sez <y,e

(D3) d(xVy) <d(z)+d(y)sex Ay #0.

Recordemos a operacao

stx.U) = \/{y €U |y Az £ 0},

para subconjuntos U de L e elementos x de L. Obviamente

st(\/ xi,U) = \/ st(x, U),

i€l icl
donde st(__,U) : L — L tem um adjunto a direita, oy, dado por
ap(z) = \/{y € L|st(y,U) <z}
Para cada pré-diametro d em L e cada € > 0, denotemos por Ued o conjunto
{r €L |d(x)<e}.
Um pré-diametro d em L diz-se compativel se
(D4) para cada z € L vale z < \/{y € L | yglx},

d B
onde y<iz significa que st(y,U¢) < z para algum ¢ > 0. E ficil deduzir que d é
compativel se e s6 se, para cada z € L, < \/{aya(x) | € > 0}. De aqui em diante,
referenciaremos oy simplesmente por al,

Um pré-diametro (x) é um pré-diametro que satisfaz a condigao
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(%) se S C L é fortemente conezo (i.e., x Ay # 0 para quaisquer x,y € S) entao

d(\/ S) < 2sup{d(z) | z € S}.

Um pré-diametro chama-se métrico se

(M) para qualquer € > 0, sempre que « < d(x), existem y, z < x tais que d(y),d(z) < €
ea<d(yVz).

A condigao (M) implica (%). Com efeito, (M) implica mesmo a propriedade

(") para cada x € L e para cada S C L tais que z Ay # 0 para todo oy € S
d(z v\ S) < d(x) +sup{d(y) +d(2) | y, 2 € S,y # =},

que é uma condicao mais forte que (x).

Um pré-diametro que, adicionalmente, satisfaz
(D5) para cada € > 0, U4 é uma cobertura de L,

é chamado um diametro. Os didmetros sao uma generalizagdo natural da nogao usual
de diametro de subconjuntos de espacos métricos. Fazemos notar ainda que, quando
d é um diametro compativel, a igualdade vale em (D4).

Caso L seja a topologia de um espago topoldgico (X,7), os didmetros métricos
compativeis d em L correspondem exactamente as metrizagoes p de (X,7), pelas
relagoes

d(U) = sup{p(z,y) | z,y € U}

p(x,y) = inf{d(U) ‘ .,y € U}

Um reticulado local pré-diametral é um par (L, d) formado por um reticulado local
L e um pré-diametro compativel d em L. O par (L,d) é um reticulado local diametral
(%) se d é um diametro (x) compativel. Um reticulado local métrico é um par (L,d),
onde d é um diametro métrico compativel em L.

Dados dois reticulados locais pré-diametrais (L1, d;) e (Lo, d2), um homomorfismo

de reticulados locais f : L1 — Lo é chamado uniforme se, para cada € > 0, existe d > 0

54



2.  Reticulados locais métricos

tal que U, g2 < f[U4]. Temos assim a categoria dos reticulados locais pré-diametrais.
A categoria dos reticulados locais diametrais que satisfazem () e homomorfismos uni-
formes serd denotada por x-DFrm. A sua subcategoria plena dos reticulados locais
métricos sera denotada por MFrm.

A categoria x-DFrm é epi-reflectiva na categoria dos reticulados locais pré-diametrais
que satisfazem (x). A reflexdo pode ser descrita do seguinte modo:

Seja (L, d) um reticulado local pré-diametral (x) e consideremos a relacao R gerada

por todos os pares (\/ UZ, 1), para ¢ > 0. Em L/R consideremos o diametro

d(z) = inf{d(y) | z < r(y)}

induzido por d. A projeccao k : (L,d) — (L/R,d) é o morfismo reflector.

Dado um didmetro d em L satisfazendo (x), denotaremos por d o didmetro métrico

definido por

d(z) = inf sup{d(y v 2) | g,z < @ e d(y), d(z) < ¢},
que é o tnico didmetro métrico compativel tal que %d < d < d ([67], Proposicao 3.4).
Além disso, st(z, UGE) = st(z,U%), para quaisquer z € L e € > 0.

Seja d um diametro métrico compativel em L. Como e < § implica Ug - Ug, as
condigdes (D4) e (D5) dizem que {U¢ | € > 0} satisfaz os axiomas (Ul) e (U3) da
Definigao 1.2.1. Esta familia é mesmo uma uniformidade pois (U?)* < US. Recipro-
camente, qualquer uniformidade com uma base numeravel obtem-se desta maneira de
um diametro métrico compativel e, portanto, um reticulado local possui um diametro
métrico compativel se e s6 se possui uma uniformidade com uma base numerével.

Por fim, recordemos o seguinte processo de construir coprodutos bindrios de reti-
culados locais métricos [68]:

Sejam (L1, d1) e (L2, d2) dois reticulados locais métricos. No reticulado local D(Lj x
Ls) dos conjuntos descendentes do produto cartesiano (com a ordem usual) L; x Lo,

consideremos a relacao R’ gerada por todos os pares

(U L(af(2), a2(y)), l(x,y)> 7

e>0

(LS x b, LV S1)
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(L} x S2), L(@,\/ S2)
comx € L1,y € Lo, S1 C Ly e Sy C Ly, e denotemos k(| (z,y)), que coincide com
L (z,y) UOL,xL,, POr T D y.
Seja L1 @' Ly := D/R'. Os elementos x @ y geram, por supremos, L @& Lo. Os
morfismos v : Ly — L1® Ly eu], : Ly — L1 @' Ly definidos por, respectivamente,

uy (r) = r®1eup,(r) = 1 x sdo homomorfismos de reticulados locais. A identidade
1o(X) = inf{max(dy (2), da(y)) | X C 2y}

define um pré-diametro (x) compativel em L; &' Ly. Entéo

u/ w/

(L1, di)—5(L1 &' Lo, dip) (L, da)
é o coproduto de (Lj,dy) e (La,ds2) na categoria dos reticulados locais pré-diametrais
que satisfazem (x); quaisquer que sejam fr, : (Li,d1) — (M,d), fr, : (L2,d2) —
(M,d) o tinico morfismo f de (L1 @' Lo, d15) em (M,d) tal que f-u = fr, e f-u}, =
fr, é dado por
faeoy) =\ (fulad @) A fra®(y).

e>0

Tomando a reflexdo (Li @ Lo, d12) de (L1 &' Lo, d},) em x-DFrm e as extensoes pelo
morfismo reflector ur, : (Li,d1) — (L1 @ Lo, d12) e ur, : (L2,d2) — (L1 @® Lo, d12)
de, respectivamente, u7 e u/,, obtemos o coproduto de (Ly,d1) e (La,d2) em x-DFrm.
Finalmente,

(L17d1)ﬂ> <L1 ® Lz,dzz) &(L2,d2)

é o coproduto de (L1,dy) e (Lg,d2) em MFrm.

3. Reticulados locais uniformes no sentido de Bourbaki

Lema 3.1. Sejam dy e do dois diagmetros (x) num reticulado local L. Entdo

diVdy: L — [0,—|—OO]

x +—— max(di(z),da(z))

é um diametro (x).
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Demonstracao. As condigoes (D1), (D2), (D3) e a condicao (%) sao trivialmente
satisfeitas. Para verificar a condigdo (D5) basta observar que, para qualquer € > 0,

UVl =y N U = UM NUZ. n

E importante prevenir que d = d; V d2 nao é necessariamente métrico, mesmo que
di e do o sejam. No entanto, podemos sempre considerar o diametro métrico 4 a ele

associado, que denotaremos por dy LI ds.

Definicao 3.2. Dizemos que uma familia nao vazia G de diametros métricos em L é

uma estrutura de medida se satisfaz as seguintes condigoes:
(UP1) quaisquer que sejam dy,ds € G, di Uds € G;
(UP2) se d é um diametro métrico e
Ve>036>0 3d €G:U¢ C U,
entao d € G;

g g
(UP3) para cada = € L vale x = \/{y € L | y<dz}, onde y<z significa que existem
d € Gee>0 tais que st(y,Ud) < .

Proposicao 3.3. Seja U uma uniformidade em L. A familia »(U) := {ds | @ € A}
de todos os diagmetros métricos tais que, para cada o € A e para cada € > 0 Ule € U,

é uma estrutura de medida em L.

Demonstragao.  (UP1) Sejam «,3 € A e e > 0. Como Ule A Uedﬂ < Uedaudﬁ,

U&™™ e Y. Entdo do Uds € p(U).

(UP2) Suponhamos que d é um didmetro métrico tal que
Ve>0 36 >0 3d, € (U): U~ C UL

Entdo, U? € U para qualquer € > 0, i.e., d € 1 (U).
u
(UP3) Seja € L. Por hipétese, x = \/{y € L | y<dz}. Por isso, basta provar
u YU
que y<z implica y < x. Entao, consideremos U € U tal que st(y,U) < x e tomemos,

indutivamente, Uy,Us,...,Up,... em U tais que Uy = U e U,y < Uy,. A familia
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{U1,Us,...,Up,...} gera uma uniformidade com uma base numerdvel. Entao, de
acordo com o Teorema 4.6 de [64], existe um didmetro métrico d em (U) tal que

U? C U para algum € > 0 e, portanto, st(y,U%) < st(y,U) < . |

Notemos que o reciproco

) u
y < z implica y<dx

é claramente verdadeiro.
Proposicao 3.4. Seja G uma estrutura de medida em L. A familia
Bg:={U%|deG,e>0}
é uma base de uma uniformidade ¢(G) on L.
Demonstragao. (Ul) Para e, >0 e di,ds € G seja v = min(§, %) Imediatamente,
Uuhtd: c yh n U = Ut AUP

e Ul € Bg logo UM ANUS? € ¢(G).
(U2) Provemos que, para quaisquer d € G e € > 0, (Ug)* < Ued. Para isso,
3

consideremos x € Ug e escolhamos yg € U g tal que yo A x # 0. O conjunto
S={yVuyo|yeUlynrz+0}
é fortemente conexo e st(z, Ug) =V S. Entao
d(st(z, Ug)) < 2sup{d(z) | z € S} < e,

pelo que st(x, U¢) € UZ.
3

. g #(G)
(U3) E 6bvio, pois <1y se e sé se z < y. n

Por outras palavras,
$(G)={UePX)|3deG Je>0 : UL <U}

é uma uniformidade em L.
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Teorema 3.5. FExiste uma correspondéncia bijectiva entre o conjunto das uniformi-

dades em L e o conjunto das estruturas de medida em L.

Demonstragao. Vejamos em primeiro lugar que, para cada estrutura de medida G,
Yo(G) € G. Se d € ¥¢(G) entdo U € ¢(G), para qualquer ¢ > 0, ou seja, para cada
€ > 0 existem § > 0 e d' € G tais que Ug/ - Ued. Entao d € G. A inclusao G C ¥¢(G) é
trivial.

Por outro lado, para cada uniformidade U, a inclusdo ¢ip(U) C U é Sbvia. A
inclusao contréria ¢ uma consequéncia do Teorema 4.6 de [64]: dado U € U, tomemos

indutivamente

U,Us,...,Upy,...

em U tais que Uy = U e U} | < Uy, e, de acordo com o Teorema 4.6 de [64], o diametro

métrico d em (U) tal que U? C U para algum € > 0. Entao U € ¢h(U). [

Em conclusao, podemos considerar as estruturas de medida como uniformidades.
Designando os pares (L,G) formados por um reticulado local L e uma estrutura de
medida G em L por reticulados locais de medida, temos uma bijeccao entre reticulados
locais uniformes e reticulados locais de medida. Relativamente a esta bijeccao, os
homomorfismos uniformes correspondem precisamente aos homomorfismos de medida,
isto é, aos homomorfismos de reticulados locais f : L — L’ entre reticulados locais
de medida (L,G) e (L',G’) tais que, para cada ¢ > 0 e d € G, existem § > 0 e
d € G satisfazendo Ugj’ < flUJ. A categoria dos reticulados locais de medida e

homomorfismos de medida é portanto isomorfa a Unif.

As estruturas de medida clarificam a natureza da generalizagdo dos reticulados
locais métricos a reticulados locais uniformes: um reticulado local métrico é um reti-

culado local com uma uniformidade (estrutura de medida) gerada por um s6 diametro.

E importante registar, por razoes de aplicagao posterior, o seguinte facto ébvio:

Observacao 3.6. Qualquer que seja o reticulado local de medida (L, G), (L, | ljcg d)

é um reticulado local métrico.
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4. Aplicagao: UFrm admite uma imersao plena num com-

pletamento final de MFrm

Vamos agora descrever um completamento final universal de MFrm que contém
uma, cépia isomorfa de UFrm.

Com o intuito de tornar este trabalho o mais autocontido possivel, comecamos por
fazer uma breve digressao sobre as nocoes e resultados que nos sao necessarios para o
estudo pretendido.

Seja (A,]-]: A — X) uma categoria concreta sobre a categoria de base X. Uma
cofonte (AiLA)ig em A diz-se final se cada morfismo f : |[A] — |B| de X é um
morfismo de A sempre que cada composicao f - |fi| : |4;| — |B| é um morfismo de
A. Um morfismo de A é final se, como cofonte, for final.

Dada uma familia A de cofontes na categoria de base X, designaremos por A-

-cofontes finais as cofontes finais (f;);c; de A tais que (| f;|)icr € A.

Definicoes 4.1. (1) (Herrlich [35]) Diz-se que uma categoria A concreta sobre X
é completa relativamente a cofontes finais se, qualquer que seja a familia (A;);er de
objectos de A indexada por uma classe I, e qualquer que seja a cofonte (| A;] i, X)ier
em X, existe uma cofonte final (4; 2~ A);c; em A com |A| = X e |g;| = fi para todo
oi el

Uma categoria A~ concreta sobre X diz-se um completamento final de A se for
completa relativamente a cofontes finais e existir uma imersao plena concreta A — A~.

Se, além disso,

(a) A € fechada para cofontes finais em A~ ou seja, para cada cofonte final (A; LN

A)jer em A~ A pertence a A sempre que A; pertence a A para todooi €I, e

(b) para cada categoria completa relativamente a cofontes finais B e cada functor
concreto F' : A — B que preserva cofontes finais, existir um tnico functor (a

menos de isomorfismo natural) F'~ : A~ — B que preserva cofontes finais,

A~ é chamada um completamento final universal de A.
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4. Aplicacdo: UFrm admite uma imersao plena num completamento final de MFrm

(2) (Ehresmann [21]) Mais geralmente, dada uma familia A de cofontes na cate-
goria de base X', um completamento final A~ de A diz-se um completamento final

A-universal de A desde que:

(a) A seja fechada para A-cofontes finais em A~;

(b) para cada categoria completa relativamente a cofontes finais B e cada functor
concreto F' : A — B que preserve A-cofontes finais, exista um functor F'~ :

A~ — B, tinico a menos de isomorfismo natural, que preserve A-cofontes finais.

Definicoes 4.2. (Ehresmann [21]) Seja A uma familia de cofontes na categoria de
base X.
(1) Uma cofonte o = (\Ai\LX)ig em X diz-se A-completa se:

(a) para todo o morfismo f : A — A; de A, os morfismos \A||—f‘>|AZ|LX per-

tencem a o;

(b) quaisquer que sejam o morfismo f : |[B] — X de X e a A-cofonte final
(B; i>B)j€J tais que os morfismos \Bj]M]B|L>X pertencem a o, o morfismo

f pertence a o.
(2) Um homomorfismo de cofontes A-completas de X
£+ (Al Xier — (1Bj125Y )jes
é um morfismo f : X — Y de X tal que, para todooi € I, f- f; € (g)jecs-

No Teorema 4 de [21] afirma-se que os conglomerados das cofontes A-completas
de X e dos homomorfismos de cofontes A-completas de X formam uma categoria
legitima, que denotaremos por A-CS(A, X'), e prova-se que esta categoria é um comple-
tamento final A-universal de A. No entanto, Addmek e Reiterman em [2] provam que
A-CS(A, X) nem sempre é uma categoria legitima e apresentam condigoes suficientes
para que A-CS(A,X) seja de facto uma categoria. E claro que nestas condicoes
A-CS(A, X) é também uma categoria concreta sobre X

Recorde de [2] que, supondo que X tem um sistema de factorizacao (£, M), A se

diz co-hereditdria caso todo o morfismo e : |A| — X de &£ seja um morfismo final de

A.
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Teorema 4.3. (Adamek e Reiterman [2]) Seja X uma categoria com um sistema de
factorizacao (£, M), bem-potenciada relativamente a M, e seja A uma familia de
cofontes contendo todos os morfismos de € (considerados como cofontes). Entdo, para
toda a categoria A concreta sobre X co-hereditdria e com fibras pequenas, A-CS(A, X)

€ uma categoria. [ |

Observacgao 4.4. A demonstragao do Teorema 4.3 baseia-se no seguinte facto, que é
uma, consequéncia da co-hereditariedade de A e da inclusao & C A:

Sejam o = (|Ai|£>X)i€1 uma cofonte A-completa de X e m; - e; a (£, M)-
-factorizacdo de f;. A cofonte o é precisamente a cofonte de todas as composicoes

de morfismos de A com morfismos de (1m;)ic;.

Portanto, nas condigdes do Teorema 4.3, a prova apresentada em [21] de que

A-CS(A, X) é o completamento final A-universal é vélida.

Teorema 4.5. (Ehresmann [21], Addmek e Reiterman [2]) Seja X' uma categoria com
um sistema de factorizagao (€, M), bem-potenciada relativamente a M, e seja A uma
familia de cofontes contendo todos os morfismos de € (considerados como cofontes).
Entao toda a categoria A concreta sobre X co-hereditdaria e com fibras pequenas tem um

completamento final A-universal com fibras pequenas, que € precisamente a categoria

A-CS(A, X). ]

A categoria MFrm dos reticulados locais métricos é concreta sobre Frm e, uma vez
que Frm é uma categoria algébrica, a classe RegEpi dos epimorfismos regulares (i.e.,
morfismos sobrejectivos) e a classe Mono dos monomorfismos (i.e., morfismos injecti-
vos) formam um sistema de factorizagao (RegEpi, Mono) (v. p. ex. [43]). Claramente,
Frm é uma categoria bem-potenciada relativamente a Mono. Por outro lado, MFrm
tem fibras pequenas e é co-hereditaria: qualquer diametro métrico compativel d em L
induz num quociente M de L (i.e., num homomorfismo sobrejectivo e : L — M) um
didmetro métrico compativel d (cf. Proposicoes 2.11 e 2.12 de [68]); a prova de que

e:(L,d) — (M,d) é um morfismo final de MFrm é imediata.
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Portanto, podemos aplicar o Teorema 4.5 a MFrm e concluir que, para qualquer
A contendo os epimorfismos regulares, o completamento final A-universal de MFrm é
a categoria A-CS(MFrm,Frm). O nosso objectivo é provar que, sendo A a classe das
epi-cofontes finitas, esta categoria contém uma cépia isomorfa da categoria UFrm dos

reticulados locais uniformes.

Comegamos por apresentar uma outra descri¢ao da categoria A-CS(A, X') do Teo-

rema 4.3.

Proposigao 4.6. Nas condi¢coes do Teorema 4.3, existe wma correspondéncia bije-
ctiva entre a fibra de X em A-CS(A,X), para todo o objecto X de X, e a classe de

todas as cofontes o = (|Ai|—5X )er tais que:
(S1) m; € M, para todo o i € I;

(S2) um morfismo Y5 X de M pertence a o sempre que existem i € [ e g € A

tais que m = m; - |g|;

(S3) para cada A-cofonte final (AiLB)iEI e cada f : |B| — X tais que o mor-
fismo de M da (£, M)-factorizacio de f - |f;| pertence a o, o morfismo de M da
(€, M)-factorizacao de f pertence a o.

Demonstragao. Dada o = (]AZ-\LX)Z-H em A-CS(A,X) consideremos o' =
(| AL 25 X )ier, onde m; é o morfismo em M da (£, M)-factorizacdo m; - e; de f;.

Atendendo & Observacao 4.4, o’ satisfaz as condigoes (S2) e (S3).

Reciprocamente, se o/ = (|A}5X);c; satisfizer (S1), (S2) e (S3), tomamos a
cofonte o de todas as composi¢oes de morfismos de A com os morfismos de o’. Esta

cofonte ¢ é uma cofonte A-completa; com efeito:

(a) Consideremos um morfismo f : A — A; de A. Se f; : |A;| — X pertence
a o podemos escrever f; = m; - |t;|, onde m; € ¢’ e t; € A. Denotando por m/ - €]
a (&, M)-factorizagao de f; - |f], existe um e um sé morfismo g tal que o seguinte

diagrama é comutativo:
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| f]
| A | Aq
\fy
€ | Af] fi
g my
A x
m;

Como t; - f € Ae ¢} éfinal, g € A. Entao, por (S2), m; € ¢/, logo f; - |f] € 0.

(b) Para cada morfismo f : |B| — X de X e para cada A-cofonte final (B; i>B)j€J
tais que, para qualquer j € J, f-|g;| € o (isto é, para qualquer j € J, f-|g;| = m;-|t;]
para algum m; € o’ e para algum t; € A), se m - e for a (£, M)-factorizacao de f
entdo, aplicando (S3), m € ¢’ logo f € o.

Da Observacao 4.4 resulta que estas duas correspondéncias sao mutuamente inver-

sas. ]

As cofontes definidas na proposicao precedente serao referenciadas, daqui em diante,
por cofontes M-A-completas.
A proposigao que se segue caracteriza os morfismos de A-CS(A, X') em termos de

cofontes M-A-completas e tem demonstracao ébvia:

Proposicao 4.7. Sejam o1 = (\Ai|i>X)i€1 e oy = (|Bj]i>Y)jeJ duas cofontes
A-completas e sejam o) = (|A)5X)ier e o = (‘Bﬂﬂ)}/)jej as corresponden-
tes cofontes M-A-completas. Um morfismo f : X — Y de X € um morfismo de
A-CS(A, X) se e s6 se o morfismo em M da (€, M)-factorizacdo de f-m; pertence a

ab, para todo o i € 1. n

Concluindo:

Proposicao 4.8. A categoria A-CS(A,X) € isomorfa a categoria M-A-CS(A, X)

das cofontes M-A-completas e dos morfismos definidos na Proposicao 4.7. |

Em seguida descrevemos um processo de introduzir em qualquer reticulado local L

uma estrutura de medida a partir de uma cofonte Mono-A-completa.
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Proposicao 4.9. Seja M um sub-reticulado local de L. Se d é um digmetro (x) em
M entdo a relacao

d(x) = inf{d(y) | y € M,z < y}
define um diagmetro (x) em L.
Demonstragao. A prova de que fi é um diametro é imediata. Verifiquemos a
propriedade (x). Seja S um subconjunto fortemente conexo de L. Para cada ¢ > 0 e

o
s € S existe y; € M que satisfaz as condigoes d(ys) < d(s) + € e s < ys. Claramente

Sy :={ys | s € S} é fortemente conexo pelo que
d(\/ $) < d(\/ Sur) < 2sup{d(y,) | s € S} < 2sup{d(s) | s € S} +e.

Portanto, ZZ(\/ S) < 2sup{coi(s) | s € S} [

[¢]
Contudo ¢ nao é necessariamente métrico, mesmo que d o seja.
Observacao 4.10. Como anteriormente, existe um (e um s6) didmetro métrico d em
o ~ o ~ °
L tal que 3d < d < d e st(z,U8) = st(z,U?) quaisquer que sejam = € L e € > 0.
Dado um diametro d em L, denotemos o sub-reticulado local

{x€L|x:\/{y€L|yg1x}}

d
de L por Ly. Note-se que, para cada x € L, \/[{y € L | y<da} € Lg. De facto,
d d d
denotando \/{y € L | y<dx} por x4 temos xqg = \/{y € L | y<dzg4} pois se y<dz, isto é,

se existe € > 0 com st(y, UY) < z entdo
st(st(y, Ug), Ug) < st(y,U%) <z,

d
ou seja, st(y,U?)<qz e, portanto, st(y, U?) < x4.
2 2
Daqui resulta que podemos considerar a aplicagao fy : L — Ly dada por fg(z) =
x4, que é um homomorfismo sobrejectivo de reticulados locais. Pelas Proposigoes 2.9

e 2.11 de [68], se d é um diametro métrico em L,

d(z) = inf{d(y) | = < fa(y)}

define um didmetro métrico em Ly. E importante notar que d é a restricdo de d a Lg.

Além disso, temos:
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Proposicao 4.11. Seja d um diametro métrico em L. Entao (Lg,d) é um reticulado

local métrico.

Demonstracao. Falta somente verificar a compatibilidade de d. Seja x € Ly. Entdo

d
vale z = \/{y € L | y<dz}. Como x = f;(z), temos

5 =\{fa) | v € Ly} <\ {faw) | v € L, fay)q2} = \/{z € La | 292},

Mas, para cada z € Lg e € > 0, st(z, Ug) < st(z,U9) logo
d . . d
z<lx implica z<lx

d
e, consequentemente, v < \/{z € Ly | 2z} < x. ]

Corolario 4.12. Seja d um diametro métrico em L. Entdo:

(a) para cada v € L e e > 0, existe y € Ly tal que z <y e d(y) < d(z) +e.

Qo

(b) d=d.

Demonstracgao.

a) Para cada z € L e € > 0, como d é um diametro em Lg, temos
(a)
- €
x = :U/\\/{aeLd|d(a)<§}
= \/{m/\a|a6Ld,x/\a7é0,a(a)<§}

- €
< \/{aELd]x/\a;éO,d(a) < 5}
Daqui resulta que
\/{aeLd |2 Aa#0,d(a) < %} €Ly

é o elemento y que procurdvamos. Com efeito, aplicando a propriedade (x),
d(y) = d(z Vy) < d(z) + sup{d(a1) + d(az) | a1,a2 € Lg,a1 # az,a1 Nz #
0,a2 Ax # 0,d(a1),d(az) < §} < d(z) + e
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(b) Qualquer que seja z € L,

Q.lo

() = inf{d(y) |y € Lo,z <y}
= lnf{d(y) | y e Ld,$ < y}7
logo d(x) > d(z). A igualdade é agora consequéncia imediata de (a). [

d d
Podemos também concluir de (a) que a relagdo <1 é a restrigao de <1 a Lg.

Corolario 4.13. Seja G uma estrutura de medida em L. Para cada d € G, a inclusdo

(Lg,d) = (L,|geg d) € um homomorfismo uniforme de reticulados locais métricos.

Demonstracao. Provemos que, para e >0e d € G,
Uieod _ 7ra
U c R

Assim, suponhamos que x € L ¢é tal que (| |;cgd)(z) < §. Entao d(z) < §, o que
implica, por via do Coroldrio 4.12 (a), a existéncia de y € Lg satisfazendo d(y) =

d(y)<d(w)+§<eetalquex§y.PorissoxSyGUg. [

Seja M um sub-reticulado local de L. Para cada didmetro métrico d em M é ébvio

que ;i = d. Adicionalmente:

Proposigao 4.14. Seja M um sub-reticulado local de L. Para cada diagmetro métrico

compativel d em M, Lz =M.

Demonstracao. Consideremos x € L;. Comecemos por provar que, para cada

~

d
y € L tal que y<lz, existe z € M tal que

~

d
y < zdz:
Por hipdtese, existe € > 0 para o qual st(y,UZ) < z. Igualmente

y=y AV € M| d(z) < Sy S\ € M|/ Ay #0,d(z) < 5} M.
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Ponhamos z := \/{z' € M | 2/ Ay # 0,d(2') < §}. Entdo st(z,Ud) < st(y, U4); com
2

efeito, considerando w € L com wAz # 0 e d(w) < §, existe 2’ € M tal que 2’ Aw # 0,

ZNy#0ed(?)<$§. Entaow < 2'Vw, (ZVw)Ay#0e

~

d(Z' V) < d(Z) + dw) = d(Z') + d(w) < e.

Em resumo, st(z,U%) < st(y,U%) <z, i.e.,
2

d
y < zdz.

Agora, a prova da inclusao L§ C M ¢ imediata; para cada x € LZ,

d d
x:\/{yEL|y<11:}:\/{Z€M|Z<]x}GM.

Para provar a inclusao contraria M C Lz, é suficiente verificar que, para x,y € M,
d 4
y<z implica y<x,
d
pois © = \/{y € M | y<iz} para todo o x € M. Entdo, suponhamos que st(y,U%) < x
para algum ¢ > 0. Nesse caso st(y,UZ) < z porque st(y,U&) < st(y,U%): qualquer
4

4

que seja z € Ltal que zAy #0e g(z) < { existe, atendendo ao Corolario 4.12 (a),
w e L; tal que z < w e E(w) < 3(2)4—% < §. Ja vimos que LZ C M pelo que w € M.

Por outro lado, w Ay #0 e %d(w) = %;i(w) < ZiJ(w) < §,de, w < st(y, Ud). [

Fazemos notar que da Observagao 4.10 decorre que L; = LE'

Dizemos que uma cofonte
(|(M;, di)| ™ L)ier

em Mono-A-CS(MFrm, Frm) é de medida fraca se L é gerado por J;c; mi(M;). Deno-
tamos por d; o didmetro métrico compativel em m;(M;) — que é um sub-reticulado local

de L isomorfo a M; —induzido por d;. Segundo a Proposicao 4.14, Lg =m;(M;) = M;.

Lema 4.15. Seja 0 = (|(M;,d;)|">L)icr € Mono-A-CS(MFrm,Frm). Para cada
1,7 € I existe k € I tal que

~ o~

Ve>0 36>0 : Uk CUSY.
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Demonstragao. Denotemos cz U c?] por d. Vejamos, em primeiro lugar, que para
cada z € m;(M;), st(x,U) < st(x, US):

Qualquer que seja y € L tal que y Ax # 0 e d(y) < €, temos %((Z v (;j)(y) <€o0
que implica cZ(y) < 2 e c(l)Z < 4e. Isto significa que existe z € m;(M;) com y < z e
di(z) < 4de.

Daquela desigualdade decorre que, para x,y € m;(M;), yi]im implica y<d]x e, con-
sequentemente, que m;(M;) C Lq. Analogamente m;(M;) C Lg. E agora claro que

m;

(M;, d;)—>(La,d) e (Mj, dj)E(Ld,E) sa0 homomorfismos de reticulados locais uni-

formes. Consideremos o coproduto
(M;, di) 5 (M; @ Mj, di) <=~ (M;, d;)

de (M;, d;) e (Mj,d;), em MFrm. Entao existe um e um sé homomorfismo de reticulados

locais uniformes f que torna o diagrama

U; ~ Uj
(M, d;) (M; © Mj, dij) (M, dj)
|
|
L
m; ' m;
|
‘ p—
(Ld7 d)
comutativo.
Por fim consideramos a (RegFEpi, Mono)-factorizagao
(M; © Mj, dij) & (M, dar) (Lg, d)

de f em MFrm([68], Proposicao 4.10) Como (u;,u;) é uma epi-cofonte finita final (cf.
Secgao 10 de [1]), podemos concluir da condigao (S3) que o morfismo de reticulados

locais

m : |(M, dy)|—=|(La, d)| — L
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~

pertence a o e, portanto, que existe k € I tal que dy; = di. E este o k que

procuravamos. Com efeito,

» dilid;
Ve>0 UM cyst.
4

~ (e} ~
Consideremos = € L tal que dys(z) < £. Como %dM < djps, ¢é suficiente mostrar

4
que %(c;z v doj)(l‘) < djw(x) Por definigao
dur () = inf{dar([X]a) | X € My @ M, & < u([X]nr) = £(X)},

pelo que basta provar que,

1 o

se X € M;® Mj ex < f(X) entao 5(6?1 Vd)(x) < dpy([X]n)- (4.15.1)

<

Mas
di([X]ar) = inf{dy; (V) | Y € My & M;, [X]ar < [Y]ar}

e %dij < dNij, logo a condigao 4.15.1 é verdadeira se, sempre que Y € M; © M; e
z < f(Y), se tem (d; V d;)(x) < d;(Y). Como

dij(Y) = inf{d;;(Z) | Z € M; &' M;,Y < [Z]m,en, }

a veracidade de 4.15.1 é uma consequéncia do Lema 4.16 que provamos a seguir. ]

Lema 4.16. Sejam (M;,d;) e (Mj,d;) dois reticulados locais métricos e consideremos

X =V er(zy @ yy) € M; & Mj. Entdo di;(X) > (d;i V dj)(Vyer(zy Ayy))-

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que, para cada v € T,
(z4,yy) & O. Se X C x @y entdo, para cada v € I', (74,9,) < (z,9), logo V. er 74 <
e Vyer yy < y. Portanto
max(d;(x),d;(y)) > max(d;( \/ x~), d;( \/ Yy))
vel ~vel

qualquer que seja o par (z,y) € M; x M; tal que X C z @ y. Por conseguinte,

di;(X) > max (dl<\/ xv),dj(\/ y7)> > (c?, \/c@-) (\/ (377/\%)> . ]

vyel vyel vel
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Teorema 4.17. Dada uma cofonte Mono-A-completa de medida fraca
o = (|(Mi, d;)| "> L)ier,

a familia T'(c) formada pelos diametros métricos d' em L tais que, para cada € > 0,

evistem i € I e § > 0 satisfazendo Ug C UY ¢ uma estrutura de medida em L.

Demonstracao. (UP1) Sejam df,d, € I'(c). Para cada e > 0, existem i1,i2 € I e

. d; 4 d; 4 . . -
01,99 > 0 tais que U(sl1 - Ued1 e U522 - ng. Consideremos § = min(d1,d2). Entao

DA A .
Uttt < gl AU <UD AUS < UBPE

2
Agora, usando o Lema 4.15, podemos deduzir que dj LI d; € T'(0).

(UP2) Seja d um diametro métrico em L tal que
Ve>0 30 >0 3d e (o) : U§ C UL

Uma vez que d’ € T'(0), existem v > 0 e i € I tais que U,? C U¢. Portanto
U CUL e d e (o).
(UP3) E uma consequéncia imediata do facto de o ser uma cofonte de medida fraca.

Se considerarmos, para cada reticulado local L, o conjunto das estruturas de medida
e o conjunto das cofontes Mono-A-completas ordenados por inclusdo, o Teorema 4.17
dé-nos uma aplicacdo I' do conjunto parcialmente ordenado das cofontes Mono-A-
-completas de medida fraca para o conjunto parcialmente ordenado das estruturas de
medida, aplicacao essa que preserva a ordem.

Dado um diametro métrico d em L, denotamos por my o homomorfismo de reticu-

lados locais Ly — L.

Teorema 4.18. Suponhamos que A € a classe das epi-cofontes finitas e seja (L,G)

um reticulado local de medida. A cofonte
T(G) = {](M,d)\LL | m € Mono e existem d € G e
f:(M,d) — (Lg,d") em MFrm tais que mg - |f| = m}

€ uma cofonte Mono-A-completa de medida fraca.
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Demonstracao. As condigoes (S1) e (S2) sdo obviamente satisfeitas. Verifiquemos
a condicao (S3):

Para isso, consideremos o seguinte diagrama comutativo

| fil
|(M;, d;)] (M, d\
e
€i f (M, d')|
(M, d})| — L

onde (f;)ier ¢ uma A-cofonte final e m;-e; e m-e sao as (RegEpi, Mono)-factorizagoes

de, respectivamente, f - |fi| e f, e suponhamos que cada m; pertence a Y(G), i.e., que,

para cada i € I, existe um d € G e um morfismo g; : (M}, d;) — (Lgy,d;) em MFrm

tal que mgr - |gi| = my:

| fil
|(M;, d;)| (M, d)|
\
€ f (M, d')|
%
|(M], d;)] L
m;
|9i] may
(Lar, d7)]

Pretendemos provar que, nestas condigdes, m também pertence a Y(G). Como G
¢ uma estrutura de medida e I é finito, d” := | |;c;d! € G. De modo a mostrar que
m € T(G) é suficiente provar que existe um morfismo g : (M’,d") — (Lgr,d") em

MFrm tal que mgr - |g| = m:

72
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| fil
|(M;, d;)] - |(M,d)|
\
e; f (M, d)|
my; %
|(M], d})| L
9
|9il ey ma
|(Lay, d])] |(Lgr,d")|

Vejamos em primeiro lugar que M’ C Lg:

Considerando 2 € M', como M’ = f(M), podemos escrever x = f(y) para algum
y € M. Mas (fi)ic;r é uma epi-cofonte pois (f;)ier pertence a A, pelo que M =
Vier fi(M;). Nesse caso, m pode ser escrito como \/,c; fi(y;) para alguma familia

{yi | i € I} (onde cada y; pertence a M;). Entao
z=\/(ffilw)) =\ (mi-ei(yi)) = \/ (mq, - gi - es(wi)) € \/ Lar € La.
icl icl il el
Provemos agora que a inclusao g : M’ — Lg é um homomorfismo uniforme de

(M',d") para (Lgr,d"). Pelo Corolério 4.13,
mar : (Lgr,d]) — (L, | | d)
deg

é um homomorfismo uniforme. Portanto, para cada ¢ € I,

mar - g-e- fi=f-fi=ma -gi-e

é uniforme. Entao g-e - f; é uniforme e, por conseguinte, como (f;);cs € e sao finais, g
¢é uniforme.
Como todo o mq pertence a Y(G) e, por (UP3), L = \/ g Lg, entdo Y(G) é de

medida fraca. [
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Temos assim, para cada reticulado local L, uma aplicacao T do conjunto parcial-
mente ordenado das estruturas de medida em L para o conjunto parcialmente ordenado
das cofontes Mono-A-completas de medida fraca em L, que preserva a ordem.

Estamos finalmente em condicoes de estabelecer uma imersao de UFrm num com-

pletamento final A-universal de MFrm.

Teorema 4.19. Suponhamos que A € a classe das epi-cofontes finitas em Frm. Para
cada reticulado local L, T e T definem uma conexdo de Galois I' 4 Y entre o conjunto
parcialmente ordenado das estruturas de medida e o conjunto parcialmente ordenado

das cofontes Mono-A-completas de medida fraca. Além disso, T = 1.

Demonstragao. Principiaremos por demonstrar que I'T(G) = G, qualquer que seja a
estrutura de medida G em L. De modo a provar que d € G se d € I'T(G) basta mostrar
que, para todo o € > 0, existem v > 0 e d’ € G tais que U;i/ - Ued. Consideremos entao

€ > 0. Necessariamente, existem § > 0 e
me : |(Me,de)| — L

em Y(G) satisfazendo Ud C UZ. Como m, € Y(G), existem d. e

fe: (Meade) I (Ld;’d/e)
em MFrm para os quais o diagrama

m
|(Me,

=

)]

AN

|(Lay, de)|

L

mdé

é comutativo. Uma vez que fe é uniforme, existe, para cada § > 0, &' > 0 tal que
Ugl,é - fe[Uglé]. Fixemos v = %l e provemos que Uﬁlé C Us*: para cada = € U;lé
existe, atendendo ao Corolario 4.12 (a), y € Ly com = < y e d. < di(z) +v <
§’. Consequentemente, existe também z € M, tal que y < fe(z) e de(z) < §. Por

consequéncia, cz (x) gai (x) < de(z) <.

~

- d' ,
Em conclusao, Uy© C Ug‘ - Ued como afirméaramos.
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Reciprocamente, se d € G entao mg € YT(G) logo 56 I'Y(G). Pelo Corolério 4.12
(b), 5232 d donde d € I'Y(G).

Finalmente, provemos que o C TT'(0) para qualquer cofonte Mono-A-completa de
medida fraca o em L. Para cada |(M,d)|—~L em o, o didmetro d pertence a I'(0).

Pela Proposicao 4.14, L; =m(M). Como

entao

~

(M, d>£}(L5’ d) € MFrm

o que significa que m € YT'(0). ]

Por consequéncia, para cada reticulado local L, YT' é um operador de fecho no
conjunto parcialmente ordenado das cofontes Mono-A-completas de medida fraca em
L, aplicando cada cofonte Mono-A-completa de medida fraca o no seu fecho 07—, e
entao a restricao de T as estruturas de medida em L é uma bijecgdo entre estas e as
cofontes Mono-A-completas de medida fraca o em L para as quais o~ = ¢. Chamamos
a estas cofontes as cofontes Mono-A-completas de medida e consideramos a categoria
das cofontes Mono-A-completas de medida como a subcategoria plena de Mono-A-
-CS(MFrm, Frm) cujos objectos s@o as cofontes Mono-A-completas de medida.

Como nesta bijeccao os morfismos em Mono-A-CS(MFrm, Frm) entre cofontes
Mono-A-completas de medida correspondem precisamente aos homomorfismos de me-

dida, temos:

Corolario 4.20. A categoria UFrm € isomorfa a categoria das cofontes Mono-A-
-completas de medida de MFrm(sendo A a classe das epi-cofontes finitas) e, por isso,
a categoria UFrm €, a menos de isomorfismo, uma subcategoria plena de um comple-

tamento final de MFrm, universal relativamente a classe das epi-cofontes finitas. ]

Finalizamos este capitulo com algumas consideragoes.

75



RETICULADOS LOCAIS UNIFORMES NO SENTIDO DE BOURBAKI

Substituamos a condi¢do (UP2) na Definigao 3.2 pela condigao

(UP2') se d é um diametro métrico e existe d’ € G tal que
Ve>0 36 >0:U¢ CU?, entdod e G.

Chamamos estrutura de medida fraca no reticulado local L a estrutura dai resultante.
A imagem por T de uma estrutura de medida fraca em L é ainda uma cofonte
Mono-A-completa de medida fraca.

Reciprocamente, temos:

Proposicao 4.21. Para cada cofonte Mono-A-completa de medida fraca em L
o = (|(M;, d;)| "> L)ser,
a subfamilia T'(c) := {CZ| i €I} del'(o) é uma estrutura de medida fraca em L.

Demonstracao. (UP2') Seja d um didmetro métrico e suponhamos que existe
d e€T'(0) tal que
Ve>0 30>0 : U CcUL

U

d d — —
Entao y < z se y < z, logo Ly C Ly e a inclusdo (Lg,d) — (Lg,d") é uniforme. Mas
d' € T'(0) pelo que existe |(M;,d;)|—>L em o tal que d’' = c}; Pela Proposigao 4.14,
(M;,d;) = (Lg,d’) logo, aplicando (S2), |(Lg4,d)| — L pertence a o e, consequente-

mente,

UP1) Consideremos CZ-, c? - €I'(0). O Lema 4.15 garante a existéncia de k € I tal
J

que
Ve>0 35 >0 : Uk C U™,

Entdo, por (UP2'), d; Ud; € I"(0).

A prova de (UP3) é ébvia. [

Adaptando a prova do Teorema 4.19 a este novo contexto, podemos concluir que

[T =1 e YTV = 1. Obtemos assim um isomorfismo entre a categoria dos reticulados

76



4. Aplicacdo: UFrm admite uma imersao plena num completamento final de MFrm

locais de medida fraca (cujos morfismos sdo os homomorfismos de medida) e a subca-

tegoria plena de Mono-A-CS(MFrm, Frm) das cofontes Mono-A-completas de medida

fraca.

Note-se que, no caso particular de o ser uma cofonte Mono-A-completa de medida,

I'(o) e T'(0) coincidem. De facto, se ¢ = o,
(o) =T'(c7) =I'"YT(0) =T (0).

O diagrama seguinte resume as nossas conclusoes:

A =epi-cofontes finitas Mono-A-CS(MFrm, Frm)
E

- U

reticulados locais ; » | cofontes Mono-A-completas
de medida fraca | _ I de medida fraca
(isomorfismo)

U r U

reticulados locais cofontes Mono-A-completas
UFrm = . T .
de medida - de medida

(isomorfismo)
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Notas sobre o Capitulo II:

(1)

Do diagrama precedente surge uma questao: serda que a nocao de cofonte
Mono-A-completa de medida fraca é de facto mais forte que a nogao de
cofonte Mono-A-completa, isto é, a imersao plena E é ou nao realmente

estrita?

As estruturas de medida poderiam ser definidas como sistemas de didmetros

(%) satisfazendo os axiomas (UP2), (UP3) e
(UP1’) dy V dg € G sempre que dy,ds € G.

Com efeito, prova-se (de um modo andlogo a prova do Teorema 3.5) que
o conjunto parcialmente ordenado das estruturas de medida (neste sentido)
num reticulado local L é também isomorfo ao conjunto parcialmente orde-

nado das uniformidades em L.

O conhecimento de alguns factos sobre coprodutos de reticulados locais e
sobre os C-ideais gerados por conjuntos descendentes revelaram-se cruciais
na demonstracao de que as vizinhancas da diagonal de Weil funcionam para

reticulados locais uniformes.

Neste capitulo, o trabalho notavel de Pultr nos reticulados locais métricos
([64], [65], [67], [68]) constitui a base onde se apoia a nossa conclusao de que
as estruturas de medida podem também ser consideradas nos reticulados

locais.
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CAPITULO III

RETICULADOS LOCAIS
QUASE-UNIFORMES NO SENTIDO DE
WEIL

Os espagos quase-uniformes sao habitualmente apresentados na literatura em
termos de vizinhangas da diagonal [28]: uma quase-uniformidade num conjunto
é definida eliminando da axiomatizagdo de Weil de espaco uniforme o axioma
da simetria. Esta teoria tem obtido muito sucesso; como justificagdo para esta

afirmagdo veja, por exemplo, [28] e [50].

E natural esperar que a partir de uma teoria de uniformidades para reticulados
locais definida em termos de vizinhancas da diagonal se possa também desenvolver
uma teoria de quase-uniformidades de facil manuseamento. Neste capitulo confir-
mamos esta afirmagao. Provamos ainda que a nossa teoria de quase-uniformidades
para reticulados locais é equivalente & estabelecida por Frith [29] via coberturas.
Consequentemente, a categoria aqui introduzida é também isomorfa a categoria

dos reticulados locais quase-uniformes de Fletcher, Hunsaker e Lindgren [27].
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1. Espacgos quase-uniformes

A teoria cléssica dos espagos quase-uniformes, introduzida por Nachbin, é habitual-
mente apresentada, contrariamente a dos espagos uniformes, em termos de vizinhancas

da diagonal.

Definicao 1.1. (Nachbin [55]) Sejam X um conjunto e £ uma familia de vizinhangas

da diagonal de X. O par (X, &) é chamado um espaco quase-uniforme se:
(QUW1) & é um filtro relativamente a C;

(QUW2) para cada E € £ existe F' € € tal que F o F C E.

Uma aplicagao f entre dois espagos quase-uniformes (X, &) e (X', &) diz-se uni-
formemente continua se (f x f)~1(E) € £ para todo o E € &£'. Denotamos a categoria
dos espagos quase-uniformes e aplicacées uniformemente continuas por QUnif.

Gantner e Steinlage em [30] apresentaram uma abordagem aos espagos quase-
-uniformes em termos de coberturas, mais exactamente “pares conjugados de cober-
turas”. Um par conjugado de coberturas (abreviadamente, cobertura conjugada) de um

conjunto X é um subconjunto Y de P(X) x P(X) satisfazendo a condigao
(H{U1n Uz | (U1, U2) eU} = X.
A cobertura conjugada U diz-se forte se, adicionalmente,
para cada (Uy,Us) € U, Uy NUy # () caso Uy # () ou Uy # 0.

Habitualmente, dadas duas coberturas conjugadas U e V escreve-se U < V se, para

cada (Uy,Us) € U, existe (V1,V3) € V com Uy CVy e Us C Vs

Definicao 1.2. (Gantner e Steinlage [30]) Uma familia ndo vazia p de coberturas
conjugadas de um conjunto X diz-se uma quase-uniformidade por coberturas em X se

satisfizer as seguintes condicoes:

(QU1) seU € p, V é uma cobertura conjugada de X e <V, entdo V € p;
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(QU2) quaisquer que sejam U,V € u existe uma cobertura conjugada forte W € p tal

que

W <A{(U1nV1, U0 V) | (U, Uz) €U, (V1,V2) € VE;
(QU3) para cada U € p existe V € p tal que
V* = {<3t1(‘/1,V),3t2(‘/2,V)) ‘ (‘/laVQ) € V} S u:

onde

sti(Vi, V) = V] | (), V3) € Ve VNV 0}

sta(Va, V) := | {V5 | (V. V3) eV e VINV #0}.

Em [30] os autores provaram que estas duas abordagens sao equivalentes.
Como elemento de consulta sobre espacos quase-uniformes remetemos o leitor para

a monografia [28] de Fletcher e Lindgren.

2. Reticulados locais quase-uniformes

Do mesmo modo que os espagos bitopoldgicos assumem um papel natural no es-
tudo dos espagos quase-uniformes [51], os reticulados quase-uniformes conduzem-nos
naturalmente a consideragao dos bi-reticulados locais.

As seguintes defini¢oes e notagoes sao transcritas de [29].

Seja B = (By, By, B2) um bi-reticulado local. Um subconjunto U de B; x By cha-
ma-se uma cobertura conjugada de B se \/{u1 Aug | (u1,u2) € U} = 1. Uma cobertura
conjugada U diz-se forte se, para cada (uj,uz) € U, up A ug # 0 quando uy V ug # 0.

Recordemos ainda mais algumas definigoes. Dadas duas coberturas conjugadas U
e V de B, arelacao U < V significa que, para cada (uj,uz) € U, existe (v1,v2) € V

tal que u1 < v1 e us < v9. Relativamente a esta pré-ordem,

{(u1 N\ V1, U2 /\’1)2) | (ubuQ) e U, (1}1,1}2) S V},
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que ¢é claramente uma cobertura conjugada, é o infimo U A V das duas coberturas

conjugadas U e V. Dados x € By e uma cobertura conjugada U de B,

st1(z,U) := \/{u1 | (u1,u2) € Uyug Az # 0}

sta(x,U) := \/{ug | (u1,u2) € Uyug Az # 0},

Por fim, U* denota a cobertura conjugada

{ (st1(1,0).stofuz, ) | (w1, 2) € U,

Importa ainda salientar que, quaisquer que sejam x € By e ¢ € {1,2} [29]:

o z <sti(z,U)

o sti(sti(x,U),U) < sti(x,U").

Definicao 2.1. (Frith [29]) Uma familia & de coberturas conjugadas de um bi-reti-

culado local B é uma quase-uniformidade em B se satisfizer as seguintes condicoes:

(QU1) U é um filtro relativamente a relagdo de ordem < e a familia das coberturas

conjugadas fortes de U é uma base desse filtro;
(QU2) para cada U € U existe V € U tal que V* < U;

u u
(QU3) para cada = € B; (i € {1,2}) vale x = \/{y € B; | y<;z}, onde y<l;z significa
que st;(y,U) < x para algum U € U.

Um reticulado local quase-uniforme é um par (B,U) formado por um bi-reticulado
local B e uma quase-uniformidade ¢ em B. Sejam (B,U) e (B',U’) reticulados lo-
cais quase-uniformes. Um homomorfismo uniforme f : (B,U) — (B',U') é um
homomorfismo de bi-reticulados locais f : B — B’ tal que, para cada U € U,
AU s= {(F(ur), F(u)) | (wr,uz) € U} €U

Denotaremos a categoria dos reticulados locais quase-uniformes e homomorfismos

uniformes por QUFrm.
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3. Reticulados locais quase-uniformes no sentido de Weil

No contexto espacial, eliminando o axioma da simetria obtem-se a nocao de qua-
se-uniformidade. Aqui, num contexto “livre de pontos”, depois de eliminado o axioma
da simetria devemos observar o seguinte: a equivaléncia entre as condigdes (i) e (ii) da
Proposicao 1.4.6 deixa de ser vélida pelo que, no lugar de 5] , temos agora duas relagoes
de ordem,

£
x<diy=Fo(rdz) Cydy, para algum F € &,

&
<oy = (x@x)o E Cydy, para algum F € &,

que por sua vez dao origem, como veremos, a dois sub-reticulados locais de L,

Ll::{x€L|x:\/{y€L|y<(l€1x}}

E
L2::{x€L|m:\/{yEL|y<12m}},

que correspondem, no caso espacial, as duas topologias definidas pela quase-

-uniformidade.
-1

&
Note-se que <2 ndo é mais nem menos do que a ordem <1, sendo £~! o conjugado
{E-1|Ec&}de€.

Dados x € L e um C-ideal E, denotamos os elementos
V{veL|(y,2z) e E znz#0},

\{yeL|(zy)€E,zAz#0}

V{veL|(yy) € E,yna+#0}

por, respectivamente, sti(z, E), stao(x, E) e st(xz, F). Quaisquer que sejam z,y € L e

E FeL®L, temos:

o sti(xz,E) ANy =0 se e sésexAstyy, ) = 0;
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o sti(sti(x, E), F) < sti(x, FoE) e sty(sta(x, E), F) < sta(x, Eo F).

E também facil concluir que, para todo o x em L e toda a vizinhanca da diagonal

E de L, z < st(z, E) < sti(z, E) A sta(x, E).

Proposicao 3.1. Suponhamos que £ € uma base de um filtro de (W Ent(L),C). Entao,
&
parai € {1,2}, as relagdes ; sao sub-reticulados de L x L satisfazendo as propriedades

sequintes:

& &
(a) quaisquer que sejam x,y,z,w em L, x < y<l;z < w implica x<;w;
g 7
(b) x<;y se e s6 se, para algum E € &, st;(x, E) < y;
& .
(¢) x<d;y implica x < y;

(d) L é um sub-reticulado local de L.

Demonstragao. A prova de que cada <§ i define um sub-reticulado de L x L é similar
a prova da propriedade correspondente da relacao 5] na Proposicao 4.8 do Capitulo 1.

(a) E 6bvio.

(b)Se Eo(z®z) Cydye (a,b) € E combAx#0, entdo, como (a,bAzx) € E e
(bAz,bAx) € 2Pz, (a,bAx) € yDY, e, consequentemente, a < y. Logo sti(z, E) < y.

Reciprocamente, consideremos (a,b) € E e (b,c) < (z,x) com b # 0. Entao
(a,c) € y ®y; de facto, a < st1(z,F) <yec<z <sti(z,F) <uy.

(c) De (b) sabemos ja que st(x, F) < y quando xézy Basta agora recordar a prova
da Proposicao 1.4.8.

(d) Uma vez que, por (c), ZL'<]8 ;y implica x < y, trata-se de um coroldrio imediato

£
do facto de cada <; ser um sub-reticulado de L x L e da propriedade (a). [

Observagao 3.2. Um raciocinio anédlogo ao da prova de (b) mostra que:
&
e <y é também equivalente a existéncia de algum E € € tal que Eo(z®1) C yd1;

&
e similarmente, x<12y se e s6 se (1® x)o E C 1@y para algum E € £.
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De modo a formalizarmos a definicao “adequada” de quase-uniformidade de Weil,
temos que substituir a condigdo de admissibilidade (UW4) da Definigao 1.4.5 pela

condicdo de (L, L', L?) ser um bi-reticulado local:

Definicao 3.3. Uma familia £ de vizinhangas da diagonal de um reticulado local L

é uma quase-uniformidade de Weil se satisfizer as seguintes condigoes:
(QUW1) & é um filtro de (WEnt(L),Q);
(QUW?2) para cada E € £ existe F € £ tal que F o F C E;

(QUW3) (L, L', L?) é um bi-reticulado local.

Uma base de uma quase-uniformidade de Weil é um conjunto £ de vizinhangas
da diagonal de Weil tal que T £ é uma quase-uniformidade de Weil. Portanto & é
uma base de uma quase-uniformidade de Weil se e s6 se é uma base de um filtro de
(WEnt(L), Q) satisfazendo as condi¢oes (QUW2) e (QUW3).

Um reticulado local quase-uniforme de Weil é um par (L,E) constituido por um
reticulado local L e uma quase-uniformidade de Weil £ em L. Sejam (L,&) e (L', E’)
reticulados locais quase-uniformes de Weil. Um homomorfismo uniforme de Weil f :
(L,E) — (L',&') é um homomorfismo de reticulados locais f : L — L' tal que
(f® f)(F) € & para todo o E € £. Estes sao os objectos e os morfismos da categoria
QWUFrm.

Observacgoes 3.4. (a) No caso da quase-uniformidade de Weil £ ser simétrica, isto é,
ter uma base de vizinhancas da diagonal simétricas, as relagoes <§ 1€ <‘lS 2 sao idénticas
e coincidem com a relacao <51 do Capitulo I. Nesse caso L' = L? e, portanto, a condicao
(QUWS3) significa que L = L' = L? ou, o que é o mesmo, que, para todo o x € L,
x=\V{yeL| y<g]9:} Em conclusao, acontece aqui o mesmo que em espagos: uma
familia de vizinhancas da diagonal de Weil é uma uniformidade de Weil se e s6 se é
uma quase-uniformidade de Weil simétrica.

(b) Se £ é uma quase-uniformidade de Weil em L, entdo o seu conjugado 7! ¢

também uma quase-uniformidade de Weil em L.
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(c) A adaptacao da adjuncao dual do Teorema 1.4.14 as categorias QUnif e QUWUFrm
é imediata. Por essa razao, e para evitar desviarmo-nos do objectivo principal deste

capitulo, dispensamo-nos de a descrever.

4. O isomorfismo entre as categorias QUFrm e QWUFrm

O lema seguinte, do mesmo género do Lema 4.2 do Capitulo I, serd essencial no

seguimento.

Lema 4.1. Sejam A € D(L x L) e x € L. Para cada i € {1,2}, stij(z,k(A)) =
sti(x, A).

Demonstracao. Limitamo-nos a apresentar uma prova do lema para ¢ = 1 pois o
caso 7 = 2 pode ser provado de forma semelhante.

Seja A € D(L x L) e consideremos o subconjunto nao vazio
E={Ee€D(LxL)|ACECEk(A),sti(z,E) = sty(z,A)}.

Se E € E entao também ko(E) € E:

Evidentemente, basta verificar que sti(z, ko(E)) < sti(z, E). Seja (a,b) € ko(E)
com bAx # 0. Caso (a,b) = (a,\/ S) para algum S satisfazendo {a} x S C FE, existe
s € S nao nulo tal que sAz # 0 e (a,s) € E, e portanto a < sty(z, E). Senao, caso
(a,b) = (\/ S,b) para algum S com S x {b} C E, imediatamente a = \/ S < sti(x, F).

Além disso, para qualquer subconjunto nao vazio ¥ de E, Jpcp I € E porque

sty (z, U F)= \/ st1(z, F).
FEF FEF
Entao T := Ugeg B pertence a E, ou seja, E possui um elemento maximal T'. Mas,
como acabamos de ver, ko(T) € E donde T = ko(T), isto é, T' é um C-ideal. Entao
k(A) =T € E e, consequentemente, sti(x, k(A)) = sti(x, A). ]

Proposicao 4.2. Seja U wuma quase-uniformidade num  bi-reticulado local
(Bo, B1, B2). Para cada cobertura conjugada U definamos Ey = k(U). Entdo &y =

{Ey : U €U} é uma base de uma quase-uniformidade de Weil em By.
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Demonstracao. E claro que qualquer elemento de &, é uma vizinhanga da diagonal
de Weil pois
\/{x | (z,z) € k(U)} > \/{u1 Aug | (u1,u2) € U}

Sejam Ey,, Ey, € &y e tomemos U € U tal que U < U; A Uy. Evidentemente
Ey C Ey, N Ey,, logo & é uma base de um filtro de (W Ent(L), C).

Para cada U € U consideremos V € U tal que V* < U. Entao Ey o Ey C Ey:

Uma aplicacao do Lema 1.4.2 dd-nos Ey o Ey = [ Vo | V. Sejam (z,y) < (v1,v2) €
Ve (y,z) < (v),v) € Vcom x,y,z # 0. Ora x < vy < st1(v1,V), 2 < vh < sta(va, V)
e (st1(v1,V), sta(ve,V)) € V* pelo que existe um par (u1,u2) € U tal que (z,2) <
(u1,us2), e, consequentemente, tal que (z,z) € Ey.

Finalmente, (B, B§, B2) é um bi-reticulado local:

Por hipétese
u
B; C {:c €By|z=\/{yeBi| y<1¢a:}}.

u
Atendendo ao Lema 4.1, y<1;x significa que existe U € U tal que st;(y,k(U)) < z, o

. : Eu ~
que, como ja observamos, é equivalente a dizer que y<{;z. Entao
&y
B; C {ac €By|lz=\/{yeBi| y<lzw}}
Agora verifica-se imediatamente que, sendo (By, By, B2) um bi-reticulado local e sendo
i u
By={xz € By|z=\/{y € B | ydiz}},
para i € {1,2}, um sub-reticulado local de By (Proposigao 3.1 (d)), (Bo, B}, B3) é um

bi-reticulado local. n

Seja £ uma quase-uniformidade de Weil em L. Uma vez que, para quaisquer E € £
e x € L, st;(z, E) pode ndo pertencer a L¢, vamos, por necessidade técnica, introduzir
em L & L as relagoes Egz (i €{1,2}):

Quaisquer que sejam I,J € L& L,

E
IC4J=Fol CJ paraalgum F € £

&
IC,J =10 FE C J para algum F € £.
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Estas relacoes sao mais fortes do que a inclusao C. De facto, para todo o E € £ e todo
ol e LaL, I C(Eol)N(IoF) como em seguida provamos; para qualquer (z,y) € I
podemos escrever . = \/{z Az | (2,2) € E,z A z # 0}, e, além disso, para cada z tal
que (2,2) e EexNz#0, (xANz,xNz) € Ee(zANzy) €l Entao (z,y) € Eol.
Analogamente I C I o E. Logo I C (EoI)N (I o E), como afimdramos.

Adicionalmente precisaremos também, para cada i € {1,2}, do seguinte operador
em &:

£
int;(E):=\/{Ie Lo L|IZE}.

Proposicao 4.3. Seja € uma quase-uniformidade de Weil em L. Quaisquer que se-

jam i € {1,2} e E € &, tem-se que:
(a) int;(E) C E C int;(E?);
(b) para cada x € L, sti(x,int;(E)) € L.

Demonstracgao. (a) E trivial.

(b) Para provar que
. 2 .
st1(z,int1(E)) < \/{y e€L|yd 1st1(x,mt1(E))}
basta provar que
&
inty(E)o (z®1) C \/{y € L | y<isti(z,int1(E))} @1  (cf. Observagao 3.2).
Pelo Lema 1.4.2,
E
inty(E)o (z@1)=|J{I€eLOL|IC1E} o |(x,1).

Se (b,¢) < (x,1), b#0, (a,b) € I e existe algum F € £ tal que F o I C E, entao para
I
qualquer G € & tal que G? C F temos G oI C inty(E), pois G o IC;E. Um célculo

simples mostra que

Go (a®a) C sty(x,int1(E)) @ st1(x,int1 (E)),
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. ¢ ) ~
ou seja, a<listi(x,int;(E)). Entao

(a,c)e\{yeL| yélstl(x,intl(E))} ® 1. [

Por (a), cada int;(E) é uma vizinhanca da diagonal de Weil. Observe-se que, para

i=1lei=2,{int;(F)| E €&} é uma base de .

Observagao 4.4. A Proposicao 4.3 também nos permite concluir que a condigao
(QUW3) da Definigao 3.3 pode ser formulada como uma condigao de admissibilidade
de uma uniformidade em L; de facto, aquela condicao é equivalente a dizer que o filtro
& gerado por {ENE~! | E € £} é admissivel, isto é, que, para cada x € L, vale
v =\{y e L|yaa}:

Se £ é admissivel e x € L, entdo z = \/ S sendo S = {y € L | yglx} Para
cada y € S existem E, € £ e E, € £ tais que Ey o (y & y) gx@eryﬂEy_l CE,.
Consideremos F, € & tal que Fy2 C E, e denotemos por F, a interseccio F), Nk, leé.

E imediato que Fi C E, donde int; (Fi) Cint;(Ey) (i € {1,2}). Temos entao

T = \/S < \/ (Stl(yafy) N St2(y’Fy))

yeSs

<\ (staly,ints (D)) A sta(y, inta(F)))
yeS

<\ (staly, int1(Ey)) A sta(y, inta(Ey))).
yes

Ora

\/ (st1(y,int1(Ey)) A sta(y,inta(Ey))) < z
yes

porque Ey o (y@®y) C @ x. Entao, como st;(y,int;(E,)) € L' (i € {1,2}), (L, L', L?)
é um bi-reticulado local. Reciprocamente, para todo o x € L, podemos escrever

x = \/Vep(x,ly /\:B,Qy) para {iL',ly |yeT}C Lte {x% | v €T} C L2 Mas, para cada y € T,

E
o= \iyelly ol

&
oy =\/{y e Ly <sal},
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. ) £ £ g
donde se conclui que bastara provar que, caso y; <l1 1 € y2 <2 T9, y1 Ay2 < 1 AT3, O

que ¢ simples: se Eo(y;®y1) C x1®z1 ¢ (y2Dy2)oF C xa® a2 entdo F1o(yaDya) C
T2 @ x2 logo

(EﬂF)flo(yl/\yQGByl/\yg)gxl/\xg@xl/\l‘g.

Resumindo, tal como acontece com os espagos quase-uniformes, se (L,€) é um
reticulado local quase-uniforme de Weil, a menor quase-uniformidade de Weil £ em L

que contém £ UE~! é uma uniformidade e tem a familia {E N E~! | E € £} por base.

Definigao 4.5. Dada uma vizinhanca da diagonal de Weil E de L, diremos que um

elemento x de L é E-pequeno caso x < st(y, E) sempre que x Ay # 0.

Para cada vizinhanca da diagonal de Weil FE definamos
Ug := {(stl(x, int1(F)), stg(x,intg(E))) | x é um elemento E-pequeno de L}.

Proposicao 4.6. Seja (L,E) um reticulado local quase-uniforme de Weil. Para cada

x € L e cada E € £ tem-se para i € {1,2}:
(a) sti(z,Ug) < sti(x, E3) (i € {1,2});

(b) sti(x, E) < stiy(x,Ug2) (i € {1,2}).

Demonstracao. (a) Fixemos i € {1,2} e seja z um elemento E-pequeno tal que
stj(z,intj(E)) Nz #0, (j € {1,2};5 # i). Entdo z A sti(x,int;(E)) # 0 e, como z é
E-pequeno,

z < st(sti(x,int;(E)), E) < st;i(st;(x, E), E) < st;(x, E?).
Logo st;(z,int;(E)) < st;(x, E3) e, consequentemente,
\/{sti(z,intiE) | z é E-pequeno, stj(z,int;E)Ax #0, (j € {1,2};] # z)} < sti(z, E®),

isto é, st;(x,Ug) < st;(z, E3).
(b) Seja (a,b) € E tal que b Az # 0. Podemos escrever

a:\/{a/\z\(z,z)EE2,a/\z7é0}.
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Observemos que
(stl (a A z,int1 (E?)), sta(a A 2, intg(EQ))> € Up
sempre que (z,2) € E>ea Az #0. Ora

x A sty(a A z,inte(B?)) = \/{x/\d| (¢,d) € inty(E?),cAa Az #0}
> \/{x/\d\(c,d)EE,c/\a/\z%O}
> xAb#0.

pelo que a desigualdade desejada esté provada. [

Dada uma quase-uniformidade de Weil £ em L, denotamos por Ugs o conjunto

{Up | E € &}

Proposicao 4.7. Us é uma base para uma quase-uniformidade em (L, L', L?), cons-

tituida por coberturas conjugadas fortes.

Demonstragiao. Pela Proposicao 4.3 (b), cada Ug é um subconjunto de L' x L2.

Além disso, é mesmo uma cobertura conjugada forte:

o \/{sti(x,int(E))Asta(z,inta(E)) | z é E—pequeno} > \/{z | z é E—pequeno}
> Vo | (0,0) € B} = 1

® Se

sty (z,int1(E)) V sto(x,int2(E)) #0

entao = # 0 logo
sty(z,int1(E)) A sta(x,inte(E)) # 0.

Dados E, F' € &, tem-se, para qualquer G € £ tal que G C ENF, Ug < Up ANUfp
(claramente, z é E-pequeno e F-pequeno quando é G-pequeno).

Verifiquemos as condigoes (QU2) e (QU3) da Definigao 2.1:

(QU2) Consideremos Ug € Us e tomemos F € & tal que F® C E. Entao Uy < Ug:

Seja  um elemento F-pequeno de L. Temos que st (sti(z,int1(F)),Ur) coincide

com

\/{stl(z,intl(F)) | z é F-pequeno, sta(z,inta(F)) A st1(z,int1(F)) # 0}.
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Como

sta(z,inta(F)) A sti(x,int (F)) #0

é equivalente a

z N\ sty(sty(z,int1(F)),inta(F)) #0

e z é F-pequeno,
z < st(sty(sti(x,int1(F)),inta(F)), F) < st1(st1(st1(z, F), F), F).
Daqui resulta que
sti(z,inty (F)) < st1(z, F) < sty(z, F*) < st1(z,int (E)).

Acabamos assim de provar que sty (sty(z,int1(F)),Ur) < st1(x,int1(E)).

Analogamente, prova-se que sta(sta(z,inte(F)),Up) < sto(x,inta(FE)).

(QU3) Seja z € L'. Entdao vale x = \/{y € L | y<‘l€1$} Verifiquemos (QU3)
mostrando que, para cada y € L satisfazendo y<(]g 1z, existe 3y € L' tal que y < y’illglx.
Portanto, consideremos y € L com y<‘18193 e tomemos F,G € & tais que G C F e
F3 C F (onde E € € satisfaz st1(y, F) < z). Como y < st1(y,int1(G)) € L', basta
provar que sti(st1(y, int1(G)),Ug2) < x:

Ora

IN

st1 (Stl (y, inty (G)), UGz) sty (Stl (y, G), UGz)
sty (st1(y, Ugz), Ug2)

< sti(y, Ugz")

IN

e, por (b), Ug2" < Ugus, logo
sty (st1(y, int1(Q)), Uge) < st1(y, Uge™) < st1(y, Up) < st1(y, F?) < st1(y, B) < z,

0 que completa a demonstragao. ]

Lema 4.8. Seja (L,U) um reticulado local quase-uniforme. Para qualquer cobertura

conjugada forte V.em U, tem-se que:
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(a) V< Ug,.;

(b) Ug, < V**~.

Demonstragio. (a) Seja (v1,v2) € V com vy Vg # 0. E claro que, (vy Avy,v1 Avg) €

Ey C By« e, sendo V forte, v1 A vy # 0. Logo v1 A vg é Ey«-pequeno e
<St1 (1)1 N v2,1nty (Ev*)), 8152(1)1 N va, intQ(Ev*))> € UEV* .

Por outro lado, é facil deduzir que Ey o Ey C Ey+«, pelo que podemos afirmar que

Ey Cint;(Ey+) (i € {1,2}). Consequentemente,
(v1,v2) < (st1(v1 A vz, BEy), sta(v1 A vz, Ev))
< <St1 (’Ul A V2, inty (Ev* )), Sto (7}1 N Vg, intg(Ev* ))> .

(b) Para cada elemento Ey-pequeno nao nulo z de L, existe um par (vi,v) € V

tal que = A v1 A vy # 0, pela definigdo de cobertura conjugada. Obviamente
x < st(vy A vy, By) < sti(vy, Ey) A sta(va, Ey) = sti(v1, V) A sta(va, V).
Por conseguinte
sti(x, V) < sti(sti(vi, V), V) < sti(sti(v;, V), V*) (i € {1,2}),

logo

IN

(stl (z,int1 Ey), sto(x, inthV)) (stl (x,V), sta(z, V))

(sti(sta(v1, V), V), sta(sta(v3, V), V*)) € V™.

IN

Lema 4.9. Seja (L,E) um reticulado local quase-uniform de Weil. Para qualquer

F e &, tem-se que:

(a) Fg EU

F2’

(b) Ey, C F3.
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Demonstracao. (a) Seja (z,y) € F. Escrevendo y na forma
\/{y/\z | (z,2) € F2,y Az # 0},
basta-nos confirmar que
(z,y A 2) € k(Up2) quando (z,2) € F2 ey Az # 0. (4.9.1)

Ora, como z < sti(z, F) < sti(z,int1(F?)), y Az < z < stoz,inta(F?)) e z é
F?-pequeno, entdo 4.9.1 é de facto verdadeira.

(b) Verifiquemos que Ur C F? ou, equivalentemente, que (z,w) € F3 quando
(x,y) € int1(F), (z,w) € int2(F),y Ns # 0,2\ s # 0, e s é¢ F-pequeno. O facto de
s ser F-pequeno implica que s < st(z, F) < sti(z, F'), donde y A st1(z, F') # 0, isto é,
sta(y, F) Az # 0. Mas (z,sta(y, F)) € F? e (2,w) € F, logo (z,w) € F3. [

No seguimento, dadas uma quase-uniformidade 4 e uma quase-uniformidade de
Weil, denotaremos por, respectivamente, (i) e ¢'(€) a quase-uniformidade de Weil

gerada por &y e a quase-uniformidade para a qual Ug é uma base.
Proposicao 4.10. ¢'(U) =U e /(€)= E.

Demonstragdao. Comecemos por provar que ¥'9(U) = U. O conjunto {Ug | E €
(U)} é uma base da quase-uniformidade ¢’'¢)(U). Basta agora observar que é também
uma base de U, o que é uma consequéncia do Lema 4.9: por (a), {Ug | E € v (U)} C U,
e, por (b), para cada V € U existe V' € U tal que Ug, CV.

De um modo semelhante, o Lema 4.8 implica que a base {Ey | U € ¢/(£)} de

Py (€) é também uma base de &, o que prova a segunda identidade. ]

A correspondéncia (L,U) — (L, (U)) é functorial. Com efeito, ela é a funcao de
objectos do functor de QUFrm em QWUFrm cuja fungdo de morfismos é descrita na

proposicao seguinte:

Proposigao 4.11. Sejam (L,U) e (L',U") dois reticulados locais quase-uniformes e
seja f (L, U) — (L',U") um homomorfismo uniforme. Entao f : (L, (U)) —

(L', 4(U")) € um homomorfismo uniforme de Weil.
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Demonstracao. Provemos que (f @ f)(E) € ¢(U’'), para todo o E € (U). Entao,
seja E um C-ideal contendo k(U), para algum U € U. Por hipdtese, f[U] € U’
Basta agora observar que k(f[U]) C (f @ f)(E), o que é trivial pois (f(u1), f(u2)) €
(f @ f)(E), qualquer que seja (u1,us) € U. [

Por outro lado, a correspondéncia (L,E) —— (L,¢'(€)) define um functor de

QWUFrm em QUFrm como veremos ja de seguida.

Lema 4.12. Seja f: (L,&) — (L', &) um homomorfismo uniforme de Weil. Entao,
&’ E
quaisquer que sejam x,y € L e i € {1,2}, tem-se f(x)<;f(y) quando x<1;y.

Demonstracao. O caso z = 0 ¢ trivial. Se x é nao nulo, como, para todo o E € &,
(fef)(E) € &, ésuficiente verificar que (f& f)(E)o(f(x)® f(z)) C f(y)® f(y) sempre
que E € £étalque Eo(z@x) Cy®y. Ora (fo f)(E) =V{f(a)® f(®)| (a,b) € E}.
Recorramos ao Lema 4.2 do Capitulo I:
(fe HE)o(flx) o f(z)) = ( U (f(a) 69f(b))) o L(f(=), f(x)).
(a,b)EE

Se (¢,d) € f(a) ® f(b) para algum (a,b) € E, (d,e) € | (f(z), f(z)) e d # 0, entdo, no
caso de ¢ # 0 ser nao nulo (o caso ¢ = 0 é 6bvio), temos bAz # 0, e, consequentemente,
(a,x) e Eo(z®z) Cydy. Entdo a <yex <y, donde se deduz ¢ < f(y) ee < f(y),
isto &, (c,e) € f(y) @ f(y). u

Lema 4.13. Suponhamos que f : L — L' é um homomorfismo de reticulados locais.
Entao, quaisquer que sejam x € L e E € L& L, st;(f(z),(f ® f)(E)) < f(sti(z, E))
para i € {1,2}.

Demonstragao. Seja B =\ (,;)cp(a®b). Entao

sti(f(2), (f & F)(E)) = stl(f(fr)a V (f(@)GBf(b)))

(a,b)EE

= st (f(a:), U (f(a)@® f(b))) (pelo Lema 4.1)

(a,b)eE
= \V{f(@)|(a,b) € E,f(b) A f(z) # 0}
< f(\/{a | (a,b) e E;bAx # 0}) = f(sti(z, E)).
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A prova para i = 2 é semelhante. |

Proposigao 4.14. Sejam (L,&) e (L', &) reticulados locais quase-uniformes de Weil
eseja f:(L,E) — (L', &) um homomorfismo uniforme de Weil. Entdo f : (L,v'(£))

— (L', 9'(&") é um homomorfismo uniforme.

Demonstracao. Atendendo ao Lema 4.12, f é um homomorfismo de bi-reticulados

locais. Com efeito, para cada a € L,

fla) = \/1(®) | b e L,bia}
logo
f@ < V{0 105} < Vo e 10550

isto é, f(a) € L.

O nosso objectivo é provar que, para todo o F € &, f[Up] pertence a ¢'(E'):

Consideremos G € € tal que G C F. Entdo Ey, € ¢¢/(£) = & logo, por
hipétese, (f @ f)(Ey,) € &'. Como & = y'(£'), podemos considerar V € /(&)
tal que By C (f @ f)(Ey,). Podemos ainda supor, sem perda de generalidade, que
V é forte. De maneira a mostrar que f[Up] € ¢'(€’) provaremos que V < f[Up].
Assumamos que (v1,v2) € V com vy A vy # 0. Entao, existe um par (z,y) € Ug tal

que v1 Ava A f(z) A f(y) # 0. Consequentemente,

v < Stl(f(l’/\y),V) = Stl(f(x/\y)vEV) < Stl(f(x Ay)? (f @ f)(EUG))7

e entao, recorrendo ao Lema 4.13, deduzimos que vy < f(st1(z Ay, Ey,)). Recorrendo

desta vez ao Lema 4.9 (b) obtemos
v1 < f(sti(xz Ay, G3)) < f(sti(z Ay,inty(F))).

Analogamente, vy < f(sta(x Ay, inta(F))).
Por outro lado, £ Ay é F-pequeno pois (zAy,zAy) € Ey, C G3 C F, e, concluindo,

temos

(v1,v2) < (F(sti(@ Ay, ints (F))), f(sta(x Ay, inta(F)))) € f[Ur]. -

Resulta imediatamente das Proposigoes 4.10, 4.11 e 4.14 que:
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Teorema 4.15. As categorias QWUFrm e QUFrm sdo isomorfas.

Notas sobre o Capitulo III:

(1)

Em [25], [26] e [27] Fletcher, Hunsaker e Lindgren estudaram a teoria das
quase-uniformidades que emerge da teoria dos reticulados locais uniformes
de Fletcher e Hunsaker [23]. Como acontece com as uniformidades, esta ¢é

também uma abordagem equivalente & nossa.

Além das coberturas e vizinhancas da diagonal, uma quase-uniformidade
num conjunto pode ser descrita em termos das chamadas “quase-pseudo-
métricas” (pseudométricas nao simétricas) [30]. Portanto, existem caracte-
rizagoes de quase-uniformidades andlogas as existentes para uniformidades
em termos de coberturas, vizinhangas da diagonal e pseudométricas. Para
completar o quadro andlogo nos reticulados locais poe-se o problema de saber
qual a entidade que nestes podera representar um papel semelhante ao das
quase-pseudométricas no caso espacial, isto é, precisamos de uma teoria de

“diametros nao simétricos”.

Esta questao esta sob consideracao.
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CAPITULO 1V

ESPACOS E RETICULADOS LOCAIS DE
ADJACENCIA NO SENTIDO DE WEIL

Neste capitulo apresentamos a nogao de reticulado local de adjacéncia no sen-
tido de Weil e as suas relagoes com os reticulados locais de adjacéncia e com
os espagos de adjacéncia no sentido de Weil (os espagos que emergem como a
nocao natural de adjacéncia via vizinhangas da diagonal). Estes espagos, embora
distintos dos espagos classicos de adjacéncia de Herrlich, formam uma categoria
topolégica interessante. Provamos que no quadro destes espagos é possivel conside-
rar varios tipos de espagos de natureza topoldgica como, por exemplo, os espagos
topoldgicos simétricos, os espacos de proximidade ou os espacos uniformes. O
conceito de Weil de vizinhanca da diagonal é, portanto, um conceito topoldgico
bésico através do qual diversas nogoes ou ideias topoldgicas podem ser expressas.

Estudamos também, com o auxilio das vizinhangas da diagonal de Weil, alguns

aspectos dos reticulados locais de proximidade.

1. Espacos de adjacéncia

Os espacos topoldgicos sao fruto da axiomatizagao da nocao de vizinhancga entre
um ponto x e um conjunto A (expressa pela relacdo = € cl(A)). Por seu lado, os

espacos de proximidade obtém-se como axiomatizacao do conceito de vizinhancga entre
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dois conjuntos (habitualmente denotado por AdB, i.e., “A estd perto de B” [56]) e
os espagos de contiguidade expressam o conceito de vizinhancga entre os elementos de
uma familia finita de conjuntos (habitualmente denotado por o(A) [41]).

O conceito de espaco de adjacéncia foi introduzido por Herrlich [33] (sob a desi-
gnagao “nearness space”) como uma axiomatizacao do conceito de vizinhanga entre
os elementos de uma familia arbitraria de conjuntos (usualmente denotado por A € &
[33]), com o objectivo de unificar diversos tipos de estruturas topolégicas; como o autor

afirma em [34]:

“The aim of this approach is to find a basic topological concept — if possible
intuitively accessible — by means of which any topological concept or idea

can be expressed’.

Além desta, existem outras axiomatizagoes (equivalentes) da categoria dos espagos de
adjacéncia e aplicacoes de adjacéncia [34]. Aqui preferimos utilizar a que é definida

em termos de coberturas.

Definicao 1.1. (Herrlich [34]) Sejam X um conjunto e p uma familia ndo vazia de

coberturas de X. Consideremos os seguintes axiomas:
(N1) seUU e u, Ve P(X) eUd <V entao V € y;
(N2) seUd,V € pentao U NV € p;

(N3) se U € pu entao
int, U = {int, U | U e U}

também pertence a u, onde, para cada U C X,

int,U={zx e X |{U,X\z} € pn}

A familia p chama-se uma estrutura de pré-adjacéncia em X se satisfaz o axioma (N1);
p diz-se uma estrutura de semiadjacéncia em X caso satisfaga (N1) e (N2) e p é uma
estrutura de adjacéncia em X se satisfaz os axiomas (N1), (N2) e (N3). O par (X, u)

diz-se um espago de pré-adjacéncia (respectivamente espaco de semiadjacéncia, espago
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de adjacéncia) se ;1 é uma estrutura de pré-adjacéncia (respectivamente semiadjacéncia,
adjacéncia) em X.

Dados dois espagos de pré-adjacéncia, (X, u) e (X', ¢’), uma funcéo f: X — X’
chama-se uma aplicacdo de adjacéncia de (X, ) em (X', u') se f~1 preserva coberturas

de adjacéncia, isto é, se U € p/ implica f~1[U] € p.

Denotemos por PNear a categoria dos espacos de pré-adjacéncia e das aplicagoes
de adjacéncia e por, respectivamente, SNear e Near as subcategorias plenas de PNear

dos espacos de semiadjacéncia e dos espagos de adjacéncia.

Observagoes 1.2.
(a) Se p é uma pré-adjacéncia em X entao int, é um operador em P(X) tal que
(TO) z € int, (X \ {y}) se e s6 se y € int, (X \ {z}),
(T1) int,(X) = X,
(T2) int,(A) C A

(T3) int,(A) Cint,(B) se A C B.

No caso de p ser uma semiadjacéncia entao int, também satisfaz o axioma
(T4) int, (AN B) =int,(A) Nint,(B).

Finalmente, se p ¢ uma adjacéncia, int, satisfaz adicionalmente o axioma
(T5) int,(int,(A)) = int,(A).

Portanto, cada estrutura de adjacéncia em X induz em X uma topologia satis-
fazendo o axioma (T0) de Sanin, isto é, uma topologia simétrica. Estes espacos
topologicos sao habitualmente designados na literatura por espacos topoldgicos
simétricos ou espacos Ry. Denotaremos a subcategoria plena de Top formada por
estes espacos por RyTop. Quando (X, i) é somente um espaco de semiadjacéncia
entao int, nao é, em geral, um operador de interior mas define simplesmente um

espaco de fecho no sentido de Cech [16]. Os espacos de semiadjacéncia sdo os
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“quasi-uniform spaces” de Isbell [38]. A categoria SNear é isomorfa a categoria

dos “merotopic spaces” e “merotopic maps” de Katétov [46].

(b) Como (N3) é implicada pela condicao (U2) da Defini¢ao 1.1.3, a categoria dos
espacos uniformes é uma subcategoria plena da categoria dos espacos de adja-
céncia. Em [34] Herrlich provou que Near é uma categoria topoldgica — assim
como PNear e SNear — e que as categorias dos espacos topoldgicos simétricos,
dos espacgos uniformes, dos espagos de proximidade e dos espagos de contigui-
dade estao imersas em Near como subcategorias bi-reflectivas (o caso dos espagos
uniformes, dos espacos de proximidade e dos espagos de contiguidade) ou como

subcategorias bicorreflectivas (o caso dos espagos topoldgicos simétricos).
2. Reticulados locais de adjacéncia

O conceito de reticulado local de adjacéncia foi introduzido por Banaschewski e
Pultr [12] como uma generalizagao dos reticulados locais uniformes: os reticulados lo-
cais de adjacéncia sao reticulados locais uniformes sem a propriedade do refinamento
(U2). Sao motivados por vérias situagoes em reticulados locais uniformes que con-

duzem naturalmente a consideragao das adjacéncias.

Definicao 2.1. (Banaschewski e Pultr [12]) Seja L um reticulado local e seja U C
Cov(L). O par (L,U) é um reticulado local de adjacéncia se:

(N1) U é um filtro de (Cov(L), <);

u
(N2) paracadaxz € Lvalex =\/{ye L |y < x}.

Estes sao os objectos da categoria NFrm, cujos morfismos — os homomorfismos
uniformes — sao os homomorfismos de reticulados locais f : (L,U) — (L',U’) tais
que f[U] € U’ sempre que U € U.

A nocao espacial correspondente é a seguinte:
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(2.1.1)  Os espacos topolégicos (X, 7 ) munidos com um filtro x de coberturas
abertas de X tal que, para cada U € 7 e para cada x € U, existem
VeTedUecpcomzeVest(V,U)CU.

Com efeito, adaptando os functores aberto e espacial a este contexto obtem-se uma
adjungao dual, o functor aberto fazendo corresponder a cada espago (X, 7, i) de 2.1.1
o reticulado local de adjacéncia (7, 1) e o functor espectral aplicando cada reticulado
local de adjacéncia (L,U) no espaco (ptL, Ty, fiptL)-

E importante referir que os espacos de 2.1.1 nao sao os espacos de adjacéncia de
Herrlich; qualquer adjacéncia p de um espago (X, 7, u) de 2.1.1 é uma adjacéncia no
sentido de Herrlich mas, no entanto, o reciproco nao é verdadeiro. A caracterizagao
dos espacos de adjacéncia de Herrlich que correspondem aos espacos definidos em 2.1.1

foi dada recentemente por Hong e Kim:

Definigao 2.2. (Hong e Kim [37]) Dados dois subconjuntos A e B de um espaco de
adjacéncia (X, pu), A <, B significa que {X \ A, B} € p. Um espago de adjacéncia
(X, p) diz-se locdlico se, quaisquer que sejam x € X e A C X tais que {z} <, A, existe
um subconjunto B de X tal que {z} <, B <, A.

Como, para todo o espaco (X,7,u) definido em 2.1.1, 7, = T, ¢ facil de ver
que a categoria destes espagos — sendo os morfismos as aplicagoes f : (X,7,u) —
(X', T', 1) para as quais f~ U] € puse d € p/ — é isomorfa & categoria FrNear dos

espacos de adjacéncia locdlicos e das aplicacoes de adjacéncia. Além disso:

Teorema 2.3. (Hong e Kim [37]) A categoria FrNear € uma subcategoria bi-reflectiva
de Near e é dualmente equivalente a subcategoria plena SpNFrm de NFrm dos reticulados

locais de adjacéncia espaciais. ]

Em resumo, temos:
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Near

imersao plena

bi-reflectiva

Q
FrNear pt NFrm

adjuncao
dual imersao plena
mono-reflectiva
Q
FrNear pt SpNFrm

equivaléncia
dual

3. Reticulados locais de adjacéncia no sentido de Weil

Embarcamos agora no estudo da nocao correspondente de adjacéncia que surge

como generalizacao da nossa nogao de uniformidade de Weil.

Definigoes 3.1.

(1) Uma adjacéncia de Weil em L é uma familia £ de vizinhancas da diagonal de
Weil tal que:
(NWO0) E~! € & para todo o E € &;
(NW1) & é um filtro de (W Ent(L), Q);
£
(NW2) paratodoox € L, z =\{y € L | y<x}.

(2) Um reticulado local de adjacéncia de Weil é um par (L,E) constituido por um

reticulado local L e uma adjacéncia de Weil em L. Os morfismos da categoria
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WNFrm dos reticulados locais de adjacéncia de Weil — os homomorfismos unifor-
mes de Weil — sao os homomorfismos de reticulados locais f : (L,€) — (L, &)

tais que (f @ f)(E) € £ sempre que F € £.

Observagao 3.2. Como a condi¢ao de refinamento (UW2) nao é valida numa adja-
&
céncia de Weil £, z<1y nao é equivalente a dizer que st(z, E) < y para algum FE € £.

Temos simplesmente:

&
<y < JEe€&:sti(z,F) <y
& JE e :sty(x,E) <y

= JEe&:st(x,E) <y.

Esta ultima condi¢ao ainda implica * < y. Portanto L é necessariamente regular
quando possui uma adjacéncia de Weil. O reciproco também é verdadeiro: considere-
mos & = WEnt(L); se x < y entdo, recorrendo ao Lema 4.2 do Capitulo I, pode-se

provar facilmente que
<(x*@x*)v(y@y)> o(rdz)Cydy

&
e entdo, como (z* @ a*)V (ydy) €&, A y.
Em conclusao, um reticulado local L admite uma adjacéncia de Weil se e sé se é

regular, como acontece com as adjacéncias.

A correspondéncia ¥, introduzida no Capitulo I de modo a estabelecer um iso-
morfismo entre as categorias dos reticulados locais uniformes e dos reticulados locais
uniformes de Weil, e a sua inversa ¥~! também funcionam para as categorias correspon-
dentes de estruturas de adjacéncia (os reticulados locais de adjacéncia de Banaschewski
e Pultr e os reticulados locais de adjacéncia no sentido de Weil):

(L,U) € NFrm - { V@oz) |Ue Z/{} forma uma base

zeU
para uma adjacéncia de Weil em L,

(L,€) € WNFrm LA {{:CEL |z®x C E}| EGS} forma uma base

para uma adjacéncia em L.
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Estas correspondéncias constituem uma conexao de Galois entre os conjuntos parcial-
mente ordenados (por inclusao) das adjacéncias em L e das adjacéncias de Weil em L
(1<VU-! e ¥ 1¥ <1). Esta conexio de Galois induz um isomorfismo “maximal”
entre o conjunto parcialmente ordenado das adjacéncias de Weil em L satisfazendo a
condicao

VE€EIFeE:FC \/ (zoun)
(z,x)€EE

e o conjunto parcialmente ordenado das adjacéncias em L que satisfazem a condicao

VUEUEIVGU:(:CEBxQ \/(mEBx) = EIuGU::CSu).
eV

Portanto, a nossa bijeccao entre os reticulados locais uniformes de Weil e os reticulados
locais uniformes nao pode ser “levantada” para as adjacéncias. Nao sabemos portanto

se as categorias WNFrm e NFrm sao isomorfas.

4. Espacos de adjacéncia no sentido de Weil

E natural formular os seguintes problemas:

Qual é o conceito espacial correspondente a nocao escolhida de reticulado
local de adjacéncia de Weil? Pode tal conceito ser expresso em termos de

vizinhangas da diagonal de um conjunto?
Definigées 4.1. Seja (X,7) um espaco topolégico.
(1) Para cada vizinhanga da diagonal F de X e cada = € X seja
Els] = {y € X | (s,y) € E}.

Denotemos por int7(E) (ou, simplesmente, por int(E) quando dai ndo resultar

nenhuma ambiguidade) o subconjunto
{(#,9) € X x X | 2 € intr(E'[y)),y € intr(Ela]) }

de E. Dizemos que E é uma vizinhan¢a da diagonal interior se int(F) ainda é

uma vizinhanca da diagonal de X.
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(2) Uma vizinhanga da diagonal E de X é aberta se int(E) = E.
A proposicao seguinte tem demonstracao dbvia.
Proposicao 4.2. Seja E uma vizinhanga da diagonal de um espago topoldgico (X, T).
(a) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) E € interior;
(ii) E contém alguma vizinhanc¢a da diagonal aberta;
(iii) para todo o x € X, x € intr(E[z]) Nintr(E~1[z]).
(b) As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) E ¢é aberta;

(ii) para todo o x € X, E[z] e E~[x] sdo abertos da topologia T . [

Uma adjacéncia de Weil no reticulado local 7 dos abertos de um espago topolégico

(X,7) é um conjunto £ de vizinhancas da diagonal abertas de (X, 7) tal que
(Fr0) E~! € £ para qualquer E € &,
(Frl) & é um filtro (relativamente a C),

(Fr2) para cada U € T e para cada x € U existem V € 7 e E € £ taisque z € V e
Eo(VxV)CUxU,

pois a condigao (Fr2) é precisamente a formulacdo em 7 da condigdo de admissibili-
dade (NW2) para reticulados locais de adjacéncia de Weil. Chamamos aos espagos
topolégicos (X,7) equipados com um filtro simétrico de vizinhancas da diagonal
abertas de (X,7) que satisfazem a condicao (Fr2), espacos de adjacéncia de Weil
locdlicos. Definimos os morfismos da categoria FrWWNear dos espacos de adjacéncia de

WEeil locdlicos como as aplicagoes
f : ((Xv T)v£> I ((XlaT/)’g,)

para as quais (f x f)"1(E) € £ qualquer que seja E € &'
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Em sentido inverso, pela mesma razao, qualquer adjacéncia de Weil locdlica em
(X,7) é uma adjacéncia de Weil no reticulado local 7, pelo que as nogdes espacial e
reticular coincidem neste contexto. Portanto, a nocao de espago de adjacéncia de Weil
locdlico é a nocao espacial “correcta” em analogia com a nocao de adjacéncia de Weil
para reticulados locais.

Os functores aberto e espectral da Seccao 1.4 determinam functores contravariantes
entre FrWNear e WNFrm, mas de maneira a obter uma adjuncao dual temos de alargar
os morfismos a todas as aplicagoes continuas e a todos os homomorfismos de reticulados
locais, uma vez que a demonstracao no Teorema 4.14 do Capitulo I de que f é uniforme
se baseia na condic@o de refinamento (UW2).

Vejamos como os espacos de adjacéncia de Weil locdlicos podem ser equacionados

no contexto de uma generalizacao dos espagos uniformes de Weil.

Definigoes 4.3. Sejam X um conjunto e £ um conjunto nao vazio de vizinhancas

da diagonal de X. Consideremos os seguintes axiomas:
(NW0) E~! € & paratodo o E € &;
(NW1) ECF, Ee€& = Feg;
(NW2) ENF € & quaisquer que sejam E, F € &;
(NW3) para cada E € &,
{(:U,y) €EX x X |zeintg(Ey)),y € intg(E[x])} €&,
onde, para cada A C X,

inte(A)={x e X |IE € £: E[z] C A}.

& chama-se uma pré-adjacéncia de Weil em X se satisfaz as condigoes (NWO) e
(NW1); £ diz-se uma semiadjacéncia de Weil em X caso satisfaca (NWO0), (NW1) e
(NW2) e & diz-se uma adjacéncia de Weil em X se satisfaz (NWO0), (NW1), (NW2) e
(NW3). O par (X, &) é um espago de pré-adjacéncia de Weil (respectivamente espaco
de semiadjacéncia de Weil, espago de adjacéncia de Weil) se £ é uma pré-adjacéncia

(respectivamente semiadjacéncia de Weil, adjacéncia de Weil) em X.
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Uma aplicagao de adjacéncia de Weil é uma aplicacao f : (X,&) — (X', &) entre
espacos de pré-adjacéncia de Weil para a qual (f x f)~}(E) € £ para qualquer E € &'

Denotamos por PWNear a categoria dos espacos de pré-adjacéncia de Weil e
aplicagoes de adjacéncia de Weil e por SWNear e WNear as subcategorias plenas de
PWNear dos espacos de semiadjacéncia de Weil e dos espagos de adjacéncia de Weil,

respectivamente.

Observagoes 4.4. (a) Se (X,&) é um espaco de pré-adjacéncia de Weil entao intge

é um operador em P(X) que satisfaz os seguintes axiomas:
(T1) integ(X) = X,

(T2) intg(A) C A para todoo A C X,

(T3) AC B = intg(A) Cintg(B).

Se (X, &) é um espago de semiadjacéncia de Weil entao, adicionalmente, intg sa-

tisfaz os axiomas
(T4) inte(AN B) = intg(A) Nintg(B) e

(T0) z €inte(X \ {y}) &y € intg(X \ {z}).

Finalmente, se (X,€) é um espago de adjacéncia de Weil, entdo intg também

satisfaz o axioma
(T5) inte(intg(A)) = intg(A).

Portanto, uma estrutura de adjacéncia de Weil £ em X induz em X uma topologia
simétrica Tg. O axiom (NW3) diz-nos que intz. (E) € € se E € £.

(b) Os espacos de semiadjacéncia de Weil sdo os “semi-uniform spaces” de Cech
[16]. Neste caso intg pode nao ser um operador interior; somente define um operador
de fecho no sentido de Cech [16].

(c) Na presenga de (NWO0), (NW1) e (NW2) a condigao (NW3) é equivalente a

seguinte:

(NW3') paracada E € &, {(x,y) eEXxX|ye mtg(E[a?])} S
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(d) Todo o espago uniforme é um espago de adjacéncia de Weil pois a condigao de

refinamento

VEcEIJF el : FoFCE

implica a condigao (NW3).

A categoria SWNear é bicorreflectiva em PWNear. Dado um espaco de pré-
-adjacéncia de Weil (X, &), se £ denotar o conjunto das vizinhancas da diagonal
de X que contém a interseccao de um numero finito de elementos de &£, entao 1y :
(X,Es) — (X, &) é o morfismo bicorreflector de (X, £) relativamente a SWNear.

A categoria WNear é bi-reflectiva em SWNear. Dado (X,€&) € SWNear definamos

em P(X), para cada ordinal «, o operador int® por
o int’(A) = A,
o int®(A) = int’(A)\ {z € intP(A) |[VE € £ E[z]N(X\ A) # 0} caso a = 3+ 1,
o int*(A) = Np<a int?(A) caso a seja um ordinal limite.

Entao

int(A) = ﬂ int*(A)
acOrd

é o “maior” operador em P(X) que satisfaz os axiomas (T0), (T1), (T2), (T3), (T4)

e (T5h), pelo que define uma topologia simétrica 7 em X. Fazendo
En={FECX x X |intr(E) €&},
1x 1 (X,€) — (X,EN) é o morfismo bi-reflector de (X, E) relativamente a WNear.

Daqui em diante, dados dois subconjuntos A e B de um conjunto X, denotamos o

conjunto

(X\Ax X\ A)U (B x B)

por Eif p (ou simplesmente por E4 p quando com isso nao corrermos o risco de ser
ambiguos). O conjunto Efi}’B serd denotado por EifB (ou E; B).
Dados dois subconjuntos A e B de um espaco de adjacéncia de Weil (X, E), es-

crevemos A <g B quando E4 p € €.
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Lema 4.5. Seja (X,&) € WNear. Quaisquer que sejam x € X e A,B C X, tem-se

que:
(a) x <g A se e s6 se x € inty.(A);
(b) se B <g A entio B C intz.(A).

Demonstracao. (a) Se x <g A basta considerar E, 4 € £. Como E, 4[z] C A entao
x € int7.(A). Reciprocamente, se E[z] C A e E € £ consideremos F = ENE~! . B
claro que F' C E, 4. Entao E, 4 € £.

(b) E 6bvio, porque Ep a[z] C A para todo o x € B. n

Teorema 4.6. Suponhamos que ((X,T),S) é um espaco de adjacéncia de Weil
locdlico e seja € o filtro de (W Ent(X),C) gerado por £. Entio:

(a) Te=T1c =T;
(b) (X,&) é um espaco de adjacéncia de Weil satisfazendo a condigio

r<zA=3BC X :z<zB<zA

Demonstracao. (a) Sejam A € 7 e z € A. Por hipétese, existem V € 7T e F € £
taisquex € Ve Eo(VxV) C AxA. Entao E~1[x] C A, logo = € intr.(A) e A € T¢.
Reciprocamente, se A € 7Tg, existe, para cada x € A, E* € & tal que E*[z] C A.
Portanto A = J{E"[z] | z € A} € T. Para terminar, provemos a identidade 7 = 7.
A inclusdao T C ’Tg é 6bvia porque € C €. A outra inclusao ’Tg C 7 é também evidente:
para cada x € A, sendo A € T, existe E* € £ tal que E*[z] C A. Mas cada E* contém
algum F* em &, pelo que A = {F*[z] |z € A} € T.

(b) A prova de que (X, &) é um espaco de adjacéncia de Weil é trivial.

Suponhamos que z <z A, ou seja, que = € intTg(A). Entao x € int7(A). Por
hipétese, existem B € T e E € £ tais que x € B e FEo (B x B) Cintr(A) x int7(A).
Como V ¢ aberto, ¥ <z B. Para provar B <z A basta verificar que Ep 4 € £. Entéo,
consideremos F = ENE1 € £ C & Temos Fo(Bx B) C Ax A. Como F é
uma vizinhanca da diagonal simétrica de X, F o (B x B) C A x A é equivalente a

FC(X\BxX\B)U(Ax A). Entdo Ep 4 € E. n
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Teorema 4.7. Seja (X,E) um espaco de adjacéncia de Weil satisfazendo o azioma

(NW4) z<¢ A=3IBC X :x<g B<¢ A,
e seja £= {intr.(E) | E € £} o conjunto das vizinhangas da diagonal abertas de E.
Entao ((X,’Tg),éo’) é um espaco de adjacéncia de Weil locdlico.

Demonstragao. Uma vez que (int(E))~! = int(E~1), (Fr0) é satisfeita.
O axioma (Frl) é uma consequéncia da identidade int(E71)Nint(Es) = int(E1NEs?).

Verifiquemos o axioma (Fr2): consideremos U € 7¢ e x € U. Entao, recorrendo
ao Lema 4.5, x <g U logo, por hipétese, existe um subconjunto B de X tal que

x <g B <g U. Facamos V = int7.(B). O facto x <g¢ B significa que z € V. Por outro

lado, B <¢ U significa que Epy € £. Seja E = int7.(Epy) Eg‘. Entao
Eo(VxV) C (X\BxX\BUUxU)o(Bx B)
C UxU.

A categoria FrWNear € isomorfa a subcategoria plena WNear(NW4)

Corolario 4.8.
de WNear dos espagos de adjacéncia de Weil que satisfazem (NW4).

Demonstragao. Para cada morfismo f: (X,&) — (X', &) de WNear N4
(f x /)~ int(E)) Cint((f x f)'(E)).

Portanto f : ((X,’Z'g),g‘) — ((X’,’Z};/),S/) pertence a FrWNear. O reciproco é

também verdadeiro.
A existéncia do isomorfismo é agora um corolario imediato dos Teoremas 4.6 e 4.7

e dos seguintes factos evidentes:
e £= & para toda a adjacéncia de Weil locdlica E;

o £=¢ para toda a adjacéncia de Weil £ satisfazendo (NW4).

No seguimento identificaremos WNear(NW4) com FrWNear.
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5. WNear como uma unificacao das estruturas topolégicas

(simétricas) e uniformes

Continuando o estudo dos espacos de adjacéncia de Weil, serd agora natural ques-
tionar-mo-nos sobre que relagdo existe entre os espagos de adjacéncia de Weil e os
espagcos de adjacéncia classicos de Herrlich ([33], [34]).

A correspondéncia clédssica entre coberturas uniformes e vizinhancas da diagonal

uniformes ainda continua valida para estes espagos:

ESPACOS DE ADJACENCIA | | ESPACOS DE ADJACENCIA DE WEIL |

(X, 1) v, {Unau x 0 | € 1}

forma uma base de uma

adjacéncia de Weil em X

<

{{E[az]:meX}|E65} vt (X,€)
forma uma base de uma

adjacéncia em X

Também continuam vélidas para morfismos. Estes functores estabelecem uma corres-
pondéncia de Galois (PU~! < 1 e U~!¥ < 1) que é um isomorfismo precisamente
quando restringida as uniformidades.

Apesar de daqui ndo podermos concluir a equivaléncia entre as duas nogoes, a nossa
categoria dos espacos de adjacéncia de Weil possui todas as propriedades categoriais
que Herrlich buscava aquando da sua procura da adequada axiomatizagao de adjacéncia
(33], [34]).

Por exemplo:

Proposicao 5.1. A categoria WNear € uma categoria topoldgica bem-fibrada sobre a

categoria Set dos conjuntos.
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Demonstracao. O facto de que WNear é bem-fibrada é 6bvio: para cada conjunto X,
a classe de todas as adjacéncias de Weil em X é um conjunto, e em qualquer conjunto
de cardinal inferior ou igual a um existe exactamente uma adjacéncia de Weil.

Falta mostrar que o functor de esquecimento WNear |—|> Set é topoldgico, isto

é, que toda a fonte | - |-estruturada ( - | X, & |> tem um tunico levantamento
| - |-inicial
((X &) L (x:, & )) e
Consideremos
n
{ﬂ fiy x fi;)~ -)\nG]N,z'J-GI,EjEEij}U{XxX}.

Trata-se de uma base de uma adjacéncia de Weil £ em X. Verifiquemos somente o
axioma (NW3) — testando a condic¢ao equivalente (NW3') da Observacao 4.4 (¢)—
uma vez que os outros sao claramente satisfeitos. Portanto, verifiquemos que a inter-
secgao

n
N (s x i) ({(,y) € X, x X |y € inte, (B a])})
j=1
esta contida no conjunto

n

{e) e X x x|y e inte (N6, % £,) (Bl |

j=1

paran € N,i; € I e Ej € &;. Se
ﬂ (fi, % fi,)™ ({(a, b)e X;x X |be mtgj(Ej[a])})

entdo, para qualquer j € {1,...,n}, fi,(y) € inte,(Ej[fi;(x)]), isto é, para cada j €
{1,...,n} existe F; € & tal que Fi[fi,(y)] C Ej[fi;(x)]. Por outro lado,

(x,y)e{(a,b)eXxX]bez’ntg((ﬁ (s £)(E>))la)) }

se e sO se existe algum E € & para o qual Efy] C (ﬂ?zl(fi]. X fi].)*l(Ej))[m] ou,

equivalentemente, se e s6 se existem kq,...,kyn, € [ e B € &, (I € {1,...,m}) tais que

(N % i) (ED) o] € (ﬁ(fzjxm Ey))le)

=1 j=1
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Fazendo m = n, k| = il,...,km =i, e B} := Fj, para l € {1,...,n}, temos,
para cada z € ( 1 (fi; < fi;) 7 () ) , fi;(2) € Fjlfi;(y)] qualquer que seja j €
{1,...,n}. Como Fj[f; (y)] € Ej[fi;(z)], concluimos que, para todo o j € {1,...,n},

(fij (x):fij(z)) € Ej, ou seja,
(ﬁmx@ () e].

Em conclusao, B é uma base de uma adjacéncia de Weil em X. E claro que esta é
a menor adjacéncia & em X para a qual todo o morfismo (X, &) LN (Xi, &) é6 uma

aplicagao de adjacéncia de Weil. [

Vamos ver agora que a categoria WNear unifica diversos tipos de estruturas topolo-
gicas como, por exemplo, os espagos topolégicos simétricos, os espagos de proximidade

e 0s espacos uniformes.

Espacos topolégicos simétricos

Lema 5.2. Num espago topoldgico simétrico (X,7T) as sequintes asser¢oes sao equi-

valentes:
(i) = € intr(A);
(ii) By a € uma vizinhanga da diagonal interior de (X, T).

Demonstragio. (i)=(ii): E claro que, se = € int7(A), E, 4 é uma vizinhanga da

diagonal de X simétrica. Como

A sey==x
E;alyl = X sey € A\ {z}
X\{z} seyeX\A
temos
intr(A) sey==1a
intr(Ez aly]) = X sey e A\ {z}
intr(X \{z}) seyeX\A4
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pelo que basta mostrar que y € int7(X \ {z}) quando y € X \ A. Isto é uma con-

sequéncia imediata da simetria de (X, 7):

ye X\A = ACX\{y}

= zecintr(X\{y})

= yeintr(X\ {z}).

(ii)=(i): E 6bvio. o

A implicagao (ii)=-(i) pode ser generalizada do seguinte modo:

Lema 5.3. Dados dois subconjuntos A e B de um espago topoldgico simétrico (X, T),

se Ep a € uma vizinhanga da diagonal interior de (X,T) entdo B C int7(A).

Demonstracao. Para todoobe B, b€ inty(Ep a[b]). Como B C A, Ep a[b] = A.
Entao b € int7(A). [

Proposigao 5.4. O conjunto £ das vizinhancas da diagonal interiores de um espago
topolégico simétrico (X,T) constitui uma adjacéncia de Weil em X que satisfaz o

arioma
(NW5) se int7(E) € uma vizinhanga da diagonal de X entio E € &,
e a topologia induzida por £ coincide com T .

Demonstragao. A conclusao de que £ é uma adjacéncia de Weil em X satisfazendo
(NW5) é imediata. Provemos que 7 coincide com a topologia induzida por &, isto é,

qualquer que seja o subconjunto A de X,
intr(A) ={x e X |IE € & : E[z] C A}.

Dado x € int7(A), consideremos a vizinhanga da diagonal E, 4, que, pelo Lema 5.2,
pertence a €. Claramente, E, 4[z] = A. Reciprocamente, se existe algum E € £ tal

que Ez] C A, entao x € intr(E[z]) C int7(A). ]
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Proposicao 5.5. Sendo £ uma adjacéncia de Weil num conjunto X satisfazendo
(NW5), existe exzactamente uma topologia simétrica T em X tal que o conjunto das

vizinhangas da diagonal interiores de (X,7) coincide com &.

Demonstracao. Basta considerar a topologia 7¢ induzida por £. Ja vimos que
7T¢ é uma topologia simétrica em X. Por (NW5), £ contém todas as vizinhancas da
diagonal interiores de (X,7g). A inclusdo contraria decorre de (NW3): seja E € &;
entdo int(F) pertence a £ e é, em particular, uma vizinhanga da diagonal. Portanto
F é uma vizinhanca da diagonal interior.

A conclusao de que esta é a tunica topologia nas condigoes requeridas segue da

proposicao anterior. [

Os resultados anteriores mostram que os espacos topologicos simétricos podem ser

identificados como espacos de adjacéncia de Weil satisfazendo o axioma (NW5).

Proposigao 5.6. Seja f : (X,7) — (X',7') uma aplicagio entre espagos topo-
l6gicos simétricos e seja € x 1) (respectivamente & x: 1)) o conjunto das vizinhangas
da diagonal interiores de (X,T) (respectivamente (X', T")). As sequintes afirmacoes

equivalem-se:
(i) f € continua;
(i) E € Exr 1y implica (f x f)71(E) € Ex.1)-
Demonstragao. (i)=(ii): Sejam E € £ x/ 77y e F = (f x f)"1(E). Tem-se
intr(Fla)) = intr(f~ (Bl (2)]).

Além disso
f~ ntr (Bl f(2)])) C intr(f~1(ELf(x)))
porque
f intr (B[f(2))) € fH(BLf(2)))
e, por hipétese, f~(intr/(E[f(x)])) € 7. Ora E é interior. Em particular, para
cada z € X, f(z) € intr(E[f(z)]), ou seja, x € f~(int7(E[f(x)])). Portanto
z € intr(F[z]). Analogamente, z € int7(F~![z]). Logo F € & x 7).
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(ii)=(i): Suponhamos que V € T’ e seja v € V. Entao, pelo Lema 5.2, Ei({/ €
Ex117)- Por consequéncia (f x f)*l(Ei(‘/,) € Ex,1), isto &, Ejf,l(v)’f,l(v) € Ex1)-
Atendendo ao Lema 5.3, f~1(v) C int7(f~1(V)) para qualquer v € V, donde

V)= U ) Santr(F7H(V),

veV

ie, fY(V)eT. =

Decorre das Proposicoes 5.4, 5.5 e 5.6 que a categoria WNear(NW5) dos espacos de
adjacéncia de Weil satisfazendo (NW5) é isomorfa a categoria dos espagos topolégicos
simétricos. Por conseguinte, temos um modo alternativo de equipar um conjunto
com uma estrutura topoldgica simétrica: prescrevendo o conjunto das vizinhancas da

diagonal interiores. Além disso:

Proposicao 5.7. A categoria WNear(NW5) € uma subcategoria bicorreflectiva de

WNear.

Demonstracao. Dado um espago de adjacéncia de Weil (X, &), denotemos por Er
o conjunto das vizinhangas da diagonal interiores de (X, 7¢). J& sabemos que (X, Er)
¢ um espago de adjacéncia de Weil que satisfaz (NW5). Adicionalmente, para cada
morfismo [ : (X,€) — (X',&') em WNear, [ : (X,7Tg) — (X', 7¢/) é continua
donde, recorrendo & Proposicao 5.6, f : (X,Er) — (X', &}) também é um morfismo

de WNear. Obtemos entao um functor

T : WNear — WNear(NW5)
(X,€) — (X, &ér)

(o) Loaen) — ((ren L oxep).
que é a correflexao. Como & C &p, id : (X,Er) — (X,E) estd em WNear e é o

morfismo correflector de (X, ). [
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Espagos uniformes

Observamos em 4.4 que a categoria Unif é uma subcategoria plena de WNear. Além

disso:
Proposicao 5.8. A categoria Unif € bi-reflectiva em \WNear.
Demonstracao. Para cada (X,€) em WNear seja
Ev={F €& |3E,)nen em € tal que £y = E e E,%H C E, para cada n € IN}.

Evidentemente, (X, &y) é um espago uniforme e 1x : (X,€) — (X, &y) pertence a
WNear. Este é o morfismo bi-reflector; de facto, dado f : (X,&) — (X', &) em WNear
com (X' &) € Unif, f: (X,&) — (X', &) é uniformemente continua: para cada
E € &', como (X', &) é uniforme, existe uma familia (F,),en em & tal que E,, = E
e E2,, C E, para qualquer n € IN. Consideremos a familia (( fxf )*I(En)) que

neN
estd em &. Isto mostra que (f x f)71(E) € &y. n

Espacos de proximidade

A primeira axiomatizacao de espaco de proximidade foi apresentada por Efremovic¢
em [19], em termos da relacao de proximidade (ou infinitesimal) “A esta perto de B”
(habitualmente denotada por AdB [56]) para subconjuntos A e B de um conjunto

arbitrario:
Definigoes 5.9. (Efremovic [19], [20]; cf. Naimpally e Warrack [56])

(1) Seja X um conjunto e seja § uma rela¢ao binaria em P(X). O par (X, ) diz-se

um espaco de prorimidade se ¢ for uma relagdo infinitesimal em X, ou seja:

(I1) A0B implica B A;

(12) AS(BUC) se e s6 se ASB or ASC;
(I3) A6B implica A # (0 e B # 0;

(14)

I4) AFB implica a existéncia de um subconjunto C' de X tal que AFC e
(X\ C)4B;
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(I5) A6B se ANB # 0.

(2) Sejam (X7,01) e (X2, d2) dois espagos de proximidade. Uma aplicagao f : X1 —
X9 é uma aplicacao infinitesimal se Ad1B implica f(A)def(B) quaisquer que
sejam A, B C X;.

(3) Os espagos de proximidade e as aplicagdes infinitesimais sdo os objectos e os

morfismos da categoria Prox.

Sao bem conhecidos os resultados que garantem que Prox é isomorfa a categoria
TBUnif dos espacos uniformes totalmente limitados e das aplicagdes uniformemente
continuas e que TBUnif é bi-reflectiva em Unif. Entao, uma vez que as categorias

consideradas sao topoldgicas, decorre da Proposicao 5.8 que:

Proposigao 5.10. Prox €, a menos de isomorfismo, uma subcategoria bi-reflectiva de

WNear. [

Reencontraremos este resultado como consequéncia de uma caracterizagao dos
espacos de proximidade em termos de adjacéncias de Weil que apresentaremos em
seguida. Utilizaremos a seguinte axiomatizacao alternativa dos espagos de proximi-

dade (v. p. ex. Naimpally e Warrack [56] ou Smirnov [70]):

Teorema 5.11. (Efremovi¢ [20]) A categoria Prox € isomorfa a categoria cujos
objectos sao os pares (X, <), onde X é um conjunto e < uma rela¢ao bindria em

P(X) tal que

(Pl) X < X e <0,

(P2) A< B implica A C B,

(P3) AC B« C C D implica A< D,

(P4) A< C e B« C implicam AUB < C,
(P5) A< B e A< C implicam A< BNC,

(P6) se A < B existe um subconjunto C de X tal que A < C < B,
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(P7) A< B implica X\ B< X\ 4,

e cujos morfismos sio as funcées f: (X1, <1) — (X2, <2) para as quais f~1(A) <1
f~YB) sempre que A <5 B. m

As relagoes < e os morfismos definidos em 5.11 sdo habitualmente designados por,
respectivamente, prorimidades e aplicagoes de prorimidade.

Uma simples verifica¢do mostra que <g é uma proximidade em X no caso de (X, €)
pertencer a Fr'WWNear.

Consideremos o problema reciproco de munir um espago de proximidade com uma

estrutura (functorial) de adjacéncia de Weil locdlica.

Lema 5.12. Seja (X, <) um espago de prorimidade.
(a) Se A< C < B entdo (EA,C N EQB) o (EA,C N EQB) C EaB.

(b) Se E =iz Ea, B, E' = Ni=1 Ec, p, € para cada i € {1,...,n}, A; < C; <€
D; < B;, entdo, para cada x € X, E'[x] < E[z].

(c) SeNizi Ea,.B, € Eap e para cadai € {1,...,n}, A; < B;, entao A < B.

Demonstracao. (a) Sejam (z,y), (v, 2) € EacNEc, p tais que (z,2) € X \Ax X\ A.
No caso de = pertencer a A, y pertence necessariamente a C, o que, por seu lado,
implica z € B. Entao (z,2) € B x B C Ey4 p.

O caso z € A pode ser provado de um modo semelhante.

(b) Um calculo muito simples mostra que, para cada x € X, Ec p[r] < E4 plz] se
A < C <« D« B. Una demonstracao por indugao sobre n > 1 é agora evidente:

Se E =N Ea, B e B =N Ec,p, com A; < C; < D; < B; para qualquer
i€ {l,...,n+ 1}, entdo, para cada z € X,

n+1
El[x] = EC1,D1 [:C] N ﬂ ECz’vDi [x]
=2

Da hipétese de inducao e do caso n = 1 entretanto provado, deduzimos

n+1
El[x] < EAl,B1 [x] N ﬂ EAivBi [37] = E[l’]
=2
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(c) Para cada i € {1,...,n} seja C; tal que A; < C; < B;. Uma aplicagao de (a)

produz

3

iy

(EAszi N ECi,Bi)2 - EA,',B@ C EA,B-

=1 =1

Seja
n

E = ﬂ(EAzyCi N Ecini)
=1

e definamos

Xi={ze X |E[z]nA=0}

Xy ={z e X |Elz]nA#0.

Note-se que Xo # () se A # () e que, além disso, A € X \ U,cx, Elz]. Para cada

i € {1,...,n} consideremos A}, C/,C! e Bj tais que

A< A< Cl< C; < C!' < Bl < B;.

De (b) deduzimos que, para todo o x € X, F'[x] < E[z], onde E’ denota a vizinhanga

da diagonal
n

N (Earcr O Ecr pr)-
=1

Entao temos

ACXx\ |J Exlcx\ | Flrlc | F'l

rx€Xq r€eEXq zeXo

E agora facil de concluir que, devido & forma especial de E’, existe um subconjunto

finito F5 de X3 tal que

U Flzl= U E'll;

z€Xo zeF>

com efeito, uma vez que E’ é da forma ﬂ?ﬁl E A BY temos

U Fll= U (B,

r€X2 reXo j=1
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e basta agora, para formar F5, escolher um e um sé elemento de cada um dos seguintes

32" conjuntos (disjuntos dois a dois) que seja ndo vazio

Xy N AN AN N
XonAlnAin...nAY, N (BY \ AL)
XonAlnmASn...NnA5,_,N(X\ BY)
XonAlnASn...n(By,_1 \AY,_1)NAS,
XoMATNASN...N(BY,_1 \ A3,_1) N (B3, \ A3,)
XonAlnmASn...n(BY,_\ A4, )N (X \ BY,)
XonAlnAfn...n(X\ By,_,)NAL,
XonAlMmASn...n(X\ BY, )N (BY, \ A4,)

XonAlnmAfn...n(X\ BY,_1)N(X\ BY)

Xo N (XA BY)N(X\ By)N...0 (X \ By, 1) N (X \ By,),

e cuja uniao coincide com Xo.
Entao, por (b),
AC |J E'lzl< | Elx]
2€F, zEF
Se y € E[z] para algum x € Fj, existe a € A com (z,a) € E. Como F é simétrica,

n

(a,y) € B> C (\(Ea,c, NEc, )" € Eas
=1

e, consequentemente, y € B. Logo U,cp, Elz] C Be ALK B. [
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Proposicao 5.13. Suponhamos que (X, <) é um espago de prozimidade. Entao
{Eap| A BCX e A< B}

é uma sub-base de uma uniformidade de Weil locdlica £(<) em X. Além disso, a

prozimidade <g(«) induzida por £(K) coincide com <.

Demonstragdo. E 6bvio que £(<) é uma familia nio vazia de vizinhancas da
diagonal de X. Pelo Lema 5.12 (a), £« é mesmo uma uniformidade de Weil em X. A
conclusao de que (X, £(K)) ¢ locdlica decorre imediatamente da assercao (c) do mesmo

lema:

T <g(<) A E.qc€ £(k)

=

= <A
= dBCX:z<BxKA
=

T <g(«) B <&(<) A.

A parte nao trivial da equivaléncia entre as relacoes bindrias <g(«) e < é também

um corolario imediato do Lema 5.12 (c). [

A conclusao de que cada int(E4 g) pertence a £(K) se A < B podia ser deduzida
directamente da observacao de que Eya)int(p) S int(Ea,p), recordando o seguinte

resultado de proximidades
A< B = c(A) < int(B).

Isto é suficiente para concluir que, se F € (<), int(F) € £(K).
Para cada (X, &) € FrWNear satisfazendo

n n
(NW6) VE € £3A,By,...,A,, B, C X : (ﬂ Ea., CEe () Ea,s, es>,
=1 =1

a adjacéncia de Weil £(<¢) induzida por <g¢ coincide com £. Portanto, os espagos de

proximidade podem ser identificados como os espacos de adjacéncia de Weil locdlicos

que satisfazem (NW6). O mesmo acontece com os morfismos:
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Proposicao 5.14. Sejam (X1,<1) e (X9, <) espagos de prozimidade. Uma apli-
cagio f : X1 — X9 € uma aplicagao de proximidade de (X1,<1) em (Xo,<2) se e
s0 se € uma aplicagdo de adjacéncia de Weil de (X1,E(<K1)) em (X2, E(K32)).

Demonstracao. Suponhamos que F € £(<K3) e sejam Aj, By,...,A,, B, C X» tais
que (= E;Z(ZBi C F e A; <9 B; para qualquer i € {1,...,n}. Entao, para cada i,
f71(4) <1 f71(B)) e, portanto,

= X
QEf—ll<Ai>,f—l<Bi) € &(<).

Basta agora, para provar que (f x f)"}(E) € £(<1), verificar que (f x f)~}(E) contém
a intersecgao
n
X1
NV E a5y
i=1
o que é evidente pois cada Ej&l(A_) F1(By) é igual a (f x f)_l(Ei?Bi).

Reciprocamente, suponhamos que A < B. Entéo EijB € £(K2) e consequente-

mente

ch(fll(A)Jfl(B) =(f x f)_l(E/)}{,QB) € £(<).
Pelo Lema 5.12, f~1(A) <1 f~1(B). n
Corolario 5.15. As categorias Prox e FrWNear(NW()) sao isomorfas. ]

Observemos que a categoria FrWNear g ¢ uma subcategoria bi-reflectiva de
FrWNear:
Para cada (X, £) em FrWNear jé sabemos que (X, £(<¢)) pertence a FrWNear nyyg-
Como &(<¢) C €,
Iy £ (X,8) — (X, E(<¢))

estd em FrWNear, e este é o morfismo bi-reflector de (X, &) em FrWNear(NW6); com
efeito, se f : (X,&) — (X', &) pertence a FrWNear, com (X', &) € FrWNear nwe) .,
[ (X,€(<¢g)) — (X', &) também pertence a FrWNear: para cada E € & podemos

/ ’
escrever ();_; Effi B, € E onde cada Eifi B, € £'. Portanto

Efsay sy = (F x )7 HEX B)
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pertence a £ e, como

(V¥ s € 6 5 0)7(E),

(f x /)"HE) € E(<e).

6.

Reticulados locais de proximidade

A nocao de proximidade num conjunto em termos da relagdo < é imediatamente

traduzivel para a linguagem de reticulados locais:

Definicoes 6.1. (Frith [29])

(1)

Seja L um reticulado local e seja < uma rela¢ao bindria em L. O par (L, <) é

um reticulado local de proximidade se:

Pl) 1«1e0«0;

P2) » <« y implica z < y;

P3) z <y <« 2z <w implica x < w;

P4) 1 <y e x0 < y implicam x1 V o < y;

P6) se r <« y existe z € L tal que z <€ z < y;

P7

(P1)
(P2)
(P3)
(P4)
(P5) z < y1 e x K yo implicam & < y1 A ya;
(P6)
(P7) = < y implica y* < z*;

(P8)

P8) v =V{y € L|y < x} para todo o z € L.

Sejam (L1, <) e (L2, <2) reticulados locais de proximidade. Um homomorfismo
de proximidade f : (L1,<1) — (Lg,<2) é um homomorfismo de reticulados

locais f : L1 — Lo satisfazendo a condigao
Va,ye Ly (l‘ <1y = f(z) <2 f(y))-

Denotamos por PFrm a categoria dos reticulados locais de proximidade e dos

homomorfismos de proximidade.
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Serad instrutivo ver como um isomorfismo andlogo ao isomorfismo entre Prox e
FrWNear(NW(j) pode ser estabelecido para reticulados locais. Com ele obtemos uma

nova caracterizacao dos reticulados locais de proximidade.

£
Proposicao 6.2. Se (L,&) € um reticulado local uniforme de Weil entdo (L, <) é

um reticulado local de proximidade.
Demonstragao. A condigao (P7) é uma consequéncia da implicagao
Eo(z@z)Cydy=E oy ®y*) Ca*da*

As outras condicoes foram provadas na Proposigao 4.8 do Capitulo 1. ]

Observagao 6.3. Quando x Vy =1, o C-ideal (z @ x) V (y ® y) é uma vizinhanga
da diagonal de Weil em L. O reciproco é também verdadeiro visto ser um corolario da
seguinte propriedade dos C-ideais gerados por conjuntos descendentes de L x L, e que

pode ser provada de um modo andlogo ao Lema 1.4.2 considerando o conjunto
E={FeD(LxL)|ACECEk(A) exVy<cqualquer que seja (z,y) € E\ O} :

sejac € L; se A€ D(LxL) é tal que xVy < ¢ para qualquer (z,y) € A\ O,
entdo x V y < ¢ para qualquer (z,y) € k(A)\ O.

Portanto, em qualquer reticulado local de proximidade (L, <), como < é mais
forte que <,
Epy:= (" ®2")V(yoy)

é uma vizinhanca da diagonal de Weil sempre que z < y. Estas vizinhancas da
diagonal sao muito importantes como veremos. Por exemplo, caracterizam a relacao

E
< para qualquer adjacéncia de Weil £ em L:

&
Proposicao 6.4. Seja £ uma adjacéncia de Weil em L. Entao x < y se e sO se

E,, €€

Demonstragao. Suponhamos que existe F € & satisfazendo Fo (x @ z) C y D y.
Daqui resulta que a < z* V y sempre que (a,a) € E, e consequentemente z* V y = 1.

Entdao ENE~! C E,,. Com efeito, se (a,b) € ENE~! e b < z* tem-se:
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e se a < z* entdo (a,b) € 2" ®a* C E,y;

e sendo, caso aAx # 0, entdo (b,a) € Fo(x®x) logo b < y. Nesse caso b < z* Ay.
Ora (1,2* Ay) = (z* Vy,z* Ny) € E, pelo que (a,b) € E, .

Por outro lado, se bAz # 0 entao a < y. No caso de a < z* temos (a,b) < (z*Ay,1) €
E.y. Se a £ x* entdo b < y e, novamente, (a,b) € E; .

A implicagao contréria segue da incluséo E, o (z @ z) CyPy. |

De aqui em diante, dados um conjunto descendente F de L x L e a € L, denotamos

o elemento
\/{beL|(ab)eFE}

por Ela]. Em particular, tem-se:

Proposicao 6.5. Sejam x,y € L com x < y. Entdo

1 sea € [0,2* Ayl

x* sea € [0,z*]N(L\[0,y])

Y sea € (L\[0,2*])N[0,y]
2Ny seae L\ ([0,2*]UI0,y]).

Eyyla] =

Demonstracao. Antes de mais notemos que, como E, o0 (z @ x) Cydy,
se (a,b) € By y e bAx # 0 entdo a < y. (6.5.1)

Agora, suponhamos que (a,b) € E; , e a < z*Ay. O par (z*Ay,1) estd em E,, donde
(a,1) € E, e, portanto, E, ,[a] = 1.

O caso a € [0,2*] N (L \ [0,y]) é também claro: por 6.5.1, necessariamente b < z*;
como (a,z*) € E,,, entdo E, [a] = z*.

Sea € (L\[0,z*])N[0,y] temos (a,y) € E;,. Além disso, sempre que (a,b) € E,,
(b,a) € By e, comoaNz#0,b<y. Entdo E, la] =ysea L z*ea<y.

Finalmente, no caso de a Az # 0 e a £ y temos, por 6.5.1, b < yebAzxz =0
qualquer que seja (a,b) € E,,. Portanto b < z* Ay sempre que (a,b) € E,,. Como

(a,z* Ny) < (1,2* ANy) € E,, podemos concluir que, neste caso, E, ylal =z* Ay. =

Segue-se o enunciado de uma propriedade simples que nos serd 1til posteriormente.
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Lema 6.6. Sejam Ey,Es,...,E, € D(L x L). Entao

(N £l = A (Els]). .

i— =1

A prova do Lema 5.12 é imitada na prova do lema seguinte com excepcao de,

quando naquela usamos pontos, nesta apresentamos processos para os evitar.

Lema 6.7. Seja (L, <) um reticulado local de prorimidade.
(a) Sex <z <y entio (Ey,NE,y)o(Ey,NE,,) C Eyy.

(b) Se E = (=1 Ex, sy B = Nie1 Bz, € para cada i € {1,...,n}, z; € 2z <
w; K y;, entdo, para todo o a € L, E'la] < Elal.

(c) Se Mizq1 Bz, € By e, para cada i € {1,...,n}, z; < y;, entao v < y.

Demonstracao. (a) Como (L & L,N,\/) é um reticulado local, tem-se
E..NE,, = (@ANZ@2"NZ)V(@"ANy®z"ANy)V(zAydzAy)

= (zva)@ (V) ) V(" ANydx"ANy)V(zAydzAy).

Por outro lado, um célculo simples mostra que, quaisquer que sejam (a,b) e (b,c)

pertencentes a
(zVvz) ' @(xV2) YU ANydz" Ay)U(zAyDdzAYy),
tais que a,b,c # 0, o par (a, c) pertence a E, ,. Isto é suficiente para concluir que
(Ez.NE,y)o(Ey.NE,,) C Eyy.

(b) Provemos a veracidade desta asser¢ao por indugao sobre n > 1. Quando z <

z < w KLy temos

1 se a € [0,z* Ayl

x* sea € [0,z*]N(L\0,y])

y  seae (L\[0,z*])N]0,y]
Ay seae L\ ([0,z*]U[0,y]).
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1 se a € [0, 2" A w]

z* se a € [0,2*] N (L\ [0,w])

w sea € (L\[0,2*]) N[0, w]
Z*ANw  sea€ L)\ (]0,2*]U0,w]).
As propriedades de < asseguram-nos que, para cada a € L, E. ,[a| < E;ylal, e o
caso n = 1 esta provado.

Suponhamos que a férmula é valida para um inteiro positivo n e provemo-la para

n+1. Se E =N By, y, e B = N2 B, o, sendo 2; < 2; < w; < y; para qualquer
i€{l,...,n+ 1}, obtemos, por intermédio do Lema 6.6,

) = () B 0) £ Bl

para todo o a € L. Portanto
n
Ela) < () Eovw)a)) A Byl = Elal
i=1

(c) Para cada i € {1,...,n} seja z tal que z; < z; < y;. De (a) deduzimos que

=y

n
(E:%Zz' N Ezi7y¢)2 - ﬂ Exi,yi - E:z:,y-
=1

=1

Seja B = 21 (Ey,, 2 N E., y,) e definamos

Li={ac L\{0}| E[d Az =0}

Ly ={a e L\ {0} | Ela] Az # 0}.

Como F é uma vizinhanca da diagonal de Weil, Ly é vazio somente quando x = 0.

Evidentemente z < Ay, (E[a]*). Paracadai € {1,...,n} consideremos xj, 2;, z{’, y; €
L tais que

T <L T € 2 < < A <Lyl < i

Recorrendo a (b) podemos concluir que, para todo o a € L, E'[a] < Ela], sendo E’ a
vizinhanca da diagonal de Weil (;_(E,/ . N E,» /). Entao

rs A\ B2 A Ela)=(V El)

a€ly ac€lq a€lq
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Como E’ é uma vizinhanca da diagonal de Weil, temos ainda

\/ E'[a] v \/ E'[a] =1,

a€lq a€lo

o que implica

(V Ela) <\ Ela.

a€ly a€Lls

Portanto
n

z<\/ <(ﬂ(Ex;,z;ﬂEz;',y;))[a]>-

a€lo i=1

Exprimamos este tltimo elemento na forma V .y, (( mn, Euj,vj)[a]) onde, para cada

je{l,...,2n}, u; < v;. Entao,

2n
x < \/ /\(Euj,vj[a]).

a€ls j=1

Em seguida, escolhamos exactamente um elemento de cada um dos seguintes 42" con-

juntos — disjuntos dois a dois e cuja uniao coincide com Lo — que seja nao vazio

Lo [0,uf Avp] N[0 us Aval MN[0, 63,1 A van—1] N[0, ud, A wvay]

Lon[0,uf Avr] N[0 us Ava] N[0, us, A van—1] N[0, ud,] N (LN [0, v2,])

Lo [0,uf Avr] N[0 us Aval N [0,us, 1 Avan—1] N (L [0,us,]) N[0, vay]

Lo N[0, uf Avr] 0 [0,ud Ave] N[0, ud, 1 Avap—1] N (LN ([0, ud,] U0, v2,]))

Lo N [0,ui Avr] N [0,us Aval NN [0,us, 1] N (LN [0, v2n-1]) N[0, 63, A voy]

Lo N [0,uf Aol N[0, us Avg] NN [0,us, 1] N (LN [0,v2,-1]) N[0, u3,] N (L [0, v2,])
Lo N[0, uf Avr] N[0, us Ave] Moo [0,ub, 1] N (L [0, v2n-1]) N (L [0, ud,]) N[0, vay]

Ly N[0, uf Avr] N[0, u3 Ava] NN [0, u3, 1] N (LN [0,v2—1]) N (L (0, u3,] U0, v2,]))

131



ESPACOS E RETICULADOS LOCAIS DE ADJACENCIA

Lo N[0, uf Avr] N[0, us Ave] NN (L [0, ub,_1]) N[0, v2n—1] N[0, ud, A vay]

Ly 0 (LA ([0, ui] U [0, v1])) N (LA ([0,u3] U [0, v2])) N0 (LA ([0, u3,] U [0, v24])),

e designemos por Fb o conjunto por eles formado. Claramente

2n 2n
\/ /\(E%Uj[a]): \/ /\(Euyvvj[a])'

a€ls j=1 acFy j=1

Agora ja é possivel aplicar (b) e concluir que

z< \/ Fla)< \/ Ela.

acFy acFy
Para finalizar a demonstracao basta-nos confirmar que V,cp, Ela] <y:
Se (a,b) € E com a € Fy, existe ¢ € L tal que (a,c) € EecAxz #0. Oraa é
nao nulo e E é simétrica, logo (¢,b) € E? C E,,. Entdo b <y, pois c Az # 0, o que

mostra que Ve, Ela] <y. n
O lema precedente implica imediatamente a proposicao seguinte.
Proposicao 6.8. Seja (L, <) um reticulado local de proximidade. Entdo

{Ery |z, ye Lz <y}

é uma sub-base de uma uniformidade de Weil £(<K) em L. Além disso, a proximidade
£(K)
< induzida por £(K) coincide com <. [

A proposicao seguinte é também evidente.

Proposicao 6.9. Se (L,E) € um reticulado local uniforme de Weil que satisfaz

n n
(UW5)VE € € 321,91, ..., &n,yn € L : <ﬂ Ep,yi CE € () Eny, eé’),
=1 =1

& £
entdo a uniformidade de Weil £(<1) induzida por < coincide com E. [
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Denotemos por WU Frm(UW5) a subcategoria plena de WUFrm dos reticulados locais
uniformes de Weil satisfazendo (UW5). Trata-se de uma subcategoria bicorreflectiva
de WUFrm; se (L, &) é um reticulado local uniforme de Weil e Ep é o conjunto das
vizinhancas da diagonal E de L para as quais existem z1,y1,...,Zn, yYn € L tais que

1By gy CEe(Niei By € E, entao 1y, : (L, Ep) — (L, €) é o morfismo bicor-
reflector de (L, £) relativamente a WUFrm yyys) -

As proposigoes anteriores permitem-nos apresentar uma nova caracterizagao dos

reticulados locais de proximidade:
Teorema 6.10. As categorias PFrm e WU Frm(UW5) sa@o isomorfas.

Para completar a demonstracao deste teorema comecaremos por recordar um re-

sultado auxiliar bem conhecido.

Lema 6.11. Se f: Ly — Lo é um homomorfismo de reticulados locais e se x,y € L

com x <y, entio f(y)* < f(x*).
Demonstragao. Tem-se

r<y & z*Vy=1
= fl@)Vfly) =1
= fl@)V [y~ =1

Entao f(y)* < f(x*) e, por conseguinte, f(y)* < f(z*). [

Demonstracao do teorema. De acordo com as Proposicoes 6.2, 6.8 e 6.9 basta
mostrar que um homomorfismo de reticulados locais f : L1 — Lo entre dois reticula-
dos locais de proximidade, (L1, <) e (L2, <2), é um homomorfismo de proximidade
se e 86 se é um homomorfismo uniforme de Weil de (L1,E(<)) para (L2, £(<K2)).
Portanto, seja f um homomorfismo de proximidade. Para cada F € £(<) podemos
escrever (i, Ey, , C E, onde x; <1 y; para todo o i € {1,...,n}. Entao

n

(F© DIE) 2 () @ )(Ea) = () () @ F@D) V (1w1) @ Flwi) ).
i=1

=1
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Consideremos, para cada i € {1,...,n}, z;,w; € L tais que z; <1 z <1 w; <1 Yi.

Atendendo ao lema, temos

(f(@7) @ f(@7) vV (f(wi) @ fyi) 2 (f(z)" @ f(z)) vV (f(wi) ® f(wi)) = Efpz),f(ws)-

Portanto (f @ f)(E) 2 MiZ1 B¢z, f(w;)- Como, por hipétese, f(z;) <2 f(w;), entao
(f @ N)(E) € £(<2).
Reciprocamente, se x <1 y entao (f @ f)(Ezy) € £(K2). Como (f @& f)(Ez,) C

Et(2),1(y), & vizinhanca da diagonal Ef(,) ¢(,) também pertence a £(<3) e podemos

escrever (i By, 4 C Ef(2),1(y) PAT& T1,Y1, -+, Ty Yn € L2 com z; <2 y; para todo
oie{l,...,n}. E suficiente agora aplicar o Lema 6.7 (c) para concluir que f(z) <3
f(y). ]

Em [29], Frith provou que os conceitos de proximidade e uniformidade totalmente
limitada s&o ainda equivalentes para reticulados locais. Como um reticulado local uni-
forme é totalmente limitado se possui uma base de coberturas finitas, somos conduzidos

a seguinte definicao:

Definicao 6.12. Uma vizinhanga da diagonal de Weil E é finita desde que existam

Z1,Y1,--.,Tn,Yn em L tais que x; < y;, para todooi € {1,...,n}, e iy By, 4 = E.

Esta é a nocao “correcta” de vizinhanca da diagonal finita se quisermos obter o

Teorema 6.10 com a seguinte formulacao:

“A categoria PFrm € isomorfa a subcategoria plena de WUFrm dos reticu-
lados locais uniformes de Weil que possuem uma base de vizinhancas da

diagonal finitas”.

Da Observagao 6.3 decorre que as condigoes x; < y; na Definigdo 6.12 sdo redun-
dantes pois cada E, ,, por conter F é também uma vizinhanca da diagonal de Weil.

Referenciaremos por FW Ent(L) o filtro de (W Ent(L), C) gerado pelas vizinhangas
da diagonal de Weil finitas.

Quando L é normal, esta nocao de finitude tem uma formulagao mais natural:
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Proposicao 6.13. Suponhamos que L é normal. Entao FW Ent(L) coincide com o
filtro de W Ent(L) gerado por

n

n
{\/(xl@xl)|n€]N7$177ZCTL€L7\/xz:1}

i=1 i=1
Demonstracao. Consideremos E € FW Ent(L). Entao existem x1,y1,...,Zn,Yn € L
tais que x; < y;, para todo o i € {1,...,n}, e (L Bz, y, € E. Como cada Eg,

pertence ao conjunto

n

n
{\/(xi@xi)|n€]N,:c1,...,xn€L,\/xi:1},

i=1 i=1
FE pertence ao filtro por ele gerado.

Reciprocamente, consideremos /i, (z; ® x;) com \/i—; x; = 1. A normalidade de L
assegura-nos a existéncia de yi,...,y, € L tais que /i, y; = 1 e y; < z; para qualquer
i€{l,...,n}. Como (L& L,N,\) é um reticulado local, uma simples inducao sobre
n > 1 permite-nos deduzir que

n

ﬂEymci: \/ \/ (AN N2 @21 A A 2).

i=1 a€{yizt ze{ynmnl

Ora (yf A... Ay & (Yf A ... Ay)) = O. Entao iy Ey, 2, € Viei(z; @ x;) e portanto
Vi (z; © 2;) € FWEnt(L). _

Como acontece com as adjacéncias [12], os seguintes resultados bésicos relativos a

nocao de finitude escolhida sao também verdadeiros como se esperaria:

Proposicao 6.14. Dado um reticulado local regular compacto L, os filtros FW Ent(L)
e WEnt(L) coincidem e formam a unica adjacéncia de Weil existente em L. Além

disso, esta adjacéncia é uma uniformidade.

Demonstragao. Ja referimos na Observagao 3.2 que W Ent(L) é uma adjacéncia de
Weil em L quando L é regular.

A compacidade de L implica que toda a vizinhanga da diagonal de Weil E con-
tenha \/j_,(z; @ x;) para alguma cobertura finita {z1,...,2z,} de L. Como todo

o reticulado local regular compacto é normal, deduzimos da Proposicao 6.13 que
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W Ent(L) = FW Ent(L). Para provar a unicidade, é suficiente mostrar que cada adja-
céncia de Weil £ em L contém todas as vizinhancas da diagonal do tipo \/j_; (x; © x;)
para \/j_; z; = 1. Portanto, seja & uma adjacéncia de Weil em L e consideremos uma
cobertura finita {x1,...,x,} de L. Pela compacidade, para cadai € {1,...,n} existem
yi,,y;Z € L tais que
i £ )
yp, < x; para k€ {1,...,7}

noJi
\/\/y}€:1.

i=1k=1
Seja Ei € £ tal que E} o (yi ® y.) C z; ® x; e consideremos uma vizinhanga da
diagonal simétrica E em & tal que E C ()L, ﬂf:zl E}. Um célculo simples mostra que
E C V' (x; ®x;): seja (a,b) € E com a,b # 0. Como b # 0, existem ¢ € {1,...,n}
ek e {1,...,j;} tais que b Ay, # 0. Entdo, (a,bAyl) € Ee (bAyL,yi) € yi &yl
implicam a < ;. Por simetria, b < x; também. Em conclusao, /i (z; ® x;) € €&,
como desejavamos.

Por fim, provemos que a familia FW Ent(L) é uma uniformidade. Na demons-
tragdo da Proposigao 6.13 vimos que, quando \/j—;z; = 1, existem yi,...,y, tais
que Vit yi = 1, y; < x; para cada i € {1,...,n} e i1 By, 2, € Viei(zi & ;).
Este resultado pode ser aperfeicoado de modo a implicar que FW Ent(L) seja uma

uniformidade; de facto,
n n

(ﬂ Eyi»xi)2 CV(wi® )

i=1 i=1
como em seguida justificamos.

2
Recorrendo ao Lema 1.4.2, podemos escrever (ﬂ?zl Eym) na forma

ﬂ ﬂ (Z1 AN .. ANzZn @21 AL A zp)o
Zle{yI7$1} ZnE{y;kmxn}
o 1 - [ EAAZOHA.Az).

zn€{yi,z} an€{y) on}
Consideremos (a,b) € (z21A...Azp)®(21A. .. Azp) € (byc) € (21N . .AZL)D (2N, . . AZL),
para z1,2] € {yf,x1}...,2n, 2, € {ys, zn} e com a,b,c # 0. Como yj A... ANy =0,
existe necessariamente j € {1,...,n} tal que z; = 2 = x;, o que implica (a,c) €
T D xj. |
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Proposicao 6.15. FWEnt(L) é uma uniformidade de Weil caso L seja reqular e

normal.

Demonstracao. Esta contida na prova do resultado precedente. [

Observagao 6.16. Reservamos o adjectivo finito para as vizinhangas da diagonal de
WEeil definidas em 6.12, guiados pelo teorema que estabelece um isomorfismo entre as
categorias PFrm e WU Frm(UW5).

Note-se no entanto que substituindo no enunciado da Proposi¢ao 6.15 o filtro

FW Ent(L) pelo filtro de W Ent(L) gerado por

n

n
{\/(xl@xl) | ne]N,l'l,...,anL,\/.’Ei:l},
i=1 =1

obteriamos uma equivaléncia.

Recordemos a axiomatizagao dos espacgos de proximidade em termos das relacoes
infinitesimais § (Definicdo 5.9). Terminamos este capitulo com uma breve discussdo

sobre relagoes infinitesimais para reticulados locais.

Proposicao 6.17. Se (L, <) € um reticulado local de proxrimidade, a relag¢do bindria

em L definida por
xoy=x Ly*

satisfaz as sequintes propriedades:

(I1) zdy implica yoz;

(12) x6(y V 2) se e s6 se xdy or x0z;

(I3) xdy implica x #0 ey # 0;

(I4) se xdy entao existe z € L tal que xdz e yfz*;
(I5) z* vV y* # 1 implica zdy;

(I6) para cada x € L vale x =\/{y € L |y <z e yfa*}.
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Demonstragao. (I1) Temos

oy & <y
= y™ < 2" pela propriedade (P7)
= y<ga* pela propriedade (P3)

& yfu.

(I2) Se zé(y V z) entao x & (yV 2)* = y* Az*. Daqui resulta, por (P5), que z & y*
ou x ¥ z*. Reciprocamente, se xdy, entdo = & (y V 2)* por (P3). Logo zd(y A 2).
Caso zdz, temos também zd(y V z), de um modo anélogo.

(I3) x & y* implica, por (P1) e (P3), x #0ey* #1,isto é, z #0e y # 0.

(I4) Se = <« y* existe, atendendo a propriedade (P5), w € L tal que z < w < y*.
Ponhamos z := w*; entdo r < w < w** = z* logo zfz. Além disso y < y™* < w* =
z < z** e, consequentemente, ydz*.

(I5) Como

VY £ls Ly
podemos deduzir, usando (P2), que zdy.
(I6) Por (P8) temos x =\{ye L |y <z} <\V{ye L |y <z, yfz*} <z ]

Observemos que, como = Ay # 0 implica z* V y* # 1, (I5) diz-nos, em particular,
que xzdy se Ay # 0. Na hipdtese de L ser booleano o reciproco é também verdadeiro

e a condicao (I5) é entao equivalente a condigao
x Ay # 0 implica xdy.

Chamamos a uma relacdo binaria J que satisfaca as propriedades (I1)-(I6) uma
relag¢do infinitesimal e, neste caso, o par (L, d) diz-se um reticulado local infinitesimal.
A correspondéncia de 6.17 é, contudo, invertivel somente para reticulados locais

booleanos:

Proposicao 6.18. Se (L,0) € um reticulado local infinitesimal, a relagdo bindria <
dada por
<Ly = ady*

€ uma proximidade em L se e s6 se L € booleano.
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Demonstragao. Se < é uma proximidade entdo, para cada x € L, 2** = \/{y € L |
y < x*}. Mas

kokk

y<L eyl ey <.

Consequentemente, z** = \/{y € L | y < x} = x e L é booleano.
Como num reticulado local booleano a lei de DeMorgan (1 Ax2)* = x] Va3 também
¢é vélida, a prova de que < é uma proximidade quando L é booleano é consequéncia

imediata das propriedades de . [

Estes dois resultados mostram que existe uma correspondéncia bijectiva nos reti-

culados locais booleanos entre as proximidades e as relacoes infinitesimais.

Proposicao 6.19. Seja f: (L1,<1) — (L2, <2) um homomorfismo de reticulados
locais entre dois reticulados locais booleanos de proximidade. As sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

(i) f € um homomorfismo de proximidade;
(ii) para x,y € Ly vale f(z)f<, f(y) sempre que xf,y.

Demonstracgao. E uma consequéncia imediata do facto de, para qualquer homo-
morfismo de reticulados locais f : L1 — Lg, sendo L; booleano, f(z*) = f(x)* para

todo o x € L. [

Definamos um homomorfismo infinitesimal f : (L1,61) — (L2, d2) entre reticula-

dos locais infinitesimais como um homomorfismo de reticulados locais f : L1 — Lo

para o qual f(z)daf(y) sempre que zdy.

Corolario 6.20. A subcategoria plena de PFrm dos reticulados locais booleanos de
proximidade € isomorfa a categoria dos reticulados locais booleanos infinitesimais e

homomorfismos infinitesimais. ]

Em conclusao, é possivel estender aos reticulados locais booleanos a caracterizagao

das proximidades via relacoes infinitesimais.
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Lema 6.21. Seja £ uma adjacéncia de Weil em L. Se (x @ y) N E = O para algum
Ec& entaoxr <y" ey < ax*.

Demonstragao. Como (z @ y) N E = O é equivalente a (y @ x) N E~! = O, basta
provar uma das desigualdades. Provemos a primeira, ou seja, que x A y = 0. Temos
zANy=V{zAyAal|(a,a) € E}. Ora, para cada (a,a) € E, (t Ay ANa,z ANyAa) €
(x®dy)NE=0,logoxAy=0. [

Proposicao 6.22. Seja £ uma adjacéncia de Weil em L. As segquintes asser¢des sdo

equivalentes:
() =z <y
(ii) (x®y)NE = O para algum E € &;
(iii) existe E € € tal que, qualquer que seja ' € | {x} \ {0}, E[z'] ANy =0;
(iv) existe E € & tal que, qualquer que sejay’ € [{y}\ {0}, x A E[y/] = 0.
Demonstragao. A equivaléncia entre (i) e (ii) é uma consequéncia da equivaléncia
(z@yY)NE1'=0sFo(zdz) Cy* @y

que provamos de seguida. Seja entdo (z @ y) N E~! = O e consideremos (a,b) € E e
(bye) €@ x com a,b,c#0. Entdao (byaANy) EEIN(z@y)=0eaAy=0,isto é,
a < y*. Por outro lado, atendendo ao Lema 6.21, ¢ < z < y*. Entéo (a,c) € y* @ y*.
A implicacdo contréria é também evidente.

A equivaléncia (ii)< (iii) é ébvia.

Por simetria, (ii) é também equivalente a (iv). [

Como é bem conhecido, é possivel definir num espago uniforme (X, ) uma proxi-
midade do seguinte modo: AdB se e s6 se uma das trés seguintes condicoes equivalentes

se verifica:

(i) paracada E €&, (Ax B)NE # 0;
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(ii) para cada E € £ existe a € A tal que E[a] N B # 0;
(iii) para cada E € & existe b € B tal que AN E[b] # 0.

A Proposigao 6.22 conjuntamente com as Proposi¢bes 6.2 e 6.17 afirmam que cada
uniformidade de Weil em L induz uma relacao infinitesimal § em L do seguinte modo:

xdy se e s6 se uma das trés seguintes condicoes equivalentes é satisfeita:
(i) paracada E €&, (zdy)NE # O;
(i) para cada E € & existe 2/ € [ {z} \ {0} tal que E[z/] Ay # 0;
(ili) para cada F € & existe 2’ € | {z} \ {0} tal que = A E[y'] # 0.

Podemos evitar o uso dos conjuntos descendentes | {z} e | {y} em (ii) e (iii)

substituindo estas condicoes por, respectivamente,

(ii’) para cada E € &€ vale st(x, E) ANy #0

(iii’) para cada E € &€ vale z A st(y, E) #0

como mostramos no resultado com que terminamos esta dissertagao.

Proposicao 6.23. Seja £ uma uniformidade de Weil em L. Entdo as seguintes

assercoes sao equivalentes:
(i) para cada E € € existe ' € | {z} \ {0} tal que E[z'] ANy # 0;
(ii) para cada E € & vale st(x,E) Ny # 0.

Demonstracao. (i)=-(ii): Seja E € £ e consideremos uma vizinhanca da diagonal
simétrica F € & tal que F? C E. Por hipétese, existe 2’ € | {z}\ {0} tal que F[z'| Ay #
0. Portanto, existe z € L tal que (z/,2) € F e z Ay # 0. Como z e 2’ sdo diferentes
de zero, resulta que (2’ V 2,2’ V 2) € F? C E. Adicionalmente, (2’ V 2) Az # 0 e
(' V z) Ay # 0, pelo que st(xz, E) Ay # 0.

(ii)=(i): Para cada E € &, st(z, E) Ay # 0 significa que existe um par (z,2) € E
tal que z Az # 0 e z Ay # 0. Basta agora fazer 2’ := 2 A x. ]
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Notas sobre o Capitulo IV:

(1)

3)

Observamos na Secgao 2 que os functores “aberto” e “espectral”, convenien-
temente adaptados as categorias FrNear e NFrm, estabelecem uma adjuncao
dual entre elas. Relativamente as correspondentes estruturas de Weil, o
“espectro” de um reticulado local de adjacéncia de Weil é um espago de
adjacéncia de Weil locdlico e o reticulado local de um espago de adjacéncia
de Weil locdlico é um reticulado local de adjacéncia de Weil, e estas corres-
pondéncias sao functoriais. Contudo, como observdamos na Secgao 4, estes
functores nao definem uma adjuncao dual, o que constitui uma surpresa.
Esta circunstancia abona em favor da tese de que em muitas situagoes as

coberturas sao melhores que as vizinhangas da diagonal.

Uma das vantagens que as teorias formuladas em funcao de vizinhangas
da diagonal possuem é o de, estando a simetria a vista, as correspondentes
versoes nao simétricas sao evidentes e de facil utilizacao. Por exemplo, vimos
que eliminando a condicao de simetria (UW3) da Defini¢do 1.4.5 e substi-
tuindo na condicio (UW4) € por £ = EU{E~! | E € £} se obtem uma
categoria de reticulados locais estruturados no sentido de Weil isomorfa a
categoria dos reticulados locais quase-uniformes de Frith. Do mesmo modo,
dos reticulados locais de adjacéncia de Weil podemos produzir uma teoria de
“reticulados locais de quase-adjacéncia de Weil’, como desejado por Frith
no final de [29]. A correspondente teoria de “espagos de quase-adjacéncia de
Weil’ pode ser desenvolvida eliminando o axioma (NWO0) na Definicao 4.3, e
é similar a dos “espagos de quase-adjacéncia” que Frith apresenta no iltimo
capitulo de [29].

Analogamente, surgem os “reticulados locais de quase-prorimidade’ e “os
espacos de quase-proximidade”’. O isomorfismo do Capitulo IT entre QWUFrm
e QUFrm produz um isomorfismo entre esta categoria de “reticulados locais

de quase-proximidade” e a de Frith ([29], p. 68).
Concluimos na Secgao 5 que WNear contém as categorias dos

e espagos topoldgicos simétricos e aplicagoes continuas,

e espacos uniformes e aplicagoes uniformemente continuas

e espacos de proximidade e aplicagoes de proximidade.
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Contudo a categoria Top dos espagos topoldgicos nao é uma subcategoria de
WNear. Outras estruturas topoldgicas tteis, nomeadamente nao simétricas
como os espagos quase-uniformes ou os espagos de quase-proximidade, tam-
bém nao estao imersas em WNear. No entanto, no quadro dos “espacos de
quase-adjacéncia de Weil” acima mencionados é possivel considerar todos
estes espacos de natureza topoldgica, pois a categoria dos espacos de quase-
-adjacéncia de Weil contém as categorias de estruturas nao simétricas acima
referidas bem como a categoria Top, isto é, unifica a topologia e as estruturas

uniformes nao simétricas.

O isomorfismo entre PFrm e WU Frm(UW5) sugeriu-nos a nogao de vizinhanga
da diagonal de Weil finita. Também justifica que designemos os reticulados
locais de adjacéncia de Weil que satisfazem (UW5) por reticulados locais de
contiguidade de Weil. Esta é a nogao andloga a de reticulado local de conti-
guidade de Dube [18]. Impde-se a pergunta: serao estas duas categorias equi-
valentes? Outro problema interessante serd o de saber se a correspondente
categoria dos espagos de contiguidade de Weil (como subcategoria plena de
WNear) é equivalente & subcategoria plena de Near dos espagos de adjacéncia
de contiguidade de Herrlich [34] e, consequentemente, equivalente & categoria
cléssica dos espagos de contiguidade e aplicagoes de contiguidade no sentido

de Ivanova e Ivanov [41].
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APENDICE

DIAGRAMAS DE RELACOES
ENVOLVENDO CATEGORIAS DE
ESPACOS E DE RETICULADOS LOCAIS

Este apéndice consiste em dois diagramas. O primeiro resume a hierarquia das
estruturas de adjacéncia no sentido de Tukey e das estruturas de adjacéncia no
sentido de Weil para espagos. O segundo diagrama é o diagrama para reticulados
locais andlogo ao primeiro.

Nestes diagramas, A — B e A «— B significam respectivamente que a

categoria A admite uma imersio plena na categoria BB e que A e B sdo isomorfas.
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Prox

QProx

no sentido de Weil

2

no sentido de Bourbaki

3no sentido de Tukey
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6UF““(UW9<—>< PFrm }—{TBUFrmD

QPFrm

CWFrm WUFrm EUFrm UFrm? UFrm ) C CFrm )

QWUFrm QEUFrm QUFrm

WNFrm NFrm

QWNFrm

! reticulados locais de medida
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num bi-reticulado local, 82
de coberturas num conjunto, 80

quociente de um reticulado local, 6

refinamento de uma cobertura, 13, 15
relacao infinitesimal

num conjunto, 119

num reticulado local, 138
reticulado local, 1

booleano, 4

compacto, 3

de adjacéncia, 102

165



INDICE DE DEFINICOES

de Weil, 104
de contiguidade de Weil, 143
de medida, 59
fraca, 77
de proximidade, 126
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