Exercicios

1e Sgjam f e g duas funcgdes tais que
IXi(ng(x) = +¥ e le(Qg g(x) =0
Mostre que, escolhendo convenientemente as fungdesf e g, definindo h=f" g,
podemos ter as seguintes situacoes:
a) le(Qg h(x) = +¥ b) le(Qg h(x) = - ¥ C) le(Qg h(x) =-27
d) le(Qg h(x) =27 e)IXi(Qgh(x) ndo existe sem ser +» nem-e .

2+ Sgjam f eg duasfungdestaisque f >0,
le(ng(x) = +¥ e le(Qg g(x) =0
Mostre que, escolhendo convenientemente as fungdesf e g, definindo h= f g’
podemos ter as seguintes situacoes:
a) le(Qg h(x) = +¥ b) le(Qg h(x) =0 0) le(Qg h(x) =27

d) Ii(gn h(x) ndo existesem ser +¢ nem - .
X® a



38

3+ Supondo que Ii(gn f(x)=0" eque Iign g(x) = +¥ (respectivamente-+ ) mostre

que ent&o lim f(x)9 = 0" (respectivamente +s ) .
4+ Supondo que Iign f(x) =+¥ eque Iign g(x) = +¥ (respectivamente-+ ) mostre

que ent&o lim f(x)°™ = +¥ (respectivamente 0)

5e¢ Mostre que todas as formas indeterminadas OO, 1 e 0 se podem reduzir tanto
aforma 9 como aforma ¥ :
0 ¥

6 Mostre que

.. ésen® AU o X+ X +X
i) lim & X+ cos’x +3" G= +¥ i) lim —‘/_:
x®-¥ & X o] X®+¥ 1/X+1
i) tim N3 +1- YxF 2]=+¥ iv) I(i@m¥[i/x4+6- 2/x2+1o]=+¥
Y lim X2 X2 %
x®2* VX2- 4 2

7+ @) Mostre que paratodo o A real positivo e paratodo o nimero natural n
lim(Ax)* =1

x® 0"
b) Parece poder concluir-se da alinea anterior e de outros exercicios semelhantes que

a forma indeterminada (OO) conduz sempre ao resultado 1. Verifique que tal
conjectura é falsa, provando que:

i) lim x M9 =@ R i) lim x R = 4y
x®0* x® 0"

onde R é um numero real positivo.

8¢ Calcule os limites seguintes, utilizando o teorema do limite de uma funcgéo
composta:
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X 1/ x
asen(px)s”* S N étg(px/2)
3 I®o e x O b) )!!@I’E\ genep4 + 599 ©) I®0 e X H

9¢ Sgjam f e g duas fungdes definidas no intervalo Xy X+ [, com dado. Sabemos
gue se f e g sdo continuas em X, entdo fg é continuaem x,. A implicacéo

i f descontinuaemx,

i :
fg descontinuaem x, =>{ | ou serd verdadeira? Porqué?

, Lg descontinuaemx,

10e a) Seja F afuncdo definidano intervalo [0,1] por

i6x2+x+1 sex1[01/¢
FO) =1 8X*+3 o i [1/6,1]
t 2x+5

Estude a continuidade de F em 1/6.

b) Sejam G e H as fungdes definidas no intervalo [0,1] por

G(X) = cos(3+x)
H(X) = cos(4ex)

Estude a continuidade das fung¢des produto FG e FH no ponto 1/6.

c) A implicacdo
1 f continuaemx,

|
fg continuaem x, =>{ | e
g continuaemx,

€ verdadeira quaisquer que sgjam as funcdes f e g definidas num interval o X" X+ [,
com” dado?

d) Mesma questéo paraaimplicacdo

1 f continuaemx,
|
fg continuaem x, =>{ | ou

1g continuaemx,
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11~ Das seguintes afirmacfes indique quais sdo verdadeiras e falsas, e neste Gltimo
caso explique porqué (se for falsa em vez de dar uma justificacdo detalhada, podera
indicar um contra-exempl0):

lim sent
jim X =1 ) jim 0L _mo Q) - 1£ lim senx £1
X®+¥ X t®0]1- cost I|®ng(1- cost) X®+¥
t

d) Se Iign f(x) ndo existe entdo Ii(gn[f(x)’ g(x)] também ndo existe;

e) Se Iign f(x) ndo existe entdo Ii(gn[f(x)+g(x)] também ndo existe;

f) Se Iim@:+¥, entdo f>g;
x®a g(x)
. . .. (X
Se lim[ f(X) - =0, im—==1;
9 Se m[ (- g0)] =0 , entéo lim-— -

h) Se lim f(x) = +¥ entéo [ (x)" g(x)] =+¥ ;

i) Se "Q; f(x) = +¥ entdo Ii&[f(x)+g(x)] =+¥ .

12 &) Prove que
cog(n+ 2)q] =2 cosqcognq] - cosf(n - 1)q]

b) Deduza da igualdade anterior que existe um polindmio p(x), de primeiro
coeficienteigual al, tal que

2codng]= p(2cosq)

c) Prove que, se cogng] € um inteiro entdo cosg ou éigual a0, +1/2 ou +1 ou ent&o
€ necessariamente irracional.

13« Considere afigura



a) Prove que .
AB = senb

OB = cosb
AD =sen(a +b)

BC = cosb tana
b) Usando a alinea anterior deduza que
sen(a +b) =sena cosb + cosa senb

apartir do cllculo de cos(b DAC).
14+ a) Prove que, qualquer que sgja e positivo, existe
a =arcsene

tal que
IXl<a b |send<e

b) Que pode concluir da alinea anterior?
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