Exercicios

1+ Mostre, utilizando a defini¢ao, que as seguintes sucessoes sao limitadas:
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2+ Mostre, utilizando a definicdo, que as seguintes sucessdes sdo limitadas
superiormente mas ndo inferiormente:
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3+ Dé dois exemplos de sucessdes limitadas inferiormente mas néo
superiormente.

4+ Mostre, utilizando a definicdo de sucessdo ndo limitada, que as seguintes
sucessdes sdo limitadas:
&2 ) 210

5e¢ Sgjam (un) e (vn) duas sucessdes que tendem para+¥ e O respectivamente.
Mostra que, escolhendo convenientemente as sucessdes (un) e (vn) , se
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an=un” vn," ni N
podemos ter as seguintes situacoes:
a liman =+ ¥ b) liman =- ¥
c) limapn =27 d) limapn =-27
€) (an) divergente sem tender nem para+¥ nem para-¥ .

6 Sejam (un) e (vn) duas sucessoes que tendem para +¥ e O respectivamente.
Mostre que, escolhendo convenientemente as sucessdes (un) e (vn) , se
an=un'" " ni N
podemos ter as seguintes situacoes:
a) liman =+ ¥ b) limapn =0 c) liman =27
d) (an) divergente sem tender nem para+¥ nem para-¥ .

7+ Mostreque se limup =a entdo lim |up| =a]. O inverso é verdadeiro?

8¢ Considere a sucessao de nimeros reais (Xn) de termo geral

8 xn=7 bxn=45 ¢)xn="n
d) xn=4n ) xn = ¥inn

Calculando os primeiros termos da sucessdo, com o auxilio de uma
calculadora, tente adivinhar a monotonia e limites de (Xp).

9« Calcule:
. @3 +3n -3n’+n 2n- 30
a) Ilme + = 2 L’J
g n-1 n+1 n“-1g
b) lim(yn(n+1) - n) 0 |im'”(3—:+1) d) Iim%

e) lim n“n(n + 5) f) lim n,2n+(-1)n g) lim 33” + (- 2)n

n+l+ (_ 2)n+l
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10+ Uma porc¢éo de uma certa popul agéo de insectos das Berlengas morre todos

os anos. A populagdo do ano seguinte nasce dos ovos fertilizados pela populacéo
morta no ano anterior. O nimero inicialmente presente é N, e Nk € o nimero

presente na geracdo k. O nimero Nm de insectos que morrem na geracéo k, e o
numero Nj de jovens que nascem, satisfazem
Nm =A +aNk, Nj =B + bNk-1,
onde A, B so constantes, a é ataxa de mortalidade e b ataxa de natalidade.
a) Supondo que Nm = Nj (o numero de mortes e nascimentos e igual), deduza

aequacao as diferencas

b —
N, :—aNk_l +N
onde N=2_2
a
b) Resolva a equagéo da ainea anterior mostrando que
By
1- eao ab
— N+ 20
N, = D N+éag N, .
a
¢) Napratica, b <0, a> 0. Mostre que, para |b| < a,
. N
limN, =—F
1-=
a

einterprete o resultado em termos biol 6gicos.
d) Suponha agora que 2 = -1 (e portanto estamos no caso |b| = |g] ). Verifique

a

gue o tamanho da populagdo ou se mantém igua a § ou oscilaavolta do tamanho
Optimo § . Explique porque é que lim Nk néo existe e interprete o resultado em

termos biol égicos.
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11+ Diga se se obtém uma defini¢do equivalente a
lima, =0
em cada um dos seguintes casos:
@ " d>0, {nl N:[an|>d} éfinito;
(b) " d>0, {nl N:|an|<d} éinfinito;
(" d>0," nol N, $n>nQ:|an|<d;
(d) " d>0, $kT R:" n>k,Jan|<d.

12+ Traduza simbolicamente as seguintes propriedades:
(a) A sucessio (an) ndo converge paraal R;
(b) A sucessdo (an) ndo tende para+ ¥ ;
(c) A sucessao (an) ndo é crescente.

13+ Demonstre, utilizando a definicéo, que:
_on-7 _2In+4
lim =-2 b) Ilim =
9 p-n ) Vn+1

2

14+ Considere a sucessdo de termo geral xp = sen n; Calculando os primeiros

termos da sucessdo, com o0 auxilio de uma caculadora, tente adivinhar as
propriedades de (Xn).

15« Mostre que a sucessao (sen n) édiver gente através dos seguintes passos:
a) Supondo que € convergente, mostre que entdo deverater-se
lim (sen(n+2) -senn) =0
b) Conclua daalinea anterior que
lim (cos (n+1)) =0
c¢) Concluadaalinea anterior que
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l[im(senn)=0
d) Concluadaalineab) que
lim (cosn) =0
e) Conclua que se chegou a um absurdo ao supor que (sen n) era convergente,
e portanto que asucessdo (senn) sb pode ser divergente.

16+ Mostre que a sucessao (un) € convergente para a se e sO se existe uma
sucessao (an) convergente para zero tal que
Un=a+an

17+ Mostre, utilizando a defini¢éo, que asucessdo (n- n2)n. 1 tende para-¥ .

18+ Mostre que, se a sucessao de termo geral up tende para-¥ e se existe nQ

T N tal que
"nN n>ng=>un® vn
entdo a sucessao de termo geral v tende para -¥ .

®0
19« Mostre, utilizando a definicdo, que a sucessao Eﬁz n&o converge para
ensd 1

a)1 b) -3

20+ Mostre que a sucessdo de nimerosreais (an) de termo gera

3n+8 6n +20n- 3 A .5
b) ——— c) -7:—+1
3 n ) 2n®-1 ) €n 9@
satisfaz
i) lima, 33 i) 3 iii)liman£-7

respectivamente, sem calcular o limite.
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21 Demonstre o critério da major acao:
" Sejam (an) e (bp) duas sucessdes tais que

i) limh, =0
i) la,|£b,,

Entdo lima,=0."

22+ Aplique o critério da majoracéo a determinacéo do limite da sucesséo de
termo geral
_ 2ncosq + (- H™*
- n’+1
em que q éum valor arbitrério do intervalo [0,p].

23+ Sgja (un) uma sucessdo tal que

lunl ¢ Jun+al, " nT N,
Mostre que (un2) é convergente.

24« Justifigue porque é que os simbolos seguintes ndo representam
indeterminagdes:

Ay ¥ b) ¥ ¥ c) 0¥ m% D)

9
¥

25+ Estude quanto a limitagdo, monotonia e convergéncia as sucessdes de
termo geral
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il-n . i Inn .
ih se n épar { —— Se népa
i I T

a u,=j b) u =i
T2 , T 2n+1 L.
Y2 se néimpar ! se néimpar
tn f(n+1)°

26+ A sucessdo de numeros reais (xn) € definida por recorréncia: X1 = \/?3
Xn+1 = /5 +Xn . Calculando os primeiros termos da sucesséo, com o auxilio de
uma cal culadora, tente adivinhar as propriedades de (xp).

27+ Considere as sucessdes de niUmeros reais (Xp) definidas por recorréncia:
a) xlzx/é Xn+1=1/a+Xn (para a>1)
b) xlzx/é Xn+1=1/a+Xn (para a<1)
C) x1=a<1(a>0) Xn+1=13 Xn+1
d) x1=a<1(@>0) Xp+r1=Xn2-xn+1
(sugestdo: xn < 1)
Mostre que sdo convergentes, utilizando o critério de convergéncia das
sucessfes mondétonas, e determine o seu limite.

28+ Mostre que uma sucessdo (Xn) ndo possui qualquer subsucessdo
convergente se e sO selimfxp|=+¥ .

29+ PROBLEMA EM ABERTO. Considere a sucessao de primeiro termo uj

gualquer e de termo geral definido por recorréncia por meio de
j3u, +1 se u, é impar
U=t

n+l

I 7
+ —=U  Sse uépar
f oot u,ep

Usando uma calculadora ou um computador observe se se chega sempre a
sucessdo 4, 2, 1, 4, 2, 1, ... . N@o se sabe ainda se isto acontece sempre (ninguém
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ainda conseguiu demonstrar se é verdadeiro ou falso, ou até encontrar um contra-
exemplo (se vocé conseguir encontrar um contra-exemplo até podera ficar famoso,
mas ol he que 0s nimeros baixos ja foram todos experimentados...).

30+ Sga(un) umasucessao tal que
limjun|=+ ¥ .
Determine que condicdes deve satisfazer a sucessdo (vn) de modo que setenha

obrigatoriamente
limupvn|=+ ¥.

31e Sga(un) umasucessdo tal que
limun=+¥%.
Determine que condicdes deve satisfazer a sucessdo (vn) de modo que se tenha

obrigatoriamente
lim(un+vn) =+ ¥%.

32+ Das seguintes afirmagdes indique quais séo verdadeiras:
a) Nenhuma sucessdo divergente € limitada;
b) Nenhuma sucessdo monétona é limitada;
c) Se lim|up|=a entdo limunp =a;
d) Nenhuma sucess&o limitada é divergente;
€) Nenhuma sucessdo limitada superiormente € divergente;
f) Nenhuma sucessdo limitada superiormente € limitada inferiormente;
g) Nenhuma sucessdo limitada inferiormente é limitada superiormente;
h) Nenhuma sucessdo limitada € limitada superiormente;
i) Selim|un|=+¥ entdo (up) ndo élimitada;
) Se (up) ndo élimitadaentdo lim |up| = +¥ ;
) Selimun=+¥ entdo (un) € crescente a partir de certa ordem;
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m) Selimunp =-¥ entdo (un) tem todos os termos negativos a partir de certa

ordem;
n) Uma sucessao limitada superiormente ndo tem subsucessoes divergentes,

0) Uma sucessao limitada inferiormente tem subsucessoes divergentes;
p) Selimup =-¥ entdo (un) ndo tem nenhuma subsucesséo convergente;
lim senn _ .
D e v, =L

N -1£ limsenn£1 ;

n® +¥

s) O£ lim|cosn£1 ;

n® +¥

Solucdes dos exercicios

3+ Por exemplo (n) e (n?)

5e Por exemplo: @ un=nZ2evn=ln b)un=-nZevn=Un c)un=27n
evn=1/n d)un=-27nevp=Un e€)un=27nevp=(-1)"n

6e Por exemplo: @ un=elevp=1A/n Db)un=elevn=Un2 c)up=e€"
evn=(In27)/n d)up=€eNevn=(-1)"/n

7+ N&o, bastatomar, por exemplo,un=1+1/n e a=-1.

8+ &) Parece ser decrescente e de limite 1. b) Parece ser decrescente e de limite
1. ¢) Parece ser decrescente apartir de n=3 edelimite 1. d) Parece ser decrescente
apartir de n=3 edelimite 1. €) é crescente até n = 24 e depois comega a decrescer
lentamente, ndo sendo possivel retirar mais conclusdes da experimentacdo numérica.

9310 b)+¥ )0 d)1 e1 f)2 g) 13 h)-5p2/8
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11ea)V b)F ¢F d)V

129 $" $(1>pUla,- a° ) b)$" $(1>pUa £1L) ©) $(a,>a,..)

14+ Apenas se consegue ver uma nuvem "exotica’ de pontos, nada se podendo
concluir (o que nos levaadesconfiar que sera divergente).

22:0

24 3) Pelapropriedade@ o produto de dois infinitamente grandes é aindaum
infinitamente grande, pelo que o limite representado por ¥ ¥ ndo € uma
indeterminagdo, é um infinitamente grande.

b) Se limun =+¥ e limvp=+ ¥ entdo limu,"=+¥ como éfécil provar;
outros casos sdo tratados de modo semelhante excepto quando se tratar de
infinitamente grandes sem sinal determinado.

c)Se limup =0 e limvp=+ ¥ entdo limu =0 como é f&cil provar;
outros casos sdo tratados de modo semelhante excepto quando se tratar de
infinitamente grandes sem sina determinado.

.U, . .
d) temossempre lim— =+¥ ,-¥ ou ¥, conforme o sina do quociente.
Vn

. u
€) temos sempre Ilmv—n =0.

25+ a) limitada, ndo mondtona, divergente.
b) limitada, ndo mondtona, convergente.

26¢ Parece ser crescente e convergir rapidamente para 2,791287847....

1+{1+4a _ 1+1+4a
278 = 2 b > 032 d1

30 (vn) deve ser umasucessdo tal que

$ $ . "
31e (vn) deve ser umasucessdo tal que

$ 7
diR “niN%>-d.
32+ Verdadeiras: i), m), p) (Sugestdo: encontre contra-exemplos para as



restantes alineas, excepto paraq), r) e s) onde devera argumentar directamente)
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