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Resumo: A transi¢do da ordem para o caos através de sucessivas duplicacoes de
periodo foi constatada para diversas familias unimodais de tipo quadratico, e, em
particular, para a familia quadratica f(z) = —Az?+X—1, com X\ € [0,2]. Um dos
factos mais surpreendentes neste fenémeno foi a descoberta de quantidades univer-
sais que lhe estao associadas. Para explicar estes fendmeno passamos & descrigdo
de aplicacoes unimodais classificando-as em p-ordenadas, p-cortadoras de queijos e
p-tendas.

Aplicagoes p-ordenadas, p-cortadoras de queijos e p-tendas. Dizemos que

f:[-1,1] = [-1,1] é uma aplica¢io unimodal de tipo quadrdtico de classe C”, se
f(x) = ¢(x?), onde ¢ : [0,1] — [—1,1] é uma aplicacio de classe C" com derivada
nao nula e tal que f(—1) = —1. Definimos U" como sendo o conjunto constituido

por todas as aplicagdes unimodais de tipo quadratico de classe C".

Dizemos que uma aplicacdo unimodal de tipo quadratico f € U" é p-ordenada, se
contiver uma orbita periédica que atraia quase todos os pontos do intervalo [—1, 1],
com respeito & medida de Lebesgue. Dizemos que f é p-super-estdvel, se f for
p-ordenado e o ponto critico de f pertencer a 6rbita atractora de f.

Dizemos que uma aplicacao unimodal de tipo quadratico f € U é um p-cortador de
queijos, se contiver p intervalos Iy, ..., I,_1 tais que: (i) f seja um homeomorfismo
de I; para I;yq, para 1 <4 < p; (ii) I, contenha o ponto critico de fa; (iil) existam
dois intervalos fechados e disjuntos, Jo e Ji, contidos em I, com as propriedades
de nédo conterem o ponto critico e cada um deles ter um extremo comum a I,; (iv)
as imagens das aplicagoes fP|Jy e fP|Jy coincidam com I;. Segue do Teorema de
Magié, em [3], que existem n > p e dois intervalos J) C Jy e J; C Ji tais que
fJ) U Ji é uma aplicagdo cortador de queijos caotica.

Dizemos que uma aplicagao unimodal de tipo quadratico f € U” é uma p-tenda, se
contiver p intervalos I,..., I, tais que: (i) f € U" seja um homeomorfismo de I;
para I; 11, para 1 <14 < p; (ii) I, contenha o ponto critico de f € U" e a imagem da
aplicacdo fP|I; coincida com I;. As aplicagbes p-tenda, com derivada de Schwarz
negativa e tal que o ponto —1 seja um ponto fixo hiperbdlico e expansivo, tém as
seguintes propriedades (ver capitulos III e V em [4]): (i) Possuem propriedades
cadticas, (ii) admitem uma medida invariante, ergodica e absolutamente continua
com respeito a Lebesgue, (iii) o expoente de Lyapunov em x esta bem definido, é
positivo e o seu valor ndo varia com z, para quase todo o ponto x em [—1,1].

Universalidade de Feigenbaum—Coullet—Tresser. Feigenbaum, em [2], e, in-
dependentemente, Coullet e Tresser, em [1], verificaram que existem valores «; <
@y < ...e (> B > ... para a familia quadréitica f tais que (i) f,, ¢ 2P-super-
estavel; (ii) fo € 2P-ordenada, para o, < a < apy1; (iii) f3, € uma 2P-tenda; (iv) fs



é um 2P-cortador de queijos, para Gp11 > 8 > Gp; (v) v = limp_ 00 ap = limyp_, 00 Bp;

(vi)

lim 2%t _ iy P8t 6602016001029 .
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/27 (0)]

pllngo 770 0.3995... .
Assim, as aplicagbes fy tém comportamento ordenado, para 0 < A < v, e cadtico
em algum subconjunto de [—1,1], para 7 < A < 2, o que permite concluir que a
aplicacdo f, se encontra na fronteira entre a ordem e o caos.
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