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Resumo

A enumeração de trajectos entre um par de nós de uma rede é uma genera-
lização do problema do trajecto com o menor custo em que se pretende listar
trajectos por ordem não decrescente de custo.
Aqui se apresentam as principais classes de métodos para a enumeração de
trajectos.
Mostra-se como estes métodos podem ser utilizados para determinar trajec-
tos satisfazendo a restrições adicionais e como podem ser adaptados para
enumerar trajectos sem nós repetidos, ou seja, caminhos.
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Plano

• Notação e definições
• O trajecto com o menor custo

◦ Algoritmo de rotulação
• Os K trajectos com o menor custo

◦ Algoritmos de rotulação
◦ Algoritmos de apagamentos
◦ Algoritmos de desvios

• Passeatas vs. restrições adicionais
• Os K caminhos com o menor custo

◦ Algoritmos de desvios
• Complexidade computacional
• Fim. . .
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Notação e definições

Dados:
• Rede (N ,A): conjunto de nós N , conjunto de arcos A.

• Custo do arco (i, j), cij ∈ IR+
0 .

• Nó inicial s e nó terminal t, com s 6= t.

Trajecto de i para j em (N ,A) é 〈i = v1, v2, . . . , vℓp
= j〉, onde:

• vk ∈ N , para k ∈ {1, . . . , ℓp};
• (vk, vk+1) ∈ A, para k ∈ {1, . . . , ℓp − 1}.

Caminho de i para j em (N ,A) é um trajecto sem nós repetidos.

Conjunto de trajectos em (N ,A) de i para j: Pij . (P = Pst.)

Custo do trajecto p:
c : ∪i,j∈NPij → IR

p 7→
∑

(x,y)∈p cxy
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Notação e definições
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Trajecto: p = 〈1, 3, 4, 5, 3, 2, 4, 6〉, c(p) = 62
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Notação e definições
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Trajecto: p = 〈1, 3, 4, 5, 3, 2, 4, 6〉, c(p) = 62

Caminho: q = 〈1, 3, 4, 5, 6〉, c(q) = 45
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O trajecto com o menor custo
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O trajecto com o menor custo

Objectivo: Determinar p∗ ∈ P tal que c(p∗) ≤ c(p), para todo p ∈ P.

Algoritmo de rotulaç ão

X ← {s}

psi ← ∅ (c(psi)← +∞), para todo i ∈ N − {s}; c(pss)← 0

Enquanto X 6= ∅ Faz:
i← nó de X

Para j ∈ N tal que (i, j) ∈ A Faz:

Se c(psi ⋄ 〈i, j〉) < c(psj) Ent ão:

psj ← psi ⋄ 〈i, j〉

Se j 6∈ X Ent ão X ← X ∪ {j}

X ← X − {i}
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O trajecto com o menor custo

Objectivo: Determinar p∗ ∈ P tal que c(p∗) ≤ c(p), para todo p ∈ P.

Algoritmo de rotulaç ão

X ← {s}

psi ← ∅ (c(psi)← +∞), para todo i ∈ N − {s}; c(pss)← 0

Enquanto X 6= ∅ Faz:
i← nó de X

Para j ∈ N tal que (i, j) ∈ A Faz:

Se c(psi ⋄ 〈i, j〉) < c(psj) Ent ão:

psj ← psi ⋄ 〈i, j〉

Se j 6∈ X Ent ão X ← X ∪ {j}

X ← X − {i}

• Rótulos não definitivos:
Bellman-Ford-Moore (X é um FIFO)
Pape-Levit (X é um FIFO ou um LIFO)
. . .

• Rótulos definitivos: Dijkstra (i é escolhido em X de modo a psi ser óptimo)
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O trajecto com o menor custo
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Os K trajectos com o menor custo
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Os K trajectos com o menor custo

Dado K ∈ IN pretende-se encontrar PK = {p1, . . . , pK} ⊆ P, onde:
• c(pk) ≤ c(pk+1), para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• c(pK) ≤ c(p), para todo p ∈ P − PK ;
• pk é determinado antes de pk+1, para todo k ∈ {1, . . . , K − 1}.



Digressão pelas enumerações de trajectos e de caminhos Estúdio de Optimização, Junho 2006 – p. 13

Algoritmos de rotulação

Generalizações de algoritmos de rotulação para o problema do trajecto com
o menor custo
• Determinar os K trajectos com o menor custo de s para i ∈ N .
• Generalizar as formas do algoritmo de rotulação para K = 1.
• Associar a cada i ∈ N o K-rótulo, (π1

i , . . . , πK
i ) e (ξ1

i , . . . , ξK
i ).
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Algoritmos de rotulação

Generalizações de algoritmos de rotulação para o problema do trajecto com
o menor custo
• Determinar os K trajectos com o menor custo de s para i ∈ N .
• Generalizar as formas do algoritmo de rotulação para K = 1.
• Associar a cada i ∈ N o K-rótulo, (π1

i , . . . , πK
i ) e (ξ1

i , . . . , ξK
i ).
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Algoritmos de rotulação

Generalizações de algoritmos de rotulação para o problema do trajecto com
o menor custo
• Determinar os K trajectos com o menor custo de s para i ∈ N .
• Generalizar as formas do algoritmo de rotulação para K = 1.
• Associar a cada i ∈ N o K-rótulo, (π1

i , . . . , πK
i ) e (ξ1

i , . . . , ξK
i ).
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Algoritmos de rotulação

Generalizações de algoritmos de rotulação para o problema do trajecto com
o menor custo
• Determinar os K trajectos com o menor custo de s para i ∈ N .
• Generalizar as formas do algoritmo de rotulação para K = 1.
• Associar a cada i ∈ N o K-rótulo, (π1

i , . . . , πK
i ) e (ξ1

i , . . . , ξK
i ).
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Algoritmos de apagamentos

Algoritmo de apagamento successivo de trajectos em (N ,A)

Determinar p1

(N1,A1)← (N ,A)

Para k ∈ {2, . . . , K} Faz:

(Nk,Ak)← rede obtida da anterior por remoção de pk−1

p′ ← trajecto com o menor custo em (Nk,Ak)

pk ← trajecto correspondente a p′ em (N ,A)
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Algoritmos de apagamentos

Apagamento do trajecto p = 〈s = v1, v2 . . . , t = vℓp
〉

Criar cópia dos nós intermédios de p, v′2, . . . , v′ℓp−1

Criar cópia dos arcos intermédios de p, (v′2, v
′
3), . . . , (v′ℓp−2, v

′
ℓp−1)

Trocar (vℓp−1, t) por (v′ℓp−1, t)

Criar cópia (j, v′i) dos arcos (j, vi) ∈ A, para vi ∈ p
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p1 = 〈1, 3, 5, 6〉 p′ 7→ p2 = 〈1, 3, 5, 3, 5, 6〉
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Algoritmos de apagamentos

O algoritmo original foi sujeito a sucessivos melhoramentos . . .

•

Rotula nós duplicados por aná-
lise dos arcos incidentes

⇒ Evita o aumento do número de
arcos da rede e reduz o espaço
de memória.

•

Ordena o conjunto dos arcos in-
cidentes nos nós por ordem não
crescente de custo

⇒ Reduz o número de operações.
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p1 = 〈1, 3, 5, 6〉 p′ 7→ p2 = 〈1, 3, 5, 3, 5, 6〉
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Algoritmos de desvios

Seja X um conjunto de trajectos candidatos a pk.

Algoritmo de desvios

Determinar p1

X ← {p1}

Para k ∈ {2, . . . , K} Faz:

pk ← trajecto com o menor custo em X

X ← X − {pk}

Analisar nós de pk e gerar novos trajectos (desvios) que se arma-
zenam em X (candidatos a pj , com j > k)
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Desvio de um trajecto

Trajecto com o menor custo que desvia de p = 〈v1, . . . , vℓp
〉 no n ó vi:

• subp(s, vi) ⋄ q,
onde q é o trajecto com o menor custo de vi para t, depois de apagado o
arco (vi, vi+1),

ou

• subp(s, vi) ⋄ 〈vi, v〉 ⋄ Tt(v),
onde (vi, v) 6= (vi, vi+1), Tt denota a árvore dos caminhos com o menor
custo de todos os nós para t e Tt(v) o seu subtrajecto de v para t.
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Algoritmos de desvios

Determinar “quase todos” os desvios possı́veis para cada nó analisado.
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(x, y) 6∈ p1

Tt(y)
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Algoritmos de desvios

Determinar apenas o desvio com o menor custo para cada nó analisado.
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(x, y) 6∈ p1 e cxy + c(Tt(y)) é mínimo

Tt(y)
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Algoritmos de desvios

Custo reduzido de (i, j) ∈ A associado a Tt −→ c̄ij = πj − πi + cij .
Custo reduzido de p ∈ P −→ c̄(p) =

∑
p c̄ij.

Propriedades:
• c(p) ≤ c(q) se e só se c̄(p) ≤ c̄(q).
• c̄ij = 0, para todo (i, j) ∈ Tt.

Substituir cij por c̄ij reduz o número de operações executadas:

q ∈ Tt ⇒ c̄(q) = 0,

e portanto c̄(p ⋄ q) = c̄(p), para todo o trajecto p.
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Algoritmos de desvios

Custo reduzido de (i, j) ∈ A associado a Tt −→ c̄ij = πj − πi + cij .
Custo reduzido de p ∈ P −→ c̄(p) =

∑
p c̄ij.

Propriedades:
• c(p) ≤ c(q) se e só se c̄(p) ≤ c̄(q).
• c̄ij = 0, para todo (i, j) ∈ Tt.

Substituir cij por c̄ij reduz o número de operações executadas:

q ∈ Tt ⇒ c̄(q) = 0,

e portanto c̄(p ⋄ q) = c̄(p), para todo o trajecto p.

Arcos com custo reduzido baixo devem ser usados cedo!

Ordenar o conjunto dos arcos emergentes dos nós por ordem não decres-
cente de custo reduzido.
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Utilizar enumeração: Para quê?

Para quê:
• Obter soluções alternativa à óptima.
• Problemas com restrições.
• Problemas multiobjectivo.
• Análise de sensibilidade, incerteza de custos,. . .
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Utilizar enumeração: Para quê?

Para quê:
• Obter soluções alternativa à óptima.
• Problemas com restrições.
• Problemas multiobjectivo.
• Análise de sensibilidade, incerteza de custos,. . .

• Utilização em vários problemas e com várias função objectivo.
• A eficiência dos métodos de enumeração é crucial no que respeita a

aplicações.
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Passeatas vs. restrições adicionais

Problemas de trajectos com restrições:
• Trajectos sem nós repetidos (caminhos).
• Trajectos com um número limitado de arcos.
• Trajectos disjuntos.
• . . .
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Passeatas vs. restrições adicionais

Problemas de trajectos com restrições:
• Trajectos sem nós repetidos (caminhos).
• Trajectos com um número limitado de arcos.
• Trajectos disjuntos.
• . . .

Soluç ão:
Enumerar trajectos ordenamente, até encontrar o 1o que satisfaça as restri-
ções.
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Passeatas vs. restrições adicionais

Problemas de trajectos com restrições:
• Trajectos sem nós repetidos (caminhos).
• Trajectos com um número limitado de arcos.
• Trajectos disjuntos.
• . . .

Soluç ão:
Enumerar trajectos ordenamente, até encontrar o 1o que satisfaça as restri-
ções.

Contra:
Não sabemos quantos trajectos é necessário listar até encontrar um admissí-
vel...
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Os K caminhos com o menor custo
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Os K caminhos com o menor custo

Dado K ∈ IN pretende-se encontrar PK = {p1, . . . , pK} ⊆ P, onde:
• c(pk) ≤ c(pk+1), para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• c(pK) ≤ c(p), para todo o caminho p ∈ P − PK ;
• pk é determinado antes de pk+1, para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• pk é um caminho, para todo k ∈ {1, . . . , K}.
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Os K caminhos com o menor custo

Dado K ∈ IN pretende-se encontrar PK = {p1, . . . , pK} ⊆ P, onde:
• c(pk) ≤ c(pk+1), para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• c(pK) ≤ c(p), para todo o caminho p ∈ P − PK ;
• pk é determinado antes de pk+1, para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• pk é um caminho, para todo k ∈ {1, . . . , K}.

Quando K = 1 o caminho com o menor custo é também um trajecto com o
menor custo (admitindo que a rede não contém ciclos com custo negativo).
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Os K caminhos com o menor custo

Dado K ∈ IN pretende-se encontrar PK = {p1, . . . , pK} ⊆ P, onde:
• c(pk) ≤ c(pk+1), para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• c(pK) ≤ c(p), para todo o caminho p ∈ P − PK ;
• pk é determinado antes de pk+1, para todo k ∈ {1, . . . , K − 1};
• pk é um caminho, para todo k ∈ {1, . . . , K}.

Quando K = 1 o caminho com o menor custo é também um trajecto com o
menor custo (admitindo que a rede não contém ciclos com custo negativo).

No entanto, o k-ésimo trajecto com o menor custo, com k > 1, pode não ser
um caminho.
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Adaptação de algoritmos para enumeração de trajectos

• Algoritmos de rotulaç ão:
Acrescentar teste para evitar rotular nós repetidos?

• Algoritmos de apagamentos:
Nada a fazer!

• Algoritmos de desvios:
Acrescentar teste para evitar escolher arcos que formem ciclos.
ou. . .
Modificar método para calcular caminhos ordenadamente!
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Algoritmos de desvios

Seja X um conjunto de caminhos candidatos a pk.

Algoritmo de desvios

Determinar p1

X ← {p1}

Para k ∈ {2, . . . , K} Faz:

pk ← caminho com o menor custo em X

X ← X − {pk}

Analisar nós de pk e gerar novos caminhos (desvios) que se arma-
zenam em X (candidatos a pj , com j > k)
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Desvio de um caminho

subp(s, vi) pode conter o nó v ou
outros nós de Tt(v)

⇒ subp(s, vi) ⋄ 〈vi, v〉 ⋄ Tt(v) pode
ser um trajecto com nós repeti-
dos.

Caminho com o menor custo que desvia de p = 〈v1, . . . , vℓp
〉 no n ó vi:

subp(s, vi) ⋄ q,
onde q é o caminho com o menor custo de vi para t, depois de:
• apagado o arco (vi, vi+1),
• apagados os nós v1, . . . , vi−1.
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Algoritmos de desvios (caminhos)
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Complexidade computational
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Complexidade computational (pior caso)

Enumeraç ão de trajectos:
• Calcular p1: O(m + n log n)

• Substituir c por c̄: O(m)

• Ordenar A: O(n log n)

• A análise de cada nó implica escolher o arco que se segue: O(1)

• Se cada p1, . . . , pK exigir a análise de n nós: O(m + n log n + Kn)

Enumeraç ão de caminhos:
• A análise de cada nó implica resolver um problema do caminho com o

menor custo: O(m + n log n)

• Se cada p1, . . . , pK exigir a análise de n nós: O(Kn(m + n log n))
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E por fim. . .

• Haverá alguma relação/ponto de contacto entre as 3 classes de métodos
para enumeração de trajectos?

• Será possível usar um processo análogo ao algoritmo de desvios para
enumeração de caminhos com vista a enumerar soluções de outros
problemas combinatórios?

• . . .
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