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Resumo

A enumeracao de trajectos entre um par de nos de uma rede € uma genera-
lizacao do problema do trajecto com 0 menor custo em que se pretende listar
trajectos por ordem nao decrescente de custo.

Agui se apresentam as principais classes de metodos para a enumeracao de
trajectos.

Mostra-se como estes métodos podem ser utilizados para determinar trajec-
tos satisfazendo a restricoes adicionais e como podem ser adaptados para
enumerar trajectos sem nos repetidos, ou seja, caminhos.
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Notacao e definicoes

Dados:
e Rede (N, A): conjunto de n6s N, conjunto de arcos A.

o Custo do arco (i, j), ¢;; € IRy
e NO inicial s e n6 terminal ¢, com s # t.

Trajecto de i para j em (N, A) € (i = v1,v2,...,v,, = j), Onde:
e vy € N,parak € {1,...,0,};
o (vk,vk4+1) € A, parak e {1,...,¢,—1}.

Caminho de i para j em (N, A) é um trajecto sem nas repetidos.
Conjunto de trajectos em (N, A) de i para j: P;;. (P = Pst.)

c: UijenPi; — R

Custo do trajecto p:
p — Z(x,y)ép Cay
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Notacao e definicoes

Trajecto: p = (1,3,4,5,3,2,4,6), c(p) = 62
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Notacao e definicoes

Trajecto: p = (1,3,4,5,3,2,4,6), c(p) = 62

Caminho: ¢ = (1, 3,4,5,6), c(q) = 45
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O trajecto com o0 menor custo

Objectivo: Determinar p* € P tal que ¢(p*) < ¢(p), para todo p € P.

Algoritmo de rotulag ao
X «— {s}
Psi < 0 (c(psi) « +00), paratodo i € N — {s}; c(pss) < 0
Enquanto X # () Faz:
i «— no6 de X
Para j € N talque (i,7) € A Faz:
Se ¢(psi © (2,7)) < c(ps;) Entéo:
Psj < Psi © {1, J)
Sej ¢ X Entdo X «— X U{j}
X — X —{i}
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O trajecto com o0 menor custo

Objectivo: Determinar p* € P tal que ¢(p*) < ¢(p), para todo p € P.

Algoritmo de rotulag ao
X «— {s}
Psi < 0 (c(psi) « +00), paratodo i € N — {s}; c(pss) < 0
Enquanto X # () Faz:
i «— no6 de X
Para j € N talque (i,7) € A Faz:
Se ¢(psi © (2,7)) < c(ps;) Entéo:
Psj < Psi © {1, J)
Sej ¢ X Entdo X «— X U{j}
X — X —{i}

Bellman-Ford-Moore (X € um FIFO)
e Rotulos nao definitivos: Pape-Levit (X é um FIFO ou um LIFO)

e Rotulos definitivos: Dijkstra (¢ € escolhido em X de modo a p,; ser 6ptimo)
| |

| |
Digresséo pelas enumeragoes de trajectos e de caminhos Estadio de Optimizacéo, Junho 2006 —p. 9



O trajecto com o0 menor custo
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Os K trajectos COm O menor custo
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Os K trajectos COMm O menor Ccusto

Dado K € IN pretende-se encontrar Px = {p1,...,px} C P, onde:
e c(pr) < c(pry1), paratodo k € {1,..., K —1};

e ¢(px) < c(p), paratodo p € P — Pk;
* pi € determinado antes de py1, paratodo k € {1,..., K —1}.
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Algoritmos de rotulacao

GeneralizacOes de algoritmos de rotulacdo para o problema do trajecto com
O menor custo
e Determinar os K trajectos com o menor custo de s parai € N.

e Generalizar as formas do algoritmo de rotulacao para K = 1.
o Associar acadai € N o K-rotulo, (r},...,75%) e (&,...,&8).
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Algoritmos de rotulacao

GeneralizacOes de algoritmos de rotulacdo para o problema do trajecto com

O menor custo
e Determinar os K trajectos com o menor custo de s parai € N.

e Generalizar as formas do algoritmo de rotulacao para K = 1.

o Associar acadai € N o K-rétulo, (n},...,7l) e (&, ..., &8).
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Algoritmos de rotulacao

GeneralizacOes de algoritmos de rotulacdo para o problema do trajecto com
O menor custo
e Determinar os K trajectos com o menor custo de s parai € N.

e Generalizar as formas do algoritmo de rotulacao para K = 1.
o Associar acadai € N o K-rotulo, (r},...,75%) e (&,...,&8).
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Algoritmos de rotulacao

GeneralizacOes de algoritmos de rotulacdo para o problema do trajecto com
O menor custo
e Determinar os K trajectos com o menor custo de s parai € N.

e Generalizar as formas do algoritmo de rotulacao para K = 1.

o Associar acadai € N o K-rétulo, (n},...,7l) e (&, ..., &8).
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Algoritmos de apagamentos

Algoritmo de apagamento successivo de trajectos em (N , A)
Determinar p;
(Nla.Al) — (Nv 'A)
Para k € {2,..., K} Faz:
(N, Ai) < rede obtida da anterior por remocéao de pj_
p’ « trajecto com o menor custo em (N;, Ayg)
pr < trajecto correspondente a p’ em (N, A)
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Algoritmos de apagamentos

Apagamento do trajecto p = (s = v1,v2...,t = vp,)

Criar copia dos nés intermedios de p, v5, ..., v, _4

Criar cOpia dos arcos intermédios de p, (v5,v%), ..., (vgp_m ’Uép_1)
Trocar (ve,—1,t) por (v _y,1)

Criar copia (j, v}) dos arcos (j,v;) € A, para v; € p
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Algoritmos de apagamentos

O algoritmo original foi sujeito a sucessivos melhoramentos ...

Rotula nés duplicados por and- =- Evita o0 aumento do ndmero de
e lise dos arcos incidentes arcos da rede e reduz o espaco
de memoria.

Ordena o conjunto dos arcos in- = Reduz o numero de operacoes.
e cidentes nos nos por ordem nao
crescente de custo

P1 — <1737576> p/ = P2 = <17375737576>
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Algoritmos de desvios

Seja X um conjunto de trajectos candidatos a p;..

Algoritmo de desvios
Determinar p,

X —{p1}
Para k € {2,..., K} Faz:

pr < trajecto com o0 menor custo em X
X — X —{px}

Analisar nos de p;. e gerar novos trajectos (desvios) que se arma-
zenam em X (candidatos a p;, com j > k)
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Desvio de um trajecto

Trajecto com 0 menor custo que desviade p = (vl, Ceey wp) nono v;:

e sub,(s,v;) ¢q,
onde ¢ é o trajecto com o0 menor custo de v; para t, depois de apagado o
arco (v;, vi11),

ou
e sub,(s,v;) ¢ (vi,v) ¢ Ty(v),

onde (v;,v) # (v;,v;11), 7; denota a arvore dos caminhos com o menor
custo de todos os nos para t e 7;(v) 0 seu subtrajecto de v para t.
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Algoritmos de desvios

Determinar “quase todos” os desvios possiveis  para cada no analisado.

(337 y) Q/ P1
Ti(y)
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Algoritmos de desvios

Determinar apenas o desvio com o menor custo  para cada n6 analisado.

(z,y) € p1 € czy + c(7:(y)) € minimo
Ty(y)
t O O
D1
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Algoritmos de desvios (todos os desvios)

RSN

D2
l l
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Algoritmos de desvios (apenas um desvio)

1 3 3 D

p1 CS)
©)

D2
| |
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Algoritmos de desvios

Custo reduzido de (¢, j) € A associado a7, — ¢;j = m; — T + ¢ij.
Custo reduzidodep e P — ¢&(p) = )_, Cij.

Propriedades:
* ¢(p) < c(q) se e so se c(p) < ¢(q).

e ¢;; =0, para todo (i,5) € 7;.

Substituir ¢;; por ¢;; reduz o numero de operagoes executadas:
g €T = c(q) =0,

e portanto ¢(p ¢ q) = ¢é(p), para todo o trajecto p.
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Algoritmos de desvios

Custo reduzido de (¢, j) € A associado a7, — ¢;j = m; — T + ¢ij.
Custo reduzidodep e P — ¢&(p) = )_, Cij.

Propriedades:
* ¢(p) < c(q) se e so se c(p) < ¢(q).

e ¢;; =0, para todo (i,5) € 7;.

Substituir ¢;; por ¢;; reduz o numero de operagoes executadas:
q €Ty = c(q) =0,
e portanto ¢(p ¢ q) = ¢(p), para todo o trajecto p.
Arcos com custo reduzido baixo devem ser usados cedo!
Ordenar o conjunto dos arcos emergentes dos nos por ordem nao decres-

cente de custo reduzido.
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Utilizar enumeracao: Para qué?

Para qué:
Obter solucbes alternativa a optima.

Problemas com restricoes.
Problemas multiobjectivo.
Analise de sensibilidade, incerteza de custos,. ..
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Utilizar enumeracao: Para qué?

Para qué:
Obter solucbes alternativa a optima.

Problemas com restricoes.
Problemas multiobjectivo.
Analise de sensibilidade, incerteza de custos,. ..

Utilizac&o em varios problemas e com varias funcéo objectivo.

e A eficiéncia dos metodos de enumeracao € crucial no que respeita a
aplicacoes.

| |
Digresséo pelas enumeragoes de trajectos e de caminhos Estidio de Optimizacéo, Junho 2006 — p. 29



Passeatas vs. restricoes adicionais

Problemas de trajectos com restricoes:
e Trajectos sem nos repetidos (caminhos).

e Trajectos com um numero limitado de arcos.
» Trajectos disjuntos.
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Passeatas vs. restricoes adicionais

Problemas de trajectos com restricoes:
e Trajectos sem nos repetidos (caminhos).

 Trajectos com um numero limitado de arcos.
 Trajectos disjuntos.

Solucg ao:
Enumerar trajectos ordenamente, até encontrar o 1° que satisfaca as restri-
coes.
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Passeatas vs. restricoes adicionais

Problemas de trajectos com restricoes:
e Trajectos sem nos repetidos (caminhos).

 Trajectos com um numero limitado de arcos.
 Trajectos disjuntos.

Solucg ao:
Enumerar trajectos ordenamente, até encontrar o 1° que satisfaca as restri-
coes.

Contra:

Nao sabemos guantos trajectos € necessario listar até encontrar um admissi-
vel...
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Os K caminhos com o0 menor custo

Dado K € IN pretende-se encontrar Px = {p1,...,px} C P, onde:
e c(pr) < c(pry1), paratodo k € {1,..., K —1};

 c(px) < ¢(p), para todo o caminho p € P — Pk;
* pi € determinado antes de py41, paratodo k € {1,..., K — 1},
* pr € um caminho, paratodo k € {1,..., K}.
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Os K caminhos com o0 menor custo

Dado K € IN pretende-se encontrar Px = {p1,...,px} C P, onde:
e c(pr) < c(pry1), paratodo k € {1,..., K —1};

 c(px) < ¢(p), para todo o caminho p € P — Pk;
* pr € determinado antes de p;, paratodo k € {1,..., K —1};
* pr € um caminho, paratodo k € {1,..., K}.

Quando K = 1 o caminho com 0 menor custo é também um trajecto com o
menor custo (admitindo que a rede ndo contem ciclos com custo negativo).
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Os K caminhos com o0 menor custo

Dado K € IN pretende-se encontrar Px = {p1,...,px} C P, onde:
e c(pr) < c(pry1), paratodo k € {1,..., K —1};

 c(px) < ¢(p), para todo o caminho p € P — Pk;
* pr € determinado antes de p;, paratodo k € {1,..., K —1};
* pr € um caminho, paratodo k € {1,..., K}.

Quando K = 1 o caminho com 0 menor custo é também um trajecto com o
menor custo (admitindo que a rede ndo contem ciclos com custo negativo).

No entanto, 0 k-ésimo trajecto com o menor custo, com k > 1, pode nao ser
um caminho.
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Adaptacao de algoritmos para enumeracao de trajectos

e Algoritmos de rotulac &o:
Acrescentar teste para evitar rotular nos repetidos?

¢ Algoritmos de apagamentos:
Nada a fazer!

¢ Algoritmos de desvios:

Acrescentar teste para evitar escolher arcos que formem ciclos.
ou.

Modificar método para calcular caminhos ordenadamente!
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Algoritmos de desvios

Seja X um conjunto de caminhos candidatos a py..

Algoritmo de desvios
Determinar p,

X —{p1}
Para k € {2,..., K} Faz:

pr. < caminho com o menor custo em X
X — X — {pr}

Analisar nos de p;. e gerar novos caminhos (desvios) que se arma-
zenam em X (candidatos a p;, com j > k)
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Desvio de um caminho

sub, (s, v;) pode conteronévou = sub,(s,v;) ¢ (v;,v) ¢ T;(v) pode
outros noés de 7;(v) ser um trajecto com naos repeti-
dos.

Caminho com o menor custo que desviade p = (vl, Ceey 'ng} nono v;:

sub, (s, v;) ¢ q,
onde ¢ € o caminho com o0 menor custo de v; para t, depois de:
e apagado o arco (v;, v;11),

e apagados 0sS NOS vy,...,V;_1.
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Algoritmos de desvios (caminhos)
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Complexidade computational (pior caso)

Enumerac ao de trajectos:
e Calcular p;: O(m + nlogn)

e Substituir ¢ por ¢: O(m)

e Ordenar A: O(nlogn)

e A analise de cada no implica escolher o arco que se segue: O(1)
e Se cada py,...,px exigir a analise de n nos: O(m + nlogn + Kn)

Enumerac ao de caminhos:
e A analise de cada no implica resolver um problema do caminho com o
menor custo: O(m + nlogn)

e Se cada py,...,px exigir a analise de n nos: O(Kn(m + nlogn))
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E por fim. ..

e Havera alguma relacéo/ponto de contacto entre as 3 classes de metodos
para enumeracao de trajectos?

e Sera possivel usar um processo analogo ao algoritmo de desvios para
enumeracao de caminhos com vista a enumerar solucdes de outros
problemas combinatorios?
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