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o Uma opcao € um contrato que confere ao comprador, mediante 0
pagamento de um prémio, o direito, mas nao a obrigacao, de comprar
(opcéao de compra ou call) ou vender (opcéao de venda ou put), um
activo financeiro, por um preco pré-determinado (preco de exercicio ou
strike)

# Se a opcao for exercida numa determinada data futura designa-se por
Oopcao europeia

# Se aopcao puder ser exercida ao longo de um periodo designa-se por
opcao americana
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# Opcao de compra (call)

s comprador:

1. paga o premio
2. tem direito a receber a mercadoria ao preco de exercicio

» vendedor:

1. recebe o premio
2. tem que entregar a mercadoria ao preco de exercicio

# Opcao de venda (put)
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# especulacao
# reducao do risco

Risco sistematico esta associado a factores que afectam todo o mercado,
por exemplo a possibilidade de variacéo da taxa de juro

Risco especifico € a componente do risco associada a determinado activo
ou sector de mercado

Eliminac&o do risco sistematico faz-se mantendo um portefdlio com
posicoes semelhantes em dois activos negativamente correlacionados,
(hedging), por exemplo accoes e opgoes

Eliminacéo do risco especifico faz-se mantendo um portefolio com um
numero grande de activos de diferentes sectores
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Assume-se que:

# Nao ha possibilidade de obter instantaneamente um lucro sem risco

# A rentabilidade de um qualquer portefélio é igual a de um activo sem
rsco

# Para obter lucros superiores ao da taxa de juro isenta de risco &
necessario correr riscos
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Black e Scholes deduziram uma férmula para o preco de opcoes europeias
(prémio) que se baseia nos seguintes pressupostos:

N

o o o o 0

a taxa de juro isenta de risco r e a volatilidade o do activo sao
conhecidas para o tempo de vida da opcao

nao ha custos de transaccéao

nao ha oportunidades de arbitragem

0 activo nao paga dividendos durante a vida da opcao
a transaccao do activo pode ser feita continuamente

é permitido o short selling (venda de activos que n&o se possuem) e
considera-se gue os activos séo divisiveis
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Designamos por C(w,t) o valor da call (premio)

O valor da call depende, para além do activo e do tempo, de:

# o — volatilidade do activo
® K — preco de exercicio
# T — prazo de vencimento
® r—taxade juro
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# Supondo gue w segue um modelo envolvendo um movimento
Browniano

# Sob as hipoteses anteriores
# Efectuando determinadas simplificacoes (eliminando a componente
estocastica)

Chega-se a equacao com derivadas parciais de Black-Scholes:

oc 1 ., ,02C oC B
o T g Ty, e =0

# equacao linear de segunda ordem, parabdlica (assumindo w > 0),

Impomos uma condicao final e condicGes de fronteira para que a solucao
seja unica:

C(w,T) =max(w — K,0), lim C(w,t)=0€e lim (w—C(w,t)) = Ke "I

w—0t w——+00
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em que

In < (r— @2y (T —1)]2
1 wt 2

w) = e 20’2(T—t)
Pw) wo /2 (T — t)

é a funcao de densidade de probabilidade lognormal
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Geramos dados relativos a precos de opcdes de acordo com o modelo de
Black-Scholes (usamos a funcdo BLSPRICE pertencente a Financial
Toolbox do MATLAB):

valor actual do activo é 50

taxa de juro isenta de risco € 0.1
prazo de vencimento das opcoes é 0.5
volatilidade é 0.2

nao se consideram dividendos

20 calls
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Vamos usar 0s precos das opcoes para estimar uma funcao de densidade
para o activo
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0.06

T T
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obtivemos, como seria de esperar, uma funcao de densidade lognormal
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» n opcOes europeias relativas ao mesmo activo, com precos s,
i=1,...,nnoinicio de um determinado periodo

# no fim do periodo a opg¢édo : terd um valor s (w)
® si(w)=(w—K;)" paracallse s (w) = (K; —w)" para puts

# 1 étaxa de juro isenta de risco para o periodo




Mar. 17 2006 @ 13:15 ET (Data 15 Minutes Delayed)

.SPX (CBOE)
Calls

06 Apr 1275.
06 Apr 1280.
06 Apr 1285.
06 Apr 1290.
06 Apr 1295.
06 Apr 1300.
06 Apr 1305.
06 Apr 1310.
06 Apr 1315.
06 Apr 1320.

1308.83
Last Sale
43.40
39.50
34.60
32.00
28.50
24.20
22.00
18.00
15.30
12.30

+3.50
Net
+2.20
+1.50
-0.30
+1.50
+1.50
+1.20
+1.90
+1.00
+1.20
+0.40

Bid

42.80
38.60
34.60
30.70
27.00
24.20
21.00
17.30
14.50
12.00

Ask

44.80
40.60
36.60
32.70
29.00
25.40
22.20
18.90
16.10
13.50

\ol

15

75

11488
65
12916
564
67

Open Int.
35491
5779
3744
13774
6227
44454
7594
12565
3758
8908
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Caso continuo: uma medida de probabilidade de risco neutro no espaco
dos estados (2 = [a, b] é caracterizada pela sua funcao de densidade de
probabilidade p : IR — IR, tal que:

1. f;p(w)dw =1

2. s =e (T f;p(w)s’i(w)dw, i=1,...,n




# Meétodos parametricos: escolhnem uma familia de distribuicbes e
procuram identificar os parametros dessas distribuicbes de acordo
com 0s precos observados. Por exemplo, misturando 2 fungoes de
densidade de probabilidade lognormais e usando os precos
observados para estimar 0s parametros




# Meétodos parametricos: escolhnem uma familia de distribuicbes e
procuram identificar os parametros dessas distribuicbes de acordo
com 0s precos observados. Por exemplo, misturando 2 fungoes de
densidade de probabilidade lognormais e usando os precos
observados para estimar 0s parametros

# Métodos nao paramétricos: procuram obter as funcoes de densidade
usando funcdes mais gerais como, por exemplo, a aproximacao por
funcdes spline




Teorema:
Uma medida de probabilidade de risco neutro existe se e soO se
nao existirem oportunidades de arbitragem
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Encontrar uma f.d.p. de risco neutro para o activo:

» definindo a funcéo de densidade a custa das splines cubicas

# resolvendo numericamente
s um problema convexo de programacao quadratica

» um problema convexo de programacao semidefinida
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Uma funcao S(z) definida em |[a, b] diz-se funcao spline de grau k£ > 0, tendo
COMO NOSs a sequéncia estritamente crescente a = tq,ts,...,t,11 = b, SE€:

# em cada intervalo [t;_1,t;] S(z) € um polindbmio de grau menor ou igual
ak

# S(r)eassuas k — 1 derivadas sao continuas em |[a, b]

Seja f uma funcao definida de [a,b] em IR, em relagao a qual
consideraremos um dado conjunto de nés

a=x1 <x3<...<Tp <Tpy1 =20

Pretendemos aproximar a funcédo f usando a funcao spline S(x). Para cada
no z,; temos:

S(ZE‘J) :f(il?]),jz 1,,n+1




A spline cubica tem derivadas de segunda ordem em cada no interior:
® fii(zy) = fi(z), 71=2,...,n
® fiq(xj)=filzj), J=2,...,n
® fii(xy) = fil(z;),  7=2,....n




A spline cubica tem derivadas de segunda ordem em cada no interior:
® fi—i(z;) = fi(z), Jj=2,...,n
® fiq(x)=fi(z;), J=2,....n

o [ (x5)=fi(z;), J=2,...,n

Se considerarmos splines naturais temos:

1'(a)=0 and f/(b) =0
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® (Cg €é 0 preco de mercado (prémio) (K € C)

# K é 0 preco de exercicio, (K € C)

Consideremos um conjunto P de opc¢des pult:
® Py é o preco de mercado (prémio) (K € P)

® K é o preco de exercicio, (K € P)
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Para estimar a f.d.p. de risco neutro precisamos de:

# definir um prazo de vencimento para as opcoes

# escolher um intervalo [a, b] para os valores possiveis do activo no fim
do periodo

# escolher uma taxa de juro
# escolher o numero de nés (n + 1)

# escolher a localizacao dos nos
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As variaveis do problema de estimacao sao os parametros dos polinédmios:

n + 1 n0s = n intervalos = 4n variaveis

y € IR*" representa as variaveis

p, designa a funcéo spline cubica que aproxima a f.d.p. de risco neutro em
la, b]




Precisamos de garantir que p, € uma fungao de densidade de
probabilidade:




Precisamos de garantir que p, € uma fungao de densidade de

probabilidade:

b n Tjt1
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Precisamos de garantir que p, € uma fungao de densidade de

probabilidade:

b n Tjt1
fa py(w)dw =1 — ijl T, * fJ(W)dw =1

Formulacao QP (desigualdades lineares)

py(w) >0, Vw € la,b]

Formulacdo SDP




» Valor esperado, descontado a taxa de juro, usando p, como a f.d.p. de
risco neutro:
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» Valor esperado, descontado a taxa de juro, usando p, como a f.d.p. de
risco neutro:

Crcly) = e T [ py(w)(w — K)Tdw

Pic(y) = e T [7p(w)(K — w)Tdw

® (Cx — Ck(y))” mede a diferenca entre o valor observado e o valor
aproximado




A estimacao envolve a minimizacao da funcdo de minimos quadrados:

E(y)= ) (Cxk —Ck(y)*+ Y (Px — Pk(y))?

KeC KeP




O problema de estimacao € um problema convexo de programacao
guadratica :

min  E(y) = » (Cx —Cx())*+ Y _ (Px — Px(y))*> talque
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O problema de estimacao € um problema convexo de programacao
guadratica :

min  E(y) = » (Cx —Cx())*+ Y _ (Px — Px(y))*> talque

KeC KeP

® fi'(a)=0,f(b)=0
» > ;;jﬂ filw)dw =1

® fi(z;)>0, j=1,...,n fo(®n41) >0




Consideremos uma opcao call Cx talque 2y < K < xpy1,1 <l <n




Consideremos uma opcao call Cx talque 2y < K < xpy1,1 <l <n

T Ck(y) = [, pylw)(w - K)*dw

== ). P — K)Tdw
_ ;Hlpy( J(w — K)dw + Z?:€+1 f£133+1 (w — K)dw

= [ (aw® + Brw?® + yow + 07) (w — K)dw+

Yot Jo) 0w + Biw? +yjw + 6)) (w — K)dw




# A expressao Ck(y) é linear relativamente as componentes
(), Bj,75,65) = (Crx — Ck(y))? € quadratica
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# A expressao Ck(y) é linear relativamente as componentes
(), Bj,75,65) = (Crx — Ck(y))? € quadratica

# De modo semelhante se deduz uma férmula para Pk (y)
# Sendo assim, a funcao objectivo £ (y) € convexa e quadratica

# Todas as restricoes sao lineares




py(w) >0, Yw € [a,b]

fj(xj)ZO, ]:1,2,777/7 fn(xn+1)20




py(w) >0, Yw € [a,b]
|
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# Ao juntarmos estas restricoes a formulacdo QP basica mantemos a
estrutura do problema (QP convexo)




py(w) >0, Yw € [a,b]
|
fj(zvj)ZO, ]:1,2,77?/7 fn(xn+1)20

# Ao juntarmos estas restricoes a formulacdo QP basica mantemos a
estrutura do problema (QP convexo)

# A desvantagem e a falta de garantia de nao negatividade entre os nds




» Precisamos garantir que p,(w) > 0,Vw € [a, b]




# Precisamos garantir que p,(w) > 0,Vw € [a, b]

® O polinébmio f,(z) = a,a® + B.a* + v, + J, verifica
fs(x) >0, Vx € [z5,2511] S€ € SO Se existe uma matriz 4x4

X°® = [xfj]i,j:O,...,i% tal que
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» Todas as restricoes sao lineares relativamente as variaveis de
optimizagao («;, 3;,7;,9;) excepto as restricoes semidefinidas
positivas
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» Todas as restricoes sao lineares relativamente as variaveis de
optimizagao («;, 3;,7;,9;) excepto as restricoes semidefinidas
positivas

# O problema resultante € um problema convexo de programacao
semidefinida, com uma funcao objectivo quadratica

o Passamos a ter o seguinte problema

min 'y +5y"Qy
y, X, ..., X" s.a
fry=0b;,i=1,...,3n,,
Hi o X°=0,k=1,2,s=1,...,n,
() Ty + H @ X% k=3,456,5s=1,...,n,
Xs=0,s=1,...,n,




o Software para optimizacéo semidefinida resolve apenas problemas
com funcdes objectivo lineares




o Software para optimizacéo semidefinida resolve apenas problemas
com funcdes objectivo lineares

# Reformuldmos o problema SDP:

min ¢

z=LTy+ L7 te, (t,2)eSOC
restricdes anteriores

iIntroduzindo restricdes conicas de segunda ordem




# Escalonamos ambos os problemas, QP e SDP, substituindo x, por
Ts = Ts/Tang, €M QUE z4,, € 0 Valor medio das componentes do vector

dos nos
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# Escalonamos ambos os problemas, QP e SDP, substituindo x, por
Ts = Ts/Tang, €M QUE z4,, € 0 Valor medio das componentes do vector

dos nos

# Usamos o MatLaB para resolver o problema QP convexo e SDPT3,
escrito em MaTLAB, para resolver o problema SDP

# Consideramos dois conjuntos de dados:

» uUm gerado a partir do modelo de Black-Scholes

s 0O outro extraido a partir do indice S&P 500




Geramos dados relativos a precos de opcdes segundo o modelo de
Black-Scholes usando a funcédo BLSPRICE pertencente a Financial
Toolbox do MATLAB:
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Geramos dados relativos a precos de opcdes segundo o modelo de
Black-Scholes usando a funcédo BLSPRICE pertencente a Financial
Toolbox do MATLAB:

o Valor actual do activo e 50
o Taxa de juroisenta de risco € 0.1
# Prazo de vencimento das opcoes € 0.5
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Geramos dados relativos a precos de opcdes segundo o modelo de
Black-Scholes usando a funcédo BLSPRICE pertencente a Financial
Toolbox do MATLAB:

Valor actual do activo é 50

Taxa de juro isenta de risco € 0.1
Prazo de vencimento das opcoes é 0.5
Volatilidade 0.2

Nao se consideram dividendos

20 calls
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» Opcoes call e put (europeias) transaccionadas no Chicago Board of
Options Exchange (CBOE) , em

s 29 de Abril de 2003 com prazo de vencimento em 17 de Maio




» Opcoes call e put (europeias) transaccionadas no Chicago Board of
Options Exchange (CBOE) , em

s 29 de Abril de 2003 com prazo de vencimento em 17 de Maio

# Taxa de juro obtida a partir de Federal Reserve Bank of New York

Consideramos Treasury Bill com um prazo de vencimento o mais
proximo possivel do prazo de vencimento das opcoes




Eliminamos oportunidades de arbitragem:
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Eliminamos oportunidades de arbitragem:

# retiramos opcdes cujo preco de mercado se situava fora do intervalo
bid-ask

# transformamos puts em calls usando a paridade put-call

# eliminamos um dos precos (baseado no volume de transaccoes) no
caso de existir uma call com 0 mesmo preco de exercicio

# verificamos a monotonicidade e a convexidade




Redefinimos a funcéo objectivo de forma ponderada:

E(y) = Y 0x(Cx — Cx())*+ > nx(Px — Px(y))’
KeC KeP




Redefinimos a funcéo objectivo de forma ponderada:

E(y) = Y 0x(Cx — Cx())*+ > nx(Px — Px(y))’

KeC KeP
sendo
9. — volume de transaccéao de C'x
K™ volume de transaccoes para todas as opcgcoes de compra
volume de transaccao de Px
MK

~ volume de transaccées para todas as opcdes de venda
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# Completar o trabalho considerando precos de opcoes com diferentes
prazos de vencimento e precos de exercicio, com vista a obtencao de
f.d.p./s com evolucao temporal

o Fazer a estimacdo numérica da volatilidade
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