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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolugcdo dos problemas

4. Todo o numero da forma 6k, com k& > 1, & abundante porque &, pelo menos, divisivel por 1, k, 2k, 3k e 6k,
cuja soma & maior do que 12k.

Sen > 46 e n & multiplo de 6, entdon = 12+ (n — 12), e as parcelas 12 e n — 12 sGo mdltiplas de 6 e maiores
do que 6, logo abundantes.

Como s6 se consideram ndmeros pares, interessa encontrar dois nUmeros abundantes menores do que 46 cujo
resto da diviséo por 6 seja 2 e 4.

Ora, 20 é abundante (1 +2 +4 + 5+ 10 4+ 20 = 42 > 40) e o resto da sua divisdo por 6 € 2. Como 20 &
abundante, também 40 é abundante e o resto da sua diviséo por 6 é 4.

Assim, se n. > 46 e o resto da divisdo de n por 6 € 2, entdo n = 20 + (n — 20), que é a soma de dois nimeros
abundantes ja que n — 20 € mUltiplo de 6 e maior do que 6.

Por fim, se n > 46 e o resto da sua divisdo por 6 & 4, entdo n = 40 4 (n — 40), que é a soma de dois NUMeros
abundantes porque n — 40 é multiplo de 6 e maior do que 6.

5. Designe-se por O o centro do circulo inscrito e por G e H os pontos em que o circulo inscrito toca nos lados
[C'D] e [AB], respectivamente.

Como os triéingulos recténgulos [EAO] e [H AO] sdo congruentes, tem-se

EAO = %DAB = iBCD = 3(360" — DAB) =90° — %BéD.
A 1_ -
Mas os friangulos rectangulos [OFC| e [OGC] também s@o congruentes, logo FCO = iBCD e

EAO = 90° — FCO = COF. Assim, os triangulos rectangulos [EAO] e [FOC] s@o semelhantes, logo
FC OF S —

— = — e,destemodo, FC x AE = OF x OF.

OF AE

Seguindo um raciocinio andlogo conclui-se que os tringulos rectdngulos [BFO] e [OED] sdo semelhantes e
que BF x ED = OF x OF.

Portanto, AE x FC = BF x ED.



6. Observe-se que a funcdo que a cada n € N faz corresponder 1 verifica a condicdo exigida no enunciado.
Seja f uma funcao, de Nem N, que verifica f(a+b) f(a—b) = f(a?), para quaisquer a, b € N tais que a > b.

Solucdo 1: Considere-se k € N, qualquer, e sejam € N tal que m > k + 2. Entdo
f(m?) = f(m—(m—k)) f(m+ (m—k)) = f(k) f(2m — k)

& F((m+1)2) = f((m+1) = (m—k—1)) f((m+1)+(m—k—1)) = f(k+2) f(2m — k).
Assim, paratodo o k,m € N,comm > k + 2,

Jlk+2) _ f((m+1)?)
7 k) fm?)

Portanto, f((ﬁi?;l))% = %—i’; param > 3e f(n+2) = %f(n) para todo o n € N. Da dltima igualdade

resulta que B
<f<3>>"2 y
— f(1) sené&impar
f(n) = f(1) L

(;g’;) 7 j(2) senépar
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Assim, tem-se f((9)) = (%) .

f25) _ f(52) f [ f(1) senéimpar
Por outro lado, f((g)) = f§42§ f§32; <f8) Entao f(3) = f(1) e f(n) —{ £(2) semépar Mas, de

]}((196)) = f(42) ;g’% = 1, resulta que f(16) = f(9) e portanto f é constante. Seja ¢ € N tal que f(n) = ¢,

3%)
para todo o n € N. Entao, ¢ = f(1)f(3) = f(4) = ¢, deduzindo-se que ¢ = 1.

Solucdo 2: Param > 3 tem-se
flm = (m—=1)) f(m+ (m—1)) = f(m = (m —=2)) f(m+ (m —2)),

ouseja, f(1) f(2m —1) = f(2) f(2m — 2). Assim, para k > 5,impar, f(1)f(k) = f(2)f(k —1).

Para m > 4 tem-se
f(m—(m=2)) f(m+(m—2)) = f(m—(m—23)) f(m+ (m—3)),

isto &, f(2) f(2m —2) = f(3) f(2m — 3). concluindo-se que, para k > 6, par, f(2)f(k) = f(3)f(k —1).
Entdo, para k > 5, @
f(2

—Z f(k—1) sekéimpar
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Atendendo a que f(4) = f(1)f(3) obtém-se que, para k > 3,
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2k—5 factores

Entdo, também para k > 3,
f(3)
f(2)
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F(2k) = 22 pak —1) =



Assim, paran > 5,

f(B)nT:E, f(2) senéimpar
TOER SR

/3 2 sen é par
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Da igualdade anterior obtém-se que f(5) = f(3)f(2) e f(9) = ;Ei’;zf@)
Por outro lado, £(9) = f(3%) = f(3—2)f(3+2) = f(1)f(5). Entao £(3)? = f(1)3 e f(1) & um quadrado
perfeito. Suponha-se que f(1) = d?, com d € N. Entao f(3) = d® e, de f(16) = f(3)f(5) = d°f(2) e

f(16) = ;g’;; = d'!, conclui-se que f(2) = d°. Alémdisso, f(4) = f(1)f(3) = d® e, paran > 5,

n+4+11
{ d 2 se n éimpar
n+6 .
2 se n é par.
Por outro lado, f(25) = f(4) f(6). ouseja, d*® = d®dS, concluindo-se que d = 1.

Provou-se assim que existe uma Unica funcdo, de N em N, que verifica a condicdo do enunciado, a funcdo
definida por f(n) = 1, paratodoon € N.



