
Pré-Publiações do Departamento de MatemátiaUniversidade de CoimbraPreprint Number 06�17DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIENREINHARD KAHLEZusammenfassung: In dieser Arbeit stellen wir Hilberts Diskussion der (mengen-theoretishen) Paradoxien in seinen grundlagentheoretishen Vorlesungen vor. Dabeistellt sih heraus, daÿ es die Paradoxien, insbesondere eine von ihm selbst entdekte,waren, die sein Interesse an den Grundlagen der Mathematik begründeten.Abstrat: In this paper we present Hilbert's disussion of the (set-theoreti) para-doxes in his letures on foundational issues. It turns out that it were the paradoxes,in partiular one found by himself, gave rise to his interest in the foundations ofmathematis.Resumo: Neste artigo revemos a disussão dos paradoxos (da teoria de onjuntos)apresentados por Hilbert nos seus ursos sobre os fundamentos de matemátia. Con-luímos que os paradoxos, um em partiular enontrado pelo próprio Hilbert, deramorigem ao interesse dele nos fundamentos de matemátia.Ein Widerspruh ist wie ein Bazillus, der alles vergiftet,wie ein Funke im Pulverfass, der alles vernihtet.David Hilbert, [Hil20, S. 16℄Im Sommersemester 1905 hat David Hilbert (1862�1943) in Göttingen eineVorlesung unter dem Titel Logishe Prinipien des mathematishen Denkensangeboten. Diese Vorlesung enthält, nah allem was wir wissen, die frühsteDarstellung der mengentheoretishen Paradoxien durh Hilbert vor einem ma-thematishen Publikum. In diesem Artikel präsentieren wir zum ersten Mal diebisher unverö�entlihten Diskussionen der Paradoxien in Hilberts grundlagen-thereoretishen Vorlesungen. Auh wenn er selbst keine Arbeit über Paradoxien(oder über Mengenlehre im allgemeinen) verö�entliht hat, zeigt sih, daÿ es dieParadoxien waren � insbesondere eine von ihm selbst entdekte �, die seinInteresse an den Grundlagen der Mathematik begründeten. Und es ist wohlniht übertrieben, anzunehmen, daÿ sih die mathematishe Grundlagenfor-shung zu Beginn des 20. Jahrhunderts gerade deshalb zu einem bedeutendenund fruhtbaren Zweig innerhalb der Mathematik entwikeln konnte, weil sihmit Hilbert einer der führenden Mathematiker der Zeit damit beshäftigte.Reeived Marh 16, 2006. 1



2 R. KAHLEDen Ein�uÿ Hilberts auf die Entwiklung der Grundlagenforshung lassenäuÿerlih mindestens 4 Punkte erkennen:(1) Sein Buh Grundlagen der Geometrie [Hil99℄, das insbesondere im Hin-blik auf die axiomatishe Methode wegweisend war.(2) Seine berühmte Liste von 23 mathematishen Problemen, vorgetragenauf dem Internationalen Mathematikerkongreÿ 1900 in Paris [Hil00a℄,auf der die ersten beiden Probleme � die Kontinuumshypothese unddie Konsistenz der Arithmetik � grundlagentheoretisher Natur sind.(3) Die Einführung der Beweistheorie als autonomer Disziplin in der ma-thematishen Logik und innerhalb dieser das Hilbertshe Programm zurLösung des Konsistenzproblems, welhes insbesondere in der Auseinan-dersetzung mit Luitzen Brouwer (1881�1966) und HermannWeyl (1885�1955) um die Grundlagen der Analysis eine wihtige Rolle gespielt hat.1(4) Das zusammen mit Wilhelm Akermann (1896�1962) herausgegebeneBuh Grundzüge der theoretishen Logik [HA28℄ sowie das zweibändige,zusammen mit Paul Bernays (1888�1977) herausgegebene Werk Grund-lagen der Mathematik [HB34, HB39℄, das für lange Zeit die Standardre-ferenz in diesem Gebiet war.Obwohl Hilbert selbst nur wenige tehnishe Beiträge zur Grundlagenfor-shung geliefert hat (wenn man von der Aufstellung seiner geometrishen Axio-me einmal absieht), lassen aber noh drei weitere Bereihe sein Interesse daranerkennen:(1) der wissenshaftlihen Austaush mit Kollegen, der uns zumindest teil-weise in Briefen erhalten ist; hierbei sind an erster Stelle Georg Cantor(1845�1918) und Gottlob Frege (1848�1925) als Diskussionspartner zunennen;(2) seine Vorlesungen zu grundlagentheoretishen Themen, zu denen Vorle-sungsausarbeitungen erhalten sind;(3) die Liste seiner Mitarbeiter, Kollegen und Doktoranden, die sih mitgrundlagentheoretishen Themen beshäftigt haben.Im folgenden werden wir die Quellen vorstellen, in denen sih Hilbert mitParadoxien auseinandergesetzt hat. Es geht uns dabei in erster Linie um diemathematishe Bedeutung der Paradoxien in Hilberts Siht, sowie um deren1Siehe dazu Paul Bernays' Beitrag Hilberts Untersuhungen über die Grundlagen der Arithme-tik im dritten Band der Gesammelten Abhandlungen Hilberts [Ber35℄, das auh Referenzen zuVorträgen Hilberts zu diesem Thema enthält.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 3tehnishe Behandlung. Eine vollständig historish-philosophishe Einordnungwürde den Rahmen dieser Arbeit übersteigen; sie kann daher nur angedeutetwerden.2Die frühsten Zeugnisse von Hilberts Beshäftigung mit Paradoxien, die wirim ersten Kapitel vorstellen, �nden sih im Briefwehsel mit Cantor und Frege.Sein Vortrag auf dem Internationalen Mathematiker-Kongreÿ 1904 in Heidel-berg [Hil05℄ enthält eine erste ö�entlihe Reaktion auf die Diskussion in diesemBriefwehsel. Daran shlieÿen wir ein eigenes Kapitel mit der Darstellung vonHilberts eigener Paradoxie an, zu der sih bereits ein Hinweis auf der Postkartean Frege �ndet, und die sih ausführlih dargestellt in Ausarbeitungen seinerVorlesungen �ndet. Das dritte Kapitel ist Hilberts Behandlung der Paradoxienin seinen Vorlesungen gewidmet. In der Bibliothek des Mathematishen Insti-tuts der Universität Göttingen sind die o�ziellen Ausarbeitungen von HilbertsVorlesungen zugänglih3, die eine ausgezeihnete aber bisher wenig beahteteQuelle für die Entwiklung der Hilbertshen Ideen, niht nur zu Grundlagen-fragen, bilden.4 Hier verö�entlihen wir zum ersten Mal zusammenhängend dieDiskussion der Paradoxien, die sih in den Ausarbeitungen und Notizen zu denfolgenden Vorlesungen �nden:5(1) Logishe Prinipien des mathematishen Denkens vom Sommersemester1905;(2) Probleme und Prinzipien der Mathematik vomWintersemester 1914/15;(3) Mengenlehre vom Sommersemester 1917;(4) Probleme der mathematishen Logik vom Sommersemester 1920.Shlieÿlih werden wir die Analyse der Paradoxien in diesen Texten noh mitder einzigen gröÿeren Verö�entlihung vergleihen, die sih zu diesem Thema�ndet, in:(5) Grundzüge der theoretishen Logik (mit Wilhelm Akermann, 1928).2Wir können hier auf die umfassende Literatur zur Geshihte und Philosophie der Mengenlehresowie der Grundlagenkrise in der Mathematik hinweisen. Allerdings wird Hilberts Rolle in Bezugauf die Mengenlehre oft nur marginal behandelt � eine Ausnahme bildet dabei Moore [Moo02℄.In Bezug auf die Grundlagenkrise konzentrieren sih die Untersuhungen oft nur auf die (relativgesehen) späte Epohe der Auseinandersetzung mit Brouwer und Weyl � als Ausnahmen seien hierPekhaus [Pe90℄ und Sieg [Sie99℄ genannt.3Die dort aufbewahrten Ausarbeitungen sind noh von Hilbert selbst in die heutige Ordnunggebraht worden.4Siehe auh unten Fuÿnote 55.5Der historish ausgerihtete Artikel über Hilberts Behandlung der Mengenlehre von Moore[Moo02℄ basiert im wesentlihen auf den gleihen Vorlesungen. Dabei werden auh die Paradoxienkurz angesprohen, aber niht weiter analysiert.



4 R. KAHLEIn einem weiteren Kapitel beshreiben wir das Umfeld, in dem in Göttingendie Paradoxien diskutiert wurden, und das zweifelsohne niht ohne Ein�uÿ aufHilberts Sihtweise der Paradoxien geblieben ist.Im letzten Kapitel geben wir eine kurze Zusammenfassung, die noh einmaldie Bedeutung der Paradoxien für Hilberts Arbeiten zu den Grundlagen derMathematik betont.1.Hilbert und die Paradoxien 1897�1904Hilberts Interesse an Grundlagenfragen in der Mathematik läÿt sih auf seineDiskussionen mit Cantor zurükverfolgen, als dieser die Mengenlehre einführ-te.6 Hilbert hat an mehr als einer Stelle seinen Respekt vor der bahnbrehendenLeistung Cantors bezeugt. Er gipfelt in dem berühmten Zitat: �Aus dem Pa-radies, das Cantor uns gesha�en hat, soll uns niemand vertreiben können.�[Hil26, S. 170℄.Hilbert hatte auh engen persönlihen Kontakt zu Cantor, wie sih aus denBriefen Cantors an Hilbert ergibt. Aus ihnen geht insbesondere hervor, daÿHilberts Interesse an der Mengenlehre ganz wesentlih von den Paradoxienmitbestimmt wurde. Shon der erste (erhaltene) Brief von Cantor beginnt gleihmit einer Diskussion zu diesem Thema:Zitat 1. (Cantor an Hilbert, Harzburg, 26.9.1897, [PI87, S. 225℄ und [Can91,S. 388℄)[. . . ℄ Leider muÿte ih wegen vorgeshrittener Mittagszeit vor-gestern im Braunshweiger Polytehnium unsere Unterhaltungüber die Mengenlehre an einem Punte abbrehen, wo Ihnen ge-rade ein Bedenken aufstieg, ob auh alle trans�niten Cardinal-zahlen oder Mähtigkeiten in den Alefs enthalten seien, mit an-deren Worten, ob auh jedes bestimmte a oder b auh immer einbestimmtes Alef sei.Daÿ diese Frage zu bejahen ist, läÿt sih streng beweisen.6Der Briefwehsel von Cantor und Hilbert (von dem allerdings nur die Briefe Cantors erhaltensind) ist wohlbekannt und in seiner Bedeutung für die Mengenlehre oft zitiert. Im Hinblik auf dieParadoxien wurde er shon von Peukert und Ilgauds diskutiert und teilweise verö�entliht [PI87℄.Sämtlihe erhaltenen Briefe Cantors an Hilbert können in der Universitätsbibliothek Göttingeneingesehen werden; ein groÿer Teil davon ist in [Can91℄ abgedrukt, zusammen mit erläuterndenBemerkungen. Eine genauere Analyse zu Cantor und den Paradoxien, die auh diese Briefe benutzt,�ndet sih z.B. in [Fer99, Kap. VIII 8.℄. Bei den folgenden Ausführungen beshränken wir uns daherauf die Aspekte des Briefwehsels, die Bezüge zu den späteren Darstellungen Hilberts haben.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 5Die Totalität aller Alefs ist nämlih eine solhe, welhe nihtals eine bestimmte, wohlde�nierte fertige Menge aufgefaÿt wer-den kann. Wäre dies der Fall, so würde auf diese Totalität einbestimmtes Alef der Gröÿe nah folgen, welhes daher sowohl zudieser Totalität (als Element) gehören, wie auh niht gehörenwürde, was ein Widerspruh wäre. [. . . ℄Hilbert hatte an dieser Ausführung auszusetzen, daÿ �der Inbegri� der Alefs�doh eine Menge sei, und Cantor shreibt ihm daher nur 5 Tage später zurük:Zitat 2. (Cantor an Hilbert, 2.10.1897, [PI87, S. 226℄ und [Can91, S. 390℄)Lieber Herr College, zurükkommend auf Ihren Brief v. 27tenSept. bemerke ih, daÿ Sie darin mit vollem Rehte sagen: �DerInbegri� der Alefs läÿt sih als eine bestimmte wohlde�nirte Men-ge au�assen, da doh wenn irgend ein Ding gegeben wird allemalmuÿ entshieden werden können, ob dieses Ding ein Alef sei oderniht; mehr aber gehört doh niht zu einer wohlde�nierten Men-ge.�All right.Sie übersehen jedoh, daÿ ih in meinem Harzburger Shreibennoh das Charakteristikum �fertig� gebrauht und gesagt habe:Theorem:�Die Totalität aller Alefs läÿt sih niht als bestimmte wohlde-�nirte und zugleih fertige Menge au�assen.�Hierin ist das puntum saliens zu sehen und ih wage es, die-ses vollkommen sihere, aus der De�nition der �Totalität allerAlefs� streng beweisbare Theorem als den wihtigsten, mir vor-nehmsten Satz der Mengenlehre zu bezeihnen. Man muÿ nur dieAusdruksweise �fertig� rihtig verstehen. Ih sage von einer Men-ge, daÿ sie als fertig gedaht werden kann, [. . . ℄, wenn es ohneWiderspruh möglih ist [. . . ℄, alle ihre Elemente als zusammen-seiend, die Menge selbst daher als ein zusammengesetztes Dingfür sih zu denken; oder auh, (in anderen Worten) wenn es mög-lih ist, sih die Menge mit der Totalität ihrer Elemente als atuellexistirend zu denken. [. . . ℄Das Zitat zu Beginn dieses Briefes gibt die Au�assung Hilberts vom Inbegri�der Menge wieder. Wir werden sehen, daÿ es gerade dieser Mengenbegri� ist� der eine Menge dadurh de�niert sieht, daÿ man für jedes Ding angeben



6 R. KAHLEkann, ob es dazugehört oder niht �, der Hilbert bei den Paradoxien Problemebereitete.Diese Au�assung von Menge verträgt sih gut mit der ursprünglihen, be-rühmten De�nition Cantors: �Unter einer ,Menge` verstehen wir jede Zusam-menfassung M von bestimmten wohluntershiedenen Objekten m unserer An-shauung oder unseres Denkens (welhe die ,Elemente` von M genannt werden)zu einem Ganzen.� [Can97, S. 481℄, [Can32, S. 282℄. Zur Zeit des Briefwehselshatte sih Cantor aber die zusätzlihe Untersheidung von fertigen und �unfer-tigen� Mengen7 überlegt, womit sih für ihn gar keine Paradoxien mehr ergebenkonnten. Im Gegenteil, die vermeintlihen Widersprühe bilden als redutio adabsurdum-Argumente die Basis von Beweisen, mit denen gewisse Totalitätenals eben niht konsistent erwiesen werden.8Wie wir sehen werden, hat Cantor Hilbert mit seiner Untersheidung nihtüberzeugen können. Hilbert hielt durhweg an dem naiven Mengenbegri� fest.Neben dem Briefwehsel mit Cantor ist auh der mit Frege für unser The-ma von Interesse. In den Jahren 1899 und 1900 haben Hilbert und Frege imAnshluÿ an Hilberts Grundlagen der Geometrie [Hil99℄ und seinen Zahlbegri�[Hil00b℄ die Frage der Widerspruhsfreiheit und die Bedeutung von Axiomenfür die Begri�sbildung diskutiert [Fre76, S. 60�℄, allerdings ohne Bezüge zuirgendwelhen Paradoxien. 1903 shikte Frege Hilbert ein Exemplar des zwei-ten Bandes der Grundgesetze der Arithmetik [Fre03℄, in dessen Nahwort dieRussellshe Paradoxie angegeben ist, die Freges System zum Einsturz brahte.In seiner Antwort bedankt sih Hilbert und fährt fort:Zitat 3. (Hilbert an Frege, Göttingen, 7.11.03, [Fre76, S. 79f℄)Ihr Beispiel am Shlusse des Buhes S. 253 ist uns hier bekannt∗;andere noh überzeugendere Widersprühe fand ih bereits vor4�5 Jahren; sie führten mih zu der Ueberzeugung, dass die tradi-tionelle Logik unzureihend ist, die Lehre von der Begri�sbildungvielmehr einer Vershärfung und Verfeinerung bedarf, wobei ih7�unfertig� �ndet sih niht explizit bei Cantor. Später hat Cantor die Terminologie geändert:�[. . . ℄ Ih habe mih jetzt daran gewöhnt, das was ih früher fertig` genannt, durh den Ausdrukonsistent` zu ersetzen; [. . . ℄ Mengen` würden darnah onsistente Vielheiten` sein.� (Cantor anHilbert, Halle, 9.5.1899, [Can91, S. 399℄).8Daÿ die Paradoxien für Cantor keine Widersprühe innerhalb der Mengenlehre waren, sondernals redutio ad absurdum-Argumente in Beweisen dienten, ist in der Literatur bereits mehrfahbetont worden, siehe vor allem [MG81, Gar92℄. Wie Meshkowski [Mes85, S. 47℄ darlegt, hat diesaber auh shon 1906 Shön�ies betont [Sh06℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 7als die wesentlihste Lüke im herköm[m℄lihen Aufbau der Lo-gik die Annahme ansehe, wonah � das nehmen alle Logiker u.Mathem[atiker℄ bisher an � ein Begri� bereits da sei, wenn manvon jedem Gegenstande angeben könne, ob er unter ihn falle oderniht. Dies ist wie mir sheint niht hinreihend. Vielmehr ist dieErkenntnis der Widerspruhslosigkeit der Axiome, die den Begri�de�niren, das Entsheidende.
∗Ih glaube vor 3�4 Jahren fand es Dr. Zermelo auf die Mitteilung meiner Beispielehin.Dem in dieser Postkarte gegebenen Hinweis auf von Hilbert selbst gefundeneParadoxien werden wir im folgende Kapitel nahgehen.9 Wie shon gegenüberCantor, maht er hier sein Problem mit der herkömmlihen Au�assung vonMenge bzw. �Begri�� deutlih. Darüberhinaus benannte er aber auh eine Lö-sungsidee: Die Erkenntnis der Widerspruhsfreiheit für die zugrundeliegendenAxiomensysteme. Im folgenden Jahr hat er dies in seinem Vortrag auf dem In-ternationalen Mathematikerkongreÿ in Heidelberg zum ersten Mal ausgeführt.Dabei geht er auh explizit auf das fehlende Kriteriums zur Untersheidungvon Cantors konsistenten und inkonsistenten Mengen ein:10Zitat 4. [Hil05℄ (zitiert in [Can91, S. 436℄)G. Cantor hat den genannten Widerspruh [den des Begri�s derGesamtheit aller Dinge℄ empfunden und diesem Emp�nden da-durh Ausdruk verliehen, daÿ er �konsistente� und �nihtkon-sistente� Mengen untersheidet. Indem er aber meiner Meinungnah für diese Untersheidung kein sharfes Kriterium aufstellt,muÿ ih seine Au�assung über diesen Punkt als eine solhe be-zeihnen, die dem subjektiven Ermessen noh Spielraum läÿt unddaher keine objektive Siherheit gewährt.9Zur von Hilbert angesprohenen, unabhängigen Entdekung der Russellshen Paradoxie durhErnst Zermelo (1871�1953), siehe unten Anhang A.10Cantor formuliert selbst einen entsprehenden Einwand in einem Brief an Dedekind vom28.8.1899. Aber er weist ihn dadurh zurük, daÿ er die Konsistenz der Kardinalzahlen kurzer-hand zu einem Axiom erklärt (Axiom der erweiterten trans�niten Arithmetik), [Can32, S. 447f℄und [Can91, S. 412℄.



8 R. KAHLEDer in Fortgang des Vortrags angedeutete Lösungsweg sollte später in dassogenannte Hilbertshe Programm münden.11 Im Gegensatz zu Cantor war sihHilbert also der Probleme der Paradoxien vollauf bewuÿt. Wie sih an Handder folgenden Vorlesungsausarbeitungen belegen läÿt, war dabei aber ein ganzwesentliher Faktor, daÿ Hilbert selbst ein(ig)e Paradoxie(n) entdekt hatte,ohne deren Lösung er die gesamte Mathematik gefährdet sah (siehe unten Zitate6 und 7).2.Die Hilbertshe ParadoxieDie Postkarte an Frege ist wohl das bekannteste Zeugnis, in dem Hilbert voneiner von ihm gefundenen Paradoxie spriht. Ein weiterer Hinweis �ndet sih inder Biographie Hilberts, die Otto Blumenthal (1876�1944) für die GesammeltenAbhandlungen geshrieben hat.12Zitat 5. [Blu35, S. 421f℄Die Lage war aber kritish. Die Paradoxien der Mengenlehre zeig-ten in ershrekender Weise, daÿ gewisse Operationen mit demUnendlihen, die jedermann für zulässig hielt, zu zweifellosenWidersprühen führten. Hilbert überzeugte sih davon endgültigdurh das von ihm aufgestellte, nirgends aus dem Gebiete der reinmathematishen Operationen heraustretende Beispiel der wider-spruhsvollen Menge aller durh Vereinigung und Selbstbelegungentstehenden Mengen.Eine genaue Darstellung dieser Paradoxie fand Volker Pekhaus in der un-verö�entlihten Ausarbeitung von Hilberts Vorlesung Logishe Prinipien desmathematishen Denkens von 1905, und es ist anzunehmen, daÿ Hilbert auhauf diese in der Postkarte an Frege verweist. Welhe Rolle sie für HilbertsInteresse an den Grundlagen der Mathematik spielte, deutet er shon in derPostkarte an Frege an. Er spriht es aber auh deutlih in seinen Vorlesungenvon 1905 und 1917 aus:11In Bezug auf die unmittelbare Resonanz shreibt Blumenthal in Hilberts Lebensbeshreibung:�Der Vortrag blieb damals, nah allem, was ih weiÿ, völlig unverstanden, [. . . ℄.� [Blu35, S. 422℄;siehe auh unten Zitate 46 und 47.12Volker Pekhaus hat noh einen weiteren Hinweis auf �Hilberts Paradoxie� in einem Brief vonErnst Hellinger an Leonard Nelson von 1907 aus�ndig gemaht, siehe [PK02, Fuÿnote 8℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 9Zitat 6. [Hil05a, S. 204℄13Ih komme nun noh zu 2 Beispielen für Widersprühe, die vielüberzeugender sind, der erste, der rein mathematisher Natur ist,sheint mir besonders bedeutsam; als ih ihn fand, glaubte ih zu-erst, daÿ er der Mengentheorie unüberwindlihe Shwierigkeitenin den Weg legte, an denen sie sheitern müÿte; ih glaube je-doh jetzt siher, daÿ wie stets bisher in der Wissenshaft, nahder Revision der Grundlagen alles Wesentlihe erhalten bleibenwird.Zitat 7. [Hil17, S. 134℄Dieses [Hilberts℄ Paradoxon, mit dem wir uns nun befassen wol-len, ist frei von allen Sophismen und Negationen[.℄ Ih war daherso konsterniert, als ih es fand, dass ih mir sagte: jetzt muss dieganze Art des Shliessens in der ganzen Mathematik durhgrei-fend reformiert werden.Diese Paradoxie wurde auf der Basis der Vorlesung von 1905 erstmals in[PK02℄ verö�entliht und analysiert. Wir geben sie hier in einer kurzen, derspäteren Analyse angepaÿten Zusammenfassung wieder.14Hilbert startet mit den natürlihen Zahlen, deren Gesamtheit eine Mengebildet. Dann de�niert er Mengenbildungsoperationen:De�nition 1. (1) Additionsprinip: Mehrere, auh unendlih viele, Men-gen können zu einer Vereinigungsmenge zusammengefaÿt werden (diejedes Element der Ausgangsmengen enthält).(2) Belegungsprinip: Das System aller Funktionen einer Menge M, diediese in sih selbst abbilden15, bildet eine Menge (bezeihnet mit MM).Hilbert betrahtet nun alle Mengen, die aus den natürlihen Zahlen16 �durhdie beiden beliebig oft anzuwendenden Proesse der Addition und Selbstbele-gung entstehen; diese Mengen bilden wieder eine wohlde�nierte Gesammtheit,nah dem Additionsprinip vereinige ih sie alle zu einer Summenmenge U , die13Der Vergleih (�viel überzeugender�) bezieht sih hier auf die Rihardshe Paradoxie und denLügner (siehe unten).14Der Hilbertshe Originaltext von 1905 ist hier im Anhang B noh einmal abgedrukt, sieheauh [PK02℄.15Die Abbildungen müssen niht surjektiv sein, wie sih aus einem Beispiel Hilberts ergibt.16Sogar die natürlihen Zahlen lassen sih, nah Hilbert, bereits aus den endlihen Mengen mitHilfe des Additionsprinips gewinnen.



10 R. KAHLEwohlde�niert ist. Bilde ih nun die Menge F = UU der Selbstbelegungen von
U , so entsteht diese auh aus der ursprünglihen Zahlenreihe lediglih durhdie beiden Proesse der Addition und Selbstbelegung�. Formal:De�nition 2. (1) U ist die Vereinigungsmenge aller mittels De�nition 1gebildeten Mengen.(2) F ist die durh das Belegungsprinzip gebildete Menge UU .Da die Menge F nur durh Addition und Selbstbelegung gebildete wurde,�muÿ [sie℄ daher ein Teil von U sein�, in moderner Notation: F ⊆ U .Damit folgt, daÿ es eine surjektive Funktion von U nah F gibt. Auf einederartige Funktion wendet Hilbert nun das Cantorshe Diagonalverfahren an,um eine Funktion von U nah U zu de�nieren, die niht zu F gehören kann.Da F aber nah De�nition alle Funktionen von U nah U enthält, ergibt sihein Widerspruh.Diese Paradoxie hat groÿe Ähnlihkeit mit Cantors Paradoxie in der Fassungder Menge aller Mengen. Die Existenz dieser Menge führt bei der Betrahtungihrer Potenzmenge zu einem Widerspruh mit Cantors Theorem, das bekannt-lih besagt, daÿ die Potenzmenge einer Menge M gröÿere Mähtigkeit besitztals M selbst (siehe z.B. [Thi95℄). Hilbert shreibt auh am Ende der Darstellungseines Widerspruhs:Zitat 8. [Hil05a, S. 209℄Wir könnten ihn auh dahin formulieren, daÿ gemäÿ der letztenBetrahtung die Menge UU stets gröÿer [hinzugefügt: von grösse-rer Mähtigkeit℄ als U ist, nah der ersten aber in U enthalten.Dennoh muÿ man den Untershied bei der Konstruktion der Allmenge be-trahten. Während sie bei (der üblihen Darstellung von) Cantors Paradoxiedirekt durh Komprehension gebildet wird, betont Hilbert beständig, daÿ sei-ne Paradoxie einen rein mathematishen Charakter hat. Dieser wird dadurhbegründet, daÿ man die verwendeten Operationen wie �in der Mathematik undLogik sonst� (siehe Zitat 14) anwendet. Dies kommt auh in der abshlieÿendenBemerkung zu seiner Paradoxie in der Vorlesungsausarbeitung von 1905 zumAusdruk:Zitat 9. [Hil05a, S. 209f℄Dieser Widerspruh ist noh keineswegs geklärt; es ist wohl zusehen, daÿ er jedenfalls darauf beruhen muÿ, daÿ die Operationen



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 11des Zusammenfassens irgend welher Mengen, Dinge zu neuenMengen, Allheiten doh unerlaubt ist, obwohl es die traditionelleLogik doh stets gebrauht, und wir es in vorsihtigster Weisestets nur auf ganze Zahlen und daraus entstehenden Mengen,also auf rein mathematishes anwandten.Wenn wir Hilberts Paradoxie aus moderner Perspektive betrahten, erweistsih das Additionsprinzip als eine unbeshränkte Vereinigung als zweifelhaft.In der Axiomatisierung der Mengenlehre von Zermelo wird dementsprehendbeim Vereinigungsmengenaxiom vorausgesetzt, daÿ man eine Menge von Men-gen besitzt, für die man die Vereinigung ausführt. Dagegen ist das Belegungs-prinzip � das dem üblihen Potenzmengenaxiom entspriht � vergleihsweiseunshuldig, da es nur auf bereits �konstruierte� Mengen angewendet wird.Es ist interessant, daÿ Abraham (Adolf) Fraenkel (1891�1965) in einer popu-lären Vorlesungreihe zur Mengenlehre die unbeshränkte Vereinigung als war-nendes Beispiel für die Probleme der naiven Mengenlehre anführt. Auh wenner im Zusammenhang mit den Paradoxien nur Russell nennt, liest sih seineAnalyse wie eine Antwort auf Hilberts Paradoxie:Zitat 10. [Fra27, S. 71℄Will man [. . . ℄ zu etwas allgemeineren Prozessen [der Mengen-bildung℄ fortshreiten, so muÿ man [. . . ℄ auh die Zusammenfas-sung der Elemente vershiedener Mengen anstreben. Einen Fin-gerzeig, wie dies zu erfolgen hat, liefert uns die Bildung der Verei-nigungsmenge in der Cantorshen Mengenlehre, wo die sämtli-hen Elemente beliebig vieler Mengen zu einer neuen Menge, derVereinigungsmenge, vereinigt werden können [. . . ℄. Hinsihtlihder gefahrdrohenden Folgen eines unbekümmerten Gebrauhs desBegri�s `beliebig viele` sind wir freilih, z. B. durh das Rus-sellshe Paradoxon, hinlänglih gewitzigt; wir gehen daher nihtwie früher von beliebig vielen Mengen aus, sondern setzen vor-aus, daÿ diese Mengen als die Elemente einer bereits als legitimerkannten Menge säuberlih gegeben sind.Wir werden sehen, daÿ Hilbert eine Einshränkung des Additionsprinzipsniht als Lösung seiner Paradoxie in Betraht gezogen hat. 1920 stellt er Burali-Fortis Paradoxie in Zermelosher Fassung dar und benutzt dabei die moderneForm des Vereinigungsmengenaxioms (siehe Zitat 40). Für seine eigene Para-doxie benutzt er aber weiterhin das unbeshränkte Additionsprinzip.



12 R. KAHLEKanamori hat die Hilbertshe Paradoxie in folgende moderne Form gebraht:Zitat 11. [Kan04, S. 490℄There is no set S satisfying (a) if X ∈ S, then its power set
P(X) ∈ S, and (b) if T ⊆ S, then its union ⋃

T ∈ S. Supposethat there were suh an S. Then P(
⋃

S) ∈ S by (b) and then(a). But then, P(
⋃

S) ⊆
⋃

S, whih is a ontradition!Im Hinblik auf möglihe direkte Auswirkungen auf die spätere Entwiklun-gen der Mengenlehre verweist Kanamori in einer folgenden Fuÿnote auf Ver-bindungen zu Zermelos Arbeiten und darauf, daÿ wir in Hilberts Darstellungbereits die kumulative Hierarhie erkennen können:Zitat 12. [Kan04, Fuÿnote 11, S. 491℄A thin thread of onnetion runs from the operations in (the pre-sented version of) Hilbert's Paradox through Zermelo's [[Zer08℄℄generative axioms like Power Set and Union ([. . . ℄) and on toZermelo's [[Zer30℄℄ onditions (I) and (II) for normal domains([. . . ℄). (a) and (b) for sets T are in fat the losure onditionsfor the umulative hierarhy piture of the universe of sets withthe Axiom of Foundation ([. . . ℄); it is just that one annot takethe union of S itself as then it would be the entire universe.3.Die Paradoxien in Hilberts Vorlesungen 1905�1920/28Wir wollen nun die einzelnen Vorlesungen, in denen Hilbert seine und anderemengentheoretishen Paradoxien behandelt hat, näher vorstellen. Dabei inter-essiert uns insbesondere, wie sih seine Einshätzung der Problematik über dieJahre von 1905 bis 1920 entwikelt. Wir werden hier nur die vier oben genann-ten Vorlesungen genauer betrahten, sowie das (auf anderen Vorlesungen ausden Jahren 1917�22 beruhende) Buh mit Akermann von 1928. Hilbert hatnoh eine ganze Reihe weiterer Vorlesungen zu Grundlagenthemen gehalten.Diese enthalten aber entweder keine eigentlihe Diskussionen der Paradoxien,oder, wie im Fall der Vorlesung Elemente und Prinzipienfragen der Mathematikvon 1910 ([Hil10, S. 157�163 zu Paradoxien℄ wiederholen nur die Darstellungaus früheren Vorlesungen.17 Eine Liste mit Vorlesungen zur Logik und denGrundlagen der Mathematik wurde zuerst von Abrusi verö�entliht, [Abr89℄.17Zu dieser Vorlesung siehe auh [Sie99℄ und [Moo02℄. Moore shreibt in Bezug auf diese Vorle-sung, daÿ �[t℄he material he gave there was merely a more elementary version of material from his1905 ourse� [Moo02, S. 50f℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 13Im Rahmen der Edition der (bisher) unverö�entlihten Ausarbeitungen vonHilberts Vorlesungen zu den Grundlagen der Mathematik und Physik18 ist imAnhang des ersten Bandes eine vollständige Liste der Hilbertshen Vorlesungenershienen, mit Referenzen zu allen aufgefundenen Mitshriften.3.1.Logishe Prinipien des mathematishen Denkens (1905). Im Som-mersemester 1905 hat Hilbert in Göttingen eine Vorlesung unter dem TitelLogishe Prinipien des mathematishen Denkens angeboten. Sie bietet � zu-mindest nah den in Göttingen vorhandenen Vorlesungsausarbeitungen � dieerste systematishe Darstellung von Paradoxien durh Hilbert. Von dieser Vor-lesung gibt es eine o�zielle Ausarbeitung in der Bibliothek des MathematishenInstituts der Universität Göttingen, die von Ernst Hellinger (1883�1950) ange-fertigt wurde, [Hil05a℄. Diese wurde o�ensihtlih von Hilbert auh für spätereVorlesungen benutzt und mit Anmerkungen versehen (siehe unten, S. 20).19Die Vorlesung gliedert sih in zwei Teile, wobei der zweite, B. Die logishenGrundlagen, mit dem Kapitel Paradoxa der Mengenlehre beginnt [Hil05a, S.191�214℄. Dieses Kapitel läÿt sih einteilen in
• Eine Einleitung mit historishen und philosophishen Erwägungen;
• Cantors Diagonalverfahren (als Beispiel �eines mengentheoretishen Be-weises, in dem man die üblihen logishen Prozesse skrupellos anwendet�[Hil05a, S. 198℄).
• Die Diskussion dreier Widersprühe: der heute als Rihardshe Para-doxie bekannte Widerspruh (dargestellt im Zusammenhang mit dem�Lügner�); sein eigenes, �Hilberts� Paradoxon; die Russell-ZermelosheParadoxie.
• Ein Versuh, einen gemeinsamen formalen Grund dieser Widersprüheauszumahen.18In dieser Reihe ist bisher nur der erste Band zu Hilberts Vorlesungen über die Grundlagen derGeometrie ershienen [HM04℄.19Daneben gibt es im Nahlaÿ Hilberts in der Universitätsbibliothek Göttingen noh eine wei-tere Ausarbeitung von Max Born (1882-1970) [Hil05b℄. Born hat die Ausarbeitung dem PhysikerFriedrih Hund (1896�1997) zu einem runden Geburtstag geshenkt, und dieser gab sie später andie Universitätsbibliothek in Göttingen weiter. Diese Ausarbeitung ist insofern interessant, als siebelegt, daÿ die Änderungen Hilberts in der o�ziellen Ausarbeitung aus späterer Zeit stammenmüssen.In der Liste von Hilberts Vorlesungen in [HM04℄ �ndet sih auh noh ein Hinweis auf Notizen undeine unvollständige Ausarbeitung dieser Vorlesung von Otto Birk, die sih im Universitätsarhivder Universität Bonn be�ndet.



14 R. KAHLEIn der Einleitung maht Hilbert deutlih, daÿ die Lösung der Paradoxiennoh aussteht, aber auh, daÿ er sih persönlih dieser Sahe annehmen will:Zitat 13. [Hil05a, S. 191℄Ih kann hier vorläu�g nur Ideen und Andeutungen bringen, einenähere Ausführung und Durhbildung dieser sehr shwierigen,bisher noh nie in Angri� genommenen Dinge behalte ih mir füreinen späteren Zeitpunkt vor.Die Situation der Mengenlehre vergleiht er mit der Situation, als die unendli-hen Summen in der Mathematik aufkamen. Dabei maht er die Komprehensionals zentrales Problem aus, allerdings ohne weitere Ausführungen dazu:20Zitat 14. [Hil05a, S. 195℄Es ist das ungefähr dasselbe, wie wenn man in der Theorie derunendlihen Reihen zuerst ohne weiteres das von endlihen Sum-men her geläu�ge und für ganz harmlos und selbstverständlihgehaltene ommutative Gesetz anwandte, was für die bedingtonvergenten Reihen gar bald zu Widersprühen führte. Genau sokommt man in der Mengenlehre durh rein logishe Operationen,wie man sie in der Mathematik und Logik sonst unbedenklih an-wendet (es handelt sih hier besonders um das Zusammenfassenvieler Begri�e zu einem Gemeinbegri�), zu unlösbaren Wider-sprühen, die sih mit den bisherigen Hilfsmitteln niht klärenlieÿen;Die Darstellung der Widersprühe. Nah der Präsentation des CantorshenDiagonalverfahrens beginnt Hilbert mit Darlegung der Widersprühe. Dabeierreiht er die Rihardshe Paradoxie nur über einen �Umweg�:Zitat 15. [Hil05a, S. 198�℄Ih will nun angeben, wie man gegen den bewiesenen Satz einenWiderspruh konstruieren kann. Irgend eine Irrationalzahl kannnur dann als vollständig gegeben betrahtet werden, wenn manein wohlbestimmtes Gesetz hat, nahdem man die Zi�ern irgendeiner Darstellung von ihr (etwa als Dualbruh) berehnen kann;dabei kann man zunähst an einfahe Algorithmen denken, wie20Die Klammern um �es handelt sih . . . Gemeinbegri�� sind wahrsheinlih erst später eingefügtworden.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 15z. B. bei der Wurzelberehnung, an Reihen für die Zahl oder anirgend wie höhst komplizierte Gesetze, die nur jede Stelle gewiÿeindeutig festlegen müssen. [. . . ℄ Ohne aber weiter näher auf daseinzugehen, was ein zulässiges Gesetz harakterisiert, können wirjedenfalls sagen, daÿ sih jedes Gesetz mit einer endlihen Anzahlvon Worten in einer bestimmten Sprahe ausdrüken lassen muÿ,mögen auh noh so viele Worte bei groÿer Kompliiertheit dazunötig sein. Nehmen wir als Grundlage etwa die deutshe Sprahe,die wir uns in einer zum Gebrauh geeigneten und hinreihendenWeise mit einer endlihen Anzahl von Worten eindeutig festge-legt denken. Wir versuhen nun mit 1 Worte eine Irrationalzahlzu de�nieren und shreiben, wenn wir welhe erhalten, sie derGröÿe nah hin; wir können jedenfalls nur endlih viele erhal-ten, da die Sprah nur endlih viele Worte hat. Nun bilden wiralle Kombinationen von 2, 3 . . .Worten, sehen jedesmal zu, wel-he der entstehenden Wortkomplexe eine Irrationalzahl de�nie-ren, und shreiben diese dann der Reihe nah, für jede Wortzahldes Gesetzes der Gröÿe nah geordnet, hin; kommen wir auf eineIrrationalzahl, die shon durh ein früheres Gesetz de�niert war,so lassen wir sie einfah fort. Da es für jede Wortzahl nur end-lih viele Wortkomplexe überhaupt und daher auh nur endlihviele Irrationalzahlen gibt, so bekommen wir so eine abzählbareReihe vom Typus 1, 2, 3 . . . , in der alle Irrationalzahlen ent-halten sind, und jede an einer wohlbestimmten Stelle steht. Dasaber widerspriht dem oben bewiesenen Cantorshen Satz vonder Nihtabzählbarkeit des Zahlenontinuums.Aus heutiger Siht betrahten wir diese Argumentation niht mehr als Wider-spruh, sondern benutzen sie � im festen Vertrauen auf Cantors Diagonalver-fahren21 � als redutio ad absurdum-Argument dafür, daÿ es Irrationalzahlengibt, die sih niht beshreiben (oder berehnen) lassen. König hat in einer ana-logen Argumentation auh genau diese Konsequenz gezogen, siehe [Kön05a, S.157℄.22Im weiteren Verlauf gibt Hilbert dann aber die Rihardshe Paradoxie in ihrerheute bekannten Form an:21Wilfrid Hodges geht in [Hod98℄ der interessanten Frage nah, warum und wie mathematisheAmateure immer wieder versuhen, das Diagonalverfahren zu widerlegen.22Vergleihe auh die Diskussion zu Rihards Paradoxie in Anhang A.



16 R. KAHLEZitat 16. [Hil05a, S. 201f℄23Dieser Widerspruh läÿt sih (aufklären, aber ih will das vorläu-�g niht tun, sondern ihn nur) auf einen einfaheren wohlbekann-ten reduieren. Um zu sehen, wo der Widerspruh des näherenstekt, müssen wir die beiden Verfahren, die zu entgegengesetztenResultaten führten, vergleihen. Wir haben uns hier durh dieseBetrahtung über die Gesetze eine bestimmte abzählbare Reihe
a1a2a3 . . . . aller reellen Zahlen gebildet, wenden wir auf sie dasCantorshe Diagonalverfahren an, so erhalten wir eine bestimmteweitere Zahl a. Diese [Zahl℄ a ist aber auh � im vorstehenden� durh eine endlihe Zahl von Worten de�niert;Im Anshluÿ stellt Hilbert diese Paradoxie mit dem �Lügner� in Zusammen-hang, wobei er ohne weitere Erklärung ein widerspruhsvolles Gesetz als Grundausmaht.Zitat 17. [Hil05a, S. 202f℄Hier haben wir also den Kern desWiderspruhes, wir haben durhdiese Betrahtungen eben shlieÿlih ein in sih widerspruhsvol-les Gesetz gefunden. Es wäre genau dasselbe, wie wenn man aufeinen Zettel unter eine Reihe von Sätzen shrieb: �Alles was aufdiesem Zettel steht, ist falsh�, oder wie wenn man die Regel gä-be: �Tue immer das andere, als du willst.� Dieser Widerspruh istaltbekannt und viel disutiert, am meisten in dem sophistishenShulbeispiel von dem Kreter, der sagte, alle Kreter lügen, unddaher gleihzeitig log und die Wahrheit sprah.Zum Abshluÿ des Abshnitts wiederholt Hilbert noh einmal, daÿ er imBegri� des Gesetzes das Problem sieht:Zitat 18. [Hil05a, S. 203℄Geklärt ist der Widerspruh bisher aber noh keineswegs, es istdazu durhaus eine viel genauere Feststellung des Begri�es �Ge-setz� und �Eindeutigkeit des Gesetzes� nötig, als man das bisherhat.23Die Klammern um �aufklären . . . nur� sind wahrsheinlih erst später eingefügt worden; leiderhaben wir keinen Hinweis auf die genannte �Aufklärung�.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 17Auf der Seite �ndet sih noh eine Randbemerkung von Hilberts Hand, dieauf Grund des Bezugs zu Poinaré wohl niht vor 1909 hinzugefügt wordensein kann. Poinaré hat in einem Vortrag von 1909 in Göttingen die folgendeLösung vorgeshlagen:Zitat 19. [Poi10, S. 46℄Wie kommen wir aus diesem Dilemma heraus? Fragen wir ein-mal nah der Bedeutung des Wortes �de�nierbar�. Wir nehmendie Tafel aller endlihen Sätze und streihen daraus alle dieje-nigen, die keinen Punkt de�nieren. Die Übrigbleibenden ordnenwir den ganzen Zahlen zu. Wenn wir jetzt die Durhmusterungder Tafel von neuem vornehmen, so wird es sih im allgemeinenzeigen, daÿ wir jetzt einige Sätze stehen lassen müssen, die wirvorher gestrihen haben. Denn die Sätze, in welhen man vondem Zuordnungsgesetz selbst sprah, hatten früher keine Bedeu-tung, da die Punkte den ganzen Zahlen noh niht zugeordnetwaren[.℄ Diese Sätze haben jetzt eine Bedeutung, und müssen inunserer Tafel bleiben. Würden wir jetzt ein neues Zuordnungsge-setz aufstellen, so würde sih dieselbe Shwierigkeit wiederholenund so ad in�nitum. Hierin liegt aber die Lösung des sheinbarenWiderspruhs zwishen Ca n t o r und R i  h a r d.In seiner Randnotiz lehnt Hilbert diese Lösung mit folgendem Argument ab:Zitat 20. [Hil05a, S. 203 (Randnotiz nah 1909)℄24Das Poinaréshe Verfahren, wonah er die Tafeln wi[e℄derholtdurhmustert[,℄ veranshauliht zwar klar die Shwierigkeiten, ent-hält aber selbst einen Widerspruh. Denn die Vorshrift, erst ein-mal zu durhmustern und dann mit Rüksiht auf die so gewonne-nen Erweiterungen noh einmal, steht doh von vorne herein aufeiner Tafel und hat doh shon bei der ersten Durhmusterungeinen Sinn.Shlieÿlih �nden wir neben der Überleitung von der Rihardshen Paradoxiezum Lügner auh noh die Paradoxie von Berry25 als Randnotiz:24Auf der vorhergehenden Seite hat Hilbert (mögliherweise zu einem anderen Zeitpunkt) die fol-gende Randnotiz gemaht: �Bei einer Interpretation hatte der Wortlaut einen Sinn, bei der anderenniht.� [Hil05a, S. 202℄25Hilbert nennt Berry niht, siehe dazu Anhang A.



18 R. KAHLEZitat 21. [Hil05a, S. 202℄Die kleinste ganze Zahl, die mit 100 Worten niht de�nierbarist [in kleiner Shrift eingefügt: ein sih selbst widersprehenderBegri�, da ja diese Zahl dann durh diese Worte, deren Zahl
< 100 ist de�niert wäre!℄ niht eindeutig entsheidbar, ob eineReihe von Worte Sinn hat oder niht. Willkür der [unleserlihesWort℄: Subjektiv.In exakt dieser Form (�mit 100 Worten�) ist Berrys Paradoxie � als �vonRu s s e l l aufgestellte[r℄ Begri�� � von Shoen�ies 1911 mit Verweis auf Poin-aré dargestellt [Sh11, S. 235℄. Es liegt nahe, daÿ Hilbert sie aus dieser Quelleübernommen hat.261905 hat Hilbert die Vorlesung aber nah dem Lügner (siehe Zitat 17) mitder im Zitat 6 angegebenen Überleitung fortgesetzt und stellt als nähstes seineeigenen Paradoxie dar, die wir bereits oben in Abshnitt 2 diskutiert haben.Davon ausgehende leitet er wie folgt zur Russell-Zermeloshen Paradoxie über:Zitat 22. [Hil05a, S. 210℄Als drittes Beispiel dieser Widersprühe stelle ih neben diesenmeinen rein mathematishen noh einen rein logishen, den Dr.Zermelo aus jenem herausgezogen hat, [. . . ℄Ausgehend von der Menge N aller Mengen, die sih niht als Element ent-halten, leitet Hilbert den Widerspruh mit der üblihen Falluntersheidung, ob

N selbst zu N gehört oder niht, her.Der Hinweis auf die Entstehungsgeshihte steht mit der Fuÿnote auf derPostkarte an Frege in Einklang (siehe Zitat 3). Leider gibt es keine Quellen,die darlegen, wie Zermelo diese Paradoxie aus der Hilbertshen �herausgezo-gen� hat. Für Russell ist es detailliert belegt, wie er die Paradoxie aus derCantor-Paradoxie gewonnen hat, siehe [GG78℄. Auf Grund der Parallele zwi-shen Hilberts und Cantors Paradoxie ist es durhaus möglih, daÿ Zermelo dieParadoxie auf ähnlihe Weise gewonnen hat.Der formale Grund der Widersprühe. Das Kapitel über Paradoxien in derVorlesung von 1905 endet mit einer interessanten Überlegung zum formalenGrund der Widersprühe. Sie ist von allgemeinerem Interesse, da sie eine sehr26Die kompliziertere Darstellung dieser Paradoxie in der Vorlesung von 1914/15 (siehe Zitat 24)könnte als Indiz gewertet werden, daÿ er Shoen�ies' Artikel erst später zu Rate gezogen hat, d.h.daÿ die Randnotiz erst nah 1914 geshrieben wurde.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 19frühe Darstellung formaler Selbstanwendung für Funktionen enthält.27 In derDebatte um die Lösung der Paradoxien hat sie aber keine weitergehende Rollegespielt.Zitat 23. [Hil05a, S. 213f℄Es wird nun noh nützlih sein sih klar zu mahen, worauf for-mal jene Widersprühe beruhen. Man denke sih ein Ding x, dasalle Dinge durhläuft. Wir de�nieren nun eine gewisse Funktion,das ist wieder ein Ding f , und der �Wert dieser Funktion für dasArgument x� ist die Combination der beiden Dinge f x. Je nah-dem nun die Combination x x von x mit sih selbst 0 ist oderniht, möge f x 1 sein oder 0:
f x = 0 , wenn x x 6= 0

f x = 1 , wenn x x = 0;dabei sind 0, 1 2 bestimmte, von einander vershiedene Dinge.Nun kann ja x alle Dinge durhlaufen; setzen wir also z.B. f = x,so haben wir:
f f = 0 , wenn f f 6= 0

f f = 1 , wenn f f = 0;das sind 2 Widersprühe und unsere De�nition von f ist alsoformal widerspruhsvoll und daher unzulässig.Das Konzept der Selbstanwendung tritt 15 Jahre später in der Logik an pro-minenter Stelle auf, nämlih in der Arbeit Bausteine der Mathematishen Logik[Sh24℄28 von Moses Shön�nkel (1889�1942?). Darauf aufbauend hat HaskellCurry (1900�1982) die kombinatorishe Logik entwikelt (und über dieses The-ma 1929 bei Hilbert promoviert), siehe [CF74, CHS72℄. Sie bildet heute eineneigenen Zweig der mathematishen Logik und spielt eine wihtige Rolle in denGrundlagen der Informatik. Selbstverständlih gibt das Zitat keinen Anlaÿ an-zunehmen, daÿ Hilbert diese Bedeutung antizipiert habe; im Gegenteil, Hil-bert hat diesen Abshnitt in Hellingers Ausarbeitung [Hil05a℄ eingeklammert,27Für Mengen entspriht die Selbstanwendung dem Selbstenthaltensein, d.h. daÿ eine Menge alsElement ihrer selbst betrahtet wird. Die Frage nah dem (Niht-)Selbstenthaltensein liegt o�en-sihtlih der Russell-Zermeloshen Paradoxie zugrunde.28Die Verö�entlihung von 1924 geht auf einen Vortrag am 7. Dez. 1920 vor der MathematishenGesellshaft in Göttingen zurük, siehe [Sh24, Fuÿnote 1, S. 305℄.



20 R. KAHLEweshalb man annehmen kann, daÿ er ihn in späteren Vorlesungen weggelas-sen hat29. Es ist aber bemerkenswert, daÿ das Argument seiner Struktur nahden modernen Unentsheidbarkeitsbeweisen in der Rekursionstheorie gleiht.Leider führt Hilbert niht genauer aus, warum jene Widersprühe auf der imZitat angegebenen, unzulässigen Funktionsde�nition formal beruhen. Aus heu-tiger Perspektive kann man der Analyse wohl nur insoweit zustimmen, als dieangegebenen Paradoxien alle eine Form von Diagonalisierung beinhalten, dieauh in der hier vorgestellten Selbstanwendung zur Anwendung kommt. Eineumfassende (sowohl historishe, wie mathematishe) Analyse des Zusammen-hangs von Paradoxien und Selbstanwendung �ndet sih in [Can0x℄.3.2.Probleme und Prinzipien der Mathematik (1914/15). Im Winter-semester 1914/15 hat Hilbert eine Vorlesung über Probleme und Prinzipiender Mathematik angeboten, in der er die Diskussion der Paradoxien wiederaufgreift. Von dieser Vorlesung gibt es keine separate Ausarbeitung, aber hand-shriftlihe Notizen in Hilberts Nahlaÿ [Hil15℄. Diese, oft nur stihwortartigen,Aufzeihnungen zeigen unter anderem, wie Hilbert mit kurzen Hinweisen auffrühere Ausarbeitungen zurükgri�. So insbesondere in Bezug auf die Parado-xien, wo er shreibt �Kollegheft Logishe Prinipien 1905 S. 191-214.� Das istgenau das Kapitel über Paradoxa der Mengenlehre, das wir im vorhergehen-den Abshnitt besprohen haben30. Unmittelbar vor dieser Referenz auf dieVorlesung von 1905 führt Hilbert aber als erste Beispiele den Lügner und dieParadoxie von Berry ein:Zitat 24. [Hil15℄Ih will nur die logishen[�/matm.� nahträglih eingefügt℄ Pa-radoxien behandeln, die am fruhtbarsten sind[?℄ [unleserlihesWort℄ folgenden, typishen Beispielen:1. Dieser Satz, [�Diese Behauptung� oberhalb des Satzes einge-fügt℄ den ih eben aussprehe, ist unwahr.Lügende Kreter: Wenn er wahr ist, ist er unwahr und wenn erunwahr ist, ist er wahr.29Der Absatz �ndet sih vollständig in Borns Ausarbeitung [Hil05b℄.30Es shlieÿt auh den Abshnitt über den formalen Grund der Paradoxien mit ein, der auf Seite213 beginnt. Aber es ist natürlih niht auszushlieÿen, daÿ Hilbert den Absatz in dieser Vorlesungniht vorgetragen, sondern gerade bei der genaueren Vorbereitung in der Ausarbeitung von 1905gestrihen hat.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 212. 1.Die 2.klein 3.ste 4.gan 5.ze 6.Zahl, 7.die 8.niht 9.mit 10we11ni 12ger 13als 14.sehs 15und
16zwan 17zig 18Sil 19ben 20de21fi 22nirt 23wer 24den 25kann.� � � kann doh, wie die Auszählung zeigt mit 25 Silben aus-gedrükt werden.Das zweite Beispiel wurde mehrfah (allerdings ohne inhaltlihe Veränderun-gen) überarbeitet, bevor die Endfassung mit 25 Silben herauskam.Nah demVerweis auf das Kollegheft von 1905 gibt Hilbert eine ausführlihereDiskussion der Ursahen der Paradoxien. Dabei wird zuerst der Begri� desDe�nirtsein thematisiert, doh dann kommt Hilbert zum Ergebnis, daÿ dieAllquanti�kation das problematishe Konzept ist:Zitat 25. [Hil15℄31Wie kann ih mih retten? Stand des Wissens Stufentheorie PoinareS. 199 Rüssel.[si!℄ [Das Wort �unbefriedigend� ist mehrfah durh-gestrihen.℄ Emp�ndung, dass an der Stufentheorie etwas wahres ist;aber sie muss noh sehr vertieft werden. Und da ist es vor Allemnötig, zu sehen ob niht, wenn man den Begri� der Silbenzahl ver-bietet man alle Paradoxien abshneidet1. Das ist leider niht der Fall.Zermelo's Paradoxon S. 210.2 Standpunkt von Dedekind S. 11. FregeS. 213. Cantor bestes rein mathematishes Paradoxon S. 204�209.Das führt dann zu der Einsiht, dass es der Begri� alle3 ist, bei demwir shon stutzen müssen.1also Versuh durh Abshneiden der Philologie die Paradoxa zu beseitigen dies gelingtniht, wie Zermelos Paradoxon zeigt.2Nun könnte man sagen, die benutzten Begri�e seien philosophisher Natur �Dinge�,[3 unleserlihe Wörter℄ also Versuh durh Abshneiden der Philosophie die Paradoxezu beseitigen, gelingt auh niht, wie das math. Paradoxon zeigt.3Den Begri�e �alle� könnten wir aber niht ohne weiteres aufgeben, ohne Math. über-haupt abzushneiden.Später in der Vorlesung, nahdem die axiomatishe Methode besprohen wur-de, sagte Hilbert zusammenfassend: �aber [. . . ℄ sind wir in unserem Problem,der Aufklärung der Paradoxien näher gekommen? Wir sahen im Begri� ,alle`die Shwierigkeit.� [Hil15℄.31Die Seitenzahlen im Zitat beziehen sih o�ensihtlih auf die Ausarbeitung der Vorlesung von1905. Nur für den ersten Verweis auf die Seite 199 läÿt sih der Bezug niht eindeutig erken-nen (eventuell ist S. 203 gemeint, auf der sih die in Zitat 20 angegebene Randnotiz zu Poinarébe�ndet).



22 R. KAHLE3.3.Mengenlehre (1917). In seiner Vorlesung über Mengenlehre im Som-mersemester 1917 [Hil17℄ stellt Hilbert unter den folgenden Titeln die gleihenParadoxien wie in der Vorlesung von 1905 dar:(1) Das Rihardshe Paradoxon des endlihen Ausdruks oder endlihenDarstellbarkeit(2) Das Russel [si!℄-Zermeloshe Paradoxon(3) Eine rein mengentheoretish-mathematishe ParadoxieDie Darstellung der ersten Paradoxie folgt im Aufbau der Vorlesung von 1905,ist aber in Details spezi�sher. Zudem wird der erste Teil des Arguments (dievermeintlihe Abzählbarkeit der Irrationalzahlen) noh mit einem Verweis aufden Wohlordnungssatz vershärft.Zitat 26. [Hil17, S. 127f℄Wir hatten weiter oben bewiesen, dass die Irrationalzahlen nihtabzählbar sind. Nun können wir eine Irrationalzahl nur dann alsgegeben ansehen, wenn wir die Dualbruhentwiklung dieser Zahlkennen oder doh berehnen können. [. . . ℄, so muss uns zu jederIrrationalzahl ein Gesetz gegeben sein, aus welhem man dieseZi�ern berehnen kann. Eine Irrationalzahl ohne Gesetz ist un-denkbar; [. . . ℄ Ja noh mehr, man kann direkt zeigen, dass dieAnnahme, es gebe Irrationalzahlen, die niht durh ein Gesetzfestgelegt sind, auf einen Widerspruh führt. Dazu müssen wiruns nur das Kontinuum auf irgend eine Weise wohlgeordnet den-ken. Dann bilden die niht durh ein Gesetz de�nierbaren Irra-tionalzahlen eine wohlgeordnete Teilmenge desselben, die also einerstes Element hat. Hiermit haben wir aber diese Irrationalzahl� entgegen unserer Voraussetzung � durh ein Gesetz festge-legt.Auh hier können wir Hilbert heute niht mehr folgen, da die Forderung,Irrationalzahlen müssen berehenbar sein � auf Grund des Widerspruhs zurÜberabzählbarkeit � niht zu halten ist. Ebenso ist die heute klar erfaÿteNihtkonstruktivität des Wohlordnungssatzes Grund dafür, daÿ er niht zurBildung eines �Gesetzes� (im Sinne eines Algorithmus) herangezogen werdenkann. Aber auh hier muÿ man darauf hinweisen, daÿ sih das heutige Ver-ständnis dieser Nihtkonstruktivitität gerade aus den andernfalls auftretendenWidersprühen herausgebildet hat.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 23Im Anshluÿ wiederholt Hilbert den Widerspruh, der sih shon aus dervermeintlihen endlihen De�nierbarkeit jeder Irrationalzahl ergibt, und fügtan: �Hier haben wir es nun in der Tat mit einer noh niht völlig aufgeklär-ten mengentheoretishen Paradoxie zu tun� [Hil17, S. 129f℄. Bei der folgendenDiskussion werden die Rihardshe Paradoxie und der Lügner in etwas kürze-rer Fassung als 1905 präsentiert. Neu ist, daÿ die Poinaréshe Lösung disku-tiert wird, welhe die wehselnde Sinnhaftigkeit der De�nitionen anprangert,so daÿ �also eine eindeutige Festlegung der Irrationalzahlen durh die mensh-lihe Sprahe überhaupt niht möglih [ist℄� [Hil17, S. 131℄. Hilbert ist damitniht zufrieden, auh wenn er hier die Lösung niht der Widersprühlihkeitbezihtigt, wie in der Randnotiz zur Ausarbeitung von 1905 (siehe Zitat 20):Zitat 27. [Hil17, S. 131℄Mir sheint diese Erklärung niht vollkommen befriedigend. Manwird zwar sagen können, dass unsere Sprahe niht eindeutig ist,[. . . ℄. Aber die eigentlihe Quelle der Paradoxien muss doh in derungenügenden Shärfe und Klarheit der uns gewohnten Logik undihrer Begri�e liegen.Wir werden unten bei der Behandlung der Paradoxien in den Grundzügen dertheoretishen Logik sehen, wie die (mathematishe) Logik eine gewisse Shärfeund Klarheit bringen kann. Hier zielt Hilbert aber noh in eine anderer Rih-tung, wenn er fortfährt:Zitat 28. [Hil17, S. 131℄Eine vollkommen befriedigende Erklärung hat man meiner An-siht nah für das erwähnte Paradoxon erst dann gefunden, wennes gelingt, alle möglihen mathematishen De�nitionen und Ope-rationen in überblikbarer Weise zu ordnen. Hat man erst eineWohlordnung der mathematishen Gesetze, etwa nah ihrer Ein-fahheit � was das ist, muss man freilih noh de�nieren � sowird man auh zu einer wirklih ausführbaren Wohlordnung desKontinuums kommen.Dieses Zitat ist insofern interessant, als daraus hervorgeht, daÿ Hilbert 1917noh auf eine �wirklih ausführbare Wohlordnung des Kontinuums� ho�te, eineHo�nung, die sih � wie wir heute wissen � niht erfüllen läÿt.In der Analyse der Paradoxie ist Hilbert 1917 aber dennoh shon einenShritt weiter als 1914/15, wenn er die genetishe De�nition ins Spiel bringt:



24 R. KAHLEZitat 29. [Hil17, S. 131f℄Ueberhaupt muss der Begri� �Gesetz� noh viel shärfer heraus-gearbeitet werden. Vorerst krankt dieser Begri� an einem Uebel,an dem alle diese allgemeinen Begri�e noh kranken, nämlih anseiner genetishen De�nition. Man stellt zuerst Beispiele für Ge-setze auf und sagt dann �und so weiter.� Eine solhe genetisheDe�nition ist nur zulässig, wenn sie sih in eine rihtige umwan-deln lässt. Z.B. lässt sih die genetishe De�nition des Kreises:�ein Punkt bewegt sih so, dass er von einem festen Punkt im-mer denselben Abstand hat� ersetzen durh �den geometrishenOrt der Punkte gleihen Abstandes von einem festen Punkt.� DerBegri� des Gesetzes selbst muss eben näher untersuht und prä-zisiert werden im Sinne der axiomatishen Methode.Bevor Hilbert auf die genetishe De�nition genauer eingeht, diskutiert er erstnoh weitere Paradoxien. Zuerst, unmittelbar im Anshluÿ an das letzte Zitat,die Paradoxie von Berry:Zitat 30. [Hil17, S. 132℄Dann wird sih auh ein anderes Paradoxon aufklären lassen, dasvon diesem niht wesentlih vershieden ist.Mit 10 oder weniger Wörtern der deutshen Sprahe zu höh-stens 20 Buhstaben lassen sih siher nur endlih viele gan-zen[si!℄ Zahlen de�nieren. Also gibt es eine kleinste ganze nihtmit 10 Wörtern de�nierbare Zahl. Hiermit ist aber diese Zahlshon de�niert und zwar durh nur 8 Wörter.Anshlieÿend wird das �Russel-Zermeloshe Paradoxon� vorgestellt, und Hil-bert shlieÿt die Darstellung wie folgt: �Meiner Meinung nah wird die Aufklä-rung dieser Paradoxie wieder darin liegen, dass eine genetishe De�nition, d.h.eine unerlaubte Anwendung des Wortes 'alle' vorliegt in dem Begri� der Klasse'aller' Klassen.� [Hil17, S. 134℄. Zu seiner eigene Paradoxie leitet er nun übermit den Worten:Zitat 31. [Hil17, S. 134℄Man könnte zwar die Au�ösung der [Russell-Zermeloshen℄ Pa-radoxie auh darin vermuten, dass man sagt, die �Klasse allerKlassen� sei ein unmathematisher Begri�. Doh mit Unreht;denn es gibt



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 25�4. Eine rein mengentheoretish-mathematishe Paradoxie,die der eben erwähnten analog ist, in welher aber nur Begri�eund Operationen verwendet werden, mit denen man auh sonst inder Mathematik immer operiert und mit denen man sonst immernur vernünftige Resultate enthält.Die Präsentation seiner Paradoxie ist etwas knapper, aber inhaltlih gleih-wertig mit der von 1905.32 In der Analyse wird hier zuerst ausdrüklih auf dieNotwendigkeit eines Kriteriums für die Zulässigkeit von Mengende�nitionenhingewiesen, die über Cantors Untersheidung von konsistenten und inkonsi-stenten Mengen hinausgeht:Zitat 32. [Hil17, S. 135℄Bei der Bildung von M wurden lediglih zwei mathematisheProzesse benutzt, die man sonst als ebenso zulässig ansieht wieetwa die beiden Prozesse, durh die man die Zahlen der zweitenZahlklasse erzeugen kann. Das eine Mal sollen also zwei mathe-matishe Operationen erlaubt sein, weil sih kein Widerspruhergibt; das andere Mal aber sollen zwei solhe Prozesse unzuläs-sig sein, weil eine Paradoxie folgt, und nur der Erfolg soll ent-sheiden, was verboten ist und was niht. Das wäre genau derSteinershe Fehlshluss, wo derselbe Beweis einmal etwas Ver-nünftiges liefert und das andere Mal niht. Ein solher Stand-punkt ist natürlih unhaltbar. Wenn wir einen mathematishenBeweis erst am Resultate auf seine Zulässigkeit prüfen können,so brauhen wir überhaupt keinen Beweis. Hier haben wir alsoein tiefliegendes mathematishes und logishes Problem vor uns.Im folgenden verweist Hilbert dann auf die gleihen Gründe wie bei derRussell-Zermeloshen Paradoxie:Zitat 33. [Hil17, S. 135f℄Der Fehlshluss kann hier nur an der genetishen De�nition derMenge M liegen, als der Menge �aller� Mengen, die man durhwiederholte Addition und Selbstbelegung aus ℵ0 und a erhält.Dieser Standpunkt, der Worte wie �alle� �jeder� oder �und so wei-ter� verpönt, ist ganz neu und ungewöhnlih. Früher galt es, als32In der Ausarbeitung wurden (wohl bei einer späteren Gelegenheit) handshriftlih die Selbst-belegungen durh die Teilmengen ersetzt.



26 R. KAHLEHöhepunkt der Strenge, wenn man sagte: Ein Begri� ist de�niert,wenn man von � jedem� Ding sagen kann, ob es darunter fällt oderniht. Wir müssen diesen Standpunkt daher jetzt aufs shärfstezurükweisen [. . . ℄.Direkt an die Paradoxien shlieÿt Hilbert einen Absatz Ueber die genetisheDe�nition an. Er beginnt mit der folgenden Festsetzung:Zitat 34. [Hil17, S. 136℄Mengen, die nur durh eine genetishe De�nition erklärt werdenkönnen, heissen inkonsistente Mengen und sind unzulässig.In diesem Zitat muÿ man das Wörthen �nur� betonen. Hilbert läÿt geneti-she De�nitionen ausdrüklih zu, wenn die damit gebildeten Mengen auh aufanderem Wege erklärt werden können. Aber Hilbert ist sih der Problematikder Einshränkung, die er hier vornimmt, vollauf bewuÿt:Zitat 35. [Hil17, S. 137℄Wenn wir nun die Mathematik daraufhin durhmustern, wo gene-tishe De�nitionen vorkommen, so werden wir doh stutzig; denn�und so weiter� ist die beliebteste Redensart der Mathematiker.Wir werden hier niht weiter das Verbot rein genetisher De�nitionen er-örtern. Es sheint auh, daÿ Hilbert es 1920 bereits wieder aufgegeben hat(siehe die Diskussion zu genetishen und axiomatishen De�nitionen unten).Sieg weist aber in seiner Darstellung dieses Abshnittes in [Sie99, A4℄ daraufhin, daÿ die genetishen De�nitionen sämtlihe imprädikativen De�nitionen ein-shlieÿen (d.h. diejenigen, bei der eine Allquanti�kation verwendet wird, derenBereih die zu de�nierende Menge bereits mit einshlieÿt). Hilbert bezieht sihniht explizit auf den Begri� der Imprädikativität (der ihm durh Poinaré aberbereits bekannt sein muÿte), und die De�nition von genetisher De�nition, dienur auf die Wörter �alle�, � jede� und �und so weiter� rekurriert, ist siherlihallgemeiner. Wenn man sih auf die imprädikativen De�nitionen beshränkt,könnte man Hilbert hier in die Nähe von Poinaré und dessen Forderung naheiner rein prädikativ aufgebauten Mathematik rüken. Hilbert drükt sih indiesem Absatz aber zu knapp aus, als daÿ sih eine solhe Position tatsäh-lih belegen lieÿe. Interessant ist, daÿ seine (implizite) Forderung, die durhgenetishe De�nitionen gegebenen Mengen immer auh noh durh andere De-�nitionsweisen zu rehtfertigen, heute (z.B. für imprädikative De�nitionen) Teil



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 27der reduktiven Beweistheorie ist, die sih aus dem ursprünglihen HilbertshenProgramm heraus gebildet hat (siehe z.B. [Fef00℄).3.4.Probleme der mathematishen Logik (1920). Die Vorlesung von 1920(ausgearbeitet von M. Shön�nkel33 und P. Bernays, [Hil20℄) ist die letzte dieeine Diskussion der mengentheoretishen Paradoxien bietet. In ihr behandeltHilbert in �1 [d℄ie Rihardshe Paradoxie. Daran shlieÿt sih �2 an: Uebergangvom Cantorshen Diagonalverfahren zum Russellshen Paradoxon; mathema-tishe Vershärfung der Paradoxie. Shlieÿlih, und neu im Vergleih zu denvorhergehenden Vorlesungen folgt: �3 Das Paradoxon von Burali-Forti in Zer-melosher Fassung.Die Darstellung der Rihardshen Paradoxie ist gegenüber 1917 weiter ver-kürzt worden, wobei auh der Absatz zur Wohlordnung des Kontinuums wiederweggelassen wurde. Am Ende wird Berrys Paradoxon in einer neuen Variantepräsentiert:Zitat 36. [Hil20, S. 5℄Zu dieser Form der Paradoxie kommen wir durh die Betrahtungdes folgenden Shriftsatzes:�Die Anzahl der Shriftsätze, die weniger als fünfhundert Zei-hen enthalten, ist kleiner als sieben und zwanzig hoh fünfhun-dert. Es muss daher unter den Zahlen von Eins bis sieben undzwanzig hoh fünfhundert solhe geben, die sih niht durh einenShriftsatz von weniger als fünfhundert Zeihen de�nieren lassen.Man nehme nun die kleinste unter diesen Zahlen.�In der Analyse stellt Hilbert das Paradoxon als ein Problem der Sprahe dar,das aber mit Hilfe der mathematishen Logik beseitigt werden kann:Zitat 37. [Hil20, S. 5f℄Diese Paradoxie ist sehr verblü�end. Es lassen sih aber dagegengewisse Einwände erheben. Die Paradoxie kommt nämlih nurdann zustande, wenn wir annehmen, dass von jedem Shriftsatzeindeutig feststellbar ist, ob er eine Zahl de�niert oder niht.Diese Voraussetzung ist aber keineswegs unanfehtbar. Denn zueiner sprahlihen Mitteilung gehören niht bloss die Shriftsätze,sondern diese sind bloss die Anregung zu einem psyhologishen33Auf der Titelseite ist fälshlih �N. Shön�nkel� angegeben.



28 R. KAHLEProzess. Wie dieser sih abspielt, hängt von der Situation und derVorgeshihte ab (Kenntnis der deutshen Sprahe, mathemati-she Kenntnisse, Fähigkeit der Au�assung abstrakter Sätze). Inder Praxis ergänzt man die Unbestimmtheiten durh konkreteHinweise, Betonung, Gestikulation, Zeihnungen, Modelle.Es liegt also in der sprahlihen Mitteilung eine wesentliheUnbestimmtheit vor.Diese müsste erst beseitigt werden, damit die Paradoxie einestrenge Fassung erhält. Die Verfolgung dieses Unternehmens wür-de uns weit hinein in das Gebiet der mathematishen Logik füh-ren. Hier aber wollen wir zunähst dem Einwande von der Un-bestimmtheit der sprahlihen Mitteilung dadurh ausweihen,dass wir die aus dem Cantorshen Diagonalverfahren entsprin-gende Paradoxie in eine Fassung bringen, bei welher von demBegri�e des Shriftsatzes kein Gebrauh gemaht wird.Wie die Beseitigung der �wesentlihen Unbestimmtheit� vonstatten gehenkann, ist im Buh Grundzüge der theoretishen Logik dargestellt, das wir imnähsten Abshnitt kurz betrahten werden. In der Vorlesung von 1920 weihtHilbert dieser Problematik dadurh aus, daÿ er sih den anderen Paradoxi-en zuwendet. Dabei wird die Russell-Zermeloshe Paradoxie diesmal mit einerausführliheren Herleitung aus dem �Cantorshen Satz� eingeführt.Mit einer analogen Überleitung wie 1917 fährt Hilbert dann mit �seiner� Para-doxie unter Benutzung von Teilmengen statt Selbstbelegungen fort. Interessantist nun die abshlieÿende Analyse der Paradoxie. Sie gibt uns auh eine guteZusammenfassung im Hinblik auf den Begri� der De�nition. Danah kann manden Begri� der genetishen De�nition durhaus mit dem modernen Begri� derinduktiven De�nition in Verbindung setzen (siehe z.B. [Mos74℄).Zitat 38. [Hil20, S. 11f℄Diese Paradoxie ist sehr lehrreih in dem Sinne, dass sie uns intre�iher Weise zeigt, wie man beim Umgehen mit den bisherals ganz streng in der Mathematik geltenden Ueberlegungen undBegri�en vorsihtig sein muss, besonders da, wo Ausdrüke wie�alle�, �und so weiter�, gebrauht werden. Allenfalls ist die zuletztvorgeführte Paradoxie niht stihhaltig. Wir können da folgendenEinwand mahen:



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 29Es spielen in der Mathematik und Logik zwei Arten von De-�nitionen eine Rolle: nämlih: die genetishe [eingefügt: besser:konstruktive℄, durh Erzeugung, und die axiomatishe [eingefügt:besser �existentiale�℄, bei der man einen Gegenstand durh seineEigenshaften harakterisiert. Man könnte sagen, dass hier diebeiden De�nitionsarten in unzulässiger Weise miteinander ver-misht sind. Nämlih, wenn wir die Mengen genetish [eingefügt:konstruktiv℄ de�nieren, dann briht unser Verfahren nie ab; eswerden immer neue Mengen gesha�en, ih gelange aber niemalszur Gesamtheit aller durh das Verfahren erzeugten Mengen. Al-lerdings ist diese Gesamtheit eine wohlde�nierte Menge � (manbetrahte eine Menge als wohlde�niert, wenn von jedem Dingebestimmt ist [korrigiert statt: �man . . . entsheiden kann�℄, ob eszur Menge gehört oder niht); aber sie kommt niht selbst durhden Erzeugungsprozess zustande.Andererseits, wenn wir die axiomatishe [eingefügt: existentia-le℄ Methode in reiner Form anwenden, dann können wir zwar eineMenge von Mengen de�nieren, welhe erstens die Menge aller gan-zen Zahlen als Element enthält, worin ferner zugleih mit jederMenge auh die Menge ihrer Teilmengen als Element vorkommtund wo die Vereinigungsmenge von zugehörigen Menge wieder einElement der Menge bildet. Aber die so bestimmte Menge brauhtdann niht selbst ein Element der Menge zu sein.Also: bei dem genetishen Verfahren [eingefügt: (auf dem kon-struktiven Standpunkt)℄ gelangen wir überhaupt niht zu der Ge-samtheit aller (durh die beiden genannten Prozesse) erzeugbarenMengen, bei dem axiomatishen Verfahren [eingefügt: (existen-tialer Standpunkt)℄ lässt sih niht beweisen, dass sie selbst mitunter ihren Elementen auftritt.Wenn wir mit dieser Untersheidung von genetishen und axiomatishen De-�nitionen unsere Rekonstruktion der Hilbertshen Paradoxie in Abshnitt 2betrahten, so läÿt sih sagen, daÿ die De�nition 1 eine genetishe De�niti-on darstellt, während die De�nition 2.1 eine axiomatishe ist, und niht shondurh wiederholte Anwendung der Operationen von De�nition 1 gewonnen wer-den kann. Aus heutiger Siht wird man siher diese axiomatishe De�nition inZweifel ziehen; für Hilbert war aber gerade die axiomatishe De�nition dieunshuldige, da sie auf der Basis des naiven Mengenbegri�s gerehtfertigt ist



30 R. KAHLE(�man betrahte eine Menge als wohlde�niert, wenn von jedem Dinge bestimmtist, ob es zur Menge gehört oder niht�).Hilbert gibt keine weitere Erläuterungen zu möglihen unzulässigen Vermi-shungen der beiden De�nitionsweisen, sondern fährt mit einer Vershärfungfort, die sih niht mehr mit der Vermishung erklären läÿt.Zitat 39. [Hil20, S. 12℄Nun lässt sih aber die Idee dieser Paradoxie so vershärfen, dassman keinen Einwand mehr erheben kann. Wir kommen damit zuder Paradoxie von BURALI-FORTI, deren Ursprung noh aufCANTOR zurükgeht, und welhe durh ZERMELO ihre vollePräzisierung erfahren hat.Bei der Darstellung der Paradoxie legt Hilbert die folgenden Mengen undMengenbildungsoperationen zugrunde: Die leere Menge (�Nullmenge�, bezeih-net mit m0), beliebige Einermengen, die Vereinigung zweier Mengen und shlieÿ-lih die Vereinigung einer Menge von Mengen:Zitat 40. [Hil20, S. 12℄4) Ist M eine Menge von Mengen, so bedeute S(M) die zugehö-rige Vereinigungsmenge, d.h. die Summe der zu M gehörigenMengen oder, anders ausgedrükt: S(M) ist die Menge derElemente von den Elementen von M.Die hier gegebene De�nition der (groÿen) Vereinigungsmenge untersheidetsih von Hilberts Additionsprinzip gerade dadurh, daÿ man die Menge nur aufder Grundlage einer bereits gegebenen Menge von Mengen bilden kann. DieseFormulierung ist mit hoher Wahrsheinlihkeit auf Zermelo zurükzuführen.Wir werden aber sehen, daÿ diese �Vorsihtsmaÿnahme� für Hilberts weitereArgumentation niht von Belang ist.Zuerst wird aber basierend auf dieser Mengende�nition der Begri� der Ordi-nalzahl eingeführt.Zitat 41. [Hil20, S. 12f℄34De�nition: Eine Menge M von Mengen solle eine Ordnungszahlheissen, wenn sie folgende drei Bedingungen erfüllt:1. m0 ist Element von M.34Diese De�nition ist (später) handshriftlih umgearbeitet worden; diese Änderungen sind aberfür das folgende Argument niht von Bedeutung.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 312. Ist eine Menge A Element von M, so ist die Menge A + (A),welhe aus A durh Hinzufügung von A selbst als Element ent-steht ([...℄), entweder identish mit M oder Element von M.3. Ist T eine (ehte oder unehte) Teilmenge von M, so ist S(T)entweder identish mit M oder Element von M.Anshlieÿend diskutiert Hilbert einige Eigenshaften der Ordinalzahlen, ins-besondere �3)) Eine Ordnungszahl enthält sih selbst nie als Element.�, aberauh den Satz, �dass die Menge M aller Strümpfe weder eine Ordnungszahlnoh auh Element einer Ordnungszahl sein kann� [Hil20, S. 14℄.Die Paradoxie kommt nun wie folgt zustande:Zitat 42. [Hil20, S. 15f℄Es sei nämlih W die Menge, die aus allen Ordnungszahlen undnoh aus m0 besteht. Dann gilt der Satz: �Die Menge W ist eineOrdnungszahl.�Denn:1. m0 ist Element von W.2. Ist A ein Element von W, so ist es auh A + (A). [. . . ℄3. Ist T eine Teilmenge von W, so ist S(T) Element von W.[. . . ℄ Die Bedingungen 1., 2., 3. sind also für W erfüllt. Demnahist W eine Ordnungszahl und folglih auh Element von W, ge-mäss der De�nition von W. Dies widerspriht aber dem Satz 3)),nah welhem eine Ordnungszahl sih niht selbst als Elemententhalten kann.Im Gegensatz zu seiner eigenen Paradoxie hilft hier nah Hilbert auh dieUntersheidung von genetisher und axiomatisher De�nition niht weiter:Zitat 43. [Hil20, S. 16℄Gegen diese Paradoxie gilt keiner der früheren Einwände; sie istvom Standpunkte der traditionellen Logik völlig stihhaltig.So sind wir von ganz harmlosen Anfängen ausgehend durh eineKette von Paradoxien, die sih auf natürlihem Wege, gleihsamorganish aus einander entwikelten, shliesslih zu diesem letztenParadoxon gelangt, welhes wir als den Gipfelpunkt mathemati-sher Paradoxien bezeihnen können.Warum gilt gegen diese Paradoxie keiner der früheren Einwände? Die Men-genbildungsoperationen sheinen denen der Hilbertshen Paradoxie gleihwertig



32 R. KAHLEzu sein. Zwar wird hier die Vereinigungsmenge �korrekt� nur über eine bereitsde�nierte Menge genommen. Dennoh bildet Hilbert anshlieÿend �einfah� dieMenge aller Ordinalzahlen. Insofern ist sie eventuell sogar noh �shlehter� ge-bildet als die �Menge aller Mengen� U in der Hilbertshen Paradoxie, zu derenBildung ja das Additionsprinzip herangezogen wurde.Mit einer solhen Analyse verfehlt man aber Hilberts Punkt in der Argumen-tation. Bei der Diskussion seiner eigenen Paradoxie kommt er zu dem Ergebnis,daÿ sih bei einer axiomatishen De�nition der Gesamtheit aller erzeugbarenMengen niht beweisen läÿt, daÿ diese selbst unter ihren Elementen auftritt(siehe Zitat 38). Auh bei der Burali-Forti-Paradoxie ist die Menge aller Ordi-nalzahlen durh eine axiomatishe De�nition gegeben. In diesem Fall läÿt sihjedoh, unabhängig von der De�nitionsweise, allein auf Grund der Eigenshaf-ten einer Ordinalzahl beweisen, daÿ sie ein Element ihrer selbst sein muÿ. Damitist aber auh gezeigt, daÿ die vorgeshlagene Untersheidung von genetishenund axiomatishen De�nitionen niht alle Paradoxien lösen kann.In der Vorlesung folgt auf die Darstellung der Paradoxien der zweite Teil, DieRevision der Grundlagen der Arithmetik, in dem möglihe Lösungen des Para-doxienproblems diskutiert werden. Die Notwendigkeit einer Lösung illustriertHilbert mit drastishen Worten:Zitat 44. [Hil20, S. 16℄Wo Widersprühe vorhanden sind, da ist etwas falsh, und es be-darf einer Korrektur. Ein Widerspruh ist wie ein Bazillus, deralles vergiftet, wie ein Funke im Pulverfass, der alles vernihtet.Insbesondere in der Mathematik, der wir doh die alte gerühmteabsolute Siherheit erhalten wollen, müssen Widersprühe ausge-shlossen werden. Es sind also Vorsihtsmassregeln bei Begri�s-bildungen und Shlüssen nötig.Die möglihen �Vorsihtsmassregeln� werden in den vier Abshnitten unterden folgenden Titeln vorgestellt:�4. Die Methode der extremen Verbote von Kroneker und Poinaré�5. Zermelos axiomatishe Begründung der Mengenlehre und Analysis�6. Der Versuh einer Zurükführung der Mathematik auf die Logik; Stel-lungnahme von Russell und Weyl�7. Die Hilbertshen Gedanken zum Beweis der Widerspruhsfreiheit derZahlentheorie



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 33Es ist o�ensihtlih, daÿ Hilbert hierbei der letzten �Vorsihtsmassregel� denVorzug gibt. Sie beinhaltet das sogenannten Hilbertshe Programm, mit demdieWiderspruhsfreiheit von Axiomensystems formal nahgewiesen werden soll-te. Allerdings zeigte sih mit der Entdekung der Unvollständigkeitssätze 1931durh Kurt Gödel (1906�1978) [Göd31℄, daÿ es in seiner ursprünglihen Fassungniht durhführbar ist. Einer genauere Analyse des Hilbertshen Programmsmüssen wir uns hier enthalten, da es weit über die Fragen der Paradoxienhinaus geht; zur geshihtlihen Entstehung des Programms sei aber auf Sieg[Sie99, Sie00℄ verwiesen.3.5.Grundzüge der theoretishen Logik (mit Wilhelm Akermann,1928). Als letzte Quelle zu den Paradoxien wollen wir noh das Buh Grund-züge der theoretishen Logik [HA28℄ heranziehen, das Hilbert 1928 zusammenmit Wilhelm Akermann herausgegeben hat. Im Vorwort shreibt Hilbert, daÿes aus den Vorlesungen
• Prinzipien der Mathematik, Wintersemester 1917/18
• Logikkalkül, Wintersemester 1920
• Grundlagen der Mathematik, Wintersemester 1921/22hervorgegangen ist. Bei diesen Vorlesungen sei er von Bernays unterstütztund beraten worden, und dieser habe auh die Ausarbeitungen vorgenommen.Akermann habe darauf aufbauend �die vorliegende Gliederung und de�nitiveDarstellung des Gesamtsto�es durhgeführt�.Die Bedeutung dieses Buhes in der Geshihte der mathematishen Logikkann niht übershätzt werden. Es wurde zwar durh die Gödelshen Ergeb-nisse (Vollständigkeit und Unvollständigkeit) überholt, doh es muÿ mit allemNahdruk betont werden, daÿ Gödel gerade auf dem Buh von Hilbert undAkermann aufbaute.35Im Hinblik auf die Paradoxien ist es insofern interessant als es einen Ab-shnitt, Viertes Kapitel, �4, Die logishen Paradoxien enthält. In diesem wer-den die Russell-Zermeloshe Paradoxie, der Lügner und die Paradoxie von Berrydargestellt.35Für eine umfassendere Würdigung des Buhes, die auh die Rolle von Bernays betont, sei auf[Sie99℄ verwiesen.



34 R. KAHLEDa das Buh den Funktionenkalkül (Prädikatenlogik) behandelt, niht aberdie Mengenlehre, ist es verständlih, daÿ die anderen mengentheoretishen Pa-radoxien (vor allem Hilberts eigene und die von Burali-Forti) hier niht genanntsind.36Dafür sind der Lügner und Berrys Paradoxie37 im �erweiterten Funktionen-kalkül� (Prädikatenlogik höherer Stufe) formalisiert, und es sind Herleitungenfür die sih dabei ergebenden Widersprühe detailliert ausgeführt. Als Auswegwählen Hilbert und Akermann Russells �Stufenkalkül� (Typentheorie) mit Ein-shluÿ des Axioms der Reduzierbarkeit.Zitat 45. [HA28, S. 107℄Man könnte nun meinen, daÿ infolge der Annahme des Axiomsder Reduzierbarkeit die eben erst vermiedenen Widersprühe sihwieder einstellen. Daÿ dies aber niht der Fall ist, läÿt sih an denbehandelten Paradoxien leiht erkennen.Hilbert und Akermann führen dies im Buh noh genauer aus. Für unsist hier nur wihtig, daÿ die Paradoxien � und dabei insbesondere die vonBerry � unzweifelhaft eine zentrale Rolle bei der Idee der Formalisierung derMathematik gespielt haben. Sie erlaubten zugleih einen ersten Test im Hinblikauf die Tauglihkeit eines Kalküls, ein Test, der für den �naiven� erweitertenFunktionenkalkül negativ aus�el.4.Hilberts UmfeldDie bisher gegebene Diskussion der Hilbertshen Darstellung der Paradoxi-en wäre unvollständig, wenn wir niht das Umfeld, in dem Hilbert gearbeitethat, mit einbeziehen würden. Shon der erste Brief von Cantor (siehe Zitat 1)zeigt, daÿ der Ausgangspunkt eine persönlihe Diskussion mit Cantor gewe-sen ist. O�ensihtlih ist es niht möglih, die Ein�üsse persönliher Gespräheheute noh im Detail nahzuzeihnen. Daÿ aber Hilbert niht isoliert über dieParadoxien nahdahte, ist vielfah belegt. Die Briefe Cantors wurden o�en-sihtlih in Göttingen mit Kollegen diskutiert. So shreibt Shoen�ies in Zur36Auh die Russell-Zermeloshe Paradoxie wird für Prädikate behandelt (unter Benutzung desPrädikatenprädikats �P ist niht prädikabel�). Es wird aber darauf hingewiesen, daÿ sie im Kernmit der üblihen mengentheoretishen Form identish ist [HA28, S. 93f℄.37Diesmal in der Fassung der kleinsten im 20. Jahrhundert von den auf Erden lebenden Menshenniht bezeihneten Zahl. Dies ist mittlerweile die fünfte Variante, wenn man die Randnotiz in derAusarbeitung von 1905 mitzählt.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 35Erinnerung an Georg Cantor : �Ih selbst erfuhr von ihr [der Methode zur Men-genvergleihung℄ durh einen Brief Cantors; er wirkt auf uns in Göttingen wieeine O�enbarung und wanderte von Hand zu Hand.� ([Sh22, S. 102℄; zitiert in[Can91, S. 403℄38).Von 1897 bis 1910 war Ernst ZermeloMitarbeiter Hilberts in Göttingen. SeineBedeutung für die Mengenlehre, die in seinem Wohlordnungsbeweis und in derAufstellung der Axiome ihre Höhepunkte �ndet, ist bekannt. Im Hinblik aufdie Paradoxien ist seine unabhängige Entdekung der �Russellshen Paradoxie�bereits erwähnt worden. In einem Brief an Heinrih Sholz (1884�1957) shreibter explizit zu den Paradoxien: �Über die mengentheoretishen Antinomien wur-de um 1900 herum im Hilbert'shen Kreise viel diskutiert, [. . . ℄� (Zermelo anSholz, Freiburg i.Br., 10. April 1936; zitiert in [PK02, Fuÿnote 7℄). In dieserZeit waren Grundlagenthemen in Göttingen �auf der Tagesordnung� wie z.B. dieThemen des Mathematishen Kolloquiums zeigen.39 Felix Bernstein, der 1901die Arbeit Untersuhungen aus der Mengenlehre vorlegt, ist der erste in derlangen Liste von Doktoranden Hilberts, der mit einem (niht-geometrishen)Grundlagenthema promoviert.40Parallel zu der mathematishen Diskussion wurden die Paradoxien in Göt-tingen auh von einem philosophishen Zirkel um Leonard Nelson (1882�1927)zu Beginn des 20. Jahrhunderts erörtert.41 Ein Ergebnis davon war die Ver-ö�entlihung von Nelson mit Kurt Grelling (1886�1943) Bemerkungen zu denParadoxien von Russell und Burali-Forti von 1908, die die Grelling-Paradoxie42enthält. Grelling promovierte 1910 bei Hilbert mit der Arbeit Die Axiome derArithmetik mit besonderer Berüksihtigung der Beziehungen zur Mengenlehre.Damit ist natürlih anzunehmen, daÿ diese Paradoxie Hilbert niht entgangensein kann, es �ndet sih dennoh in seinen Vorlesungen kein Hinweis darauf.4338Meshkowski und Nielson mahen plausibel, daÿ der genannte Brief ein Brief von 28.6.1899 (anShön�ies über Hilbert) ist, von dem sih eine Abshrift im Hilbert-Nahlaÿ �ndet.39siehe Jahresberiht der Deutshen Mathematiker-Vereinigung 11 (1901)�14 (1905), ausführlihdargelegt in [Pe04, Abs. 3.1℄.40Die vollständige Liste der Doktoranden Hilberts ist am Ende seiner Gesammelten Abhandlun-gen abgedrukt [Hil35, S. 431�433℄.41Ausführlihe Darstellungen dazu �nden sih in [Pe90℄ und [Pe04, Abs. 3.2℄.42Wenn ein Wort die Eigenshaft besitzt, die es aussagt, heiÿe es autologish (Beispiel: �kurz�);wenn niht, heiÿe es heterologish (Beispiel: �lang�). Ist heterologish selbst heterologish oderautologish?43Dagegen hat Hermann Weyl sie in seiner Habilitationsshrift Das Kontinuum von 1918 als �einebekannte, im wesentlihen von Russell herrührende �Paradoxie�� erwähnt, die er aber umgehendezurükweist: �in Wahrheit aber handelt es sih um Sholastik shlimmster Sorte: die geringste



36 R. KAHLENelson hatte auh engen Kontakt zu Gerhard Hessenberg (1873�1925) in Ber-lin, der eine der ersten zusammenhängenden Darstellungen der Mengenlehreverfaÿte [Hes06℄. Hilbert zitiert dieses Werk in der (3 Werke umfassenden) Li-teraturliste zur Mengenlehre-Vorlesung von 1917 mit der Bemerkung: �Eineeinfahe, mehr populäre Darstellung�, [Hil17, S. 2℄.Wie wir bereits erwähnt haben, hat Hilbert 1904 auf dem InternationalenMathematiker-Kongreÿ eine erste Skizze des späteren Hilbertshen Programmsgegeben. Nah Blumenthal folgte darauf aber erst einmal ein Stillstand in derEntwiklung:Zitat 46. ([Blu35, S. 422℄ im Anshluÿ an das Zitat in Fuÿnote 11)Lange Zeit ruhte Hilberts Beshäftigung mit diesen Fragen, wenner sie auh mehrfah in Vorlesungen über Prinzipien der Mathe-matik berührt hat. Dagegen verfolgte er mit lebhaftestem Inter-esse E. Zermelos mengentheoretishe Gedanken, sein Auswahl-postulat und seine Axiomatik der Mengenlehre. Auf der anderenSeite mahte er sih mit dem Logikkalkül in seinen vershiede-nen Formen bekannt, denn er hatte sogleih nah 1904 bemerkt,daÿ ohne eine übersihtlihe und vollständige Formalisierung derlogishen Shluÿweisen auf dem von ihm erstrebten Wege nihtvorwärts zu kommen war.Blumenthal ergänzt diese Darstellung noh mit einem persönlihen Erlebnis:Zitat 47. [Blu35, S. 422℄Auf seine [Hilberts℄ eigene Stellung zu den Ansätzen von 1904wirft vielleiht das folgende Erlebnis einiges Liht: In den letztenVorkriegsjahren kam ih auf einem Spaziergang mit ihm und FrauHilbert auf den Heidelberger Vortrag zu sprehen und äuÿertemit der shönen O�enheit des Sah-Unkundigen als eine Selbst-verständlihkeit die Ansiht, dabei sei doh wohl nihts herausge-kommen. Darauf shwieg Hilbert ganz still, während Frau Hilbertan der Form meiner Äuÿerung o�enbar Anstoÿ genommen hatteund sie lahend zurükwies.Zum Zeitpunkt der Fortsetzung der Hilbertshen Arbeiten zu den Grundla-gen shreibt er im folgenden: �1917 � nah Abshluÿ der Untersuhungen zurBesinnung zeigt, daÿ sih mit der Frage, ob heterologish` selbst auto- oder heterologish sei,shlehterdings kein Sinn verbinden läÿt.�[Wey18, S. 2℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 37Relativitätstheorie � kam Hilbert mit groÿer Energie auf seine alten Gedankenzurük und brahte sie jetzt rash zur Entfaltung, wobei ihm P. Bernays alsunermüdliher Kritiker und Mitarbeiter zur Seite stand� [Blu35, S. 422f℄. Ber-nays bestätigt diese Darstellung in dem zur gleihen Zeit geshriebenen Artikelzu Hilberts Untersuhungen über die Grundlagen der Arithmetik :Zitat 48. [Ber35, S. 200℄In diesem vorläu�gen Stadium [in dem sie sih 1904 befanden℄ hatHilbert seine Untersuhungen über die Grundlagen der Arithmetikfür lange Zeit unterbrohen1. Ihre Wiederaufnahme �nden wir ange-kündigt in dem 1917 gehaltenen Vortrag2 �Axiomatishes Denken�.1[...℄2Auf der Naturforsherversammlung in Zürih, verö�entliht in [[Hil18℄℄.Dieser Vortrag bot Hilbert auh die Gelegenheit, Bernays wieder nah Göt-tingen zurükzuholen.44Andere Quellen legen allerdings nahe, daÿ sih Hilbert bereits 1914 wiederverstärkt den Grundlagen zuwandte.45 In einem Brief an Hugo Dingler (1881-1954) vom 26.12.1914 nennt Hilbert Paul Hertz (1881�1940), Bernstein undGrelling als seine engsten Mitarbeiter bei den Grundlagenuntersuhungen (sie-he [Man99, Endnote 4℄). Aber vor allem muÿ man Heinrih Behmann (1891�1970) berüksihtigen, der 1918/22 bei Hilbert mit der Arbeit Die Antinomieder trans�niten Zahl und ihre Au�ösung durh die Theorie von Russell undWhitehead promovierte.46 Behmanns Rolle ist von Manosu in [Man99℄ aus-führlih geshildert worden. In dieser Arbeit �ndet sih auh ein kurzer Hinweis44�Im Herbst 1917 wurde ih von Hilbert anlässlih seines in Zürih gehaltenen Vortrages Axio-matishes Denken aufgefordert, an seinen wieder aufgenommenen Untersuhungen über die Grund-lagen der Arithmetik als sein Assistent mitzuwirken.� (Bernays in einer biographishen Note, zitiertnah [Sie99, S. 11℄).45Es gibt allerdings ein Zeugnis, das belegt, daÿ dieses Interesse niht bis zu allen Studentendurhgedrungen sein kann. In einem in Russells Autobiographie abgedrukten Brief von NorbertWiener an ihn shreibt dieser: �Symbolishe Logik steht in Göttingen in geringem Ansehen. Wiegewöhnlih wollen die Mathematiker nihts mit etwas so Philosophishem wie der Logik zu tunhaben, während die Philosophen nihts mit etwas so Mathematishem wie den Symbolen zu tunhaben wollen.� (Wiener an Russell, Göttingen, [Juni oder Juli 1914℄, zitiert nah [Rus78, S. 48℄).Wiener shreibt übrigens vorher �Ih höre [. . . ℄ eine Vorlesung über Di�erentialgleihungen beiHilbert (ih weiÿ, das hat ziemlih wenig mit Philosophie zu tun, aber ih wollte Hilbert hören)[. . . ℄�.461918 fand die mündlihe Prüfung statt; auf Grund der (Nah-)Kriegseinwirkungen ershien dieArbeit aber erst 1922.



38 R. KAHLEauf eine Beshäftigung Hilberts (dem Kontext nah: unmittelbar) vor dem er-sten Weltkrieg, der in Einklang mit den Ausführungen Blumenthals in Zitat 46steht, wonah sih Hilbert mit dem Logikkalkül bekanntmahte: �So weit ihmih erinnere, habe ih das Verfahren der Normalform [. . . ℄ durh Hilbert, dersih ja vor dem Kriege selbständig mit dem Problem der symbolishen Darstel-lung der Logik, und zwar insbesondere der Aussagenlogik, beshäftigte, kennengelernt.� (Behmann an Sholz, 29.12.1927, Behmann Arhive, Erlangen, zitiertnah [Man99, Endnote 3℄).Zudem listet Manosu die grundlagentheoretishen Vorträge der Mathemati-shen Gesellshaft in Göttingen von 1914 bis 1921 auf [Man99, S. 304f℄, wie siein den Jahresberihten der Deutshen Mathematiker-Vereinigung verö�entlihtwurden (wobei er auh bemerkt, daÿ zwishen 1910 und 1913 keine derartigenVorträge aufgeführt sind). Danah hat Behmann am 1.12.1914 Über mathema-tishe Logik vorgetragen: �Der Vortrag bringt einige neue Gedanken aus denin den `Prinipia mathematia` von Russell und Whitehead niedergelegten lo-gishen Untersuhungen� (zitiert nah [Man99, S. 306℄). Das Manuskript zudiesem Vortrag ist im Behmann-Nahlaÿ in Erlangen erhalten und ausführ-lih in [Man99, �3℄ besprohen. Am 18.12.1914 hielten Bernstein und Grellingeinen Nahfolgevortrag mit �Ergänzungen und genauere[n℄ Ausführungen zumReferat vom 1. Dezember�. Im Hinblik auf Hilberts Vorlesungen passen dieseVorträge inhaltlih und zeitlih genau zu der Notiz zur Stufentheorie in derVorlesung von 1914/15, die er von �unbefriedigend� abänderte zu: �Emp�n-dung, dass an der Stufentheorie etwas wahres ist; aber sie muss noh sehr ver-tieft werden� (siehe Zitat 25). Auh wenn sih später keine expliziten Hinweiseauf Behmanns Arbeiten bei Hilbert �nden, haben die Prinipia Mathemati-a [WR13℄ groÿen Ein�uÿ auf Hilbert ausgeübt.47 So baut zum Beispiel dasBuh Grundzüge der theoretishen Logik auf Russells Typentheorie und nihtetwa auf der von Zermelo axiomatisierten Mengenlehre auf.48 Hilbert hat auh1916 an Russell geshrieben, �daÿ wir gerade vor Ausbruh des Krieges dieAbsiht hatten, Sie [. . . ℄ nah Göttingen einzuladen, damit Sie uns persönlihüber Ihre Lösung des Paradoxienproblem[s℄ einen Zyklus von Vorträgen hal-ten könnten.� (Hilbert an Russell, 12.4.1916, zitiert nah [Sie99, S. 37f℄) TrotzHilberts Ho�nung, daÿ �die Ausführung dieses Plans durh den Krieg nihtaufgehoben, sondern nur aufgeshoben worden ist� kam der Besuh niht mehr47Dagegen konnten wir bei Hilbert keinen Hinweis auf Russells Priniples of Mathematis [Rus03℄�nden, das Buh, das die mengentheoretishen Paradoxien allgemein berühmt gemaht hat.48Dies wurde auh von Cantini angemerkt [Can0x, S. 31℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 39zustande.49Die Rükkehr Bernays' nah Göttingen fällt mit dem Beginn der Auseinan-dersetzung mit Brouwer und Weyl um die Zulässigkeit gewisser, heute �klas-sish� genannten Shluÿweisen in der Mathematik zusammen.50 Diese Epohe,die auh den Namen Grundlagenkrise der Mathematik trägt, ist gut untersuht,und Hilberts Rolle, die vor allem mit seinem Hilbertshen Programm verbun-den wird, ist bekannt.51 Akermann hat in seiner Promotion von 1924/25 Be-gründung des �tertium non datur� mittels der Hilbertshen Theorie der Wider-spruhsfreiheit einen fehlerhaften Beweis der Widerspruhsfreiheit der Analysisvorgelegt, der eine Realisierung des Hilbertshen Vorhabens dargestellt hätte.Die Gödelshen Unvollständigkeitssätze zeigten allerdings, daÿ das HilbertsheProgramm in seiner ursprünglihen Form niht durhführbar ist. Dennoh ha-ben sih später vershiedene Modi�kationen des Programms als auÿerordentlihfruhtbar erwiesen. Dabei ist an erster Stelle der (relative) Konsistenzbeweisder Peano-Arithmetik auf der Basis der trans�niten Induktion bis ε0 von Ger-hard Gentzen (1909�1945) zu nennen. Auh wenn Gentzen (1933) niht mehrbei Hilbert promoviert hat, hat dieser ihn ein Jahr später noh als Assistentangestellt und ihn bei der Habilitation [Gen43℄ unterstützt (siehe [Sza69, p.vii�viii℄).Aus der Liste der Doktoranden Hilberts wollen wir noh Gabriel Sudan52(Über die geordneten Mengen, 1925), Haskell Brooks Curry (1900�1982) (Grund-lagen der kombinatorishen Logik, 1929/30)53 und Kurt Shütte (1909�1998)(Untersuhungen zum Entsheidungsproblem der mathematishen Logik,1933/34) nennen. Curry und Shütte waren aber nur noh formal Doktoranden49Eine kurze Darstellung der Korrespondenz Hilberts mit Russell �ndet sih in [Sie99, App. B℄.50Dabei ist das �Tertium non datur� als das prominenteste umstrittene Prinzip zu nennen. SeineInfragestellung geht ohne Zweifel auh auf die mengentheoretishen Paradoxien zurük, so zum Bei-spiel bei den im Nelson-Kreis diskutierten Lösungsversuhen von Heinrih Goesh (1880�1930) undAlexander Rüstow (1885�1963), siehe [Pe95℄; siehe auh die Bemerkung von Weyl zur Grelling-Paradoxie in Fuÿnote 43 und den Titel der Doktorarbeit von Wilhelm Akermann unten. Die De-batte hat sih aber shnell verselbständigt und wurde ganz allgemein im Hinblik auf die Bedeutungmathematisher Aussagen geführt.51Zu der in diesem Zusammenhang häu�g genannten persönlihen Auseinandersetzung zwishenBrouwer und Hilbert siehe [Dal90℄.52Sudan hat unabhängig � oder eventuell in Zusammenarbeit mit Akermann � ein erstesBeispiel für eine rekursive, aber niht primitiv-rekursive Funktion angegeben, siehe [CMT79℄ unddie dort zitierten Arbeiten [Sud27℄ und [Ak28, S. 119℄. Die Autoren argumentieren überzeugend,daÿ �Akermann and Sudan have to share authorship of the �rst example of a reursive funtionwhih is not primitive reursive.� [CMT79, S. 383℄.53Siehe auh oben, Abshnitt 3.1.



40 R. KAHLEvon Hilbert, tatsählih aber Bernays-Shüler.54 Shütte war aber ein bedeuten-der Vertreter der Beweistheorie in Deutshland, der nah dem zweitenWeltkriegdas Hilbertshe Programm in Rihtung der Ordinalzahlanalyse weitergeführthat [Sh60, Sh77℄.5.ZusammenfassungIn dieser haben wir die zentral Rolle herausgestellt, welhe die für ParadoxienHilbert Beshäftigung mit den Grundlagen der Mathematik gespielt haben �und auh umgekehrt die Rolle der Behandlung der Paradoxien durh Hilbertfür die Entwiklung der Mengenlehre und mathematishen Logik. Wir ho�endamit auh zu einer positiven Revision der Siht auf Hilberts Bedeutung indiesem Gebiet beizutragen.55Seine eigene Entdekung der rein mathematishen Paradoxie bildete dabeimit Siherheit eine besondere Motivation, die mit den Paradoxien verbundenenProbleme der Grundlagen der Mathematik zu lösen. Allein auf Grund der zeit-lihen Abfolge muÿ man diese Paradoxie, soweit es Hilbert betri�t, als tatsäh-lihen Ausgangspunkt für die spätere Grundlagenkrise betrahten, währenddie Auseinandersetzung mit Poinaré, Brouwer und Weyl in dieser Hinsihtsekundär ist.Aus der Hilbertshen Perspektive, so wie sie hier wiedergegeben wurde, las-sen sih mindestens zwei unmittelbare Auswirkungen auf die Entwiklung derGrundlagenforshung belegen. Einerseits war auf Grund der Hilbertshen Para-doxie eine eingehendere Untersuhung des Mengenbegri�s nötig, die zur Axio-matisierung der Mengenlehre führte; andererseits erforderte die Analyse derRihardshe Paradoxie (später in der Fassung von Berry) eine vollständigeFormalisierung des Sahverhaltes, die zu den eingehenden Untersuhungen derlogishen Kalküle führte.Zur Hilbertshen Analyse des Mengenbegri�s müssen wir allerdings festhal-ten, daÿ er vom Beginn des Briefwehsels mit Cantor 1897 bis zur Vorlesung54Auf Hilbert angesprohen, sagte Kurt Shütte dem Autor einmal, daÿ er ihn genau zweimalpersönlih getro�en habe: Bei der Vorbesprehung der Doktorprüfung und bei der Prüfung selbst.55Vergleihe dazu Sieg: �A revision of the standard view of Hilbert's and Bernay's ontributionto the foundational disussion in our [20.℄ entury has long been overdue. It is almost sandalousthat their arefully worked out notes have not been used yet to understand more aurately theevolution of modern logi in general and of Hilbert's Program in partiular. One onlusion willbe obvious: the dogmati formalist Hilbert is a �gment of historial (de)onstrution! Indeed, thestudy and analysis of these letures [Sieg bezieht sih auf die grundlagentheoretishen VorlesungenHilberts von 1917�1922℄ reveal a depth of mathematial-logial ahievement and of philosophialrefetion that is remarkable.� [Sie99, Abstrat, S. 1℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 41von 1920 niht von seinem naiven Mengenbegri� abgerükt ist, der eine Mengeshon dann als wohlde�niert betrahtet, �wenn von jedem Dinge bestimmt ist,ob es zur Menge gehört oder niht� (siehe die Zitate 2 und 38). Dabei war sihHilbert aber der Problematik dieses Begri�s bewuÿt (siehe die Postkarte an Fre-ge, Zitat 3, oder die kritishe Bemerkung 1917, Zitat 33). Die sih aus konkretenMengenkonstruktionen ergebenden Widersprühe allein rehtfertigen aber fürHilbert noh niht, diese als redutio ad absurdum-Argumente zu benutzen.Diese Kritik hat er shon 1904 auf dem Internationalen Mathematiker-Kongreÿ1904 in Heidelberg publik gemaht (siehe Zitat 4), aber auh in der Vorle-sung von 1917 nohmals in aller Shärfe zum Ausdruk gebraht (siehe Zitat32).Sein eigener Lösungsversuh beruhte auf der Untersheidung von genetishenund axiomatishen De�nitionen, wobei die genetishen auf Grund mögliher-weise unerlaubter Verwendung von Wörtern wie �'alle'[,℄ 'jeder' oder 'und soweiter'� mit Vorsiht zu betrahten sind (siehe Zitat 33). Unabhängig davon, obdiese Untersheidung tatsählih eine Lösung seiner eigenen Paradoxie bietet,sheitert sie spätestens bei Burali-Forti, wie Hilbert selbst zugesteht. Insofernist er auh 1920 noh niht zu einer befriedigenden Lösung gekommen.Aus heutiger Perspektive wird man ohne Zweifel allein den naiven Mengen-begri�, den Hilbert zu Grunde legte, für die Paradoxien verantwortlih mahen.Dabei muÿ man aber zugeben, daÿ wir heute in dieser Hinsiht durh die all-gemeine Akzeptanz der Zermelo-Fraenkelshen Mengenlehre bereits �verbildet�sind und den axiomatishen Mengenbegri� vergleihsweise unre�ektiert als ad-äquat betrahten.56 In diesem Zusammenhang ist es interessant zu bemerken,daÿ Hilbert in seinen Vorlesungen die Zermeloshe Axiomatisierung der Men-genlehre � die ohne jeden Zweifel von ihm selbst angeregt worden war �lediglih 1920 in einem Unterkapitel behandelte.57 Es stellt sih die Frage, obHilbert mit der Axiomatisierung von Johann (John) von Neumann (1903�1957)mehr einverstanden gewesen wäre, da diese den �naiven Mengen� Hilberts zu-mindest noh als Klassen eine Existenzberehtigung zugesteht:56Es sei mir gestattet, hier kurz eine persönlihe Begebenheit einzufügen. Als Student hörte ih ander ETH Zürih einen Seminarvortrag über unfundierte Mengen. Zu Beginn führte der Vortragendedie Menge Ω mit Ω ∈ Ω ein, woraufhin ih, in der Naivität eines Fünftsemestlers einwarf: �Aber dasist doh keine Menge!� Darauf drehte sih Ernst Speker, der das Seminar leitete, zu mir um undfragte mit einem triumphierenden Läheln:�Was ist für Sie eine Menge?�57�5. Zermelos axiomatishe Begründung der Mengenlehre und Analysis; siehe [Moo02, � 9℄.



42 R. KAHLEZitat 49. [Neu28, S. 348℄Es ist hier am Platze, zu erklären, was wir unter �Menge� verste-hen (genauer: wodurh wir die Mengen der �naiven Mengenleh-re� ersetzen wollen) [...℄. Hier liegt der wesentlihe Untershiedunseres Axiomensystems vom Zermelo-Fraenkelshen: Dort sinddie �zu groÿen� Mengen einfah verboten, unherstellbar; bei unskönnen sie (als �Bereihe� [d.s. in heutiger TerminologieKlassen℄)gebildet werden, nur sind sie unfähig, Elemente anderer �Mengen�oder �Bereihe� zu sein. Dies ist zumindest formal bequemer, undzur Vermeidung der Antinomien (insbesondere der Russellshen)reiht es bereits aus.Leider �ndet sih kein Hinweis darauf, wie Hilbert die Arbeiten von vonNeumann aufgenommen hat.Die Rihardshe Paradoxie wird von Hilbert immer im Zusammenhang derDe�nierbarkeit der Irrationalzahlen diskutiert. Dabei ist seine Forderung nahder Berehenbarkeit aller Irrationalzahlen heute niht mehr haltbar. Auh dieBeziehung zum Wohlordnungssatz ist aus heutiger Siht unergiebig. Dagegensollte sih aber die weitere Analyse als ungeheuerlih fruhtbar für die Entwik-lung der mathematishen Logik erweisen.Die Reduktion auf die Paradoxie von Berry zeigt zuerst, daÿ die Paradoxieniht am Begri� der Unendlihkeit hängt und damit auh niht einfah als Pro-blem der Mengenlehre abgetan werden kann. Hilbert rükt dagegen den Begri�der De�nition in den Vordergrund. Dessen Analyse mündet shlieÿlih in der ri-gorosen logishen Formalisierung. Dabei ist hervorzuheben, daÿ für Hilbert dieFormalisierung der Mathematik eine Forderung war, die sih als notwendigeVoraussetzung zur Lösung der Paradoxien erst nah deren Entdekung ergab.Auh wenn die Formalisierung der Mathematik zuvor bereits von Frege undRussell propagiert und in Angri� genommen wurde, so ist es doh das Buhvon Hilbert und Akermann, das Anlaÿ zu den wihtigsten Ergebnissen dermathematishen Logik geben sollte: den Gödelshen Sätzen. Shon in seinerDissertation [Göd30℄ beantwortete Kurt Gödel (positiv) die von Hilbert undAkermann erstmals verö�entlihte Frage nah der Vollständigkeit der Prädi-katenlogik erster Stufe [HA28, S. 68℄ (siehe auh [Göd86, S. 47f℄). Auh derUnvollständigkeitsbeweis geht von Rihards Paradoxie und dem Lügner aus �den Beispielen, die sih im Buh von Hilbert und Akermann �nden: �Die Ana-logie dieses Shlusses mit der Antinomie Rihard springt in die Augen; auhmit dem ,Lügner` besteht eine nahe Verwandtshaft [. . . ℄� [Göd31, S. 148℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 43In der Summe hat Hilbert, ausgehend von den Problemen der Paradoxien,niht nur die Mengenlehre mathematishe salonfähig gemaht und ihr durh dievon seinem Shüler Zermelo ausgeführten Axiomatisierung zur heute allgemeinanerkannten Fundamentfunktion in der Mathematik verholfen, sondern er hatauh den Weg bereitet, auf dem die mathematishe Logik mit den Unvollstän-digkeitsresultaten zu unerwartet tiefen Ergebnissen gelangte.In Bezug auf die 1905 und 1917 ausgesprohenen programmatishen Ziele (sie-he Zitat 6 und 7) ist es Hilbert tatsählih gelungen, durh die Axiomatisierungdie Mengenlehre vor einem Sheitern zu bewahren und durh die Formalisie-rung �die ganze Art des Shliessens in der ganzen Mathematik durhgreifendzu reformieren�.Anhang A.Die Bezeihnungen der ParadoxienIm Hinblik auf die Namen der Paradoxien haben wir im Text die heutegebräuhlihen verwendet (modulo �Zermelo� in �Russell-Zermelo�). Aus hi-storisher Perspektive ist es durhaus interessant, einen genaueren Blik aufHilberts Bezeihnungen für die Paradoxien in den vershiedenen Vorlesungenzu werfen.Zuerst müssen wir festhalten, das Hilbert die Bezeihnung �Paradoxie� (oderauh �Paradoxon�) und �Widerspruh� völlig gleihwertig benutzt, während erden Terminus �Antinomie�, soweit wir sehen, überhaupt niht verwendet.58 Dieheute (im Deutshen) geläu�ge Untersheidung von Paradoxie und Antino-mie, bei der jene eine überrashende (dem Glauben zuwiderlaufende) Sahebezeihnet, und diese einen (den Gesetzen widersprehenden) formalen Wider-spruh bezeihnet, maht Hilbert niht.59 Allerdings werden alle seine Beispielfür Widersprühe in einem niht formalisierten Kontext angeführt � mit der(wihtigen) Ausnahme der Formalisierung der Paradoxien in [HA28℄ �, daherkönnen diese gar niht als Antinomie (im Sinne des heutigen Sprahgebrauhs)behandelt werden. Wenn wir oben gesagt haben, daÿ Hilbert die Bedeutung derParadoxien für die Mathematik im Gegensatz zu Cantor erkannt hatte, so muÿhinzugefügt werden, daÿ diese weniger dramatish sind, wenn sie niht in einemstreng formalisierten Rahmen auftreten. Dies untersheidet Hilbert von Frege,für den die Russellshe Paradoxie, bezogen auf sein in den Grundgesetzen der58Er benutzt an anderen Stellen den Begri� �Fehlshluÿ� für mathematish inkorrekte, aber nihtsofort als solhe erkennbare Shluÿweisen.59Pekhaus [PK02, Fuÿnote 2℄ hat im Nahlaÿ von Leonard Nelson Briefe von Zermelo aus denJahren 1907 und 1908 gefunden, in denen dieser die Untersheidung von Paradoxie und Antinomieim genannten Sinne emp�ehlt.



44 R. KAHLEArithmetik entwikelte formale System, tatsählih eine Antinomie darstellte� mit der bekannten fatalen Konsequenz für dieses System.60 Zudem ist fürHilbert die Formalisierung der Mathematik eine Antwort auf die Paradoxien,auf dem Weg zu deren Lösung, in einer gewissen Umkehrung der Sahlage inFreges Fall.Die Rihardshe Paradoxie. Die als Rihardshe Paradoxie bekannte Parado-xie hatte Jules Rihard in einem Brief an die Herausgeber der Revue généraledes sienes pures et appliquées geshikt, wo sie in der Ausgabe vom 30. Ju-ni 1905 verö�entliht wurde [Ri05℄. Sie ist in englisher Übersetzung z.B. in[Hei67, S. 143f℄ und [Gar92, S. 141f℄ abgedrukt. Hilberts Darstellung in Zi-tat 16 könnte man fast als eine Übersetzung davon ansehen, wobei aber dervorausgehende vermeintlihe Widerspruh der Überabzählbarkeit mit der Auf-zählung des Zahlenkontinuums bei Rihard fehlt. Hilbert hat diesen Abshnittam 10. Juli 1905 in seiner Vorlesung in Göttingen vorgetragen, wie aus einerMarginalie auf Seite 191 in der Vorlesungsausarbeitung hervorgeht. Damit istes zwar niht unmöglih, daÿ er Rihards Arbeit gekannt hat, es ersheint aberdoh unwahrsheinlih. In der Vorlesung von 1905 gibt Hilbert keinen Hinweisauf Rihard, 1917 und 1920 benutzt er aber den Namen Rihard shon in denentsprehenden Kapitelübershriften (ohne weitere Literaturangaben61); erst im2. Band der Grundlagen der Mathematik �ndet sih die genaue Referenz [HB39,S. 273, Fuÿnote 1℄. Auh wenn es möglih ersheint, daÿ Hilbert die Paradoxieunabhängig von Rihard gefunden haben könnte, spriht dagegen, daÿ er nur imHinblik auf die �rein mathematishe� Paradoxie von seiner Entdekung spriht(und das mit gewissem Nahdruk, siehe Zitat 6 und 7). Es ist selbstverständ-lih möglih, daÿ ihm die Paradoxie auh von dritter Seite zugetragen wurde.Zum Beispiel wurde im Rahmen des Internationalen Mathematikerkongressesin Heidelberg 1904 die Mengenlehre mit all ihren Problemen kontrovers disku-tiert. Auf diesem Kongreÿ hat neben Hilbert auh Julius König (1849�1913)60Hilbert shreibt dazu: �Im Shluÿwort zum zweiten Bande seines groÿen Werkes über die Zahlen,nah dessen Druklegung er das Zermeloshe Paradoxon erfuhr, gibt er vollkommen zu, daÿ dies seinganzes Lehrgebäude vollkommen ershüttert, und wesentlihe Lüken enthüllt. Diese Zugeständnisehrt ihn ebenso sehr, wie es die Wuht dieses Beispieles zeigt.� [Hil05a, S. 213℄.61In den Ausarbeitungen �nden sih generell kaum Literaturangaben; praktish keine im laufen-den Text, und nur wenige allgemeine zu Beginn der Vorlesung.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 45einen mengentheoretishen Vortrag gehalten, in dem er eine vermeintlihe Wi-derlegung des Wohlordnungssatzes vorstellte.62 Dieser Vortrag hat verständli-herweise zu heftigen Diskussionen geführt, und es ist wahrsheinlih, daÿ dabeiauh Widersprühe zur Sprahe kamen. So �nden wir bei Shoen�ies die folgen-de Erinnerung: �An die Heidelberger Tagung shloÿ sih eine Art Nahkongreÿin Wengen. H i l b e r t, H e n s e l, H a u s d o r f f und ih selbst fanden sih dortzufällig zusammen. C a n t o r [. . . ℄ kam alsbald [. . . ℄ zu uns herüber. Im Mit-telpunkte unserer Gesprähe stand immer wieder der Königshe Satz.� [Sh22,S. 100f℄ Zudem hat König am 20. Juni 1905 vor der Ungarishen Akademieder Wissenshaften ein neues Argument zur Unmöglihkeit der Wohlordnungdes Kontinuums vorgetragen (abgedrukt in [Kön05a℄), das nah van Heijen-hoort [Hei67, S. 142℄ �took the form of a paradox, whih bears a resemblaneof Rihard's�. Tatsählih hat die Argumentation sehr groÿe Ähnlihkeit mitHilberts Argumentation zu Beginn von Zitat 16, wobei König allerdings dierihtige Konsequenz zieht, daÿ �es Elemente des Kontinuums geben [muÿ℄, dieniht endlih de�niert sein können� [Kön05a, S. 157℄.Auh wenn die Paradoxie unabhängig entdekt worden sein sollte, so war esdoh Rihards Verö�entlihung, die zur Verbreitung dieser Paradoxie geführthat. Sie wurde shon 1906 von Poinaré [Poi06℄ und Peano [Pea06℄ diskutiert(siehe [Gar92, S. 142℄. Daÿ Hilbert später die Paradoxie nah Rihard benennt,mag auh durh den oben bereits angesprohenen Vortrag [Poi10℄ von Poin-aré begründet sein, den dieser 1909 in Göttingen (auf Deutsh) auf EinladungHilberts hielt und der die Rihardshe Paradoxie zum Inhalt hatte.Die Paradoxie von Berry. Die Varianten der Rihardshen Paradoxie, die nahder �kleinsten mit höhstens x Wörtern de�nierbare Zahl� fragt, ist unter demNamen Berrys Paradoxie bekannt geworden. Sie wurde 1906 von Russell veröf-fentliht [Rus06, S. 645℄, der sie von einem Bibliothekar in Oxford mit NamenBerry zugeshikt bekam.63 Poinaré diskutiert sie z.B. in [Poi13, S. 101�℄64 als�ein von Russell gegebenes Beispiel�.62Es ist ein historisher Zufall, daÿ dieser falshe Beweis, der von König auh sofort nah Bekannt-werden des Fehlers zurükgezogen wurde (siehe [Kön05a℄) zusammen mit Zermelos Wohlordnungs-beweis von Hadamard in den Revue générale des sienes pures et appliquées quasi als Widerspruhdargestellt wurde, und damit den Anlaÿ zu Rihards Brief gab, siehe [Gar92, S. 138�℄.63Siehe [Gar92, S. 134℄.64siehe auh [Mes85, S. 46℄.



46 R. KAHLEHilbert erwähnt den Namen Berry kein einziges Mal. Er behandelt dieseParadoxie immer zusammen mit der Rihardshen Paradoxie, oder sogar direktunter dem Namen Rihard.Die Russell-Zermeloshe Paradoxie. Die Russellshe Antinomie ist siherlihdie bekannteste der mengentheoretishen Paradoxien und wird auh zu Rehtmit seinem Namen verbunden. Allerdings muÿ die unabhängige Entdekung derParadoxie durh Zermelo heute als gesihert angesehen werden, siehe [RT81℄.Hilbert erwähnt in seinen Vorlesungen durhgängig Zermelo, wobei er 1905 (undauh in der Postkarte an Frege) extra hervorhebt, daÿ dieser sie ausgehend vonder Hilbertshen entdekt habe (siehe Zitat 22). 1917 fügt er Russells Namenbei der Benennung der Paradoxie hinzu; 1920 ist in der Übershrift nur Russellgenannt, im Text aber wieder beide Namen. Daÿ es Hilbert besonders darangelegen gewesen wäre, Zermelos Namen im Zusammenhangmit der Paradoxie inden Vordergrund zu rüken, muÿ aber bezweifelt werden, da er ihn im Buh mitAkermann niht erwähnt! Hier hätte er ohne Probleme ö�entlih auf Zermelohinweisen können. Interessanterweise hat zum Beispiel Abraham Fraenkel inseinem bekannten Mengenlehrebuh zwishen der ersten Au�age von 1919 undder dritten von 1928 [Fra28, S. 210℄ den Namen Zermelos neben den Russellsgesetzt.Die Hilbertshe Paradoxie. Shlieÿlih sei noh darauf hingewiesen, daÿ Hil-bert seine eigene Paradoxie zwar niht mit seinem eigenen Namen belegt65,aber doh ausdrüklih von �meinem Widerspruh� spriht (siehe Zitat 22). Imallgemeinen zieht er aber die Bezeihnung �rein mathematishes Paradoxon�vor.In den handshriftlihen Notizen zur Vorlesung von 1914/15 sheint dies �be-ste rein mathematishe Paradoxon� auh dem Namen Cantor zugeordnet zusein (siehe Zitat 25); eine Zuordnung, die auf Grund der Nähe von HilbertsParadoxon zu Cantors Paradoxon durhaus möglih ersheint. Allerdings istauh zu bedenken, daÿ zu dieser Zeit Cantors Name wohl niht allgemein miteinem spezi�shen Paradoxon verbunden gewesen sein dürfte.Die (zeitlihe und inhaltlihe) Beziehung zwishen Hilberts und Cantors Pa-radoxie ist auf Grund der erhaltenen Dokumente niht klar zu rekonstruieren.Es �ndet sih lediglih ein expliziter Hinweis Hilberts in der Ausarbeitung von65Bei anderer Gelegenheit hat Hilbert keine Probleme, seinen eigenen Namen in den Ausarbei-tungen explizit anzuführen, z.B. 1920 in der Kapitelübershrift: Die Hilbertshen Gedanken zumBeweis der Widerspruhsfreiheit der Zahlentheorie [Hil20, Inhaltsübersiht℄.



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 471905, daÿ er Cantor seine Paradoxie mitgeteilt habe: �Ih habe diesen Wi-derspruh niht publiiert; er ist aber den Mengentheoretikern, insbesondereG. Cantor, bekannt.� [Hil05a, S. 204℄Hilberts Hotel. Da die Hilbertshe Paradoxie keinen Eingang in die Literaturfand, hat es sih ergeben, daÿ diese Bezeihnung in manhen populären Darstel-lungen des Unendlihen für einen anderen Sahverhalt verwendet wird. Unterder Bezeihnung Hilberts Hotel oder eben auh Hilberts Paradoxon wird dieGleihmähtigkeit untershiedliher unendliher Mengen durh ein Hotels mitunendlih vielen Zimmern illustriert, bei dem man durh Umverteilen der Zim-mer auh in einem ausgebuhten Hotel noh Platz sha�en kann.Der diesem �Paradoxon� zugrunde liegende Sahverhalt �ndet sih z.B. shonbei Galilei, der durh eine ein-eindeutige Abbildung der natürlihen Zahlenauf die Menge der Quadratzahlen feststellte, daÿ Begri�e �gröÿer� und �klei-ner� auf unendlihe Mengen niht anwendbar seien.66 Derartige Paradoxienwaren shon in der Antike bekannt, und Bernhard Bolzano hat diese �vor-mengentheoretishen� Paradoxien in seinem Buh Die Paradoxien des Unend-lihen diskutiert, ein Buh, das auh Cantor beein�uÿt hat.Die genannte Illustration durh ein Hotel �ndet sih tatsählih bei Hilbert,zuerst in einer handshriftlihen Notiz in den Aufzeihnungen zur VorlesungZahlbegri� und Quadratur des Kreises 1897/98:Zitat 50. [Hil98, S. 14℄Hotel mit 100 Zimern; kann der Wirt durh Umverteilen[?℄ derZimmer niht für einen einzigen Gast Platz sha�en.bittet jeden Gast das Zimmer mit doppelter Numer zu bezie-hen. wird uns niht [unleserlihes Wort℄: alle abzählbare Mengensind evident aequivalent.Ausgeführt ist sie später in der Mengenlehre-Vorlesung [Hil17, S. 66℄.67 Wirwollen hier aber dafür plädieren, den Begri� der Hilbertshen Paradoxie für denmathematish wesentlih tiefer gehenden, mengentheoretishenWiderspruh zureservieren, insbesondere da auh nur dieser von Hilbert selbst als Paradoxiebehandelt wurde.66Siehe z.B. [Mes85, S. 23℄.67Worauf auh Moore hinweist, [Moo02, S. 52℄.



48 R. KAHLEAnhang B.Hilberts Paradoxie im Original[Marginalie: 18. Vorles. 10. VII.℄ [ . . . ℄ |204 Ih komme nun noh zu 2 Beispielenfür Widersprühe, die viel überzeugender sind, der erste, der rein mathemati-sher Natur ist, sheint mir besonders bedeutsam; als ih ihn fand, glaubte ihzuerst, daÿ er der Mengentheorie unüberwindlihe Shwierigkeiten in den Weglegte, an denen sie sheitern müÿte; ih glaube jedoh jetzt siher, daÿ wie stetsbisher in der Wissenshaft, nah der Revision der Grundlagen alles Wesentliheerhalten bleiben wird. Ih habe diesen Widerspruh niht publiiert; er ist aberden Mengentheoretikern, insbesondere G. Cantor, bekannt. Wir sehen die end-lihen Mengen, durh endlih viele Zahlen repräsentiert, jedenfalls als erlaubteOperationsbasis an, und ebenso die abzählbar unendlihe Menge 1, 2, 3 . . . allernatürlihen Zahlen. Ferner ersheint es erlaubt, 2 solhe Mengen (1, 2, 3 . . .) und
(a1, a2, a3 . . .) zu einer neuen Begri�seinheit (1, 2, 3 . . . , a1, a2, a3 . . .), einer neu-en Menge, zusammenzufassen, die jedes Element der beiden Mengen enthält.Ebenso können wir auh mehrere Mengen und sogar unendlih viele zu einerVereinigungsmenge zusammenfassen. Wir bezeihnen das als Additionsprinip,und shreiben |205 die so aus M1,M2 . . . hervorgehende Menge kurz

M1 + M2 + · · ·Diese Zusammenfassungen sind Proesse, die man in der Logik stets ohne jedesBedenken in noh weit kompliierteren Fällen anwendet; es sheint also, daÿman auh hier ohne weiteres davon Gebrauh mahen könnte. Auÿer diesemAdditionsprinip verwenden wir noh eine weitere Betrahtung zur Bildungneuer Mengen. Es sei y = f(x) eine zahlentheoretishe Funktion, die zu jedemganzzahligen Wert x ein ganzzahliges y zuordnet; in sofort zu verstehendemSinne können wir eine solhe Funktion auh als eine Belegung der Zahlenreihemit sih selbst bezeihnen, indem wir etwa an ein Shema denken:
x = 1, 2, 3, 4 . . .

y = 2, 3, 6, 9 . . .Das System aller solher zahlentheoretishen Funktionen f(x) oder aller mög-lihen Belegungen der Zahlenreihe mit Elementen ihrer selbst bildet eine neueMenge, die �durh Selbstbelegung aus der Zahlenreihe M entstehende,� wirshreiben sie MM. Als aus den |206 Zusammenfassungsgesetzen der üblihenLogik folgendes und nah ihr gänzlih unbedenklihes Prinip können wir nundas ansehen, daÿ aus wohlde�nierten Mengen durh Selbstbelegung immer wie-der wohlde�nierte Mengen entstehen. (Belegungsprinip). Durh dies Prinip



DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN 49entsteht aus dem Continuum aller reellen Zahlen beispielsweise die Menge allerreellen Funktionen. Allein mit diesen beiden nah aller bisherigen Mathematikund Logik unbedenklihen Prinipen wollen wir arbeiten.Wir gehen von allen endlihen Mengen von Zahlen und der aus ihnen bereitsdurh Addition entstehenden unendlihen Reihe 1, 2, 3 . . . der natürlihen Zah-len aus, und fassen alle Mengen auf, die aus ihnen durh die beiden beliebigoft anzuwendenden Proesse der Addition und Selbstbelegung entstehen; dieseMengen bilden wieder eine wohlde�nierte Gesammtheit, nah dem Additions-prinip vereinige ih sie alle zu einer Summenmenge U , die wohlde�niert ist.Bilde ih nun die Menge F = UU der Selbstbelegungen von U , so entsteht die-se auh aus der ursprünglihen Zahlenreihe lediglih durh die beiden Proesseder Addition und |207 Selbstbelegung; sie gehört also auh zu den Mengen, ausderen Addition erst U entstand, und muÿ daher ein Teil von U sein:
(1) F ist in U enthalten.Ih zeige nun, dass dies zu einem Widerspruh führt. Es seien u1, u2, u3 . . . dieElemente von U ; jedes Element f von F = UU repräsentiert dann eine Belegungvon U mit sih selbst, d. h. eine Funktion gewissermaÿen, die jedem Elemente

ui von U ein anderes uf (i) zuordnet, wobei die uf (i) keineswegs untereinandervershieden zu sein brauhen; wir stellen dies Element f am besten also durhein Shema dar:
f(u1) = uf (1), f(u2) = uf (2), f(u3) = uf (3) . . .Unser Resultat (1), daÿ F in U enthalten ist, kann man nun näher so ausspre-hen: Man kann jedem Elemente ui von U eines fi von F eindeutig zuordnen,so daÿ alle fi dabei verwendet werden, eventuell sogar mehrfah, aber immerjedem ui nur genau ein fi entspriht; das heiÿt ja o�enbar nihts anderes, alsdaÿ es �niht mehr� Elemente fi gibt, als ui. Eine solhe Zuordnung betrahtenwir nun: |208

u1|f1, u2|f2, u3|f3 . . . ,und daraus werde ih eine neue Belegung g von U mit sih selbst bilden, dievon allen fi vershieden ist, also gar niht in F enthalten wäre, da ja beiunserer Zuordnung alle Elemente von F zur Verwendung kommen sollten; daaber F alle möglihen Belegungen enthält, so haben wir hier den Widerspruh.Wir wenden wieder das Prinip des Cantorshen Diagonalverfahrens an. In derBelegung f1 entsprehe dem Element u1 dasjenige u
f

(1)
1
:

f1(u1) = u
f

(1)
1

;



50 R. KAHLEist ug(1) ein von u
f

(1)
1

vershiedenes Element, so ordnen wir in der neu zu kon-struierenden Belegung g dies dem u1 zu:
g(u1) = ug(1) 6= u

f
(1)
1

.Nah diesem Prinip verfahren wir weiter; die Bezeihnung der Elemente von
U und F durh Zahlenindies ist übrigens unwesentlih und soll niht etwaandeuten, daÿ diese Mengen abzählbar sind, was keineswegs der Fall ist. Ist u2irgend ein Element von U , so gehört ihm in der Abbildung von f auf u eineBelegung f2 |209 zu; wir suhen das Element f2(u2) = u

f
(2)
2
, das sie dem u2zuordnet, wählen ug(2) 6= u

f
(2)
2

und de�nieren eine Belegung g, die dies dem u2zuordnet:
g(u2) = ug(2) 6= u

f
(2)
2Die Belegung g, die wir so erhalten, hat das Shema

g(u1) = ug(1) 6= u
f

(1)
1

, g(u2) = ug(2) 6= u
f

(2)
2

, g(u3) = ug(3) 6= u
f

(3)
3

. . .Sie untersheidet sih von jeder Belegung fk aus F in mindestens einer Zuord-nung; ist nämlih uk das in der Abbildung von F auf U dem fk entsprehendeElement (oder eines derselben), so ist nah der De�nition von g:
fk(uk) = u

f
(k)
k

g(uk) = ug(k) 6= u
f

(k)
k

.Wir haben damit in der Tat den Widerspruh, daÿ die wohlde�nierte Belegung
g niht in der Menge aller Belegungen enthalten sein könnte. Wir könnten ihnauh dahin formulieren, daÿ gemäÿ der letzten Betrahtung die Menge UU stetsgröÿer [von Hilberts Hand: von grösserer Mähtigkeit℄ als U ist, nah der erstenaber in U enthalten. Dieser Widerspruh ist noh keineswegs geklärt; es ist wohlzu sehen, daÿ er jedenfalls darauf beruhen muÿ, daÿ die Operationen des Zu-sammenfassens irgend welher Mengen, Dinge zu |210 neuen Mengen, Allheitendoh unerlaubt ist, obwohl es die traditionelle Logik doh stets gebrauht, undwir es in vorsihtiger Weise stets nur auf ganze Zahlen und daraus entstehendeMengen, also auf rein mathematishes anwandten.Literatur68[Abr89℄ Abrusi, Vito M.: David Hilbert's `Vorlesungen' on logi and foundations of mathe-matis. In: Corsi, G. (Hrsg.) ; Mangione, C. (Hrsg.) ; Mugnai, M. (Hrsg.): Atti delonvegno internazionale de storia della logia, San Gimignano, 1987, 1989, S. 333�33868Bei der Literaturreherhe waren die digitalisieren Texte vieler älterer Zeitshriftenbei-träge, die über das Göttinger Digitalisierungs-Zentrum frei zugänglih sind, eine groÿe Hilfe:http://gdz.sub.uni-goettingen.de/de/index.html
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