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t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ R ❛♥❞ S✱ n t✐♠❡s❀ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ t♦ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ ❬✻❪✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ n✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✱ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ✈❛r✐❡t❛❧ ♣r♦♦❢s

tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❬✷✸❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳

❲❡✐❣❤✐❧❧ ✐♥ ❬✷✻❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s

❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉rt❤❡r ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✳

❆ ✭❜✐♥❛r②✮ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Z ✐s ❛ s♣❛♥ X
r1ÐÝ

R
r2ÝÑ Z s✉❝❤ t❤❛t ♣r1, r2q ✐s ❥♦✐♥t❧② ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s X Ð R Ñ Z ❛♥❞

X Ð R✶ Ñ Z✱ ✇❤❡♥ R ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ R✶ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❲❤❡♥ C ❛❞♠✐ts ❜✐♥❛r② ♣r♦❞✉❝ts✱

❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❢r♦♠ X t♦ Z ✐s ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t ♦❢ X ✂ Z✱ ❞❡♥♦t❡❞ ①r1, r2② : R Ñ X ✂ Z✳ ❆ r❡❧❛t✐♦♥

X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Z ✐♥ C ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

✭✵✳✐✮ C♣Y,Xq C♣Y,Rq
C♣Y,r1qoo

C♣Y,r2q // C♣Y, Zq

✐♥ Set ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ C✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ tr❛♥s✐t✐✈❡

❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ C ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳ ❬✷✻❪ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✶ ✇❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❧❛t✐♦♥

X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Z ✐♥ C✱ t❤❡ Set✲r❡❧❛t✐♦♥ ✭✵✳✐✮ ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣Setqop ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❬✻❪✱ ❤❡♥❝❡ ❡✈❡r② s❡t ✐s ❛ ❲✲

▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣Setqop✳ ❲❡✐❣❤✐❧❧✬s st✉❞② ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ▼❛❧✬ts❡✈ s✉❜❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❞✉❛❧s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢❛✈♦✉r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞

❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳

❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❇♦✉r♥ ✐♥ ❬✺❪ ❝❧❛ss✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ✭✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ♣♦✐♥t ♣f : AÑ B, s : B Ñ Aq

✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ f ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦s❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ s✳ ❲❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Pt♣Cq✿ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ♣❛✐r ♣x, yq : ♣f, sq Ñ ♣f ✶, s✶q ♦❢

♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s

B
s //

y

��

A
f

//

x

��

B

y

��
B✶

s✶

// A✶

f ✶

// B✶.

❲❤❡♥ C ❤❛s ♣✉❧❧❜❛❝❦s ♦❢ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r cod : Pt♣Cq Ñ C✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦✲

❝✐❛t❡s ✇✐t❤ ❡✈❡r② s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ✐ts ❝♦❞♦♠❛✐♥✱ ✐s ❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✹❪✳

❋r♦♠ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts cod st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺❪✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸✳ ❬✺❪ ❆ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ cod ✐s

✉♥✐t❛❧✳

❯♥✐t❛❧✐t② ♦❢ cod ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PtY ♣Cq ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C ♦✈❡r Y ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✱

❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ C✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✺❪ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ❛♥❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛

✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ♣①1A, 0② : AÑ A✂C, ①0, 1C② : C Ñ A✂Cq ✐s ❥♦✐♥t❧②

✶❲❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ♣r❡✜① ✏❲✲✑ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✹



❆ ◆❖❚❊ ❖◆ ▼❆▲✬❚❙❊❱ ❖❇❏❊❈❚❙ ✸

str♦♥❣❧② ❡♣✐♠♦r♣❤✐❝✱ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts A,C ♦❢ C✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t PtY ♣Cq ✐s ✉♥✐t❛❧ ♠❡❛♥s✿ ❢♦r ❡✈❡r②

♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r Y

✭✵✳✐✐✮

A✂Y C

πA

��

πC

// C

g

��

①sg,1C②
oo

A

①1A,tf②

OO

f

// Y
soo

t

OO

✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ PtY ♣Cq✮✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ♣①1A, tf②✱ ①sg, 1C②q ✐s

❥♦✐♥t❧② str♦♥❣❧② ❡♣✐♠♦r♣❤✐❝✳

❙✐♥❝❡ Pt1♣Cq ✕ C✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t❡❞ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐t❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡

✐s ❢❛❧s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ Mon ❛♥❞ SRng ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

■♥s♣✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts cod st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺❪✱ t❤❡ ❛✉✲

t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪ ❡①♣❧♦r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ✭str♦♥❣❧②✮ ✉♥✐t❛❧ ❬✺❪✱

s✉❜tr❛❝t✐✈❡ ❬✶✻❪✱ ▼❛❧✬ts❡✈ ❬✼✱ ✽✱ ✻❪ ❛♥❞ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✹❪✱ ❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲✇✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s

❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✭str♦♥❣❧②✮ ✉♥✐t❛❧✱ s✉❜tr❛❝t✐✈❡✱ ▼❛❧✬ts❡✈ ❛♥❞ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r

♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✏❣♦♦❞✑ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ str♦♥❣❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❡❛❦❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛

❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♠♦♥❣st ♠♦♥♦✐❞s ❛♥❞ ♦❢ r✐♥❣s ❛♠♦♥❣st s❡♠✐r✐♥❣s✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✹❪ t❤❛t ❛ ♠♦♥♦✐❞ Y ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Y ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Mon ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Y ✐s ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ Mon✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✹✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐❢

t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PtY ♣Cq ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r Y ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

♦❢ ❬✷✹❪✱ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s ✐♥ ♠✐♥❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r

❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❜♦t❤✿ ❛ ✜♥✐t❡❧②

❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤❛r❡❞

❜② ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❡❞ ✉s t♦ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥✿

❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❛r❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ❛♥❞ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡❄

✶✳ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✈s✳ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❬✷✻❪ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈

♦❜❥❡❝t ❬✷✹❪ ✐♥ ❛ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♠❛②✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛❞♠✐t s♦♠❡

❡①tr❛ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✜① ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② W♣Cq ✭r❡s♣✳ M♣Cq✮✱ t❤❡

❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ C ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ✭r❡s♣✳ ▼❛❧✬ts❡✈✮ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ C✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✸ ✐♥t♦ ♦♥❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭✐✮ C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②❀

✭✐✐✮ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✵✳✐✮ ✐s ❛ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ Set✱ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t Y ✐♥ C ❛♥❞ ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥

X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Z ✐♥ C❀



✹ ▼❆❘■❆ ▼❆◆❯❊▲ ❈▲❊▼❊◆❚■◆❖ ❆◆❉ ❉■❆◆❆ ❘❖❉❊▲❖

✭✐✐✐✮ ❢♦r ❛♥② ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦❜❥❡❝t Y ✐♥ C ❛s ✐♥ ✭✵✳✐✐✮✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♠♦r♣❤✲

✐s♠s ♣①1A, tf②✱ ①sg, 1C②q ✐s ❥♦✐♥t❧② str♦♥❣❧② ❡♣✐♠♦r♣❤✐❝✳

❆♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✹ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ✭s❡❡ ✭❲✶✮ ❛♥❞ ✭▼✶✮

❜❡❧♦✇✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭✐✮ C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②❀

✭✐✐✮ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ C ❛r❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts❀

✭✐✐✐✮ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ C ❛r❡ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✱

❜✉t ❛❞♠✐ts ✭❲✲✮▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❝❛t❡❣♦r② C✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ♦♥❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛❧❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r

t❤❛t ♦❜❥❡❝t❀ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ♦♥❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥

C✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ❬✷❪ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t st❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥

✭❲✺✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭♦❢ ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✮ ✇❛② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈

♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❛t

♦❢ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡

❣r❡❛t❡r ❞❡♠❛♥❞ ♦♥ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✏tr✐✈✐❛❧✑ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ C ✏ V ✲Cat

✭❛♥❞ V ✐s ♥♦t ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❍✱ ✇❤✐❧❡

❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✻

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭❲✲✮▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ OrdGrp✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✱

s✉❝❤ ❛s Mon✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❜♦t❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛

❣r♦✉♣ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✹ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❬✻❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ X t♦ Z ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉❜♦❜❥❡❝t

①r1, r2② : RÑ X ✂Z✳ ▲❡t x : : AÑ X ❛♥❞ z : AÑ Z ❜❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ❛♥❞ Z✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ♣x, zq PA R ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ①x, z②

❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ①r1, r2②

A

①x,z② ##

// R

①r1,r2②{{
X ✂ Z.

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ C ✇❤❡♥✿ ❢♦r ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥ ①r1, r2② : RÑ

X ✂ Z P C ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s x1, x2 : Y Ñ X ❛♥❞ z1, z2 : Y Ñ Z✱

✭✶✳✐✮ ♣ ♣x1, z2q PY R, ♣x2, z2q PY R, ♣x2, z1q PY R q ñ ♣x1, z1q PY R.

❲❡ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❬✷✻❪ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱

✐♥ ❬✷✻❪ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞

t❤❡ r❡s✉❧t st❛t❡❞ ✐♥ ✭❲✹✮ t♦ ♦✉r ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡q✉❡st✳

✭❲✶✮ W♣Cq ✏ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

✭❲✷✮ W♣Cq ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦❧✐♠✐ts ❛♥❞ ✭r❡❣✉❧❛r✮ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ C ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✐♥ ❬✷✻❪✮✳

✭❲✸✮ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ ✇❡❧❧✲♣♦✇❡r❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ W♣Cq ✐s ❛ ❝♦r❡✢❡❝t✐✈❡

s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ C❀ t❤✉s✱ W♣Cq ✐s ✭✜♥✐t❡❧②✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r C ✐s ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷ ✐♥ ❬✷✻❪✮✳

✭❲✹✮ ▲❡t C ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲♣♦✇❡r❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥②

r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ W♣Cq ✐s ❛❧s♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ C✳ ❚❤❡♥ W♣Cq ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ C



❆ ◆❖❚❊ ❖◆ ▼❆▲✬❚❙❊❱ ❖❇❏❊❈❚❙ ✺

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥ts

✐♥ C ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✺ ✐♥ ❬✷✻❪✮✳

✭❲✺✮ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t

✐♥ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✭r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥ C

✭✶✳✐✐✮

3Y

e

$$✂
ι1 ι2
ι2 ι2
ι2 ι1

✡

��

R

①r1,r2②zz
2Y ✂ 2Y

✭✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♣ι1, ι2q PY R✱ ♣ι2, ι2q PY R✱ ♣ι2, ι1q PY R✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣ι1, ι1q PY R✳

❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ✇r✐t❡ Y �Y ✏ 2Y ✱ Y �Y �Y ✏ 3Y ✱ ❛♥❞ ιj : Y Ñ kY ❢♦r t❤❡ j✲t❤ ❝♦♣r♦❞✉❝t

❝♦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✐♥ ❬✷✻❪✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❢r♦♠ ❬✷✹❪ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s✳

✭▼✶✮ M♣Cq ✏ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✵ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳

✭▼✷✮ ■❢ M♣Cq ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ C✱ t❤❡♥ M♣Cq ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✭❈♦r♦❧❧❛r②

✻✳✶✶ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳

✭▼✸✮ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ C ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 0 ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈

♦❜❥❡❝t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳

✭▼✹✮ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ M♣Cq ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ C ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✷

✐♥ ❬✷✹❪✮✳

✭▼✺✮ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐♥ C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r②

❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♦✈❡r Y

✭✶✳✐✐✐✮

D

g✶

��

f ✶

// C

g

��

s✶

oo

A

t✶

OO

f

// Y
soo

t

OO

✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ✏♦❜✈✐♦✉s✑ sq✉❛r❡s ❝♦♠♠✉t❡✮ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣✉s❤♦✉t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✲

✐s♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ①g✶, f ✶② : D Ñ A✂Y C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✳

❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭▼✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ❝♦♥t❡①t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ③❡r♦ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ ❲✲

▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ③❡r♦ ♦❜❥❡❝t ✵ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥

❛♥② r❡❧❛t✐♦♥ R Ñ X ✂ Z✱ t❤❡ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛r❡ t❤❡ ③❡r♦ ♠♦r♣❤✐s♠s

0X : 0 Ñ X ❛♥❞ 0Z : 0 Ñ Z✳ ❙♦✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✳✐✮ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ Y ✏ 0✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✵ ✐s ♦♥❧② ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✇❤❡♥ C ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ❜② ✭▼✸✮✳ □

❲❤❡♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ W♣Cq ❛♥❞ M♣Cq ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ C ✕

✭▼✹✮ ❛♥❞ ✭❲✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛t❡r ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ C✳ ■❢ C ❛❧s♦ ❤❛s ❜✐♥❛r②

❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ✭❲✺✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥

t❤❛t ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✳



✻ ▼❆❘■❆ ▼❆◆❯❊▲ ❈▲❊▼❊◆❚■◆❖ ❆◆❉ ❉■❆◆❆ ❘❖❉❊▲❖

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ■❢ Y ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t

✐♥ C✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ C✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♦✈❡r Y

3Y

✂
ι1
ι2
ι2

✡

��

✂
ι2
ι2
ι1

✡ // 2Y

∇

��

ι32✏♣ ι3ι2 qoo

2Y

ι12✏♣ ι1ι2 q

OO

∇✏
✁
1Y
1Y

✠ // Y,
ι2oo

ι2

OO

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣✉s❤♦✉t ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡t ❛ ✭r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮

❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✶✳✐✐✮✱ ✇❤❡r❡ R ✏ Eq♣∇q ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐r ♦❢ ∇✳ ■t ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣ι1, ι1q PY

R✱ s✐♥❝❡ R ✏ Eq♣∇q ❛♥❞ ∇ι1 ✏ ∇ι1✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❜② ✭❲✺✮✳ □

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r W♣Cq ❛♥❞ M♣Cq ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❋r♦♠

✭❲✸✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ C ✐s ❛ ✇❡❧❧✲♣♦✇❡r❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ W♣Cq ✐s ✜♥✐t❡❧②

❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ❡✈❡r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ W♣Cq ✐s ❛❧s♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ C✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② W♣Cq

✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞

q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ C ✭s❡❡ ✭❲✹✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✏♦❜✈✐♦✉s✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ C ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❞✉❝❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r M♣Cq✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t M♣Cq ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈

❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ C❀ t❤✐s ✐s ✭▼✷✮✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ st✐❧❧

❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r M♣Cq ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ C ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

■♥ ❬✷✹❪ ✐s ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ Mon ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❣r♦✉♣s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✹✮✳

❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ Mon✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t Grp ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Mon ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②

❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ Mon✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❆ ♠♦♥♦✐❞ Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Mon ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Y ✐s ❛ ❣r♦✉♣✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ Y ✐s ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Mon❀ t❤✉s✱ ✐t ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t

✐♥ Mon ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣Y,�, 0q ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥

Mon✳ ❲❡ ✉s❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ Y ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ♠♦♥♦✐❞✳ ❙✐♥❝❡ Mon ✐s

❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✭❲✺✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣ι1, ι1q PY R✱

✇❤❡r❡ R ✐s ❛s ✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✐✐✮✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛♥② x P Y ✱ x ✘ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣rxs, rxsq P R✳ ✭❲❡ ✉s❡ t❤❡

♥♦t❛t✐♦♥s ι1♣xq ✏ rx s✱ ι2♣xq ✏ rx s✱ ❢♦r ❛♥② x P Y ✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ι1, ι2 : Y Ñ 2Y ✱ ❛♥❞

ι1♣xq ✏ rx s✱ ι2♣xq ✏ rx s✱ ι3♣xq ✏ rrxs✱ ❢♦r ❛♥② x P Y ✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ι1, ι2, ι3 : Y Ñ 3Y ✳✮

❙✐♥❝❡ e : 3Y Ñ R ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ru1v1⑨w1 ☎ ☎ ☎ukvk⑨wk s P 3Y s✉❝❤ t❤❛t

e♣ru1v1⑨w1 ☎ ☎ ☎ukvk⑨wk sq ✏ ♣rxs, rxsq✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t★
ru1v1 � w1 ☎ ☎ ☎ukvk � wk s ✏ rxs

ru1 � v1w1 ☎ ☎ ☎uk � vkwk s ✏ rxs❀

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ★
v1 � w1 ✏ 0, ☎ ☎ ☎ , vk � wk ✏ 0, and u1 � ☎ ☎ ☎ � uk ✏ x

u1 � v1 ✏ 0, ☎ ☎ ☎ , uk � vk ✏ 0, and w1 � ☎ ☎ ☎ � wk ✏ x.



❆ ◆❖❚❊ ❖◆ ▼❆▲✬❚❙❊❱ ❖❇❏❊❈❚❙ ✼

❲❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t y ✏ vk � ☎ ☎ ☎ � v1 ♦❢ Y ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ x✿

x� y ✏ u1 � ☎ ☎ ☎ � uk✁1 � ♣uk � vkq � vk✁1 ☎ ☎ ☎ � v1 ✏ u1 � ☎ ☎ ☎ � ♣uk✁1 � vk✁1q ☎ ☎ ☎ � v1 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ 0,

y � x ✏ vk � ☎ ☎ ☎ � v2 � ♣v1 � w1q � w2 � ☎ ☎ ☎ � wk ✏ vk � ☎ ☎ ☎ � ♣v2 � w2q � ☎ ☎ ☎ � wk ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ 0.

□

❲❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✭❲✲✮▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ OrdGrp✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣ ❜② ♣Y,�,↕q✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r♦✉♣

♣Y,�, 0q ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❜❡❧✐❛♥✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✶✷❪ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❡ ♦❢ Y ✱ PY ✏ tx P Y :

0 ↕ x✉✱ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✉❜♠♦♥♦✐❞ ♦❢ Y ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ✐♥ Y ✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✷❪

t❤❛t ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣ ♣Y,�,↕q ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ↕ ✐s

❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ PY ✐s ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s t❤❛t ♦❢

t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺ t♦ ❛♥❛❧②s❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛

❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ OrdGrp✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✻✳ ▲❡t ♣Y,�,↕q ❜❡ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ OrdGrp✳ ❙✐♥❝❡ OrdGrp ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t✲

❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✭❲✺✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣ι1, ι1q PY R✱ ✇❤❡r❡ R

✐s ❛s ✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✐✐✮✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛♥② x P PY ✱ x ✘ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣rxs, rxsq P PR✳ ❙✐♥❝❡ e ✐s

❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ru1v1⑨w1 ☎ ☎ ☎ukvk⑨wk s P P3Y s✉❝❤ t❤❛t

e♣ru1v1⑨w1 ☎ ☎ ☎ukvk⑨wk sq ✏ ♣rxs, rxsq✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t★
ru1v1 � w1 ☎ ☎ ☎ukvk � wk s ✏ rxs

ru1 � v1w1 ☎ ☎ ☎uk � vkwk s ✏ rxs❀

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ★
v1 � w1 ✏ 0, ☎ ☎ ☎ , vk � wk ✏ 0, and u1 � ☎ ☎ ☎ � uk ✏ x

u1 � v1 ✏ 0, ☎ ☎ ☎ , uk � vk ✏ 0, and w1 � ☎ ☎ ☎ � wk ✏ x.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u1 ✏ w1, ☎ ☎ ☎ , uk ✏ wk ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ 3Y ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡

ru1✲u1⑨u1 ☎ ☎ ☎uk✲uk⑨uk s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠♦r♣❤✐s♠✁
0
1Y
0

✠
: 3Y Ñ Y

ru1✲u1⑨u1 ☎ ☎ ☎uk✲uk⑨uk s ÞÑ ✁u1 ✁ ☎ ☎ ☎ ✁ uk

t❛❦❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ 3Y t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Y ❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✁u1 ✁ ☎ ☎ ☎ ✁ uk P PY ✳

■❢ Y ✐s ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ x ✏ u1�☎ ☎ ☎�uk P PY ✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✁x ✏ ✁u1✁☎ ☎ ☎✁uk P PY ✱

✐✳❡✳ PY ✐s ❛ ❣r♦✉♣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ OrdGrp✳ ❲❡

❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❝❛s❡✳

✷✳ V ✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ✭❲✲✮▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❋♦r t❤❛t ✇❡

✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ V ✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ♦❢ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❍❡r❡✱ ❛s ✐♥ ❬✶✾❪✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐❧❧ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r② ✭❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✮

✇✐❧❧ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ t♦♦❧s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t V ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t❛❧❡❀ t❤❛t ✐s✱ V ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤

❛ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❜✱ ✇✐t❤ ✉♥✐t k ✏ ❏ ✘ ❑✱ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t❡s ♦✈❡r ❛r❜✐tr❛r② ❥♦✐♥s✳ ❆s ❛ ❝❛t❡❣♦r②✱ V

✐s ❛ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r②✳

❲❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ V❜ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❜ ✐♥ V ✳



✽ ▼❆❘■❆ ▼❆◆❯❊▲ ❈▲❊▼❊◆❚■◆❖ ❆◆❉ ❉■❆◆❆ ❘❖❉❊▲❖

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ s❡t X t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ X ✂ X Ñ V ✱ ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

♣x, x✶q ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② X♣x, x✶q✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ x, x✶, x✷ P X✱

✭❘✮ k ↕ X♣x, xq❀

✭❚✮ X♣x, x✶q ❜X♣x✶, x✷q ↕ X♣x, x✷q✳

❆ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② x, x✶ P X✱ X♣x, x✶q ✏ X♣x✶, xq✳

❆ V ✲❢✉♥❝t♦r f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠❛♣ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x, x✶ P X✱ X♣x, x✶q ↕ Y ♣f♣xq, f♣x✶qq✳

❚❤❡ t✇♦ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❜✉t t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡✢❡①✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛s

t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s✿ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❛❧❢ r❡❛❧ ❧✐♥❡ r0,✽s ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ➙ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t �✱ ✭❘✮ ❛♥❞ ✭❚✮ r❡❛❞ ❛s

✭❘✬✮ 0 ➙ X♣x, xq❀

✭❚✬✮ X♣x, x✶q �X♣x✶, x✷q ➙ X♣x, x✷q✱

✇✐t❤ ✭❘✮ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t t♦ ✐ts❡❧❢ ✐s 0✱ ❛♥❞ ✭❚✮ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② V ✲Cat t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ V ✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ V ✲❢✉♥❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❜② V ✲Catsym ✐ts ❢✉❧❧

s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ V ✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳ ❲❤❡♥ V ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✱ s♦ t❤❛t ✜♥✐t❡ ♠❡❡ts ❞✐str✐❜✉t❡ ♦✈❡r

❛r❜✐tr❛r② ❥♦✐♥s✱ t❤❡♥ V❫ ✏ ♣V,↕,❫,❏q ✐s ❛ ✭✉♥✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧✮ q✉❛♥t❛❧❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ q✉❛♥t❛❧❡s

❝❛rt❡s✐❛♥✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ✐❢ V❫ ✐s ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② V❫✲Cat ❤❛s

s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ ❜❡✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝❧♦s❡❞ ❬✶✾❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥

t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ♣V❫✲Catq
op✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ q✉❛♥t❛❧❡ V❜ ✐s ♥♦t ❛ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ V❜✲❝❛t❡❣♦r✐❡s X ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✈❡r✐❢②

X♣x, x✶q ❫X♣x✶, x✷q ↕ X♣x, x✷q

✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❛❧s♦ V❫✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ k ✏ ❏✱

t❤❡② ❛❧s♦ s❛t✐s❢② ❏ ↕ X♣x, xq ❢♦r ❡✈❡r② x P X❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ u❜v ↕ u❫v ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✱ s♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❚✮ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡s ✷✳✸✳ ✭✶✮ ❲❤❡♥ V ✏ 2 ✏ ♣t0 ➔ 1✉,❫, 1q✱ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ s❡t ❛♥❞ ❛

V ✲❢✉♥❝t♦r ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣✳ ❍❡♥❝❡ V ✲Cat ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛t❡❣♦r② Ord ♦❢ ♣r❡♦r❞❡r❡❞

s❡ts ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣s✳

✭✷✮ ❲❤❡♥ V ✏ r0,✽s� ✏ ♣r0,✽s,➙,�, 0q✱ t❤❛t ✐s V ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ r0,✽s✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜②

➙✱ ✇✐t❤ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❜ ✏ �✱ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ✭❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞✮ ▲❛✇✈❡r❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❬✶✾❪

✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ♥♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ ✽ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ♠❡❛♥ t❤❛t X♣x, xq ✏ 0 ❛♥❞ X♣x, yq�X♣y, zq ➙ X♣x, zq✱ ❢♦r x, y, z P X✱

❛♥❞ ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r ✐s ❛ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐✈❡ ♠❛♣✳

❲❤❡♥ V ✐s t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡ r0,✽smax ✏ ♣r0,✽s,➙,max, 0q✱ ✇✐t❤ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t

❜ ✏ max✱ t❤❡♥ Vmax✲Cat ✐s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✭❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞✮ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳

✭✸✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣r0, 1s,↕q ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts ✕ ✉s✉❛❧❧②

❝❛❧❧❡❞ t✲♥♦r♠s ✕ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ▲✉❦❛s✐❡✇✐❝③ s✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ V ✲Cat✱ ❧✐❦❡ ▲❛✇✈❡r❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞

♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳

✭✹✮ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

∆ ✏ tϕ : r0,✽s Ñ r0, 1s ; ❢♦r ❛❧❧ α P r0,✽s ϕ♣αq ✏
➟
β➔α

ϕ♣βq



❆ ◆❖❚❊ ❖◆ ▼❆▲✬❚❙❊❱ ❖❇❏❊❈❚❙ ✾

✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♦r❞❡r ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ϕ, ψ P ∆✱

❜②

♣ϕ❜ ψq♣αq ✏
➟

β�γ↕α

ϕ♣βq ✂ ψ♣γq,

❤❛✈✐♥❣ ❛s ✉♥✐t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ κ : r0,✽s Ñ r0, 1s✱ ✇✐t❤ κ♣αq ✏ 0 ✐❢ α ✏ 0

❛♥❞ κ♣αq ✏ 1 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡♥ ∆✲Cat ✐s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❛♥❞

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✮ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐✈❡ ♠❛♣s✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✶❪✳

❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r V ✲Cat Ñ Set ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❤❡♥❝❡ V ✲Cat ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❧❡t❡✱

✇✐t❤ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦❧✐♠✐ts ❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥ Set ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧

V ✲❝❛t❡❣♦r② str✉❝t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❬✷✶✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✽❪ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s✱ V ✲Cat ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥ V ✲Cat ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦✲st❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡②

❛r❡ ❡①❛❝t❧② s✉r❥❡❝t✐✈❡ V ✲❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ ♣✉❧❧❜❛❝❦s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥ Set✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❬✷✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸❪✱ ♣V ✲Catqop ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❬✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻❪

✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ♣V ✲Catqop ✐s ❛ q✉❛s✐✲✈❛r✐❡t②✱ s♦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡

t❤✐♥❦ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❛t ♣V ✲Catqop ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ V ✲Cat

r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❛❧ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡

♠❛♣s f : X Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t X♣x, x✶q ✏ Y ♣f♣xq, f♣x✶qq✱ ❢♦r ❛❧❧ x, x✶ P X✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ V ✲Cat ❤❛s

t❤❡ st❛❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝t♦rs

❡✈❡r② V ✲❢✉♥❝t♦r f : X Ñ Y ❛s

X
f

//

e $$

Y

Z ✏ f♣Xq

m

::

✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❝♦r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ f t♦ Z ✏ f♣Xq ❛♥❞ Z♣y, y✶q ✏ Y ♣y, y✶q ❢♦r ❛❧❧ y, y✶ P Z✳ ●✐✈❡♥ ❛

♣✉s❤♦✉t ✐♥ V ✲Cat

X
m //

f
��

Z

g

��
Y

n
// W

✇✐t❤ m ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m ✐s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱

s✐♥❝❡ ♣✉s❤♦✉ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥ Set✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r W ✏ ♣Y � Zq④ ✒✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r y P Y ❛♥❞

z P Z✱ y ✒ z ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ z P X ❛♥❞ f♣zq ✏ y✱ ❛♥❞ n ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② y, y✶ P Y ✱

W ♣rys, ry✶sq ✏ Y ♣y, y✶q ❴
➟

x✒y, x✶✒y✶

Z♣x, x✶q

✏ Y ♣y, y✶q ❴
➟

x✒y, x✶✒y✶

X♣x, x✶q ✭❜❡❝❛✉s❡ m ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮

✏ Y ♣y, y✶q ✭❜❡❝❛✉s❡ f ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ n : Y ÑW ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ♣V ✲Catqop ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts ✇❡ ❦♥♦✇ ❜② ✭❲✺✮ t❤❛t

❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ V ✲❢✉♥❝t♦r f : Y 2 � Y 2 Ñ Y 3
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❞❡✜♥❡❞ ❜②

Y 2
①π1,π2,π2②

%%
ι1 $$

Y 2 � Y 2 f // Y 3

Y 2

ι2
::

①π2,π2,π1②

99

✇❤❡r❡ πi : Y
2 Ñ Y ✱ i ✏ 1, 2✱ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐ts ✭❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦✲

♠♦r♣❤✐s♠✮✲❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥ V ✲Cat

✭✷✳✐✮ ♣ Y 2 � Y 2
f

// Y 3 q ✏ ♣ Y 2 � Y 2 e // X
m // Y 3 q

t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ V ✲❢✉♥❝t♦r g : X Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s

✭✷✳✐✐✮ Y 2

π1

''
ι1 $$

Y 2 � Y 2 e // X g // Y

Y 2

ι2
::

π1

77

❆s ❛ s❡t✱ X ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ f ✱ t❤❛t ✐s

X ✏ X1 ❨X2, ✇✐t❤ X1 ✏ t♣x, y, yq ; x, y P Y ✉, X2 ✏ t♣x, x, yq ; x, y P Y ✉;

✐ts V ✲❝❛t❡❣♦r② str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ Y 3✱ t❤❛t ✐s

X♣♣x, y, zq, ♣x✶, y✶, z✶qq ✏ Y ♣x, x✶q ❫ Y ♣y, y✶q ❫ Y ♣z, z✶q.

❚❤❡ ♠❛♣ g : X Ñ Y ♠✉st ❛ss✐❣♥ x ❜♦t❤ t♦ ❡❛❝❤ ♣x, y, yq ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣y, y, xq✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r②✳

✭✶✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭✐✮ Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣V ✲Catqop❀

✭✐✐✮ ❢♦r ❛❧❧ x, y, z P Y ✱ Y ♣z, xq ❫ Y ♣z, yq ↕ Y ♣x, yq❀

✭✐✐✐✮ Y ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r②✳

✭✷✮ ■❢ V ✐s ♥♦t ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✱ t❤❡♥ Y ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣V ✲Catqop ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱

Y ✏ ❍✳

Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ✭✐✮ ñ ✭✐✐✮✿ ■❢ t❤❡ ♠❛♣ g : X Ñ Y ❢r♦♠ ✭✷✳✐✐✮ ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r✱ t❤❡♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

X♣♣x, z, zq, ♣x, x, yqq ✏ Y ♣x, xq ❫ Y ♣z, xq ❫ Y ♣z, yq ↕ Y ♣g♣x, z, zq, g♣x, x, yqq ✏ Y ♣x, yq.

✭✐✐✮ ñ ✭✐✐✐✮✿ ❲✐t❤ z ✏ y ✐♥ ✭✐✐✮ ♦♥❡ ❣❡ts

Y ♣y, xq ✏ Y ♣y, xq ❫ Y ♣y, yq ↕ Y ♣x, yq,

❤❡♥❝❡ Y ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② x, y, z P Y ✱

Y ♣x, zq ❫ Y ♣z, yq ✏ Y ♣z, xq ❫ Y ♣z, yq ↕ Y ♣x, yq.

✭✐✐✐✮ ñ ✭✐✮✿ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t g ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r❀ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣x, y, zq, ♣x✶, y✶, z✶q ✐♥ X✱

X♣♣x, y, zq, ♣x✶, y✶, z✶qq ✏ Y ♣x, x✶q ❫ Y ♣y, y✶q ❫ Y ♣z, z✶q ↕ Y ♣g♣x, y, zq, ♣x✶, y✶, z✶qq.
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■♥ ❝❛s❡ x ✏ y ❛♥❞ x✶ ✏ y✶✱ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ y ✏ z ❛♥❞ y✶ ✏ z✶✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞❀ ✇❤❡♥

x ✏ y ❛♥❞ y✶ ✏ z✶✱ ✉s✐♥❣ ✭✐✐✐✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

Y ♣x, x✶q ❫ Y ♣x, y✶q ❫ Y ♣z, y✶q ✏ Y ♣z, y✶q ❫ Y ♣y✶, xq ❫ Y ♣x, x✶q ↕ Y ♣z, x✶q,

❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ y ✏ z ❛♥❞ x✶ ✏ y✶ ♦♥❡ ❣❡ts

Y ♣x, x✶q ❫ Y ♣y, x✶q ❫ Y ♣y, z✶q ✏ Y ♣x, x✶q ❫ Y ♣x✶, yq ❫ Y ♣y, z✶q ↕ Y ♣x, z✶q.

✭✷✮ ❙✐♥❝❡ ♣V ✲Catqop ✐s r❡❣✉❧❛r ✇❡ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✭▼✺✮✳ ❋✐rst ✇❡

♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❛ ❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ✭✶✳✐✐✐✮ ✐♥ ♣V ✲Catqop ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠

✐♥ V ✲Cat✱ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ s♣❧✐t ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✿

✭✷✳✐✐✐✮

D

t✶

��

s✶

// C

t

��

f ✶

oo

A

g✶

OO

s // Y.
f

oo

g

OO

✭t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❥✉st t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ✭✶✳✐✐✐✮✮✳

▲❡t V ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❡♠♣t② V ✲❝❛t❡❣♦r② Y ✇❡ ✇✐❧❧ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡

s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ V ✲Cat ❛s ❛❜♦✈❡ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛ r❡❣✉❧❛r ♣✉❧❧❜❛❝❦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♠♦r♣❤✐s♠ ①g✶, f ✶② : A �Y C Ñ D ✐s ♥♦t ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■❢ V ✐s ♥♦t ❝❛rt❡s✐❛♥ t❤❡♥

t❤❡r❡ ❡①✐st u, v P V s✉❝❤ t❤❛t u ❜ v ➔ u ❫ v✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ y0 P Y ✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ V ✲❝❛t❡❣♦r✐❡s A ✏ t0✉
☎
❨ Y ✱ C ✏ Y

☎
❨ t1✉✱ ❛♥❞ D ✏ t0✉

☎
❨ Y

☎
❨ t1✉✱ ✇✐t❤ A♣0, yq ✏

u ❜ A♣y0, yq ❛♥❞ A♣y, 0q ✏ A♣y, y0q ❜ u✱ C♣y, 1q ✏ Y ♣y, y0 ❜ vq ❛♥❞ C♣1, yq ✏ v ❜ C♣y0, yq✱ ❛♥❞

D♣0, 1q ✏ u❫v ✏ D♣1, 0q❀ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡

r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤❡♥ ✭✷✳✐✐✐✮ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠

①g✶, f ✶② : A �Y C Ñ D✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥

t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♣A�Y Cq♣0, 1q ♠✉st ❜❡ u❜ v✳ □

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ ❝❛s❡ ❜ ✏ ❫ ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠ ✭❘✶✮ st✉❞✐❡❞

✐♥ ❬✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷❪✳

❚❤❡ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r❡♠ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❞r❛st✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛② ❜❡ t❤❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣V ✲Catqop✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢

V ✏ r0,✽s�✱ t❤❡♥ ❛ ▲❛✇✈❡r❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝

✉❧tr❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❡♠♣t②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✻✳ ✭✶✮ ■❢ V ✐s ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✱ t❤❡♥ ♣V ✲Catsymq
op ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

✭✷✮ ❋♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t❛❧❡ V ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ▼❛❧✬ts❡✈ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣V ✲Catqop

❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ✐s ♣V❫✲Catsymq
op✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ s②♠♠❡tr✐❝ V❜✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✐♥ ❝❛s❡

t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❜ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ❜✉✐❧t ❛❜♦✈❡ ❛❧s♦ ✇♦r❦s✳ ❍❡♥❝❡

✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts tr✐✈✐❛❧✐s❡ ✐s t❤✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✼✳ ■❢ V ✐s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ♥♦♥✲❝❛rt❡s✐❛♥ q✉❛♥t❛❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧②

▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣V ✲Catsymq
op ✐s t❤❡ ❡♠♣t② V ✲❝❛t❡❣♦r②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ❲❡✐❣❤✐❧❧✬s r❡s✉❧t ❢♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①tr❛

✐♥❣r❡❞✐❡♥t✱ t❤❡ ✉❧tr❛✜❧t❡r ♠♦♥❛❞ ♦♥ Set✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ V ✲Rel ✭s❡❡ ❬✶✸❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆s ❇❛rr

s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈✐❛ ✐ts ✉❧tr❛✜❧t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t



✶✷ ▼❆❘■❆ ▼❆◆❯❊▲ ❈▲❊▼❊◆❚■◆❖ ❆◆❉ ❉■❆◆❆ ❘❖❉❊▲❖

❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t X✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉❧tr❛✜❧t❡rs ♦♥ X

❛♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ X✱ UXÝÑÞ X s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② x P X✱ x P UX✱ ❛♥❞ X P U2X✱

✭✶✮
☎
xÑ x ✭✇❤❡r❡

☎
x ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉❧tr❛✜❧t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② x✮❀

✭✷✮ XÑ x ❛♥❞ xÑ x ùñ µ♣Xq Ñ x ✭✇❤❡r❡ µ♣Xq ✐s t❤❡ ❑♦✇❛❧s❦✐ s✉♠ ♦❢ X✮✳

●✐✈❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s X ❛♥❞ Y ✱ ❛ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ x P UX ❛♥❞ x P X✱

Uf♣xq Ñ f♣xq ✇❤❡♥❡✈❡r xÑ x✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛✜❧t❡r ♠♦♥❛❞ U ✱ ❛ ✉♥✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧

q✉❛♥t❛❧❡ V ✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛① ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ U t♦ V ✲Rel✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❆ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ s❡t X t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ a : UX✂X Ñ V ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ ♣x, xq ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② X♣x, xq✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ x P X✱ x P UX✱ X P U2X✱

✭❘✮ k ↕ X♣
☎
x, xq❀

✭❚✮ X♣X, xq ❜X♣x, xq ↕ X♣µ♣Xq, xq✱

✇❤❡r❡ ❜② X♣X, xq ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✉♥❞❡r U ✱ ♦❢ t❤❡ V ✲r❡❧❛t✐♦♥ a : UXÝÑÞ X✳

❆ ♣U, V q✲❢✉♥❝t♦r f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠❛♣ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x P X✱ x P UX✱ X♣x, xq ↕ Y ♣Uf♣xq, f♣xqq✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ♣U, V q✲Cat t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ♣U, V q✲❢✉♥❝t♦rs✳

❊①❛♠♣❧❡s ✷✳✾✳ ✭✶✮ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ❇❛rr ❬✶❪✱ ✐❢ V ✏ 2✱ t❤❡♥ ♣U, V q✲Cat ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Top ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣s✳

✭✷✮ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✵❪✱ ✐❢ V ✏ r0,✽s� ♣U, V q✲Cat ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② App ♦❢ ▲♦✇❡♥✬s

❛♣♣r♦❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐✈❡ ♠❛♣s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣♣U, V q✲Catqop ✐s r❡❣✉❧❛r✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ✐♥ V ✲Cat✱ ✐♥ ♣U, V q✲Cat ✭❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s✱ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s✮ ❢♦r♠ ❛ st❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r✲

✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ m : X Ñ Z ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ✐t ✐s ❛♥

✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ ❛♥❞ X♣x, xq ✏ Z♣Um♣xq,m♣xqq✱ ❢♦r ❛❧❧ x P UX ❛♥❞ x P X✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣✉s❤♦✉t ✐♥

♣U, V q✲Cat

X
m //

f
��

Z

g

��
Y

n
// W

✇✐t❤ m ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛s ❢♦r

V ✲Cat ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r W ✏ ♣Y �Zq④ ✒✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r y P Y ❛♥❞ z P Z✱ y ✒ z ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ z P X

❛♥❞ f♣zq ✏ y✳ ❚❤❡♥ n✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ Un✱ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② y P UY ❛♥❞

y P Y ✱

W ♣Un♣yq, rysq ✏ Y ♣y, yq ❴
➟

Ug♣zq✏Un♣yq, x✒y

Z♣z, xq.

❆♥② z P UZ ✇✐t❤ Ug♣zq ✏ Un♣yq ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ X✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r Um

♦❢ ❛♥ ✉❧tr❛✜❧t❡r x ✐♥ X❀ ❤❡♥❝❡ Z♣z, xq ✏ X♣x, xq ↕ Y ♣Uf♣xq, f♣xqq ✏ Y ♣y, yq✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

Y ♣y, yq ✏W ♣Un♣yq, rysq✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ n : Y ÑW ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❋♦r ❛ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r② Y t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭✐✮ Y ✐s ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣♣U, V q✲Catqop❀

✭✐✐✮ ❋♦r ❛❧❧ z P UY ✱ x, y P Y ✱

✭✶✮ Y ♣z, xq ❫ Y ♣z, yq ↕ Y ♣
☎
x, yq❀

✭✷✮ Y ♣z, xq ❫ Y ♣
☎
x, yq ↕ Y ♣z, yq✳



❆ ◆❖❚❊ ❖◆ ▼❆▲✬❚❙❊❱ ❖❇❏❊❈❚❙ ✶✸

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❛♣ g : X Ñ Y ✐s ❛ ♣U, V q✲❢✉♥❝t♦r ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② w P UX ❛♥❞ ♣x, y, zq P X✱

X♣w, ♣x, y, zqq ✏ Y ♣Uπ1♣wq, xq ❫ Y ♣Uπ2♣wq, yq ❫ Y ♣Uπ3♣wq, zq ↕ Y ♣Ug♣wq, g♣x, y, zqq.

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ i✲t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Y k Ñ Y ✭k ✏ 2, 3✮ ❜② πi ❛♥❞ Uπi♣wq ❜② wi✳

▲❡t h : Y ✂ Y Ñ X ✇✐t❤ h♣x, yq ✏ h♣x, y, yq✳

✭✐✮ ñ ✭✐✐✮✿ ❋✐① z P UY ❛♥❞ x P Y ✳ ▲❡t rz P U♣Y 2q ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t rz1 ✏ ☎
c ❛♥❞ rz2 ✏ z✳ ❚❤❡♥

w ✏ Uh♣rzq P UX ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ g ☎ h ✏ π1✱ w1 ✏
☎
x✱ w2 ✏ z ✏ w3✱ ❛♥❞ Ug♣wq ✏

☎
x✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

X♣w, ♣x, x, yqq ↕ Y ♣
☎
x, yq ñ Y ♣

☎
x, xq ❫ Y ♣z, xq ❫ Y ♣z, yq ↕ Y ♣

☎
x, yq,

t❤❛t ✐s ✭✶✮ ❤♦❧❞s✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❧❡t ♣z P U♣Y 2q ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ♣z1 ✏ z ❛♥❞ ♣z2 ✏ ☎
x✱ ❛♥❞ ❧❡t x ✏ Uh♣♣zq✱ s♦ t❤❛t Ug♣xq ✏ z✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② y P Y ✱

X♣x, ♣x, x, yqq ↕ Y ♣z, yq ñ Y ♣z, xq ❫ Y ♣
☎
x, xq ❫ Y ♣

☎
x, yq ↕ Y ♣z, yq,

t❤❛t ✐s ✭✷✮ ❤♦❧❞s✳

✭✐✐✮ ñ ✭✐✮✿ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳ ▲❡t w P UX ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X1 P w ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡

X2 P w t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✮✳ ❚❤❡♥ w ✏ Uh♣yq ❢♦r s♦♠❡ y P U♣Y 2q✳ ❚❤❡♥

X♣w, ♣x, y, yqq ✏ Y ♣y1, xq ❫ Y ♣y2, yq ❫ Y ♣y2, yq ↕ Y ♣y1, xq ✏ Y ♣Ug♣wq, xq,

X♣w, ♣x, x, yqq ✏ Y ♣y1, xq ❫ Y ♣y2, xq ❫ Y ♣y2, yq ↕ Y ♣y1, xq ❫ Y ♣
☎
x, yq ↕ Y ♣y1, yq;

t❤❛t ✐s✱ g ✐s ❛ ♣U, V q✲❢✉♥❝t♦r✳ □

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣❧✐❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ Top ❛♥❞ App✱ ❛♥❞ ✐t

♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r s✉✐t❛❜❧❡ Set✲♠♦♥❛❞s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦

t❤❡ ✉❧tr❛✜❧t❡r ♠♦♥❛❞✱ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ Top ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈

♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♣Appqop✳

❆t ❛ ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ✐t ♠❛② s❡❡♠ t❤❛t ❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ Top✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♣Topqop ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠ ✭❘✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛①✐♦♠ ✭❚✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣U, V q✲❝❛t❡❣♦r② ✐♥

❝❛s❡ V ✐s ❝❛rt❡s✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Top✳ ❲❤❡♥ V ✏ r0,✽s� ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥

✭❘✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s Y ♣z, xq � Y ♣z, yq ➙ Y ♣
☎
x, yq ❢♦r ❡✈❡r② z P UY ✱ x, y P Y ✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❞♦❡s ♥♦t

❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❛①✐♦♠ ✭❚✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ❇❛rr✱ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✐♥✿ ❘❡♣♦rts ♦❢ t❤❡ ▼✐❞✇❡st ❈❛t❡❣♦r② ❙❡♠✐♥❛r✱ ■❱✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱

❱♦❧✳ ✶✸✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✵✱ ♣♣✳ ✸✾✕✺✺✳
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