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♦❢ ❏ó♥ss♦♥✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❈❛t❡❣♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ✈❛r✐❡t✐❡s❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s✱

♦r❞❡r❡❞ s❡ts✱ G✲s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥② ✭♣r❡✮t♦♣♦s ❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❬✷✹❪ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❧❛tt✐❝❡

♦♥ ❛♥② ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥ V ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❝❝✉♣② ❛♥ ❡①tr❡♠❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

✐♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♠✉t❛t♦r✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s

✖ ❛ t♦♣✐❝ ✇❤✐❝❤ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧②

❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t♦ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❖♥❡

♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s✱ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞

❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛s ❛r❡

t❤❡✐r ✈❛r✐❡t❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ❛r❡ ❥✉st ✐♥t❡r♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

✈❛r✐❡t②✱ s♦ t❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧✲

❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✹❪✿ ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❡t s❡♠✐❧❛tt✐❝❡ Eq♣Aq ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ A ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡

❧❛tt✐❝❡✿ ❢♦r ❛♥② R,S, T P Eq♣Aq✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R❫ ♣S ❴ T q ✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q. ✭✶✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋♦r ♦♥❡ t❤✐♥❣✱ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ s✉♣r❡♠❛ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✖ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❢❛♠✐❧✐❛r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

❝♦♥t❡①ts s✉❝❤ ❛s ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ r❡❣✉❧❛r✐t② ❬✶❪✱ ♦r ❡✈❡♥ ❇❛rr✲❡①❛❝t♥❡ss ❬✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❡①❝❧✉❞❡s ❝❛t❡❣♦r✐❡s s✉❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢

✭❞✐str✐❜✉t✐✈❡✮ ❧❛tt✐❝❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❛r✐t② ✭s❡❡ ❬✷✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❝❛t❡❣♦r② ✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧❧② q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✖ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t②✳

❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

s✉♣r❡♠❛ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ❬✾❪✳
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❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ✭❛♥❞ ✐s✱ t❤✉s✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✮ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ✐♥ ♠✉❝❤ t❤❡

s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❍✳ P✳ ●✉♠♠✬s s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❝❛♣t✉r❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❬✶✺❪✳ ❆ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S, T ♦♥
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▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ R❫ S ↕ T ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts x, y, u, v ♦❢ A ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t xSu✱ uTv✱ ySv✱ xRy✱

t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t xTy✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✐♥t❡r♥❛❧❧② t♦ ❛♥② ❝❛t❡❣♦r② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ s♦

t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝✉ss ❝❛t❡❣♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡♥

❛ ✈❛r✐❡t② s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s

t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡♥s❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② r❡❣✉❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡

❝♦♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡ ♦r ♥♦t ✭s✉♣♣♦s✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ s✉♣r❡♠❛ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❡①✐st✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ✱ ✇✐t❤ R ❫ S ↕ T ✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✭✷✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ st✉❞② ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣r✉✲

❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❇✳ ❏ó♥ss♦♥✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥

♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V

✐s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ n ➙ 1 ❛♥❞ t❡r♥❛r② t❡r♠s p1, . . . , pn ✐♥

t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ V s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

pi♣x, y, xq ✏ x, ❢♦r ❛❧❧ i,

p1♣x, x, yq ✏ x,

pi♣y, x, xq ✏ pi�1♣y, x, xq, ❢♦r i ♦❞❞,

pi♣x, x, yq ✏ pi�1♣x, x, yq, ❢♦r i ❡✈❡♥,

pn♣x, x, yq ✏ y, ✐❢ n ❡✈❡♥,

pn♣y, x, xq ✏ x, ✐❢ n ♦❞❞.

❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✇❛②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❡r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ n ❏ó♥ss♦♥ t❡r♠s ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② V ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t

❢♦r ❛♥② t❤r❡❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S, T ♦♥ ❛♥② ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❡t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R❫ ♣S ✆ T q ↕ ♣R❫ Sq ✆ ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ Sq ✆ ☎ ☎ ☎
❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

♣n�1q t✐♠❡s

. ✭✸✮

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n
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✇❤❡♥ ❛♥② t❤r❡❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✐♥ C s❛t✐s✜❡s ✭✸✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣r❡♠❛ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✮ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡

tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s

❡①t❡♥❞ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦r❞❡r n✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦t❤❡r

❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✻✱ ✶✽❪✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✷✵❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢

❬✶✵❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✾❪✮✳

✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✉❜♦❜❥❡❝t✱ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❤♦ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡s❡

♥♦t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❛❦✐♥❣ ♥♦t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳✶ ❜❡❧♦✇

❛♥❞ s❦✐♣♣✐♥❣ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

✷✳✶✳ ❙✉❜♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■❢ m : M0 ↣ X ❛♥❞ n : N0 ↣ X ❛r❡

♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ m ↕ n ✐❢ m ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ n✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡r❡

❡①✐sts φ : M0 Ñ N0 s✉❝❤ t❤❛t nφ ✏ m✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣r❡♦r❞❡r ♦♥ Mono♣Xq✱ t❤❡ ❝❧❛ss

♦❢ ❛❧❧ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ C ✇✐t❤ ❝♦❞♦♠❛✐♥ X✳ ❚❤❡ ♣♦s❡t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ Mono♣Xq ✐s ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ♣♦s❡t ♦❢ s✉❜♦❜❥❡❝ts ♦❢ X✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Sub♣Xq✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t S P Sub♣Xq

✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✇✐t❤ ❝♦❞♦♠❛✐♥ X✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s

n,m P Mono♣Xq ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ n ↕ m ❛♥❞ m ↕ n✳ ■❢ s : S0 ↣ X ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r

♦❢ S✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t S ✐s t❤❡ s✉❜♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

■♥ ❛♥② ❝❛t❡❣♦r② C t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛❧♦♥❣ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♠♦♥♦✲

♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

✌
��

n

��

// ✌
��
m

��
✌

f

// ✌

✐s ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ C✱ ❛♥❞ m ✐s ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ s♦ ✐s n✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t C ❤❛s

♣✉❧❧❜❛❝❦s ♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛❧♦♥❣ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ A,B P Sub♣Xq ❛r❡ ❛♥② s✉❜♦❜❥❡❝ts

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② a : A0 ↣ X ❛♥❞ b : B0 ↣ X r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ A ❫ B ❢♦r t❤❡

s✉❜♦❜❥❡❝t ♦❢ X r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ❛♥② ♣✉❧❧❜❛❝❦

♣A❫Bq0

p2

��

p1 //
$$

$$

A0

��
a

��
B0

//
b

// X
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✷✳✶✳✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t

♠❡♥t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ♠♦r♣❤✐s♠ x : S Ñ X ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C✱ t❤❡♥✿

✌ ✐❢ x ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ A✱ t❤❡♥ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

♦❢ A❀

✌ ✇❡ ✇r✐t❡ x PS A ✐❢ x ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ A

X

S //

x

>>

A0;

OO a

OO

✌ ✐❢ C ❤❛s ♣✉❧❧❜❛❝❦s ❛♥❞ B ✐s ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t ♦❢ X✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ x PS A❫B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

x PS A ❛♥❞ x PS B❀

✌ ✐❢ e : E ↠ S ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ C✱ t❤❡♥ xe PE A ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x PS A✳ ■♥

❢❛❝t✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ✐❢ e ✐s ❛ str♦♥❣ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛s ✐t r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✜❧❧ ✐♥

♣r♦♣❡rt② ♦❢ str♦♥❣ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ ❛♥ ✭✐♥t❡r♥❛❧✮ n✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥

R ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts X1, X2, ..., Xn ✐♥ C ✐s s✐♠♣❧② ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t ♦❢ X1 ✂X2 ✂ ☎ ☎ ☎ ✂Xn✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ R t♦ ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❛s ❛❜♦✈❡ ✐s

❞❡♥♦t❡❞ ❜② R ↣ X1 ✂ ☎ ☎ ☎ ✂Xn✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ♣r1, r2q : R ↣ X ✂ Y ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ X t♦ Y ✱ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ R✱ ❞❡♥♦t❡❞ Rop✱ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ Y t♦ X ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r2, r1q : R ↣ Y ✂X✳ ❋♦r

❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R✱ ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s x, y ✐♥ C✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ xRy ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ dom♣xq ✏ S ✏

dom♣yq ❛♥❞ ♣x, yq PS R✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✭✐✳❡✳ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ A t♦ A✮✱ ✇❡ s❛② t❤❛t

R ✐s✿

✌ r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ x : S Ñ A ✐♥ C ✇❡ ❤❛✈❡ xRx✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ∆A ↕ R✱ ✇❤❡r❡ ∆A ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ A✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ♣1A, 1Aq : A ↣ A✂A❀

✌ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ Rop ↕ R❀

✌ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠s x, y, z ✐❢ xRy ❛♥❞ yRz t❤❡♥ xRz❀

✌ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡❀

✌ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ R ✐s

t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐r ♦❢ s♦♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f ✱ ❞❡♥♦t❡❞ R ✏ Eq♣fq✳

✷✳✸✳ ❘❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✶❪

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❆ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✐❢✿

✭✐✮ C ❤❛s ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦❡q✉❛❧✐s❡rs ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐rs✳
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✭✐✐✮ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ C ✐s ♣✉❧❧❜❛❝❦ st❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

✌ //

p
����

✌

f
����

✌ // ✌

✐s ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥ C✱ ❛♥❞ f ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ s♦ ✐s p✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t

♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✿

✌ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✐♥ C ❢❛❝t♦rs ❛s f ✏ me ✇❤❡r❡ e : X ↠ Q ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐✲

♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ m : Q ↣ Y ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ f ✏ me ✐s s♦♠❡t✐♠❡s

❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ f ✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ✐♠❛❣❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♣

t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❀

✌ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ gf ♦❢ t✇♦ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s f : X ↠ Y ❛♥❞ g : Y ↠ Z ✐♥ C ✐s ❛

r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠❀

✌ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ gf ♦❢ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s f : X Ñ Y ❛♥❞ g : Y Ñ Z ✐♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r

❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ g ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✳

●✐✈❡♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✳ ■♥❞❡❡❞✱

❧❡t R ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✱ ❛♥❞ S ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts Y ❛♥❞ Z ✐♥

❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t r ✏ ♣r1, r2q : R ↣ X ✂ Y ❛♥❞ s ✏ ♣s1, s2q : S ↣ Y ✂ Z✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

P
p1

��

p2

��
R

r2

��

r1

~~

S
s1

��

s2

��
X Y Z

✇❤❡r❡ ♣P, p1, p2q ✐s ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ s1 ❛❧♦♥❣ r2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ R ✆S ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ✐♠❛❣❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r1p1, s2p2q : P Ñ X ✂ Z ❛s ✐♥ t❤❡

❞✐❛❣r❛♠✿

P

♣r1p1,s2p2q

33
e // // ♣R ✆ Sq //r✆s // X ✂ Z.

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭s❡❡

❬✶✱ ✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❬✼❪ ▲❡t R ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ X t♦ Y ❛♥❞ S ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ Y t♦ Z✳ ●✐✈❡♥

❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠s x : S Ñ X ❛♥❞ z : S Ñ Z t❤❡♥ x♣R ✆ Sqz ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r

❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ e : E ↠ S ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ y : E Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t xeRy ❛♥❞ ySze✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ R ✆R ↕ R✳

✷✳✻✳ n✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t②✳ ▲❡t Eq♣Aq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❡t s❡♠✐❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥

♦❜❥❡❝t A ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✳ ●✐✈❡♥ R,S P Eq♣Aq✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
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✐♥ ❬✼❪

♣R,Sqn ✏ R ✆ S ✆R ☎ ☎ ☎❧♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♥

n

;

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣R,Sq0 ✏ ∆A ✭t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ A✮✱ ♣R,Sq1 ✏ R✱ ♣R,Sq2 ✏ R ✆ S✱

♣R,Sq3 ✏ R ✆ S ✆ R✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣R,Sqn✱ n ➙ 2✱ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ✐t ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ n ✐s ♦❞❞✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥

❢r♦♠ ❬✼❪ t❤❛t ♣R,Sqn ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r s♦♠❡ n ➙ 2✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

C ✐s n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ n ➙ 2✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C ❛r❡ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② R,S P Eq♣Aq✱ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ♦❢

C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣R,Sqn ✏ ♣S,Rqn✳

❆ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❣✉❧❛r▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❬✽❪ ❛♥❞ ❛ 3✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡

❝❛t❡❣♦r② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛ ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r② ❬✼❪ ✭❛ ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r② ✐s r❡❣✉❧❛r ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛♥ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛❧✇❛②s k✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ ❢♦r ❛♥② k ➙ n❀ t❤❡

❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡ ✭s❡❡ ❬✸✶❪✮✳

❲❤❡♥ C ✐s n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ C ❛❞♠✐ts ❥♦✐♥s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ A✿ ❢♦r R,S P Eq♣Aq

R❴ S ✏ ♣R,Sqn; ✭✹✮

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Eq♣Aq ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭s❡❡ ❬✼❪✱ ❬✷✸❪ ❛♥❞ ❬✷✺❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳

✸✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ❜❡❣✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡

tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛✳

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞

❧❡♠♠❛ ✐❢ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S, T ♦♥ ❛♥② ❛❧❣❡❜r❛ A ✐♥ V✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮

❤♦❧❞s✳ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✇❤❡♥ ❢♦r ❛♥② t❤r❡❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ✐♥ C ✇✐t❤ R ❫ S ↕ T ✱ ✐❢ ♠♦r♣❤✐s♠s x, u, v, y

❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t xSu✱ uTv✱ ySv✱ xRy✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t xTy✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛

r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✱ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T

♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ✐♥ C✿

R❫ S ↕ T ñ R❫ ♣S ✆ T ✆ Sq ↕ T. ✭✺✮

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳

❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧②

❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s Eq♣Aq ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ❢♦r♠s

❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭s❡❡ ❬✶✹❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞

❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s ✐♥ C✳



❈❆❚❊●❖❘■❈❆▲ ❆❙P❊❈❚❙ ❖❋ ❈❖◆●❘❯❊◆❈❊ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❱■❚❨ ✼

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A s✉❝❤ t❤❛t R ❫ S ↕ T ✱ ✇❡

❤❛✈❡

R❫ ♣S ✆ T ✆ Sq ↕ R❫ ♣S ❴ T q
✭✶✮
✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q ↕ T,

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✭✺✮✳ □

❘❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ♦r ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞

❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❡♠♠❛ ❬✶✵❪ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡

❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈

♦r ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛✳

▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✶✶❪ ❋r❡②❞✬s ♠♦❞✉❧❛r ❧❛✇ ✿ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s R ↣

A✂B✱ S ↣ B ✂ C ❛♥❞ T ↣ A✂ C ✇❡ ❤❛✈❡

♣R ✆ Sq ❫ T ↕ ♣R❫ ♣T ✆ Sopqq ✆ S. ✭✻✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛✳ ●✐✈❡♥ ❛♥②

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ✐♥ C s✉❝❤ t❤❛t S ✆ T ↕ R ✆ S ❛♥❞ R ❫ S ↕ T ✱

t❤❡♥ T ♣❡r♠✉t❡s ✇✐t❤ S✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

S ✆ T ↕ ♣R ✆ Sq ❫ ♣S ✆ T q ✭❛ss✉♠♣t✐♦♥✮
✭✻✮
↕ ♣R❫ ♣S ✆ T ✆ Sopqq ✆ S

✏ ♣R❫ ♣S ✆ T ✆ Sqq ✆ S ✭❙ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✮
✭✺✮
↕ T ✆ S.

□

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❛❝t♦r ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❬✶✷❪ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥ E ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✇❡ ❤❛✈❡ E ✆ Eq♣pq ✏ Eq♣pq ✆ E ✇❤❡r❡ p : A Ñ X ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✐s ❢❛❝t♦r ♣❡r♠✉t❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♣r♦❞✉❝t ❞✐❛❣r❛♠

X
p1ÐÝ A

p2ÝÑ Y

✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t Eq♣p1q ❫ Eq♣p2q ✏ ∆A ❛♥❞ Eq♣p1q ✆ Eq♣p2q ✏ ∇A✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ A✳ ◆♦✇ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ E ♦♥ A ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✲

✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ R ✏ Eq♣p1q ❛♥❞ S ✏ Eq♣p2q ❛♥❞ T ✏ E✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ □

✸✳✺✳ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ♦r❞❡r n ❛s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ n ❏ó♥ss♦♥ t❡r♠s ❢♦r n ➙ 1✳ ❆

✉s✉❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt②

♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧❧②✳

❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
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✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❛t ♣❛♣❡r ❤♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✸✷❪✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠❛tr✐① ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n ✭✇❤❡r❡

n P Nq ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S, T ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R❫ ♣S ✆ T q ↕ ♣R❫ S,R❫ T qn�1. ✭✼✮

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V ❛❞♠✐ts n ❏ó♥ss♦♥ t❡r♠s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s

❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡

♦♠✐t ✐t✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✽✳ ❆ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ✭s❡❡

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✐♥ ❬✶✽❪✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦✱ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✻❪ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ❝❛t❡❣♦r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r

n ➙ 1✿

✭✐✮ C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n❀

✭✐✐✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s S, T ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✱ ✇❡

❤❛✈❡

R❫ ♣S ✆ T q ↕ ♣ ♣R❫ Sopq ✆ ♣R❫ Sq, ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ T opq qn�1 . ✭✽✮

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✮ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✹❪ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮

t❤❡r❡✐♥✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✐✮ ñ ✭✐✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr②

❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ S ❛♥❞ T ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r n ✏ 1✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✮ ñ ✭✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✮ ñ ✭✐✐✮ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ n ➙ 2

✐s ❛ ❜✐t t❡❝❤♥✐❝❛❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣♦st♣♦♥❡ ✐ts ♣r♦♦❢ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✵✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ♥✐❝❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✳ ■❢ C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r

k✱ ❢♦r ❛♥② k ➙ n✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣R ❫ S,R ❫ T qn�1 ↕

♣R❫ S,R❫ T qk�1✱ s✐♥❝❡ R,S ❛♥❞ T ❛r❡ r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ □

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✭s♦ t❤❛t s✉♣r❡♠❛ ♦❢ ❡q✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t A ❡①✐st ✐♥ C✱ s♦ t❤❛t Eq♣Aq ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡✮✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ ✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❛

❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ✭♦❢ ♦r❞❡r n✁ 1✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ✭n ➙ 2✮ ❛♥❞ ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❛♥② ♦r❞❡r✳ ●✐✈❡♥ R,S, T P Eq♣Aq✱ ❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R❫ ♣S, T qj ↕ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q, ❢♦r ❛♥② j ➙ 1.
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Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r k ➙ 1✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t k ➙ n✁1 ❜②

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✳ ❙✐♥❝❡ k ➙ n✁ 1✱ t❤❡♥ C ✐s ❛❧s♦ ♣k � 1q✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✳ ❋♦r j ✏ 1✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ j ➙ 2✳ ❋♦r j ✏ 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R❫ ♣S, T q2 ✏ R❫ ♣S ✆ T q

↕ ♣R❫ S,R❫ T qk�1 ✭❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✮

✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q ✭ ♣k � 1q✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t②✮.

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t R❫ ♣S, T qj ↕ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q✱ ❢♦r s♦♠❡ j ➙ 2✳ ❲❤❡♥ j ✐s ♦❞❞

R❫ ♣S, T qj�1 ✏ R❫ ♣♣S, T qj ✆ T q
✭✽✮
↕ ♣ ♣R❫ ♣S, T qjq ✆ ♣R❫ ♣S, T qjq, R❫ T qk�1 ✭♣S, T qopj ✏ ♣S, T qj ✱ T

op ✏ T ✮

↕ ♣ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq ✆ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq, R❫ T qk�1 ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮

✏ ♣ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q, R❫ T qk�1 ✭♣R❫Sq❴♣R❫T q tr❛♥s✐t✐✈❡✮

✏ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq ❴ ♣R❫ T q ✭ ♣k � 1q✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t②✮

✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q.

❲❤❡♥ j ✐s ❡✈❡♥

R❫ ♣S, T qj�1 ✏ R❫ ♣♣S, T qj ✆ Sq
✭✽✮
↕ ♣ ♣R❫ ♣T, Sqjq ✆ ♣R❫ ♣S, T qjq, R❫ S qk�1, ✭♣S, T qopj ✏ ♣T, Sqj ✱ T

op ✏ T ✮

↕ ♣ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq ✆ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq, R❫ S qk�1 ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮

✏ ♣ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q, R❫ S qk�1 ✭♣R❫Sq❴♣R❫T q tr❛♥s✐t✐✈❡✮

✏ ♣♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T qq ❴ ♣R❫ Sq ✭ ♣k � 1q✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t②✮

✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q.

□

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ✭n ➙ 2✮✳ ❚❤❡♥ C ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ✭♦❢ ♦r❞❡r n✁ 1✮✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r n ✏ 2✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❝❧❛✐♠s t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t✿ ❛ r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷ ✐♥ ❬✶✽❪✮✳

▲❡t R,S, T P Eq♣Aq✱ ❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ✭♦❢ ❛♥②

♦r❞❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✇❡ ❣❡t

R❫ ♣S ❴ T q
✭✹✮
✏ R❫ ♣S, T qn ↕ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q.

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ C ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✱ t❤❡♥

R❫ ♣S ✆ T q ↕ R❫ ♣S, T qn
✭✹✮
✏ R❫ ♣S ❴ T q

✭✶✮
✏ ♣R❫ Sq ❴ ♣R❫ T q

✭✹✮
✏ ♣R❫ S,R❫ T qn.

❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✱ C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n✁ 1✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ■❢ C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ C s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞

❧❡♠♠❛✳
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Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n✳ ▲❡t R,S, T P Eq♣Aq✱ ❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t

A ♦❢ C✱ s✉❝❤ t❤❛t R❫ S ↕ T ✳ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ✭✼✮ t♦ ❣❡t t❤❛t

R❫ ♣S ✆ T q ↕ ♣R❫ S,R❫ T qn�1 ↕ T,

t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❜♦t❤ R ❫ S ❛♥❞ R ❫ T ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥

T ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t R❫ ♣T ✆ Sq ↕ T ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✭✺✮

R❫ ♣♣S ✆ T q ✆ Sq

↕ ♣♣R❫ ♣T ✆ Sqq ✆ ♣R❫ ♣S ✆ T qq, R❫ Sqn�1 ✭❜② ✭✽✮✱ ♣S ✆ T qop ✏ T ✆ S✱ Sop ✏ S✮

↕ T.

□

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✶✺❪ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s V s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②

t❤r❡❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S, T ♦♥ ❛♥② ❛❧❣❡❜r❛ A ✐♥ V t❤❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t

♦❢ ✭✷✮ ❤♦❧❞s✱ ✇❤❡r❡ uTv ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ u♣R❫T qv✳ ❋✐♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭t❤❡

❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢✮ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ●✉♠♠ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❬✻❪✳ ❆♥② r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ♦r ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r② s❛t✐s❢② t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❬✽✱ ✼❪✱ s♦ t❤❡②

❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ●✉♠♠ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✸❪ t❤❛t r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ♦r

●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② str♦♥❣❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡

s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧❡♠♠❛ ✭❡✈❡♥ ❢♦r ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✮✱ s♦

t❤❛t ❡✈❡r② ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ●✉♠♠ ❝❛t❡❣♦r② ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✮✳ ■t t❤❡♥

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✐♥ ❬✶✼❪ t❤❛t ❜✐♥❛r② ♣r♦❞✉❝ts ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❝♦❡q✉❛❧✐s❡rs ❧♦❝❛❧❧②

✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✶✼❪✮ ✐♥ C✱ ❛♥❞ t❤❛t C ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✷✵❪ ✭s❡❡

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✽ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼ ♦❢ ❬✷✵❪✮✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ●✉♠♠ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✱ ✐s ♥♦t ❛ ❏ó♥ss♦♥

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❡ ✭q✉❛s✐✮✈❛r✐❡t✐❡s Ab ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✱ Grp ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦r Rng ♦❢ r✐♥❣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ▲❡t A ❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C✱ t❤❡♥ ❛ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥ F ♦♥ A ✐s ❛♥②

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ A ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Eq♣pq ✇❤❡r❡ X
p
ÐÝ A

p✶

ÝÑ Y ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡

❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥ F ✶ ✏ Eq♣p✶q ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ F ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ❋♦r ❛♥② ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② C ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✱ ❣✐✈❡♥ F, S, T P Eq♣Aq ✇❤❡r❡

F ✐s ❛ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♣F ✆ Sq ❫ ♣F ✆ T q ✏ F ✆ ♣S ❫ T q.
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Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t C ✐s ❏ó♥ss♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r n ❢♦r s♦♠❡ n ➙ 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ C ✐s ❢❛❝t♦r

♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ F ✆ S ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

♣F ✆ Sq ❫ ♣F ✆ T q

↕ ♣♣F ✆ Sq ❫ F, ♣F ✆ Sq ❫ T qn�1 ✭❜② ✭✼✮✮

↕ ♣F, ♣F ❫ T, S ❫ T qn�1qn�1 ✭♣F ✆ Sq ❫ F ↕ F ✱ ✭✼✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣F ✆ Sq ❫ T ✮

↕ ♣F, ♣F, S ❫ T qn�1qn�1 ✭F ❫ T ↕ F ✮

✏ F ✆ ♣S ❫ T q, ✭F ✆ ♣S ❫ T q ✏ ♣S ❫ T q ✆ F ❛♥❞ F ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✮

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ F ✆ ♣S ❫ T q ↕ ♣F ✆ Sq ❫ ♣F ✆ T q ✐s tr✐✈✐❛❧✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ■❢ C ✐s ❛ ❇❛rr✲❡①❛❝t ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦r

r❡❧❛t✐♦♥s F♣Aq✱ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ C✱ ❢♦r♠s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✉♥❞❡r ❫ ❛♥❞ ✆✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t C ❜❡ ❏ó♥ss♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r n ➙ 1 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t F,G P F♣Aq✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

F ❫G ❛♥❞ F ✶ ✆G✶ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❇② ✭✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♣F ❫Gq ❫ ♣F ✶ ✆G✶q ↕ ♣F ❫G❫ F ✶, F ❫G❫G✶qn�1 ↕ ♣F ❫ F ✶, G❫G✶qn�1 ✏ ∆A,

s✐♥❝❡ F ❫ F ✶ ✏ ∆A ✏ G ❫ G✶✱ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ✇❡ ❤❛✈❡

♣F ❫Gq ✆ ♣F ✶ ✆G✶q ✏ ♣♣F ❫Gq ✆ F ✶q ✆G✶ ✏ ♣♣F ✆ F ✶q ❫ ♣G ✆ F ✶qq ✆G✶ ✏ G ✆ F ✶ ✆G✶ ✏ ∇A,

s✐♥❝❡ F ✆F ✶ ✏ ∇A ✏ G✆G✶✱ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t F ❫G

❛♥❞ F ✶ ✆G✶ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t F♣Aq ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❫ ❛♥❞ ✆✱ ❛♥❞ t❤❡♥

❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ t❡r♠s✳ □

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❇❛rr✲❡①❛❝t ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❡✈❡r②

♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ s✉♣♣♦rt ✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✶✾❪✳

✸✳✶✾✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❆♥② r❡❣✉❧❛r ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t✲

❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ✭s❡❡ ❬✶✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ✭❂2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✮

❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷

❢♦r n ✏ 2✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s

❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ♦r ♥♦t✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ◆♦t❡

t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❡t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✳

❆❧s♦✱ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✈❛r✐❡t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❛

❇❛rr✲❡①❛❝t ▼❛❧✬ts❡✈ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ❬✺❪

✭❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡q✉❛❧✐s❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬✸✵❪✮✳

❱❛r✐❡t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✿

✌ Lat✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✭✐t ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐✈❡✮❀

✌ lGrp✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡✲♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s ✭✐t ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✈❛r✐❡t② ❬✷❪✮❀

✌ Heyt✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛s ✭✐t ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✈❛r✐❡t②✮❀

✌ Bool✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛s ✭✐t ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✈❛r✐❡t②✮❀
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✌ ❛♥② ▼❛❧✬ts❡✈ ✈❛r✐❡t② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ k✲❛r② ♥❡❛r ✉♥❛♥✐♠✐t② t❡r♠✱ k ➙ 1 ✭✐t ✐s ❛♥

❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✈❛r✐❡t② ❬✷✼❪✮✳

◆♦♥✲✈❛r✐❡t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✿

✌ ❛♥② q✉❛s✐✈❛r✐❡t② ♦❢ t❤♦s❡ ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡❀

✌ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ♦❢ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❛r✐t②

✭✐t ✐s ♥♦t ▼❛❧✬ts❡✈ ♥♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❬✷✶❪✮❀

✌ ♣♣preqtoposqop✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥② ✭♣r❡✮t♦♣♦s ✭✐t ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ❬✼✱ ✷✾❪✮❀

✌ Topop✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ✭✐t ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❬✸✸❪✮❀

✌ ♣Met✽q
op✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✭✐t ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈

❝❛t❡❣♦r② ❬✸✸❪✮❀

✌ NReg✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ r❡❣✉❧❛r r✐♥❣s ✭✐t ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✻❪✮❀

✌ NReg♣Topq✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ r❡❣✉❧❛r r✐♥❣s ✭✐t ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r

▼❛❧✬ts❡✈ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✽❪✮❀

✌ Bool♣Topq✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ r✐♥❣s ✭✐t ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❛♥❞

❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✽❪✮❀

✌ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ❬✶✻❪✳

❆ ●♦✉rs❛t ✭✐✳❡✳ 3✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✮ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r ✷ ✭❜✉t ♥♦t ♦❢ ♦r❞❡r

✶✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ❢♦r n ✏ 3✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡

✈❛r✐❡t② ■♠♣ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣❡❜r❛s ❬✷✻❪ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ✐s 3✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡

✭♥♦t 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✼❪ ❡✈❡r② ✈❛r✐❡t② ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts

❛ k✲❛r② ♥❡❛r ✉♥❛♥✐♠✐t② t❡r♠ ❬✷✽❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r 2k ✁ 5

✭s❡❡ ❬✷✼❪✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ C ✐s ❛ ❏ó♥ss♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦r❞❡r n ❛♥❞ X ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ C✱ t❤❡♥ s♦ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛

❝❛t❡❣♦r✐❡s C④X✱ X④C✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PtX♣Cq ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r X ❬✹❪ ♦r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝❛t❡❣♦r② C
D✱

❢♦r ❛♥② ❝❛t❡❣♦r② D ✭s❡❡ ❬✶✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ✇❤❡♥ n ✏ 1❀ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❤♦❧❞ ❢♦r n ➙ 2✮✳

✸✳✷✵✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✮ ñ ✭✐✐✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾ ✇❤❡♥

n ➙ 2✳

▲❡t a, c : X Ñ A ❜❡ ♠♦r♣❤✐s♠s s✉❝❤ t❤❛t ♣a, cq PX R❫♣S ✆T q✳ ❋r♦♠ ♣a, cq PX S ✆T t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ e1 : E1 ↠ X ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ b : E1 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t ♣ae1, bq PE1
S

❛♥❞ ♣b, ce1q PE1
T ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣ae1, ce1q PE1

R✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ t❡r♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ D ♦♥ A ❛s t❤❡

✐♠❛❣❡ ρ♣W q✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ A r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② w ❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

D
��

d

��

W //
��

��

vv

w

vv

p
oooo S ✂R0 ✂ T

��
s✂r✂♣t2,t1q

��

A3 A4

ρ✏♣π1,π3,π2q

oo R✂A2

π✏♣r1π1,π3,π2,π3,r2π1,π4q

//oo
r✂1

A2

oo A6.

●✐✈❡♥ x, y, z, w : B Ñ A✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♣x, z, y, wq PB W ô ♣x, zq PB R, ♣y, wq PB R, ♣x,wq PB S, ♣w, zq PB T,

♣x, y, zq PB D ô ❉u : C ↠ B, v : C Ñ A such that

♣x, zq PB R, ♣yu, vq PC R, ♣xu, vq PC S, ♣v, zuq PC T.
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❲❡ ❤❛✈❡

✌ ♣ae1, ae1, ae1q PE1
D✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st 1E1

: E1 ↠ E1 ❛♥❞ ae1 : E1 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t

♣ae1, ae1q PE1
R,S, T ❀

✌ ♣ae1, b, ce1q PE1
D✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st 1E1

: E1 ↠ E1 ❛♥❞ b : E1 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t ♣ae1, ce1q

PE1
R✱ ♣b, bq PE1

R✱ ♣ae1, bq PE1
S✱ ♣b, ce1q PE1

T ❀

✌ ♣ce1, ae1, ce1q PE1
D✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st 1E1

: E1 ↠ E1 ❛♥❞ ce1 : E1 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t

♣ce1, ce1q PE1
R✱ ♣ae1, ce1q PE1

R✱ ♣ce1, ce1q PE1
S✱ ♣ce1, ce1q PE1

T ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ D ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

di : D Ñ A✿ D1 ✏ Eq♣d1q✱ D2 ✏ Eq♣d2q ❛♥❞ D3 ✏ Eq♣d3q✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦

t❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

D2 ❫ ♣D1 ✆D3q ↕ ♣D2 ❫D1, D2 ❫D3qn�1.

❲❡ ❤❛✈❡✱

♣♣ae1, ae1, ae1q, ♣ce1, ae1, ce1qq PE1
D2,

♣♣ae1, ae1, ae1q, ♣ae1, b, ce1qq PE1
D1 ❛♥❞ ♣♣ae1, b, ce1q, ♣ce1, ae1, ce1qq PE1

D3;

✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t♣♣ae1, ae1, ae1q, ♣ce1, ae1, ce1qq PE1
D2 ❫ ♣D1 ✆D3q.

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

♣♣ae1, ae1, ae1q, ♣ce1, ae1, ce1qq PE1
♣D2 ❫D1, D2 ❫D3qn�1. ✭✾✮

❲❤❡♥ n ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭✾✮ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ D2❫D3✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠

e2 : E2 ↠ E1 ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s z1✱ ☎ ☎ ☎ ✱ zn✁1 : E2 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❤♦❧❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st e3 : E3 ↠ E2 ❛♥❞ d1, ☎ ☎ ☎ , dn : E3 Ñ A s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❤♦❧❞

1 ♣ae1e2, ae1e2, z2q PE2
D ♣ae1e2, z2q PE2

R ♣ae1e2e3, d1q PE3
R

♣ae1e2e3, d1q PE3
S ♣d1, z2e3q PE3

T

2 ♣z1, ae1e2, z2q PE2
D ♣z1, z2q PE2

R ♣ae1e2e3, d2q PE3
R

♣z1e3, d2q PE3
S ♣d2, z2e3q PE3

T

3 ♣z1, ae1e2, z4q PE2
D ♣z1, z4q PE2

R ♣ae1e2e3, d3q PE3
R

♣z1e3, d3q PE3
S ♣d3, z4e3q PE3

T
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

n✁ 2 ♣zn✁4, ae1e2, zn✁1q PE2
D ♣zn✁4, zn✁1q PE2

R ♣ae1e2e3, dn✁2q PE3
R

♣zn✁4e3, dn✁2q PE3
S ♣dn✁2, zn✁1e3q PE3

T

n✁ 1 ♣zn✁2, ae1e2, zn✁1q PE2
D ♣zn✁2, zn✁1q PE2

R ♣ae1e2e3, dn✁1q PE3
R

♣zn✁2e3, dn✁1q PE3
S ♣dn✁1, zn✁1e3q PE3

T

n ♣zn✁2, ae1e2, ce1e2q PE2
D ♣zn✁2, ce1e2q PE2

R ♣ae1e2e3, dnq PE3
R

♣zn✁2e3, dnq PE3
S ♣dn, ce1e2e3q PE3

T

❲❡ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡

✭❛✮ ♣di, di�1q PE3
R✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n✁ 1✉✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣ae1e2e3, diq PE3

R✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n✉ ❛♥❞

R ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡❀
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✭❜✮ ♣di, zi�1e3q PE3
T ✭❧✐♥❡ i✮ ❛♥❞ ♣zi�1e3, di�1q PE3

T op ✭❧✐♥❡ i � 1✮✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 2✉

❛♥❞ i ♦❞❞❀

✭❝✮ ♣di, zi✁1e3q PE3
Sop ✭❧✐♥❡ i✮ ❛♥❞ ♣zi✁1e3, di�1q PE3

S ✭❧✐♥❡ i � 1✮✱ ❅i P t2, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 1✉

❛♥❞ i ❡✈❡♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ R ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t

✭❞✮ ♣di, zi�1e3q PE3
R ❛♥❞ ♣zi�1e3, di�1q PE3

R✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 2✉ ❛♥❞ i ♦❞❞✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ i ✏ 1✱ ✇❡ ❣❡t ♣d1, z2e3q PE3
R ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣d1, ae1e2e3q PE3

R

❛♥❞ ♣ae1e2e3, z2e3q PE3
R ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛❜♦✈❡❀ ❛❧s♦ ♣z2e3, d2q PE3

R

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♣z2e3, d1q PE3
R ✭❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ R✮ ❛♥❞

♣d1, d2q PE3
R ❢r♦♠ ✭❛✮❀

✭❡✮ ♣di, zi✁1e3q PE3
R ❛♥❞ ♣zi✁1e3, di�1q PE3

R✱ ❅i P t2, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 1✉ ❛♥❞ i ❡✈❡♥✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ i ✏ 2✱ ✇❡ ❣❡t ♣d2, z1e3q PE3
R ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣d2, z2e3q PE3

R✱

✇❤❡♥ i ✏ 1✱ ❛♥❞ ♣z2e3, z1e3q PE3
R ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡

❛❜♦✈❡❀ ❛❧s♦ ♣z1e3, d3q PE3
R ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♣z1e3, d2q PE3

R ✭❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥

❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ R✮ ❛♥❞ ♣d2, d3q PE3
R ❢r♦♠ ✭❛✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ✭❞✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✭❜✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ T ✇✐t❤ R ❛♥❞ ✭❡✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✭❝✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ S

✇✐t❤ R✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✭♥❡①t ✇❡ ✇r✐t❡ ☎ ☎ ☎W ☎ ☎ ☎ t♦

❞❡♥♦t❡ ♣☎ ☎ ☎ , ☎ ☎ ☎ q PE3
W ✱ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐♦♥ W ✮

ae1e2e3 ♣R❫ Sopq ae1e2e3 ♣R❫ Sq d1 ♣R❫ T q z2e3 ♣R❫ T opq d2

d2 ♣R❫ Sopq z1e3 ♣R❫ sq d3 ♣R❫ T q z4e3 ♣R❫ T opq d4
✳✳✳

dn✁3 ♣R❫ Sopq zn✁4e3 ♣R❫ Sq dn✁2 ♣R❫ T q zn✁1e3 ♣R❫ T opq dn✁1

dn✁1 ♣R❫ Sopq zn✁2e3 ♣R❫ Sq dn ♣R❫ T q ce1e2e3 ♣R❫ T opq ce1e2e3;

s♦

♣ae1e2e3, ce1e2e3q PE3
♣♣R❫ Sopq ✆ ♣R❫ Sq, ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ T opq qn�1.

❙✐♥❝❡ e1e2e3 : E3 ↠ X ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

♣a, cq PX ♣♣R❫ Sopq ✆ ♣R❫ Sq, ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ T opq qn�1.
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❲❤❡♥ n ✐s ❡✈❡♥ ✭n ➙ 2✮✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ✭✾✮ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛

D2 ❫D1✳ ◆♦✇ ✇❡ ❣❡t t❤❡ t❛❜❧❡

1 ♣ae1e2, ae1e2, z2q PE2
D ♣ae1e2, z2q PE2

R ♣ae1e2e3, d1q PE3
R

♣ae1e2e3, d1q PE3
S ♣d1, z2e3q PE3

T

2 ♣z1, ae1e2, z2q PE2
D ♣z1, z2q PE2

R ♣ae1e2e3, d2q PE3
R

♣z1e3, d2q PE3
S ♣d2, z2e3q PE3

T

3 ♣z1, ae1e2, z4q PE2
D ♣z1, z4q PE2

R ♣ae1e2e3, d3q PE3
R

♣z1e3, d3q PE3
S ♣d3, z4e3q PE3

T
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

n✁ 2 ♣zn✁3, ae1e2, zn✁2q PE2
D ♣zn✁3, zn✁2q PE2

R ♣ae1e2e3, dn✁2q PE3
R

♣zn✁3e3, dn✁2q PE3
S ♣dn✁2, zn✁2e3q PE3

T

n✁ 1 ♣zn✁3, ae1e2, znq PE2
D ♣zn✁3, znq PE2

R ♣ae1e2e3, dn✁1q PE3
R

♣zn✁3e3, dn✁1q PE3
S ♣dn✁1, zne3q PE3

T

n ♣ce1e2, ae1e2, znq PE2
D ♣ce1e2, znq PE2

R ♣ae1e2e3, dnq PE3
R

♣ce1e2e3, dnq PE3
S ♣dn, zne3q PE3

T

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡

✌ ♣di, di�1q PE3
R✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n✁ 1✉;

✌ ♣di, zi�1e3q PE3
♣R ❫ T q ❛♥❞ ♣zi�1e3, di�1q PE3

♣R ❫ T opq✱ ❅i P t1, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 1✉ ❛♥❞ i

♦❞❞❀

✌ ♣di, zi✁1e3q PE3
♣R ❫ Sopq ❛♥❞ ♣zi✁1e3, di�1q PE3

♣R ❫ Sq✱ ❅i P t2, ☎ ☎ ☎ , n ✁ 2✉ ❛♥❞ i

❡✈❡♥ ✭t❤❡s❡ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ n ✏ 2✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s

ae1e2e3 ♣R❫ Sopq ae1e2e3 ♣R❫ Sq d1 ♣R❫ T q z2e3 ♣R❫ T opq d2

d2 ♣R❫ Sopq z1e3 ♣R❫ sq d3 ♣R❫ T q z4e3 ♣R❫ T opq d4
✳✳✳

dn✁2 ♣R❫ Sopq zn✁3e3 ♣R❫ Sq dn✁1 ♣R❫ T q zne3 ♣R❫ T opq dn

dn ♣R❫ Sopq ce1e2e3 ♣R❫ Sq ce1e2e3;

s♦

♣ae1e2e3, ce1e2e3q PE3
♣♣R❫ Sopq ✆ ♣R❫ Sq, ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ T opq qn�1.

❙✐♥❝❡ e1e2e3 : E3 ↠ X ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

♣a, cq PX ♣♣R❫ Sopq ✆ ♣R❫ Sq, ♣R❫ T q ✆ ♣R❫ T opq qn�1.

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✶✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳

■♥ ❬✷✸❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs tr❛♥s❧❛t❡ ✈❛r✐❡t❛❧ ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

♠❛tr✐① ♣r♦♣❡rt② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ❇❛rr✱ P✳ ❆✳ ●r✐❧❧❡t✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍✳ ✈❛♥ ❖s❞♦❧✳ ❊①❛❝t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ s❤❡❛✈❡s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s

✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✸✻✱ ✶✾✼✶✳

❬✷❪ ●✳ ❇✐r❦❤♦✛✳ ▲❛tt✐❝❡✲♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✸✭✷✮✿✷✾✽✕✸✸✶✱ ✶✾✹✷✳

❬✸❪ ❋✳ ❇♦r❝❡✉①✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❆❧❣❡❜r❛ ✷✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❛♠✲

❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✳

❬✹❪ ❉✳ ❇♦✉r♥✳ ▼❛❧✬❝❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✿✸✵✼✕✸✷✼✱

✶✾✾✻✳

❬✺❪ ❉✳ ❇♦✉r♥✳ ❆ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❣❡♥❡❛❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢

❈❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✽✭✶✹✮✿✸✾✶✕✹✵✼✱ ✷✵✵✶✳

❬✻❪ ❉✳ ❇♦✉r♥ ❛♥❞ ▼✳ ●r❛♥✳ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✳ ❋✐❡❧❞s ■♥st✐t✉t❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✹✸✿✼✼✕✶✵✵✱

✷✵✵✹✳

❬✼❪ ❆✳ ❈❛r❜♦♥✐✱ ●✳ ▼✳ ❑❡❧❧②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈✳ P❡❞✐❝❝❤✐♦✳ ❙♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ ▼❛❧ts❡✈ ❛♥❞ ●♦✉rs❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❆♣♣❧✐❡❞
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