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1. — Introduzione

La tesi contiene i primi stadi di un programma di ricerca finalizzato a pervenire
ad una formulazione geometrica dei principi variazionali in teoria classica del campo.

Seguendo la linea di pensiero del relatore, espressa nelle pubblicazioni precedenti
([6, 3]) che contengono la struttura concettuale generale e la sua applicazione al-
la statica e alla dinamica dei sistemi meccanici (si veda anche [1]), si considera il
principio dei lavori virtuali, ben noto in statica, come modello concettuale per tutti
i principi variazionali della fisica classica. Tale principio stabilisce una condizione
necessaria di equilibrio per un sistema statico. Il lavoro parte, dunque, con una
dettagliata riformulazione della statica e della dinamica dei sistemi meccanici auto-
nomi in una forma opportuna per la generalizzazione alle teorie di campo. Il ruolo
giocato in statica dallo spazio delle configurazioni ¢ assunto in dinamica dallo spazio
dei moti. Tale spazio non e una varieta differenziale. Alcune costruzioni basilari
di geometria differenziale sono tuttavia possibili. I vettori tangenti ed i covettori
possono essere definiti se si seleziona una classe di funzioni ed una classe di curve
che sono dichiarate differenziabili. Si formula un principio variazionale di azione
virtuale che ¢ I'analogo del principio dei lavori virtuali della statica. Tale principio
variazionale e pit completo del principio di Hamilton poiché contempla la possibile
presenza di impulsi al bordo e forze esterne. Si utilizzano poi i risultati ottenuti
in statica e in dinamica come modello concettuale per sviluppare una formulazione
geometrica dell’elettrodinamica come importante esempio di teoria di campo.

Si perviene ad una formulazione variazionale intrinseca dell’elettrodinamica in
una varieta Lorentziana non necessariamente orientata. L’uso delle forme differen-
ziali di de Rham pari e dispari ([5, 2]) consente una formulazione rigorosa dell’elet-
trodinamica e la descrizione delle proprieta di trasformazione del campi elettroma-
gnetici relative alle riflessioni (cfr. [4]). Basandosi su un principio variazionale piu
completo del principio di Hamilton, la formulazione utilizzata conduce ad equazioni
di campo con sorgenti esterne. Si ottengono inoltre le relazioni costitutive che in let-
teratura sono postulate separatamente poiché le variazioni normalmente considerate
non sono sufficientemente generali per derivarle dal principio variazionale.

Si interpreta un dominio nello spazio-tempo come una 4-corrente di de Rham
dispari. Cio consente di trattare diversi tipi di problemi al bordo in modo unifica-
to. In particolare si ottiene un agevole passaggio alla versione infinitesima, detta
Lagrangiana nella terminologia adottata, usando una corrente avente il supporto co-



stituito da un solo punto. La trasformazione di Legendre e la risultante formulazione
Hamiltoniana dell’elettrodinamica concludono il lavoro.

2. — Lo spazio dei campi

Sia M una varieta differenziale di dimensione 4 munita di una metrica Loren-
tziana g : TM — T*M. La varietd M si dira uno spazio-tempo. Lo spazio vettoriale
delle g-forme pari e dispari su M saranno denotati rispettivamente da ®4(M) e
®I(M). 11 simbolo ®(M) denotera uno qualsiasi dei due spazi quando la distinzio-
ne non ¢ rilevante. Una corrente di de Rham pari o dispari di dimensione g on M ¢
una funzione lineare

c: ®I(M) — R: Ar—>/A.

Lo spazio delle 4-correnti di de Rham dispari a supporto compatto in M sara deno-
tato con CM. Il bordo Oc di una corrente ¢ ¢ definito assumendo che il Teorema di
Stokes valga per tutte le correnti cosi come esso vale per i domini.

Si considera l'insieme delle coppie (A, ¢), dove ¢ ¢ una corrente dispari di di-
mensione 4 in M a supporto compatto ed A & una 1-forma pari A: U — ALT*M
definita in un aperto U C M contente il supporto di ¢. La 1-forma A rappresenta il
potenziale elettromagnetico. 11 suo differenziale F = dA e il campo elettromagnetico.

Si introduce poi una una relazione di equivalenza nell’insieme delle coppie men-
zionato sopra. Le classi di equivalenza sono dette campi. Lo spazio dei campi si
denota con Q(®L(M); CM) o semplicemente Q e la classe di equivalenza di (A, c)
con q(A,¢). Il simbolo ¢ denota un elemento generico di ). Si prova che un vet-
tore tangente (verticale) allo spazio dei campi & rappresentato da una wvariazione
dq(A, dA, c) definita come la classe di equivalenza, rispetto ad una opportuna rela-
zione di equivalenza, di (A4, A, ¢), dove A e §A sono 1-forme (locali) pari definite in
un aperto U C M e ¢ € CM. Un covettore & rappresentato da una fase p(A, G, J, ¢)
definita come la classe di equivalenza di (A, G, J, ¢), dove A ¢ una 1-forma pari, J
¢ una 3-forma dispari e GG ¢ una 2-forma dispari, tutte definite in uno stesso aperto
U C M. Il simbolo Q. denota lo spazio delle variazioni relative ad una fissata cor-
rente ¢. Lo spazio delle fasi corrispondente e denotato con Ph,.. L’accoppiamento
bilineare tra fasi e variazioni

(,)o: Phe X0 0Qc — R: (ph,dq) — (p,dq),
definito da | .
h = — A— — A
(ph,dq). /C(CQJ/\(S 47TCd(G/\é )),

dove 6q = 6q(A,0A,c) e ph = p(A, G, J,c), & non degenere e consente di formulare
un principio di azione virtuale.

3. — Un principio di azione virtuale per ’elettrodinamica

L’azione ¢ una funzione

W:Q —R: q(A,c)»—>/CLo(A,dA)
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derivata da una densita Lagrangiana

Li ALT*M o NTM — AST* M (0, f) = =< (N2 () I,
dove z ¢ il punto di applicazione di (a, f) e \/|g| € il 4-covettore in = costruito
dalla metrica (si veda [4]), mentre il simbolo A2g~! denota l’applicazione inversa
di A2g: N2TM — A2T*M caratterizzata dall’'uguaglianza A2g(v; A ve) = g(vy) A
g(vy) valida per i 2-covettori pari riducibili. Una fase ph = p(A, G, J, ¢) soddisfa il
principio di azione virtuale se si ha

(dW(q).d0q) — (ph,dq), =0 (1)

per ogni spostamento virtuale 6q = dq(dA, c) € 0Qq, dove ¢ = q(A,c). Per ogni
corrente ¢ la dinamica associata a ¢ ¢ l'insieme D, C Ph,. delle fasi ph relative
a ¢ che soddisfano il principio di azione virtuale. La dinamica ¢ il sottoinsieme
D = ccg De dello spazio delle fasi Ph = | ccg Phe. La dinamica di un sistema,
si puo presentare anche come l'insieme D delle traiettorie nello spazio delle fasi
(A,G,J): U — AT*M x N2T*M x A3T*M tali che per ogni corrente ¢ la fase
p(A, G, J, c) associata a (A, G, J) e c appartiene a D.. L’equazione (1) & troppo
astratta per essere usata direttamente. Un’espressione pitt concreta sara fornita
dalla Proposizione 1.
Le moltiplicazioni interne a sinistra sono le operazioni

10 ANTM x NCT*M — AC9T* M,
definite per ¢ < ¢’ da (W' Ja,w) = (a,w’ A w).

PROPOSIZIONE 1 Una fase ph = (q(A,¢),p(G, J, ¢)) soddisfa il principio di azione
virtuale se e solo se 'equazione

1 c<d((AZglodA) IVIgl) noa—a(((nzg™ o da) 1\/Igl) noa))

dre
—/ Linsa- Lawasa
Je\ 2 dre ’

¢ soddisfatta per ogni spostamento virtuale 6g = q(dA, c).

Una traiettoria (A, G, J) appartiene alla dinamica D se e solo se essa soddisfa
il principio di azione virtuale per ogni corrente ¢ con supporto contenuto nel suo
dominio di definizione. Vi e una caratterizzazione della dinamica delle traiettorie
nello spazio delle fasi in termini di equazioni differenziali. Essa e presentata nelle
seguenti proposizioni.

TEOREMA 1 Una traiettoria (A, G, J) appartiene alla dinamica D se e solo se essa
soddisfa l'equazione di Fulero-Lagrange

4
d((AggflodA) J\/|g|> - %J 2)
e la relazione costitutiva

G = (/\39‘1 odA) I/ gl (3)



PROPOSIZIONE 2 Una traiettoria nello spazio delle fasi (A, G, J) soddisfa 'equazio-
ne di Fulero-Lagrange e la relazione costitutiva se e solo se essa soddisfa le equazioni
di Mazwell

4
dG = %J (4)

G=(Ng o F) 14/l (5)

e la relazione costitutiva

con ' = dA.

Come esempio di applicazione della teoria generale si accenna qui solo al caso in
cui ¢ rappresenta un dominio compatto K C M con bordo liscio 0K. In tal caso si
ottengono i seguenti risultati. Un campo q(A, K') ¢ rappresentato dalla restrizione
A|K, una variazione dq = 0q(A, dA, K) e rappresentata dalla coppia (A|K, (0A)|K)

ed una fase ph = p(A, G, J, K) ¢ rappresentata dalla terna (A|K, G|0K, J|K). Dal
principio di azione virtuale si deduce la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3 Una fase ph = p(A, G, J, K) appartiene alla dinamica se e solo
se soddisfa l'equazione di Fulero-Lagrange

o 4 o
d ((Aﬁg’l odA) J \/\g\) |K = —WJ]K
c
e la relazione costitutiva

GlOK = ((Azgfl odA) M) K.
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