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Abstract

This work has the purpose of developing a new method to characterize the

Laguerre-Hahn families of orthogonal polynomials on the real line by vectorial stru-

ctures. In particular, we consider families of Laguerre-Hahn orthogonal polynomials

on the real line defined by a Stieltjes function that satisfies a Riccati differential equa-

tion with polynomial coefficients and families of Laguerre-Hahn orthogonal polyno-

mials with discrete variable defined on non-uniform lattices.

In chapter II, we will give a characterization of Laguerre-Hahn class, on the real

line, in terms of second order vectorial differential equations for the monic orthogonal

polynomials sequences, for first order orthogonal polynomials sequences and for the

functions of second kind.

Considering the results obtained in chapter two, we have a characterization in

terms of matrix Sylvester differential equations for Laguerre-Hahn orthogonal poly-

nomials and we will obtain a representation of sequences of Laguerre-Hahn polyno-

mials on the real line in terms of semi-classical families on the real line as we will

show in chapter III.

The main subject of chapter IV consist in a characterization for discrete Laguerre-

-Hahn orthogonal polynomial, on non uniform lattices, in terms of first order stru-

cture relations, second order difference equation and matrix Sylvester difference

equations using the same method as in chapters II and III.

Key words: orthogonal polynomials, Stieltjes function, matrix Riccati differen-

tial equations, matrix Sylvester differential equations, Laguerre-Hahn orthogonal

polynomials, Laguerre-Hahn class on the real line, non uniform lattices, discrete

Laguerre-Hahn orthogonal polynomials.





Resumo

Neste trabalho temos como objectivo principal desenvolver um método que nos

permita caracterizar as famı́lias de polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn na

recta real utilizando estruturas vectoriais. Em particular, consideramos famı́lias de

polinómios ortogonais Laguerre-Hahn cujas funções de Stieltjes, S, satisfazem uma

equação diferencial de Riccati com coeficientes polinomiais e famı́lias de polinómios

ortogonais Laguerre-Hahn discretas definidas sobre redes não uniformes.

Apresentaremos, no caṕıtulo II, caracterizações da classe Laguerre-Hahn sobre

a recta real em termos de equações diferenciais vectoriais de segunda ordem para

sucessões de polinómios ortogonais mónicos, respectivas sucessões de polinómios

associados de primeira espécie e sucessões de funções de segunda espécie.

Partindo dos resultados do caṕıtulo II chegaremos a uma caracterização para as

sucessões de polinómios Laguerre-Hahn através de equações diferenciais matriciais

de Sylvester. Quando resolvidas estas equações existe uma representação para as

sucessões de polinómios Laguerre-Hahn em termos de famı́lias semi-clássicas ambas

definidas sobre a recta real como será mostrado no caṕıtulo III.

O objectivo principal do caṕıtulo IV, consiste numa caracterização para as sucessões

de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn de variável discreta definidas sobre redes

não uniformes em termmos de estruturas de primeira ordem, equações em diferenças

de segunda ordem e de Sylvester usando o mesmo método que no caṕıtulo II e III.

Palavras-chave:polinómios ortogonais, função de Stieltjes, classe Laguerre-Hahn

sobre a recta real, equações diferenciais matriciais de Riccati, equações diferenciais

matriciais de Sylvester, redes não uniformes, polinómios ortogonais Laguerre-Hahn

discretos.
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Introdução

Esta dissertação consiste em duas partes distintas e tem como objectivo o es-

tudo de famı́lias de polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn sobre a recta real e

famı́lias de polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn discretas. Pretendemos in-

troduzir um novo método que consiste na utilização de estruturas vectoriais que

nos permitirão encontrar caracterizações para as famı́lias de polinómios ortogonais

Laguerre-Hahn definidas na recta real e para as sucessões de polinómios ortogonais

mónicas de variável discreta do tipo Laguerre-Hahn. Para o caso discreto consi-

deramos as sucessões de polinómios definidas em redes não uniformes e utilizando

o operador mais geral D. Teremos como ponto de partida os trabalhos de Mag-

nus [41, 42, 44] e de Hahn [31, 32, 33] e será adaptando o método desenvolvido

recentemente por Branquinho e Rebocho, em [9, 10, 57], para o caso de ortogona-

lidade sobre a circunferência unitária.

O primeiro caṕıtulo consiste numa introdução de conceitos da teoria geral dos

polinómios ortogonais que serão relevantes para os caṕıtulos seguintes. Começaremos

pelas definições gerais sobre a teoria dos polinómios ortogonais cont́ınuos seguindo-se

de alguns exemplos. Definiremos sucessão de polinómios ortogonais e respectivas ca-

racterizações. Serão, também abordadas as classes de polinómios ortogonais clássica,

semi-clássica e Laguerre-Hahn. Daremos uma perspectiva da representação matri-

cial onde trataremos das sucessões de polinómios ortogonais mónicas e respectivos

associados de primeira espécie em simultâneo. No final, deste caṕıtulo, apresentare-

mos uma abordagem às sucessões de polinómios ortogonais de variável discreta tendo

referência a teoria geral desenvolvida por Magnus em [45].

iii
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A classe dos polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn, para o caso da ortogonali-

dade sobre subconjuntos da recta real, foi estudada, em grande parte, por Hahn [33,

34], Magnus [41, 44], Maroni, Dini, Marcellán e co-autores [24, 48, 50, 51].

Laguerre, em [40], começou por investigar fracções cont́ınuas que satisfaziam

equações diferenciais e mostrou como construir a equação diferencial satisfeita por

cada denominador, sendo este um polinómio ortogonal. Hahn trabalhou na direcção

rećıproca e pretendia saber o que acontecia quando os polinómios ortogonais sa-

tisfazem equações diferenciais lineares de ordem fixa com coeficientes polinomiais

de grau independente de n. Estas famı́lias de polinómios ortogonais são as deno-

minadas Laguerre-Hahn e foram introduzidos por A. Magnus em [41]. Mas foram

Maroni e Dini em [23, 24, 50, 51] que estudaram estas famı́lias mais exaustivamente

fazendo uma abordagem aos polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn segundo uma

perspectiva funcional.

Maroni e co-autores desenvolveram os polinómios Laguerre-Hahn e famı́lias as-

sociadas (ver [24, 52] e referências áı citadas). A classe dos polinómios ortogonais

Laguerre-Hahn classe zero foi estudada em [18] por Bouakkaz e Maroni. A esta classe

pertencem os polinómios ortogonais clássicos, seus associados de primeira espécie,

polinómios ortogonais co-recursivos, co-dilatados e co-modificados generalizados.

Em [58], Ronveaux determinou, explicitamente, as equações diferenciais de quarta

ordem para os polinómios associados de primeira espécie dos clássicos e justificando

que estes polinómios P
(1)
n−1(x) correspondentes ao polinómio Pn clássico (excluindo

a famı́lia Tchebychev) pertencem à classe Laguerre-Hahn e portanto são solução de

uma equação diferencial de quarta ordem.

Em [41], Magnus propõe uma solução para a equação diferencial do tipo Riccati

onde utiliza os polinómios ortogonais do tipo Laguerre-Hahn. Em [44], tratou do

caso das sucessões de polinómios ortogonais semi-clássicas onde considera a equação

diferencial de Riccati satisfeita pela função de Stieltjes, S, pois, segundo Magnus, é

o ponto de partida mais simples.
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A perspectiva utilizada por Magnus nesse trabalho é a proposta por Hahn em [32].

Hahn, nos seus trabalhos, estuda uma caracterização para as sucessões de polinómios

ortogonais reais, {Pn}, através de equações diferenciais de segunda ordem com coefi-

cientes polinomiais e em [31, 32] estabeleceu uma equivalência entre estas equações

diferenciais de segunda ordem e as relações de estrutura de primeira ordem com coe-

ficientes polinomiais para {Pn}. Para o caso da ortogonalidade real estas relações de

estrutura de primeira ordem caracterizam o carácter semi-clássico de {Pn} (ver [8]).

Tendo como motivação trabalho [44] fazemos, no caṕıtulo II, um estudo análogo

ao de Magnus mas para as sucessões de polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn

definidas na recta real, pois este tratou do caso semi-clássico. Utilizaremos notação

vectorial e matricial onde serão consideradas as sucessões de polinómios ortogonais

mónicos, {Pn}, assim como os seus associados de primeira espécie, {P (1)
n } e adap-

tando o método desenvolvido por Branquinho e Rebocho em [9, 10, 57] para o caso

da circunferência unitária.

Partiremos da equação diferencial de segunda ordem do tipo Riccati

A(x)S ′(x) = B(x)S2(x) + C(x)S(x) + D(x) (1)

com A(x) 6= 0, B(x) 6= 0, A(x), B(x), C(x), D(x) ∈ P de graus limitados e das

relações de estrutura de primeira ordem, obtidas em [23, 41] e que caracterizam

os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn. Reescrevemos estas relações na forma

matricial, considerando o vector ψn(x) = [Pn+1 P
(1)
n ]T , através da equação matricial

Aψ′n = Mnψn + Nnψn−1 (2)

onde Mn e Nn são matrizes de ordem dois com coeficientes polinomiais que não de-

pendem de n. Através desta desta relação obtemos uma equação diferencial vectorial

de segunda ordem com coeficientes matriciais

Ãnψ
′′
n + B̃nψ

′
n + C̃nψn = 02×1 (3)
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onde os coeficientes estão definidos por

Ãn = A2Nn

B̃n = A((A′I2 −Mn)Nn −NnMn−1 + NnNn−1
x−βn

γn
+ AN ′

n)

C̃n = NnNn−1Nn

γn
− AM ′

n − (NnMn−1 + NnNn−1
x−βn

γn
+ AN ′

n)Mn.

Mn e Nn são as matrizes de ordem dois obtidas anteriormente.

Hahn, em [32] afirmava que para as sucessões de polinómios ortogonais definidos

na recta real as respectivas equações diferenciais lineares com coeficientes polino-

miais têm ordem mı́nima dois ou quatro. Mais, Hahn provou que as soluções das

equações diferenciais lineares de quarta ordem podem ser escritas em termos de

soluções de equações diferenciais de segunda ordem. Mas a condição rećıproca não

foi demonstrada.

Neste trabalho provaremos que conseguimos obter uma equação diferencial de

primeira ordem do tipo Sylvester tendo como ponto de partida a equação diferencial

vectorial de segunda ordem com coeficientes matriciais (3). De seguida, mostra-

-se que a equação de Sylvester obtida tem a mesma estrutura que a relação (2) e

deste modo conseguimos chegar à equação diferencial de Riccati. Apresentamos,

assim, uma caracterização fechada para as sucessões de polinómios ortogonais de

Laguerre-Hahn na recta real.

Considerando as sucessões de funções de segunda espécie, {qn} obtemos, de modo

análogo ao anterior, uma caracterização para as sucessões de polinómios ortogonais

Laguerre-Hahn na recta real obtendo uma equivalência entre a equação diferencial

de Riccati (1) e a equação diferencial de segunda ordem

Ânq′′n+1 + B̂nq
′
n+1 + Ĉnqn+1 = 0

com coeficientes não polinomiais pois dependem de S.

No final do caṕıtulo aplicaremos o método desenvolvido aos polinómios ortogo-

nais Laguerre-Hahn de classe zero. Neste exemplo obtemos um operador que é do

tipo Sturm-Liouville e vai de encontro com os resultados obtidos por Branquinho
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em [5] (cf. caṕıtulo IV.7). Neste trabalho, Branquinho, estudou o caso clássico onde

explicitou relações que permitem determinar os coeficientes da relação de recorrência

a três termos assim como as medidas associadas a estas famı́lias de polinómios. De

facto, Branquinho encontrou uma caracterização para as famı́lias de polinómios

Laguerre-Hahn, como será mostrado na secção quatro do caṕıtulo II. Mostraremos,

também, que os exemplos encontrados vão de encontro com o que foi feito por

Maroni e Bouakkaz [18].

Em [41], Magnus deduziu sistemas diferenciais para sucessões de polinómios semi-

-clássicas sobre subconjuntos de R. Considerou sucessões de polinómios ortogonais

{Pn} relativamente a uma função de Stieltjes, S, verificando AS ′ = BS + D, então

AY ′ =


Un − C

2
Θn

Θn−1 −Un − C
2


 Y, Y =


 Pn

εn

w

Pn−1
εn−1

w




onde w é a função peso da respectiva medida, {εn} é a sucessão de funções de segunda

espécie e Un, Θn são polinómios cujos graus não dependem de n. No caṕıtulo III

iremos proceder de modo análogo ao de Magnus. Começaremos por reinterpretar

os resultados obtidos no caṕıtulo II estabelecendo uma equivalência entre a equação

diferencial de Riccati e equações matriciais do tipo Sylvester da forma

AY ′
n = BnYn − YnC (3)

com

Bn =


 −ln+1 Θ1

n+1

−Θ1
n

γn
Θ1

n
(x−βn)

γn
− ln


 C =




C
2

−D

B −C
2


 e Yn =


Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1




onde ln, ln+1, Θ
1
n e Θ1

n+1 polinómios de graus limitados que não dependem de n e onde

βn, γn são os coeficientes da relação de recorrência a três termos de {Pn}. Também

obtemos as expressões para o det Bn e concluiremos que o traço da matriz Bn é

zero. Estas equações são análogas às obtidas por Magnus em [41] para o caso de

ortogonalidade real e por Ismail e Witte [35] e por Branquinho e Rebocho em [10]

para o caso da ortogonalidade sobre a circunferência.



INTRODUÇÃO viii

Quando consideramos B(x) = 0 na equação (1) obtemos uma equação diferencial

linear de primeira ordem

A(x)S ′(x) = C(x)S(x) + D(x).

A funcional linear diz-se Laguerre-Hahn afim e coincide com a funcional semi-clássica

como foi mostrado em [51].

Os polinómios ortogonais semi-clássicos foram introduzidos por Laguerre e Shohat

e são a generalização natural dos polinómios clássicos. Foi Shohat quem iniciou o

estudo dos polinómios ortogonais semi-clássicos quando em [59] estudou as sucessões

de polinómios ortogonais mónicos associadas a funcionais de momentos regulares e

que verificam equações diferenciais do tipo Pearson D(φu) + ψu = 0 onde u é uma

função integrável com derivada integrável φ, ψ ∈ P e grau de ψ ≥ 1. Se u satisfaz

uma equação diferencial do tipo Pearson então a sucessão de polinómios ortogonais

mónica associada a u verifica as relações de estrutura de primeira ordem

ψ(x)Pn(x) + φ(x)P ′
n(x) =

n+s∑

k=n−s

an,kPk, n ≥ s (4)

onde s = max{gr(ψ − 1), gr(φ− 2)}.
Foram vários os trabalhos que contribuiram para o desenvolvemento da teoria

dos polinómios ortogonais semi-clássicos. Entre eles estão Krall que em [39] obteve

três novas classes de polinómios ortogonais com respeito a medidas que não são

absolutamente cont́ınuas com respeito à medida de Lebesgue de onde resultaram os

polinómios que satisfazem uma equação diferencial linear de quarta ordem. Karlin e

Szëgo [38] encontraram as medidas associadas às sucessões de polinómios ortogonais

mónicos que satisfazem a relação (4) e em [17] Bonan, Lubinski e Nevai determi-

naram explicitamente a medida.

Karlin e Szëgo propuseram um problema que consistia na caracterização das

funções pesos associadas a sucessões de polinómios ortogonais mónicos e na deter-

minação das sucessões de polinómios mónicos que verificavam a equação (4). Foram

AL-Salam e Chihara em [1] que estudaram o problema de Karlin e Szëgo para s = 0
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e Hahn em [32] apresentou o resultado que a sucessão de polinómios ortogonais {Pn}
verifica a equação diferencial de segunda ordem como

An(x)P ′′
n (x) + Bn(x)P ′

n(x) + Cn(x)Pn(x) = 0 , (5)

onde An, Bn, Cn são polinómios que não dependem de n, se e somente se verifica as

relações de estrutura com coeficientes polinomiais

φ(x)P ′
n+1(x) = Sn(x)Pn+1(x) + Tn(x)Pn(x), n ≥ 0 .

Nevai [54] considerou a adição de um número finito de pontos de massa a uma

medida positiva e estudou o comportamento assimptótico dos correspondentes poli-

nómios ortogonais enquanto que Marcellán e Maroni estavam interessados na análise

das modificações das funcionais semi-clássicas fazendo a adição de massas arbitrárias

em qualquer ponto da recta real.

Foi Maroni que em [51] trabalhou a funcional de momentos linear e deu uma teoria

unificadora para as famı́lias de polinómios semi-clássicas. Provou que estas sucessões

de polinómios ortogonais mónicos são aquelas cujas sucessões de polinómios deriva-

das é quase-ortogonal de uma dada ordem e se {Pn} verifica a equação (4) então

qualquer função peso que lhe está associada verifica a equação de Pearson. Mostrou,

também, que a classe semi-clássica coincide com a classe Laguerre-Hahn afim e

que esta vem definida em termos de uma equação diferencial linear de primeira

ordem com coeficientes polinomiais para a função formal de Stieltjes, S, por φS ′ =

CS + F . Esta equação é equivalente à equação de Pearson D(φu) + ψu = 0 para

a correspondente funcional de ortogonalidade, u, definida no espaço dos polinómios

reais de variável real, onde D é o operador de derivação e ψ um polinómio que

depende de φ e de C.

Branquinho em [8] mostrou que se {Pn} satisfaz uma equação do tipo (4) toman-

do em vez de φ um polinómio que depende de n, a medida de ortogonalidade verifica

uma equação do tipo Pearson.
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Marcellán em [46] apresentou um estudo completo das famı́lias semi-clássicas.

Com Alvarez-Nodarse, Marcellán, generalizou os polinomios clássicos de Laguerre

adicionando a derivada de um delta de Dirac no ponto z = 0 e foi mostrado o

carácter hipergeométrico destes novos polinómios. Com Prianes em [56] obteve

condições necessárias e suficientes para que as funcionais modificadas sejam quasi-

definidas. Juntamente com Ronveaux [49] estudou as sucessões de polinómios orto-

gonais mónicos {Pn} que verificam uma equação diferencial de segunda ordem (5).

Ainda no caṕıtulo III obtemos uma solução para a equação de Sylvester (3)

através do Teorema de Radon (cf. [36]). Esta solução é dada pela matriz Yn = PnL
−1

com n ∈ N e as matrizes Pn e L verificam os sistemas diferenciais

A(z)L′(z) = C(z)L(z)

L(z0) = I2×2

e
A(z)P′n(z) = Bn(z)Pn(z)

Pn(z0) = Yn(z0)
.

Nestas condições temos então que um sistema fundamental de soluções é dado por

P̃n =


 P̃n+1

eqn+1

ew
P̃n

eqn

ew




com {P̃n} é uma sucessão de polinómios ortogonais em relação a um peso semi-

-clássico w̃, {q̃n} a respectiva sucessão de funções de segunda espécie e C̃ um

polinómio que será determinado no final do caṕıtulo. Mostrámos também que se S

verifica a equação de Riccati (1) então S é uma transformação racional e linear da

função de Stieltjes semi-clássica S̃.

O caṕıtulo IV é inspirado no trabalho de Magnus [42] onde são relacionadas as

famı́lias de polinómios Laguerre-Hahn de variável discreta com os polinómios de

Askey-Wilson. Neste trabalho Magnus estudou sucessões de polinómios Laguerre-

-Hahn de variável discreta definidas em redes não uniformes e estabeleceu relações

de recorrência em diferenças essênciais.

Existem muitos trabalhos sobre os polinómios ortogonais de variável discreta

mas foram Nikiforov e Suslov em [55] que primeiramente consideraram de forma

unificada todos os sistemas de polinómios ortogonais clássicos de variável discreta
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dando uma teoria geral e classificação para estas famı́lias de polinómios. Poste-

riormente, Koekoek e Swarttouw compilaram e tabelaram os trabalhos existentes

sobre famı́lias de polinómios ortogonais gerais no que se denomina por Esquema de

Askey [37].

A classe dos polinómios ortogonais de variável discreta foi estudada por muitos au-

tores entre eles Garcia, Marcellán, e Salto que, em [29], caracterizaram os polinómios

ortogonais clássicos discretos pertencentes à classe de Hahn: sucessões de polinómios

de Hahn, Charlier, Meixner e Krawtchouk. Em [53], Medem, Álvarez-Nodarse e

Marcellán caracterizaram os polinómios pertencentes à classe de q-Hahn através de

relações de estrutura. Obtiveram-na colocando o operador q-derivada Dq no lugar

da derivada onde

Dq,x(f)(x) =
f(x)− f(qx)

(1− q)x
.

A famı́lia de polinómios ortogonais Pn(x) que obtiveram está na classe de q-Hahn se

os polinómios (DqPn)(x) são, novamente, polinómios ortogonais. Num certo sentido

os polinómios ortogonais clássicos estão contidos na classe que estamos aqui a falar

pois os polinómios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite são casos limite dos

polinómios ortogonais discretos de Hahn, Meixner e Charlier, respectivamente, como

foi mostrado em [30] por Godoy et al.

Foi Hahn, em [31], quem generalizou as propriedades que caracterizam os poli-

nómios ortogonais clássicos de variável discreta. No lugar de derivadas, considerou

o operador linear Lq,ω, mais geral que Dq, definido por

Lq,ω(f)(x) =
f(qx + ω)− f(x)

(q − 1)x + ω
q, ω ∈ R+

e quando se considera o caso limite, tomando ω = 0 e q → 1 em L, obtem-se o ope-

rador derivada utilizado no caso cont́ınuo. Provou que estas famı́lias de polinómios

determinam uma única classe de polinómios ortogonais e que estes polinómios podem

ser constrúıdos em termos de séries hipergeométricas básicas. Como as derivadas são

casos limite do operador de Hahn, os polinómios ortogonais clássicos estão contidos

na classe de Hahn. Considerando o caso em que q ∈ (0, 1) e ω = 0 resulta a tabela
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de q-Hahn (cf. [37]). Obteve, também, uma sucessão de polinómios ortogonais mais

geral {Pn} tal que a sucessão das suas q-derivadas {DqPn} ainda é uma sucessão

de polinómios ortogonais que são designados por polinómios “big q-Jacobi” (ver

secção 4.1 de [2]). Provou, também, que esta famı́lia de polinómios satisfaz uma

equação em diferenças de segunda ordem da forma

σ(x)DqD 1
q
Pn(x) + τ(x)DqPn(x) + λnPn(x) = 0 (6)

onde σ, τ são polinómios independentes de n, gr(σ) ≤ 2, gr(τ) = 1 e λn é uma

constante. Os polinómios q-clássicos e q-semi-clássicos aparecem em trabalhos de

Álvarez-Nordase, Medem e Marcellán, Foupoagnigni e Ronveaux e Godoy et al

(cf. [2, 53, 27, 30]). Atakishiev et al, [13], obtiveram a relação de ortogonali-

dade discreta usando a equação em diferenças de segunda ordem (6) satisfeita pela

famı́lia ortogonal {Pn}, e a equação do tipo Pearson satisfeita pela respectiva função

peso.

Em [26], Foupouagnigni e Marcellán caracterizaram as sucessões de polinómios

relativas aos funcionais lineares Dw-Laguerre-Hahn. Em [28], Foupouagnigni apre-

sentou uma caracterização dos polinómios ortogonais clássicos no sentido de Hahn

e consistente com a definição dada por Andrews e Askey em [3]. Em [21], Costas-

-Santos e Lara estudaram as famı́lias de polinómios de Hahn em que os polinómios

de ordem superior a n podem ser caracterizados pela ortogonalidade ∆-Sobolev e

Dueñas et al [22] consideraram uma perturbação na funcional linear adicionando-

-lhe a derivada de um delta de Dirac verificando que a famı́lia de polinómios resul-

tante mantinha o carácter Laguerre-Hahn.

Em [12], Atakishiyev et al estudaram as sucessões de polinómios ortogonais de que

satisfazem equações em diferenças de quarta ordem para os polinómios associados

de primeira espécie relativas aos clássicos, assim como foi feito em [23, 27, 28].

Bangerezako [14], estabeleceu uma generalização das equações em diferenças de

quarta ordem para sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn considerando

redes não uniformes especiais. Depois considera os casos particulares dos polinómios
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ortogonais clássicos associados de ordem r em redes lineares, q-lineares e q-não-

lineares que são do tipo Askey-Wilson.

No quarto caṕıtulo iremos caracterizar as sucessões de polinómios ortogonais de

variável discreta tendo como ponto de partida os trabalhos de Magnus [42, 45] e,

também, os trabalhos de Branquinho e Rebocho [9, 10] onde estudaram caracteri-

zações para as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn definidos sobre a

circunferência unitária.

Quando na equação diferencial de segunda ordem do tipo Riccati (1) substitúımos

o operador derivada por um operador mais geral D definido por

D(f)(x) =
f(η2(x))− f(η1(x))

η2(x)− η1(x)

onde η1(x), η2(x) são as ráızes da equação quadrática

Ay2 + 2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + F = 0, A 6= 0

obtemos que as sucessões de funções de segunda espécie S satisfazem uma equação

em diferenças do tipo Riccati

A(x)D(S)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x)

e onde o operador M está definido por M(f)(x) =
f(η2(x)) + f(η1(x))

2
.

A secção um, do caṕıtulo IV, começa com uma demonstração alternativa do

Lema de Magnus, para o caso Laguerre-Hahn discreto, relativamente à realizada

por Magnus em [42]. Esta será baseada na demonstração que existe para o caso

semi-clássico obtida por Branquinho, em [4].

Na secção dois caracterizaremos as sucessões de polinómios ortogonais Laguer-

re-Hahn discretas estabelecendo uma equivalência entre as relações de estrutura de

primeira ordem para as sucessões de polinómios ortogonais mónicos {Pn} e sucessões

de funções de segunda espécie {qn} partindo da equação em diferenças de Riccati

e utilizando as sucessões de vectores de polinómios ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T , definidas no

caṕıtulo I.
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De seguida encontraremos uma equação de segunda ordem em diferenças que ca-

racteriza os polinómios ortogonais discretos. O procedimento será análogo ao que

foi desenvolvido por Magnus em [42, 45]. Na secção três estabeleceremos equações

em diferenças do tipo Sylvester e na secção quatro faremos um estudo da classe

semi-clássica discreta.



CAṔITULO I

Teoria Geral dos Polinómios Ortogonais

Neste caṕıtulo abordaremos a teoria geral dos polinómios ortogonais sobre a recta

real indicando alguns resultados que serão relevantes para os caṕıtulos seguintes que

serão tratados nas secções um e dois. Faremos uma breve abordagem às sucessões de

polinómios ortogonais de primeira espécie, função de Stieltjes, funções de segunda

espécie, fórmula de Darboux-Christoffel e de Liouville-Ostrogradsky, Teorema de

Markov, Lema de Magnus e sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn.

Na secção três apresentaremos as relações de recorrência a três termos e relações

de ortogonalidade na forma matricial pois será esta a notação que iremos utilizar

nos caṕıtulos seguintes.

As secções quatro a seis serão dedicadas aos polinómios ortogonais de variável

discreta definidos em redes não lineares. Os resultados que apresentamos, na sua

maioria, são devidos a Magnus (ver [43, 44, 45]). Começaremos com as definições

de redes lineares e não lineares, operador em diferenças de primeira ordem D, ope-

rador média aritmética M e respectivas propriedades algébricas. Estabeleceremos

a fórmula de Darboux-Christoffel, fórmula de Liouville-Ostrogradski, relações de

recorrência a três termos para as sucessões de polinómios ortogonais {Pn} e {P (1)
n },

de variável discreta, quando aplicados os operadores. Apresentaremos estas relações

na forma matricial pois será esta notação que iremos utilizar no caṕıtulo IV. No

final do caṕıtulo definiremos as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn

para variável discreta juntamente com alguns exemplos.

1
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1. Uma introdução à teoria dos polinómios ortogonais

Seja P o espaço linear dos polinómios definidos em R com coeficientes complexos

e considere-se a funcional linear u sobre P definida da seguinte forma

u : P→ C, 〈u, xn〉 = un.

A sucessão de números complexos (un), com u definida como anteriormente diz-se

uma sucessão de momentos .

Observação I.1. Uma funcional u diz-se positiva, se existe uma medida positiva µ tal

que u =
∫
R xndµ, n ∈ N.

Definição I.1. Seja w um função positiva, integrável, definida num subconjunto de R.

Denominamos por função peso, a função cujos integrais correspondentes a un =
∫

I
xnw(x)dx são finitos.

Seja Hn o determinante de Hankel de ordem (n + 1), n ∈ N, associado à sucessão

dos (n + 1) primeiros momentos

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 · · · un

...
. . .

...

un · · · u2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
temos que:

Teorema I.1. Seja u uma funcional de momentos com sucessão de momentos (un).

Existe uma sucessão de polinómios ortogonais associada u se, e somente se, Hn 6= 0

com n = 0, 1, . . ..

Esta sucessão de polinómios vem dada, a menos de uma constante, por

Pn (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 u1 · · · un

...
...

. . .
...

un−1 un−2 · · · u2n−1

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H−1
n com n ≥ 1, P0 (x) = 1 ,
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obtém-se

〈u, Pm(x)Pn(x)〉 =
Hn+1(x)

Hn(x)
δmn, m, n ∈ N,

e esta equação fornece-nos uma condição necessária e suficiente para a existência de

uma sucessão de polinómios ortogonais. Daqui resulta que

Teorema I.2. A funcional u diz-se regular ou quase-definida quando estiver associada

a uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos, ou quando Hn 6= 0. A funcional

un é definida positiva se e somente se os momentos são todos reais e Hn > 0. Neste

caso {Pn} é uma sucessão de polinómios ortogonais reais.

As famı́lias de polinómios ortogonais {Pn} têm diversas caracterizações mas uma

das mais utilizadas é a relação de recorrência a três termos pois quaisquer três

elementos consecutivos de {Pn} satisfazem uma relação de recorrência do tipo

Pn+1(x) = (x− βn)Pn(x)− γnPn−1(x), (I.1)

para n ∈ N, P−1(x) = 0 e P0 = 1 onde βn, γn são constantes e γn 6= 0.

Um dos resultados mais importantes, neste contexto, deve-se a Favard [25], e

afirma que qualquer sucessão de polinómios que satisfaça uma relação de recorrência

da forma (I.1) é uma sucessão de polinómios ortogonais. Concretamente tem-se

Teorema I.3 (Favard, 1935). Sejam (βn), (γn) sucessões de números complexos e {Pn}
uma sucessão de polinómios definida pela relação de recorrência(I.1). Então existe

uma funcional de momentos relativamente à qual {Pn} é uma sucessão de polinómios

ortogonais mónicos, ou seja, uma sucessão de polinómios que verificam 〈u, 1〉 = γ1,

e 〈u, PmPn〉 = γ1 · · · γn+1δm,n.

[Além disso, a funcional linear u é quase-definida se e somente se λn 6= 0, e u é

definida-positiva se e somente se (βn) ⊆ R e (λn) ⊆ R+ com n ∈ N.]

Os exemplos mais notáveis de sucessões de polinómios ortogonais surgem quando

as funções peso estão definidas em intervalos de números reais ou em conjuntos
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discretos. É o caso das sobejamente estudadas sucessões de polinómios ortogonais

clássicas, sucessões de polinómios de Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel [11, 20, 30].

De seguida apresentamos uma condição necessária de ortogonalidade

Teorema I.4 (Darboux-Christoffel). Sejam {Pn} uma sucessão de polinómios mónicos,

e λn 6= 0. As afirmações são equivalentes:

(1) A sucessão de polinómios ortogonais {Pn} satisfaz a relação de recorrência

a três termos (I.1);

(2) temos a identidade de Darboux-Christoffel

n∑

k=0

Pk(x)Pk(y)

λ1 · · ·λk+1

=
Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

λ1 · · ·λn(x− y)
, (I.2)

(3) é válida a forma confluente de Darboux-Christoffel

n∑

k=0

P 2
k (x)

λ1 · · ·λk+1

=
P ′

n+1(x)Pn(x)− P ′
n(x)Pn+1(x)

λ1 · · ·λk+1

.

(4) e a fórmula de Liouville-Ostrogradsky

Pn(x)P (1)
n (x)− Pn+1(x)P

(1)
n−1(x) = γn · · · γ0, (I.3)

onde γ0 = 1 com γj 6= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Demonstração: As condições (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) são conhecidas (c.f. [20]).

Brezinski, [19], provou (2) ⇒ (1), Branquinho, [4], provou (3) ⇒ (1).

Vamos demonstrar (4) ⇒ (1). Da fórmula de Liouville-Ostrogradsky temos

Pn(x)P (1)
n (x)− Pn+1(x)P

(1)
n−1(x) = γn+1(Pn−1(x)P

(1)
n−1(x)− Pn(x)P

(1)
n−2(x)),

Pn{P 1
n + γnP

(1)
n−2} = {Pn+1 + γnPn−1}P (1)

n−1

Resulta, assim que Pn e P
(1)
n−1 não têm ráızes em comum e são de grau n e n − 1,

respectivamente; pelo que existe um polinómios ln tal que

Pn+1 + γnPn−1 = lnPn e P 1
n + γnP

(1)
n−2 = lnP

(1)
n .

Por comparação do termo de maior grau temos que ln = x− βn, ln é de grau 1. ¥
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A sucessão de polinómios ortogonais mónicos associada de primeira espécie que

está associada a uma modificação da funcional linear u define-se do modo seguinte:

Definição I.2. Seja {Pn} a sucessão de polinómios ortogonais associada à funcional

linear u. Definimos sucessão de polinómios ortogonais associada de primeira espécie

como sendo a sucessão {P (1)
n } de termos geral

P (1)
n (x) =

1

u0

〈
ut,

Pn+1(x)− Pn+1(t)

x− t

〉
(I.4)

onde ut representa a acção de u na variável t.

A sucessão de polinómios ortogonais de primeira espécie, {P (1)
n }, satisfaz a mesma

relação de recorrência a três termos que {Pn}

P̃n(x) = (x− βn)P̃n−1(x)− γnP̃n−2(x), n = 1, 2, . . . (I.5)

com as condições iniciais P̃−1 = 0 e P̃0 = 1 então P̃n(x) = −P
(1)
n−1(x).

De seguida definimos outra solução de (I.1):

Definição I.3. Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos. A sucessão

de polinómios ortogonais mónicos definida por

Pn+1(x, d) = Pn+1(x)− dP (1)
n (x), n ∈ N

designa-se co-recursiva correspondente a {Pn}. As condições iniciais são P0(x, d) = 1

e P1(x, d) = P0(x)− d.

Temos também (cf. [5]):

Definição I.4. Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos associada

à funcional linear u. Dizemos que Rn é uma transformação afim de Pn se existirem

parâmetros reais a, b, a 6= 0 tais que Rn = Pn(ax+b)
an . Neste caso {Rn} satisfaz a

relação de recorrência a três termos seguinte

xRn(x) = Rn+1(x) +
βn − b

a
Rn(x) +

γn

a2
Rn−1(x), n ∈ N

com βn, γn coeficientes de (I.1) e com condições iniciais R0(x) = 1 e R1(x) = x− β0−b
a

.
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Definição I.5. Seja u uma funcional regular. Chama-se função de Stieltjes formal a

S(u)(x) =

∫

supp µ

(x− t)−1dµ = −
∑
n≥0

un

xn+1

onde un, n ≥ 0, são os momentos de u.

A função de Stieltjes, S, admite a representação em a fracção cont́ınua de Jacobi

seguinte:

S(z) =
1

z − β1 − γ1

z−β2−
...

.

Quanto a questões de convergência relativas às sucessões de polinómios ortogonais

mónicos temos o seguinte Teorema:

Teorema I.5 (Markov). Seja {Pn} a sucessão de polinómios ortogonais mónicos asso-

ciada a uma medida de Borel positiva µ. Então

lim
n→∞

P
(1)
n−1(z)

Pn(z)
= S(z) (I.6)

uniformemente em todo o subconjunto compacto de C \ supp(µ).

Observação I.2. No Teorema de Markov supp(µ) designa o suporte de µ, ou seja, é

o menor conjunto fechado contendo todos os pontos de incremento de µ.

As funções de segunda espécie, associadas a {Pn} e u, {qn}n≥0, definem-se por

qn(x) =

∫
Pn(t)

x− t
dµ(t)

onde {Pn}, n = 0, 1, . . . são os polinómios ortogonais com medida µ e estão bem

definidas para pontos pertencentes ao conjunto C \ {supp(µ)}.
As sucessões de funções de segunda espécie, {qn} satisfazem a mesma relação de

recorrência a três termos que {Pn}

qn+1(x) = (x− βn)qn(x)− γnqn−1(x) (I.7)

com condições iniciais q−1(x) = 1 e q0(x) =
∫ dµ(t)

x−t
. Como se pode verificar q0 é a

transformada de Stieltjes da medida µ (ver [61]).
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Deste resultado obtemos a relação de Hermite-Padé

Pn+1(x)S(x)− P (1)
n (x) = qn+1(z) (I.8)

que será o ponto de partida para se chegar às relações de estrutura de primeira ordem

para as sucessões de polinómios ortogonais mónicas {Pn}, como será mostrado no

próximo caṕıtulo. Outro resultado que será útil é o Lema de Magnus (cf. [4] pag.41)

onde temos uma relação entre as sucessões de polinómios ortogonais e a equação

diferencial de Riccati. Este Lema pode generalizar-se a uma função qualquer da

seguinte forma:

Teorema I.6. Seja {fn} uma sucessão de funções, qualquer, e existem duas sucessões

de números reais (βn) e (γn) com γn 6= 0, para todo n ∈ N tais que satisfazem uma

relação de recorrência a três termos

xfn(x) = fn+1(x) + βnfn(x) + γnfn−1

com condições iniciais f−1 = 0 e f0(x) = 1. Suponhamos que gn =
fn+1

fn

verifica a

equação

an(x)g′n(x) = bn(x)g2
n(x) + cngn(x) + dn(x), n ∈ N

onde an, bn, cn e dn são polinómios de graus limitados; então, para n ∈ N

an+1 = an

bn+1 =
dn

γn+1

cn+1 = −cn − 2(x− βn+1)
dn

γn+1

dn+1 = an + γn+1bn + (x− βn+1)cn + (x− βn+1)
2 dn

γn+1

.

2. Famı́lias de polinómios ortogonais na recta real

Definimos, de seguida, as sucessões polinómios ortogonais Laguerre-Hahn. Segui-

remos os trabalhos de Magnus e Maroni [41, 51]. Mostraremos que as famı́lias de
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polinómios ortogonais clássicas e semi-clássicas pertencem a esta classe de polinómios

ortogonais.

Definição I.6. Uma funcional linear regular u diz-se Laguerre-Hahn se a respectiva

função de Stieltjes S verifica a equação diferencial de Riccati

A(z)S ′(z) = B(z)S2(z) + C(z)S(z) + D(z) (I.9)

onde A(z) 6= 0, B(z) 6= 0 e C2 − 4BD 6= 0.

A sucessão de polinómios ortogonais relativamente a u designa-se por sucessão

de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn.

Quando B = 0, a funcional S designa-se por Laguerre-Hahn afim e a respectiva

sucessão de polinómios ortogonais designa-se por sucessão de polinómios ortogo-

nais Laguerre-Hahn afim. A classe dos polinómios ortogonais Laguerre-Hahn afim

coincide com classe semi-clássica (ver [51]).

Os polinómios de Laguerre-Hahn podem ser caracterizados de várias formas como

foi descrito em [18]. São as sucessões de polinómios ortogonais {Pn}n≥0 tais que cada

polinómio Pn, n ≥ 0 verifica a relação de estrutura

A(x)P ′
n+1 −B(x)P (1)

n (x) =
n+d∑

k=n−s

Θn,kPk(x) n ≥ s + 1

onde s = max(p− 1, d− 2), d = max(t, r) e t, p, r são os graus dos polinómios A,B

e ψ, respectivamente.

Os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn constituem uma famı́lia mais alargada

do que a dos polinómios semi-clássicos. Quando s = 0 obtêm-se as sucessões

de polinómios de Laguerre-Hahn de classe zero que compreendem as sucessões de

polinómios ortogonais clássicas, os seus associados, co-recursivos e as sucessões de

polinómios perturbados de primeira ordem. Ao considerar uma perturbação na

condição inicial dessa sucessão, ou seja, fazendo P1(x, k) = x − β0 − k, a sucessão
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resultante {Pn(x, k)} é uma sucessão de polinómios ortogonais co-recursivos sendo

a relação de recorrência a três termos definida por

Pn+2(x, k) = (x− βn+1)Pn+1(x, k)− γn+1Pn(x, k), n = 0, 1, . . .

com condições iniciais P0(x, k) = 1 e P1(x, k) = x − β0 − k. Esta sucessão de

polinómios é, em geral, semi-clássica e pertence à famı́lia de polinómios Laguerre-

-Hahn. Pertencem, também, a esta famı́lia as sucessões de polinómios ortogonais

onde é feita uma translação em β0 ou uma dilatação em γ1 e as sucessões de

polinómios ortogonais associadas de primeira ordem, para o caso em que {Pn} é

semi-clássico.

Em [32], Hahn, estabeleceu que cada polinómio de uma sucessão ortogonal de

Laguerre-Hahn satisfaz uma equação diferencial de quarta ordem com coeficientes

polinomiais que dependem de n.

3. Forma matricial para as relações de recorrência

Sejam {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos, {P (1)
n } sucessão de

polinómios associados de primeira espécie e {qn} sucessão de funções de segunda

espécie relativas a u. Definimos as seguintes matrizes, n ≥ 0

ψn = [Pn+1 P (1)
n ]T (I.10)

Qn = [qn+1 qn]T (I.11)

ϕn =


 ψn

ψn−1


 (I.12)

Yn =


Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1


 (I.13)

An =


x− βn −γn

1 0


 (I.14)

que serão necessárias nos caṕıtulos seguintes e onde [.]T denota a matriz transposta.
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As relações de recorrência a três termos (I.1) e (I.5) podem ser escritas pela

relação

Yn(x) = An(x)Yn−1(x)

que representamos na forma matricial por


Pn+1(x) P

(1)
n (x)

Pn(x) P
(1)
n−1(x)


 =


x− βn −γn

1 0





 Pn(x) P

(1)
n−1(x)

Pn−1(x) P
(1)
n−2(x)


 (I.15)

com condição inicial Y0(x) =


 x− β0 1

1 0


, ∀n ∈ N.

Estas sucessões de matrizes satisfazem as relações que apresentamos no Lema

seguinte:

Lema I.1. Seja u uma funcional linear regular, S a função de Stieltjes associada

a u e sejam {ψn}, {ϕn}, {Qn} sucessões de vectores. Consideremos, também, os

coeficientes da relação de recorrência a três termos de {Pn}, βn e γn onde βn, γn ∈ C,

γn 6= 0. Então,

(1) a sucessão {ψn} satisfaz a relação de recorrência a três termos

ψn(x) = (x− βn)ψn−1 − γnψn−2, ∀n ≥ 1; (I.16)

com condições iniciais ψ−1 = [1 0]T e ψ0 = [x− β0 1]T ;

(2) a sucessão {ϕn} satisfaz a relação, ∀n ∈ N,

ϕn(x) = Kn(x)ϕn−1(x) (I.17)

com Kn =


(x− βn)I2 −γnI2

I2 02


 e ϕ0 =

[
x− β0 1 1 0

]T

e onde I2 de-

nota a matriz identidade de ordem 2;

(3) a sucessão {Qn} satisfaz a relação, ∀n ≥ 1, Qn(x) = An(x)Qn−1 com

condições iniciais Q0 =


 (x− β0)S − 1

S


.
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Para demonstrar este Lema basta considerar as relações de recorrência a três

termos da sucessão de polinómios ortogonais mónicos (I.1), respectivos associados

de primeira espécie, (I.5) e da sucessão de funções de segunda espécie {qn} (I.7).

4. Polinómios ortogonais discretos em Redes não uniformes

Nesta secção iremos considerar as sucessões polinómios ortogonais discretos defi-

nidos em redes não uniformes. Começamos com a definição de rede linear:

Definição I.7. Uma função complexa x(s) de variável complexa z diz-se uma rede de

tipo linear se

x(z + ζ) = F (ζ)x(z) + G(ζ), ∀z, ζ ∈ C, F (ζ) 6= 0

sendo F e G funções complexas que não dependem de z.

Apresentamos alguns exemplos de redes lineares mais utilizadas:

Exemplo 4.1.

(1) Quando F (ζ) = 1 e G(ζ) = ζ temos a rede linear x(s) = s.

(2) Funções da forma x(s) = A qs +B com A,B constantes obtemos a rede

q-linear onde q 6= {0,±1}. Neste caso x(s + ζ) = F (ζ)x(s) + G(ζ) onde

F (ζ) = qζ e G(ζ) = B(1− qζ)

Para as redes não uniformes temos:

Definição I.8. Se x(s) é uma rede linear, q-linear, quadrática ou q-quadrática então

x(s) é da forma

x(s) = C1 q−s +C2 q +C3, q 6= 1

x(s) = C4s
2 + C5s + C6, q = 1

(I.18)

com q ∈ C, Ci constantes arbitrárias tais que C1, C2, C4, C5 6= 0. As redes da

forma (I.18) com C1C2 6= 0 ou C4 6= 0 designam-se por redes não uniformes.
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Neste trabalho iremos considerar redes quadráticas. Começamos por definir D,

operador de primeira ordem em diferenças, por

D(f)(x) =
f(η2(x))− f(η1(x))

η2(x)− η1(x)
(I.19)

e o operador, média aritmética por

M(f)(x) =
f(η2(x)) + f(η1(x))

2
(I.20)

onde para cada x, η1(x) e η2(x) são as ráızes, em y, da equação quadrática

Ay2 + 2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + F = 0, A 6= 0, (I.21)

onde η1(x) = p(x) +
√

q(x) e η2(x) = p(x)−
√

q(x) com p e q polinómios de graus

menor ou igual a 1 ou 2, respectivamente. Os operadores D e M transformam

polinómios de grau n em polinómios de grau n− 1.

O conjunto de pontos das redes, em x e em y, fica completamente determinado

pelo ponto inicial (x1, y1) na cónica (I.21). A coordenada y2 é a segunda ordenada

correspondente a x1, x2 é a segunda abcissa correspondente a y2 e assim sucessiva-

mente. Salientamos o facto de as duas ordenadas yk e yk+1 correspondentes a xk,

k = 1, . . . , n são as duas ráızes da equação (I.21), quando x = xk, então a sua soma é

yk + yk+1 = −Bxk + D

A

yk−1 + 2yk + yk+1 = −2(B(xk−1 + xk) + 2D)

A
.

Por outro lado se xk−1 e xk, são as duas abcissas correspondentes a yk, k =

1, . . . , n, consideremos x como sendo uma raiz da cónica (I.21) para um dado y

então temos (I.22) obtendo deste modo

yk−1 +

(
2− 4b2

ac

)
yk + yk+1 = 4

BE − CD

AC
(I.22)

xk−1 +

(
2− 4b2

ac

)
xk + xk+1 = 4

BD − AE

AC
(I.23)

onde AC 6= 0 para que as redes existam.
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As soluções das equações (I.22) e (I.23) têm uma parte exponencial comum que

usualmente se denomina por qk e q−k, ou seja,

yk = C1 qk +C2 q−k +
BE − CD

AC −B2

xk = C3 qk +C4 q−k +
BD − AE

AC −B2

onde C1, C2, C3, C4 são constantes e q + q−1 = 4B2

AC
−2. O último termos das equações

anteriores dá-nos o centro cónica que toma a sua forma consoante os valores de q.

Se

(1) | q | = 1 obtemos uma elipse,

(2) q real e q 6= {−1, 1} obtemos uma hipérbole,

(3) q = 1 obtemos uma parábola.

A representação gráfica destas redes encontram-se nos trabalhos de Magnus [42, 45].

5. Propriedades Algébricas de D e de M

Definimos de seguida as propriedades algébricas dos operadores D e de M:

Lema I.2. Sejam f, g duas funções, D e M os operadores definidos em (I.19) e

em (I.20), respectivamente. Podemos representar de várias formas D(fg) e D (f/g):

D(fg)(x) = D(f)(x)g(η1(x)) + f(η2(x))D(g)(x) (I.24)

D(fg)(x) = D(f)(x)g(η2(x)) + f(η1(x))D(g)(x)

D(fg)(x) = M(f)(x)D(g)(x) + M(g)(x)D(f)(x) (I.25)

D (f/g) (x) =
D(f)(x)M(g)(x)−D(g)(x)M(f)(x)

(M(g)(x))2 − q(D(g(x)))2

D (f/g) (x) =
D(f)(x)M(g)(x)−D(g)(x)M(f)(x)

g(η1(x))g(η2(x))
(I.26)

D (1/f) (x) = − D(f)(x)

f(η1(x))f(η2(x))
.
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Para o operador M temos:

Lema I.3. Sejam f, g duas funções, D e M os operadores definidos em (I.19) e

em (I.20), respectivamente. Podemos representar de várias formas M(fg) e M
(

f
g

)
:

M(fg)(x) = M(f)(x)M(g)(x) + q D(f)(x)D(g)(x) (I.27)

M (1/f) (x) =
M(f)(x)

f(η1(x))f(η2(x))

M (f/g) (x) =
(f(η1(x)g(η2(x)) + f(η2(x))g(η1(x)))

2g(η1(x))g(η2(x))
. (I.28)

Ao considerar g(x) = x por (I.2) e por (I.27) obtemos as seguintes propriedades

algébricas

D(xf)(x) = p D(f)(x) + M(f)(x) (I.29)

M(xf)(x) = p M(f)(x) + q D(f)(x) (I.30)

que matricialmente têm a seguinte representação


D(xf)

M(xf)


 =


p 1

q p





D(f)

M(f)


 .

Os valores próprios da matriz


p 1

q p


 são p +

√
q e p−√q, logo esta matriz pode

ser escrita na forma

p 1

q p


 =




1
2

1
2
√

q

1
2
− 1

2
√

q





p−√q 0

0 p +
√

q





 1 1
√

q −√q




e portanto


Dxn

Mxn


 =


p 1

q p





Dxn−1

Mxn−1


 =


p 1

q p




n 
0

1


 .

Em [28], Foupouagnigni mostrou o caso geral.
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As sucessões de polinómios ortogonais associados de primeira espécie, de variável

discreta, também satisfazem a representação (I.29) e (I.30). Portanto, podemos

escrever estas equações na forma vectorial

M


 xPn

xP
(1)
n−1


 = q D


 Pn

P
(1)
n−1


 + p M


 Pn

P
(1)
n−1




como, na secção três, definimos ψn por ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T vem

M(xψn−1) = q D(ψn−1) + p M(ψn−1).

De modo análogo temos para o operador D

D


 xPn

xP
(1)
n−1


 = p D


 Pn

P
(1)
n−1


 + M


 Pn

P
(1)
n−1




ou seja,

D(xψn−1) = p D(ψn−1) + M(ψn−1).

Consideremos a relação de recorrência a três termos para {Pn} (I.1). Aplicando D

em ambos os membros,

D(Pn+1)(x) = D(xPn)(x)−D(βnPn)(x)−D(γnPn−1)(x)

pelas relações (I.30) e pelo cálculo operacional (I.2) temos

D(Pn+1)(x) = (p−βn)D(Pn)(x) + M(Pn)(x)− γnD(Pn−1)(x).

De modo análogo voltando a considerar a relação de recorrência a três termos

para {Pn}, (I.1). Aplicando o operador M temos

M(Pn+1)(x) = M(xPn)(x)−M(βnPn)(x)−M(γnPn−1)(x)

utilizando as relações (I.30) e pelo cálculo operacional (I.27) temos

M(Pn+1)(x) = (p−βn)M(Pn)(x) + q D(Pn)(x)− γnM(Pn−1)(x).
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Os polinómios associados de primeira espécie satisfazem as mesmas relações quando

consideremos as relações de recorrência a três (I.5)

D(P (1)
n )(x) = (p−βn)D(P

(1)
n−1)(x) + M(P

(1)
n−1)(x)− γnD(P

(1)
n−2)(x),

M(P (1)
n )(x) = (p−βn)M(P

(1)
n−1)(x) + q D(P

(1)
n−1)(x)− γnM(P

(1)
n−2)(x).

Definiremos, em seguida a fórmula de Darboux-Christoffel para os polinómios

ortogonais mónicos de variável discreta, {Pn}, começando por considerar a relação

de recorrência a três termos de {Pn} em η1(x) e η2(x),

ηi(x)Pn(ηi(x)) = Pn+1(ηi(x)) + βnPn(ηi(x)) + γnPn−1(ηi(x)) (I.31)

sendo i = 1, 2.

Teorema I.7. Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos de variável

discreta. As afirmações são equivalentes:

(1) a sucessão de polinómios ortogonais {Pn} satisfaz as relações de recorrência

a três termos (I.31),

(2) temos a fórmula de Darboux-Christoffel

n∑

k=0

Pk(η1(x))Pk(η2(x))

γ1 · · · γk

=
Pn(η2(x))Pn+1(η1(x))− Pn(η1(x))Pn+1(η2(x))

(γ1 · · · γn)(η2(x)− η1(x))
, (I.32)

(3) a fórmula de Darboux-Christoffel, também, tem a forma

n∑

k=0

Pk(η1(x))Pk(η2(x))

γ1 · · · γk

=
D(Pn)M(Pn+1)−D(Pn+1)(M(Pn)

γ1 · · · γn

;

(4) a fórmula de Liouville-Ostrogradski para η1(x) e η2(x) é dada por

P (1)
n (ηi(x))Pn(ηi(x))− Pn+1(ηi(x))P

(1)
n−1(ηi(x)) = γn+1 · · · γ1, i = 1, 2. (I.33)

Observação I.3. (1) Da fórmula de Christoffel-Darboux (I.32) conclúımos que

podemos trocar as posições de η1(x) com η2(x). Ao trocar as posições de
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η1(x) e de η2(x) na fórmula de Darboux-Christtofel e com γ0 = 1 obtemos

as seguintes relações:

(γ1 · · · γn)
n∑

k=0

Pk(η1(x))Pk(η2(x))

γ1 · · · γk

=
Pn+1(η1(x))− Pn+1(η2(x))

η1(x)− η2(x)
Pn(η2(x))

+
Pn(η2(x))− Pn(η1(x))

η1(x)− η2(x)
Pn+1(η2(x))

ou seja,

n∑

k=0

Pk(η1(x))Pk(η2(x))

γ1 · · · γk

=
D(Pn+1)(x)Pn(η2(x))−D(Pn)(x)Pn+1(η2(x))

γ1 · · · γn

.

De modo análogo temos

n∑

k=0

Pk(η1(x))Pk(η2(x))

γ1 · · · γk

=
D(Pn+1)(x)Pn(η1(x))−D(Pn)(x)Pn+1(η1(x))

γ1 · · · γn

.

(2) Consideremos a relação de recorrência a três termos de {Pn} em η1 (I.31) e

a relação de recorrência a três termos de {P (1)
n } dada por

η1(x)P
(1)
n−1(η1(x)) = P (1)

n (η1(x)) + βn+1P
(1)
n−1(η1(x)) + γn+1P

(1)
n−2(η1(x)).

Multiplicando a equação anterior por Pn(η1(x)), a equação (I.31) por

P
(1)
n−1(η1(x)) e subtraindo as equações resultantes temos

Pn(η1(x))P (1)
n (η1(x))− P

(1)
n−1(η1(x))Pn+1(η1(x))

= γn+1(P
(1)
n−1(η1(x))Pn−1(η1(x))− P

(1)
n−2(η1(x))Pn(η1(x))).

Iterando este processo obtemos a fórmula de Liouville-Ostrogradski (I.33),

para η1(x) e η2(x). Resulta, assim, que Pn+1(η1(x)) e Pn(η2(x)) não têm

zeros em comum.

6. Famı́lias de polinómios ortogonais na recta - Caso Discreto

Consideremos a funcional linear regular u, S a respectiva função de Stieltjes e as

sucessões de polinómios ortogonais mónicos de variável discreta {Pn}, respectivos

polinómios associados de primeira espécie {P (1)
n } e funções de segunda espécie {qn}.
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Definição I.9. Seja u uma funcional linear regular, S a função de Stieltjes associada a

u e {Pn} sucessão de polinómios ortogonais mónicos tais que S satisfaz uma equação

em diferenças de Riccati

A(x)D(S)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x) (I.34)

com A,B, C, D ∈ P. Então {Pn} é uma sucessão de polinómios ortogonais Laguerre-

Hahn de variável discreta.

Estas famı́lias de polinómios Pn(x), n ≥ 0, satisfazem relações de estrutura da

forma

A(x)P ′
n+1(x)−B(x)P (1)

n (x) =
n+d∑

k=n−s

θn,kPk(x), n ≥ s + 1,

onde A(x) e B(x) são os mesmos polinómios definidos na equação (I.34) com t =

gr A(x), p = gr ψ ≥ 1, r = gr B(x), s = max{p − 1, d − 2} e d = max{t, r}
(ver [23, 56]).

Os polinómios ortogonais semi-clássicos definidos em redes não uniformes podem

definir-se através de equações em D diferenças quando B ≡ 0 como fez Magnus

em [45] da forma seguinte

A(x)D(S)(x) = C(x)M(S)(x) + D(x)

para a função de Stieltjes S onde A,C, D ∈ P.

Esta definição cobre os polinómios q-Racah e os polinómios Askey-Wilson e os

seus casos limites e casos especiais. Assim como os polinómios ortogonais clássicos-

Jacobi, Laguerre e Hermite e também os polinómios ortogonais clássicos de variável

discreta: Hahn-Hα,β
n (s,N), Meixner-Mγ,µ

n (s), Charlier-Cµ
n(s) e Krawchuk-Kp

n(s) e

os polinomios de variável q-discreta (“Big”-q-Jacobi,...).



CAṔITULO II

Equação diferencial de segunda ordem

Neste caṕıtulo caracterizaremos as famı́lias de polinómios ortogonais Laguerre

-Hahn na recta real. Temos como ponto de partida a equação diferencial de Riccati

AS ′(x) = BS2(x) + CS(x) + D

tal como fez Magnus, em [42], para sucessões de polinómios ortogonais semi-clássicos.

Será adaptado, para o caso da recta, o método desenvolvido para a circunferência

por Branquinho e Rebocho em [9, 10, 57].

Na secção um começamos por considerar as relações de estrutura de primeira or-

dem para os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn estudadas por Dini e Maroni [23].

Partindo da equação diferencial de Riccati reescrevemos as relações de estrutura,

para sucessões de polinómios Laguerre-Hahn, na forma vectorial obtendo a equação

Aψ′n = Mnψn + Nnψn−1

onde o vector ψn = [Pn+1 Pn]T e Mn, Nn são matrizes de ordem dois com entradas

polinomiais. Obtemos, também, uma equação de primeira ordem para as sucessões

de funções de segunda espécie {qn} dada por

Aq′n+1 = Θ1
n+1qn + (−ln+1 +

C

2
+ BS)qn+1.

Mostraremos que existe uma equivalência entre estas três relações e obtendo deste

modo uma caracterização para as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn.

Esta caracterização é um resultado central no nosso trabalho, pois será a partir

dela que no caṕıtulo III obteremos uma representação para as respectivas sucessões

de polinómios ortogonais através de equações do tipo Sylvester.

19
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A secção dois foi motivada pelos trabalhos de Hahn [32, 33, 34] onde foi obtida

uma caracterização para as sucessões de polinómios ortogonais reais através de

equações diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes polinomiais. Em

[32], Hahn estabeleceu que a ordem mı́nima de uma equação diferencial linear para

uma sucessão de polinómios ortogonais definidos sobre a recta real, {Pn} é dois ou

quatro. Mais, mostrou que as soluções das equação diferenciais de ordem quatro são

constrúıdas através das soluções de equações diferenciais de segunda ordem.

Considerando a representação da secção um para as sucessões vectoriais {ψn} e

sucessões de funções de segunda espécie {qn}, mostramos que as equações diferen-

ciais que surgem para o caso Laguerre-Hahn, sobre a recta real, são equações dife-

renciais vectoriais de segunda ordem , com coeficientes matriciais. Para as sucessões

vectoriais {ψn} obteremos uma equivalência entre a equação diferencial de Riccati

AS ′(x) = BS2(x) + CS(x) + D com A,B, C, D ∈ P e as equações diferenciais

vectoriais de segunda ordem

Ãnψ
′′
n + B̃nψ′n + C̃nψn = 02×1

onde os coeficientes Ãn, B̃n e C̃n são matrizes de ordem dois com entradas polinomi-

ais. A demonstração de que a condição é suficiente será efectuada através de vários

lemas. Começaremos por mostrar que partindo da equação diferencial vectorial de

segunda ordem chegamos a uma equação de primeira ordem do tipo Sylvester. De-

pois, mostraremos que esta equação mantém a estrutura das relações iniciais e daqui

chegamos à equação de Riccati.

Para as sucessões de funções de segunda espécie {qn} obtemos a equação diferen-

cial de segunda ordem

Ânq
′′
n+1 + B̂nq

′
n+1 + Ĉnqn+1 = 0.

com coeficientes não polinomiais pois dependem de S. Demonstraremos a equivalência

entre esta equação e a equação diferencial de Riccati através do Lema de Magnus.
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Deste modo, obtemos duas novas caracterizações para as sucessões de polinómios

ortogonais Laguerre-Hahn.

No final, aplicaremos este método às sucessões de polinómios ortogonais de La-

guerre-Hahn de classe zero. Partindo da equação vectorial de segunda ordem com

coeficientes matriciais definiremos um operador de segunda ordem que caracteriza

as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn. Este operador de segunda

ordem coincide com o operador encontrado por Branquinho em [6] e as famı́lias

de polinómios ortogonais áı encontradas são Laguerre-Hahn. Deste modo temos

explicitadas as medidas de ortogonalidade e os coeficientes da relação de recorrência

a três termos para estas famı́lias de polinómios.

1. Fórmula de estrutura de primeiro grau

Consideremos a funcional linear regular u, S a respectiva função de Stieltjes que

satisfaz uma equação diferencial de Riccati

AS ′(x) = BS2(x) + CS(x) + D (II.1)

com A 6= 0, A,B, C, D ∈ P de graus limitados e C2 − 4BD 6= 0. Considere-

mos, também, as sucessões de polinómios ortogonais {Pn}, polinómios associados

de primeira espécie {P (1)
n }, funções de segunda espécie {qn} e a sucessão de vectores

{ψn} onde ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T .

Uma das formas de caracterização das sucessões de polinómios Laguerre-Hahn é

através da relações de estrutura de primeira ordem. Estas relações foram obtidas

em [23, 24, 41] por Dini, Maroni e Magnus.

No próximo Teorema reescrevemos estas relações de estrutura usando a forma

matricial e considerando a sucessão de vectores {ψn}. Mostraremos, também, uma

nova caracterização, para as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn em

termos das funções de segunda espécie. Estas caracterizações são equivalentes.
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Teorema II.1. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes, {ψn} sucessão de vectores associados a u. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) S é Laguerre-Hahn e satisfaz a equação diferencial de Riccati com coefi-

cientes polinomiais (II.1);

(2) a sucessão de vectores {ψn} satisfaz, para n ∈ N,

Aψ′n = Mnψn + Nnψn−1 (II.2)

onde Mn, Nn são matrizes de elementos polinomiais de graus limitados,

dadas por Mn =


−ln+1 − C

2
−B

D C
2
− ln+1


, Nn = Θ1

n+1I2×2, e onde Θ1
n+1 e

ln são polinómios de graus uniformemente limitados por uma constante;

(3) a sucessão de funções de segunda espécie, {qn}, satisfaz a equação diferen-

cial de primeira ordem, para n ∈ N

Aq′n+1 = Θ1
n+1qn + (−ln+1 +

C

2
+ BS)qn+1. (II.3)

Além disso, temos as relções seguintes para ln e Θ1
n:

ln+2 + ln+1 =
Θ1

n+1(x− βn+1)

γn+1

(II.4)

Θn+2 = A +
Θ1

nγn+1

γn

+ (x− βn+1)(ln+2 − ln+1). (II.5)

Demonstração: (1) ⇒ (2)

Ainda que este resultado seja conhecido, pois foi provado, em [23], por Dini e Ma-

roni, vamos apresentar uma demonstração baseada no método utilizado por Magnus

em [42].
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Começamos por utilizar a relação de Hermite-Padé (I.8) e a equação diferencial

de primeira ordem do tipo Riccati (II.1). Resulta

A

(
qn+1(x)

Pn+1(x)
+

P
(1)
n (x)

Pn+1(x)

)′

= B

(
qn+1(x)

Pn+1(x)
+

P
(1)
n (x)

Pn+1(x)

)2

+ C

(
qn+1(x)

Pn+1(x)
+

P
(1)
n (x)

Pn+1(x)

)
+ D

⇔ A

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

)′
−B

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

) (
qn+1(x) + 2P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)
− C

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

)

= −A

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)′

+ B

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)2

+ C

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)
+ D.

Tomando

Θn+1 =

{
A

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

)′
−B

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

) (
qn+1(x) + 2P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)

−C

(
qn+1(x)

Pn+1(x)

)}
P 2

n+1(x),

ou seja,

Θn+1(x) = A
(
q′n+1(x)Pn+1(x)− qn+1(x)P ′

n+1(x)
)

−Bq2
n+1(x)− 2Bqn+1(x)P (1)

n (x)− Cqn+1(x)Pn+1(x).

Fazendo a análise assintótica de qn e pela expansão da equação anterior tem-se

que Θn+1 é um polinómio de grau independente de n e limitado por uma constante

dada por

gr(Θn+1) = max{gr(A)− 2, gr(B)− 2, gr(C)− 1}, ∀n ∈ N.

A equação anterior pode escrever-se da seguinte forma


−A

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)′

+ B

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)2

+ C

(
P

(1)
n (x)

Pn+1(x)

)
+ D



 P 2

n+1(x) = Θn+1(x)
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onde

Θn+1(x) = −A(P (1)
n )′(x)Pn+1(x) + AP (1)

n (x)P ′
n+1(x) + B(P (1)

n )2(x)

+ CP (1)
n (x)Pn+1(x) + DP 2

n+1(x) (II.6)

Substituindo a equação de Liouville-Ostrogradski (I.3) em (II.6) vem

Θn+1(x)
Pn(x)P

(1)
n (x)− Pn+1(x)P

(1)
n−1(x)

γn · · · γ1

= −A(x)(P (1)
n )′(x)Pn+1(x)

+ A(x)P (1)
n (x)P ′

n+1(x) + B(x)(P (1)
n )2(x) + C(x)P (1)

n (x)Pn+1(x) + D(x)P 2
n+1(x)

{
A(x)P ′

n+1(x) + B(x)P (1)
n (x) +

C(x)

2
Pn+1(x)− Θn+1(x)

γ1 · · · γn

Pn(x)

}
P (1)

n =

Pn+1(x)

{
A(x)(P (1)

n )′(x)− C(x)

2
P (1)

n (x)−D(x)Pn+1(x)− Θn+1(x)

γ1 · · · γn

P
(1)
n−1(x)

}
.

Fazendo Θ1
n+1(x) = Θn+1(x)

γ1···γn
, onde Pn+1(x) 6= 0 e P

(1)
n (x) 6= 0. Como os polinómios

Pn+1(x) e P
(1)
n (x) não têm zeros em comum então existe um polinómio ln+1 tal que

(−AP ′
n+1(x) + Θ1

n+1(x)Pn(x)−B(x)P (1)
n (x)− C(x)

2
Pn+1(x))P (1)

n (x)

= (−A(P (1)
n )′(x) +

C(x)

2
P (1)

n (x) + D(x)Pn+1(x) + Θ1
n+1(x)P 1

n−1(x))Pn+1(x)

que deve ter a forma ln+1P
(1)
n Pn+1 onde

gr(ln+1) = max{gr(A), gr(B), gr(C), gr(D)}.

Portanto





−A(x)P ′
n+1(x) + Θ1

n+1(x)Pn(x)− C(x)
2

Pn+1(x)−B(x)P
(1)
n (x)

= ln+1(x)Pn+1(x)

−A(x)(P
(1)
n )′(x) + Θ1

n+1(x)P
(1)
n−1(x) + C(x)

2
P

(1)
n (x) + D(x)Pn+1(x)

= ln+1(x)P
(1)
n (x)

(II.7)
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resultando assim as relações de estrutura de primeira ordem que matricialmente tem

a seguinte forma:

A(x)


 Pn+1(x)

P
(1)
n (x)



′

=


 −ln+1(x)− C(x)

2
−B(x)

D(x) C(x)
2
− ln+1(x)





 Pn+1(x)

P
(1)
n (x)




+


 Θ1

n+1(x) 0

0 Θ1
n+1(x)





 Pn(x)

P
(1)
n−1(x)




e que representa a equação (II.2).

(2) ⇒ (3)

Para encontrar a equação (II.3) começamos por derivar a equação de Hermite-

-Padé qn+1(x) = Pn+1(x)S(x)− P
(1)
n (x), i.e.

q′n+1(x) = P ′
n+1(x)S(x) + Pn+1(x)S ′(x)− (P (1)

n )′(x)

multiplicando esta equação por A vem

A(x)q′n+1(x) = A(x)P ′
n+1(x)S(x) + A(x)Pn+1(x)S ′(x)− A(x)(P (1)

n )′(x)

utilizando as relações (II.7) resulta

A(x)q′n+1(x) = Θ1
n+1(x)Pn(x)S(x)−

(
ln+1 +

C(x)

2

)
Pn+1(x)S(x)

−B(x)P (1)
n (x)S(x) + A(x)Pn+1(x)S ′(x)−Θ1

n+1(x)P
(1)
n−1(x)

+

(
ln+1(x)− C(x)

2

)
P (1)

n (x)−D(x)Pn+1(x)).

Considerando a equação diferencial de Riccati (II.1) vem

A(x)q′n+1(x) = Θ1
n+1(x)

(
Pn(x)S(x)− P

(1)
n−1(x)

)

+

(
C(x)

2
− ln+1(x) + B(x)S(x)

)
(Pn+1(x)S(x)− P (1)

n (x))

ou seja,

A(x)q′n+1(x) = Θ1
n+1(x)qn(x) +

(
−ln+1(x) +

C(x)

2
+ B(x)S(x)

)
qn+1(x).
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(3) ⇒ (1)

Consideremos a equação

A(x)q′n(x) = Θ1
n(x)qn−1(x) +

(
−ln(x) +

C(x)

2
+ B(x)S(x)

)
qn(x).

Tomando n = 0 vem

A(x)q′0(x) = Θ1
0(x)q−1(x) +

(
−l0(x) +

C(x)

2
+ B(x)S(x)

)
q0.

Pelas condições iniciais temos

Θ1
0 = D, l0(x) = −C(x)

2
, γ0 = 1,

ou seja,

A(x)q′0(x) = D(x)q−1(x) + (C(x) + B(x)S(x)) q0(x).

Como por definição q0(x) = S(x) e q−1 = 1 obtemos a equação diferencial de Ric-

cati (II.1).As relações (II.4) e (II.5) obtêm-se quando multiplicamos a equação (II.3)

por qn

Aq′n+1qn = Θ1
n+1q

2
n + (−ln+1 +

C

2
+ BS)qn+1qn.

e a equação (II.3), em n por qn+1

Aq′nqn+1 = Θ1
nqn−1qn+1 + (−ln +

C

2
+ BS)qnqn+1.

Subtraindo estas duas equações vem

A(q′n+1qn − q′nqn+1) = Θ1
n+1q

2
n + (−ln+1 +

C

2
+ BS)qn+1qn

−Θ1
nqn−1qn+1 − (−ln +

C

2
+ BS)qnqn+1.

Dividindo ambos os membros por q2
n vem

A

(
qn+1

qn

)′
= Θ1

n+1 + (−ln+1 +
C

2
+ BS)

qn+1

qn

−Θ1
n

qn−1qn+1

q2
n

− (−ln +
C

2
+ BS)

qn+1

qn

.
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Pela relação de recorrência a três termos obtemos

A

(
qn+1

qn

)′
= Θ1

n+1 +

(
ln − ln+1

Θ1
n(x− βn)

γn

)
qn+1

qn

+
Θ1

n

γn

q2
n+1

q2
n

.

Fazendo qn+1

qn
= gn temos

Ag′n =
Θ1

n

γn

g2
n +

(
ln − ln+1

Θ1
n(x− βn)

γn

)
gn + Θ1

n+1.

Pelo Teorema I.6 obtemos as relações (II.4) e (II.5). ¥

Como consequência do Teorema II.1 obtemos para as sucessões de polinómios

ortogonais semi-clássicos o corolário seguinte:

Corolário II.1. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes, {ψn} sucessão de vectores associados a u. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) S satisfaz a equação diferencial de primeira ordem com coeficientes polino-

miais AS ′ = CS + D;

(2) a sucessão de vectores {ψn} satisfaz, para n ∈ N,

Aψ′n = Mnψn + Nnψn−1

onde Mn, Nn são matrizes de elementos polinomiais de graus limitados,

dadas por Mn =


−ln+1 − C

2
0

D C
2
− ln+1


, Nn = Θ1

n+1I2×2, e onde Θ1
n+1 e

ln são polinómios que não dependem de n;

(3) a sucessão de funções de segunda espécie, {qn}, verifica a equação diferen-

cial de primeira ordem, para n ∈ N

Aq′n+1 = Θ1
n+1qn +

(
−ln+1 +

C

2

)
qn+1.

A demonstração deste corolário é análoga à efectuada para o Teorema II.1. Basta

considerar B = 0.

Observação II.1. A condição (2) ⇒ (1) do Teorema II.1 podia ter sido provada da

seguinte forma: considerando as relações de estrutura de primeira ordem (II.7) e
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multiplicando a primeira equação por P
(1)
n

P 2
n+1

e a segunda equação por 1
Pn+1

. Depois

subtráındo as equações resultantes temos

A

[
(P

(1)
n )′Pn+1 − P ′

n+1P
(1)
n

P 2
n+1

]
= D + C

P
(1)
n

Pn+1

+ B

(
P

(1)
n

Pn+1

)2

−Θ1
n+1

(
P

(1)
n Pn − P

(1)
n−1Pn+1

P 2
n+1

)
,

ou seja,

A

(
P

(1)
n

Pn+1

)′

= D + C
P

(1)
n

Pn+1

+ B

(
P

(1)
n

Pn+1

)2

+
Θ1

n+1(γ1...γn)

P 2
n+1

. (II.8)

Tomando o limite da equação (II.8) e tendo em consideração o Teorema de Markov

obtemos a equação diferencial de Riccati (II.1).

2. Equação diferencial vectorial de segunda ordem

Nesta secção mostraremos que partindo das relações de estrutura de primeira

ordem (II.7) conseguimos obter uma equação diferencial vectorial de segunda ordem

com coeficientes matriciais para a sucessão de vectores {ψn}.

Teorema II.2. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes, {ψn} sucessão de vectores associados a u. Se S é Laguerre-Hahn e satisfaz

a equação diferencial de Riccati com coeficientes polinomiais (II.1). Então para

n ∈ N, {ψn} satisfaz a equação diferencial linear de segunda ordem

Ãnψ
′′
n + B̃nψ′n + C̃nψn = 02×1 (II.9)

onde os coeficientes estão definidos por

Ãn = A2Θ1
n+1I2

B̃n = A(A′I −Mn)Θ1
n+1 − [Θ1

n+1(Mn−1 + (x−βn)Θ1
n

γn
I2) + A(Θ1

n+1)
′I2]

C̃n =
(

Θ1
n+1Θ

1
n

γn
− AM ′

n

)
Θ1

n+1

+
[
Θ1

n+1

(
Mn−1 + (x−βn)Θ1

n

γn

)
+ A(Θ1

n+1)
′I2

]
Mn .

(II.10)

onde Mn e Nn são as matrizes de ordem 2 obtidas no Teorema II.1.
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Demonstração: Derivando (II.2) e multiplicando por A obtemos

A2ψ′′n = A(Mn − A′I2)ψ
′
n + Θ1

n+1Aψ′n−1 + M ′
nAψn + (Θ1

n+1)
′Aψn−1.

Para eliminar ψn−1 utilizamos a relação (II.2) e a relação de recorrência a três

termos (I.16) obtendo

Aψ′n−1 =

(
Mn−1 + Θ1

n

x− βn

γn

)
ψn−1 − Θ1

n

γn

ψn

substituindo vem

A2ψ′′n +

(
Θ1

n+1Θ
1
n

γn

− AM ′
n

)
ψn − A(Mn − A′I2)ψ

′
n =

(
Θ1

n+1Mn−1 + Θ1
n+1Θ

1
n

x− βn

γn

+ A(Θ1
n+1)

′
)

ψn−1.

Multiplicando ambos os membros por Θ1
n+1 e por (II.2) resulta

A2Θ1
n+1ψ

′′
n+A

[
Θ1

n+1(A
′I2 −Mn)− A(Θn + 11)′ −Θ1

n+1(Mn−1 +
x− βn

γn

Θ1
nI2)

]
ψ′n

+

[
Θ1

n+1

(
Θ1

n+1Θ
1
n

γn

− AM ′
n

)
−

(
A(Θ1

n+1)
′ + Θ1

n+1

(
Mn−1 +

x− βn

γn

Θ1
n

)
Mn

)]
ψn

= 02×1

ou seja, Ãnψ′′n + B̃nψ
′
n + C̃nψn = 02×1 com coeficientes (II.10). ¥

Derivando a equação (II.9) conseguimos obter equações diferenciais de quarta

ordem que são satisfeitas pelas sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn e

que vai de encontro com os resultados obtidos por Hahn em [32].

As sucessões de funções de segunda espécie também verificam equações vectoriais

de segunda ordem com coeficiente não polinomiais como mostraremos de seguida:

Teorema II.3. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes, {qn} sucessão de funções de segunda espécie. A função de Stieltjes S é

Laguerre-Hahn e satisfaz a equação diferencial de Riccati com coeficientes polinomi-

ais (II.1) para, n ∈ N, se e somente se {qn} satisfaz a equação diferencial linear de
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segunda ordem

Ânq′′n+1 + B̂nq
′
n+1 + Ĉnqn+1 = 0 (II.11)

com coeficientes

Ân = A2Θ1
n+1

B̂n = AA′Θ1
n+1 − A2(Θ1

n+1)
′ − 2AΘ1

n+1(C/2 + BS)

Ĉn = A(Θ1
n+1)

′ + Θ1
n+1 (C/2 + ln+1 + BS) (C/2− ln+1 + BS)′

− AΘ1
n+1 (C/2− ln+1 + BS)′ +

Θ1
n(Θ1

n+1)
2

γn

(II.12)

Demonstração: Como, por hipótese, AS ′ = BS2 + CS + D então pelo Teorema II.1

temos que {qn+1} satisfaz a equação

Aq′n+1 = Θ1
n+1qn +

(
C

2
− ln+1 + BS

)
qn+1.

Derivando esta equação obtemos

A′q′n+1 + Aq′′n+1 =

(
C

2
− ln+1 + BS

)′
qn+1

+

(
−ln+1 +

C

2
+ BS

)
q′n+1 + (Θ1

n+1)
′qn + Θ1

n+1q
′
n .

Multiplicando por A e utilizando a relação

q′n = Θ1
nqn−1 + (−ln +

C

2
+ BS)qn

temos

A′Aq′n+1 + A2q′′n+1 = Θ1
n+1Θ

1
nqn−1 +

(
A(Θ1

n+1)
′ + Θ1

n+1

(
C

2
− ln + BS

))
qn

+ A

(
−ln+1 +

C

2
+ BS

)′
qn+1 + A

(
−ln+1 +

C

2
+ BS

)
q′n+1.
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Para eliminar qn−1 utilizamos a relação de recorrência a três termos e obtemos a

equação:

A′Aq′n+1 + A2q′′n+1 =
Θ1

n+1Θ
1
n(x− βn)

γn

qn

− Θ1
n+1Θ

1
n

γn

qn+1 +

(
A(Θ1

n+1)
′ + Θ1

n+1

(
C

2
− ln + BS

))
qn

+ A

(
−ln+1 +

C

2
+ BS

)′
qn+1 + A

(
−ln+1 +

C

2
+ BS

)
q′n+1.

multiplicando ambos os membros por Θ1
n+1 utilizando as relações (II.3) e (II.4)

obtemos a equação diferencial de segunda ordem (II.11) com coeficientes (II.12).

Para mostrar o rećıproco começamos por considerar a relação de recorrência a

três termos (I.7):

qn+1 − (x− βn)qn + γnqn−1 = 0,

derivando temos

q′n+1 − (x− βn)q′n + γnq′n−1 = qn, (II.13)

derivando novamente vem

q′′n+1 − (x− βn)q′′n + γnq
′′
n−1 = 2q′n. (II.14)

Consideremos, agora, a equação diferencial de segunda ordem (II.11)

Ân+1q
′′
n+1 + B̂n+1q

′
n+1 + Ĉn+1qn+1 = 0

multiplicando ambos os membros desta equação por An−1 e por (II.14),(II.13) e (I.7)

resulta

Ân−1Ân+1(2q
′
n + (x− βn)q′′n − γnq

′′
n−1) + B̂n+1Ân−1(qn + (x− βn)q′n − γnq′n−1)

+ Ân−1Ĉn+1((x− βn)qn − γnqn−1) = 0
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Ân−1Ân+1(x− βn)q′′n + (2Ân−1Ân+1 + Ân+1Ân−1(x− βn))q′n

+ (B̂n+1Ân−1 + Ân−1Ĉn+1(x− βn))qn = (−Ân+1B̂n−1Â + Ân−1B̂n+1)γnq′n−1

+ (−Ân+1Ĉn−1 + Ân−1Ĉn+1)γnqn−1.

Multiplicando esta equação por Ân e a equação diferencial de segunda ordem (II.11),

por (x− βn)Ân−1Ân+1 temos

{ÂnÂn−1(2Ân+1 + B̂n+1(x− βn))− (x− βn)Ân+1Ân−1B̂n}q′n
+ {ÂnÂn−1(B̂n+1 + Ĉn+1(x− βn))− (x− βn)Ân+1Ân−1Ĉn}qn

= (B̂n+1Ân−1 − B̂n−1Ân+1)γnq
′
n−1 + (Ĉn+1Ân−1 − Ĉn−1Ân+1)γnqn−1 (II.15)

Escrevendo esta equação para n + 1 temos

{Ân+1Ân(2Ân+2 + B̂n+2(x− βn+1))− (x− βn+1)Ân+2ÂnB̂n+1}q′n+1

+ {Ân+1Ân(B̂n+2 + Ĉn+2(x− βn+1))− (x− βn+1)Ân+2ÂnĈn+1}qn+1

= (B̂n+2Ân − B̂nÂn+2)γn+1q
′
n + (Ĉn+2Ân − ĈnÂn+2)γn+1qn

pelas equações (I.7) e (II.13) obtemos

{Ân+1Ân(2Ân+2 + B̂n+2(x− βn+1))− (x− βn+1)Ân+2ÂnB̂n+1}qn

+ {Ân+1Ân(2Ân+2 + B̂n+2(x− βn+1))− (x− βn+1)Ân+2ÂnB̂n+1}(x− βn)q′n

− {Ân+1Ân(2Ân+2 + B̂n+2(x− βn+1))− ÂnÂn+2B̂n+1}γnq′n−1

+ {Ân+1Ân(B̂n+2 + Ĉn(x− βn+1))− Ân+2ÂnĈn+1(x− βn+1)}(x− βn)qn

− {Ân+1Ân(B̂n+2 + Ĉn(x− βn+1))− Ân+2ÂnĈn+1(x− βn+1)}γnqn−1

= (B̂n+2Ân − B̂nÂn+2)γn+1q
′
n + (Ĉn+2Ân − ĈnÂn+2)γn+1qn (II.16)

Escrevendo matricialmente as equações (II.15) e (II.16) obtemos, então, uma equação

diferencial vectorial de primeira ordem com coeficientes matriciais

L̂nQ
′
n = M̂nQn
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Multiplicando ambos os membros desta equação pela matriz adjunta de Ln obtemos

a equação

det(L̂n)Q′
n = M̂1

nQn.

Pelo Teorema de Magnus I.6 verifica-se que det(L̂n) é um polinómio que não depende

de n. Utilizando o Teorema I.6 obtemos (II.1). ¥

Conclúımos, deste modo, que a sucessão {qn+1} satisfaz uma equação diferencial

de segunda ordem. Pelo Teorema de Favard temos que esta equação diferencial é

uma equação diferencial de Painlevé.

3. Método tipo Hahn

Esta secção tem como objectivo mostrar o rećıproco do Teorema II.2. Ou seja,

podemos caracterizar as famı́lias de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn tendo

como ponto de partida a equação diferencial vectorial de segunda ordem (II.9) e

chegar à equação de Riccati. Nesta demonstração irá ser adaptado o método desen-

volvido por Rebocho em [57] para a circunferência unitária e consistirá dos Lemas

seguintes:

Lema II.1. Sejam u, funcional linear regular, {ψn} sucessão de vectores associados a

u. Se {ψn} verificar a equação diferencial de segunda ordem (II.9)

Ãnψ
′′
n + B̃nψ′n + C̃nψn = 02×1

com coeficientes (II.10) então obtém-se a equação diferencial de primeira ordem

Anϕ
′
n = Mnϕn. (II.17)

com An ∈ P e Mn matriz de ordem quatro com entradas polinomiais.

Demonstração: Passo 1: Consideremos a equação (II.9) escrita na forma

Dnϕ′′n + Enϕ
′
n + Fnϕn = 04×1 (II.18)
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onde ϕn =


 ψn

ψn−1


, Dn,En,Fn são matrizes de ordem quatro dadas por

Dn = A2


 Θ1

n+1I2×2 02×2

02×2 Θ1
nI2×2


 , En =


 C̃n 02×2

02×2 C̃n−1


 e Fn =


 B̃n 02×2

02×2 B̃n−1


 .

Fazendo n + 1 em (II.18) e utilizando o Lema I.1 obtemos, para n ∈ N,

Dn+1(Kn+1ϕn)′′ + En+1(Kn+1ϕn)′ + Fn+1Kn+1ϕn = 04×1,

ou seja,

Dn+1Kn+1ϕ
′′
n + (2Dn+1K

′
n+1 + En+1Kn+1)ϕ

′
n

+ (En+1K
′
n+1 + Fn+1Kn+1)ϕn = 04×1.

Passo 2: Eliminar ϕ′′n.

Multiplicamos a equação anterior, à esquerda, por Θ1
n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 Θn+2I2


 e obte-

mos

A2Θ1
n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 Θn+2I2





 Θ1

n+2I2 02×2

02×2 Θn+1I2


 Kn+1ϕ

′′
n

+ Θ1
n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 Θn+2I2


 (2Dn+1K

′
n+1 + En+1Kn+1)ϕ

′
n

+ Θ1
n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 Θn+2I2


 (En+1K

′
n+1 + Fn+1Kn+1)ϕn = 04×1

ou seja,

Θ1
n+2Kn+1


 Θ1

nI2 02×2

02×2 Θ1
n+1I2


 Dnϕ

′′
n + Θ1

n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 −Θ1
n+2I2


 (2Dn+1K

′
n+1+

En+1Kn+1)ϕ
′
n + Θ1

n


 Θ1

n+1I2 02×2

02×2 Θ1
n+2I2


 (En+1K

′
n+1 + Fn+1Kn+1)ϕn = 04×1.
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Tendo em conta (II.18) para n, resulta a equação

Ãnϕ
′
n = M̃nϕn, ∀n ∈ N (II.19)

onde

Ãn = Θ1
n


Θ1

n+1I2 02

02 Θ1
n+2I2


 (2Dn+1K

′
n+1 + En+1Kn+1)

−Θ1
n+2Kn+1


Θ1

nI2 02

02 Θ1
n+1I2


 En

e

M̃n = Θ1
n+2Kn+1


Θ1

nI2 02

02 Θ1
n+1I2


 Fn

−Θ1
n


Θ1

n+1I2 02

02 Θ1
n+2I2


 (En+1K

′
n+1 + Fn+1Kn+1).

Passo 3: Relação de estrutura.

De (II.19) temos ϕ′n = (Ãn)−1M̃nϕn,∀n ∈ N. Multiplicando ambos os membros

desta equação pela matriz adjunta de Ãn vem

det(Ãn)ϕ′n = Mnϕn, n ∈ N

que é uma equação do tipo Sylvester onde, An = det(Ãn), ∀n ∈ N, é um polinómio

e Mn = adj(Ãn)M̃n. ¥

Mostraremos de seguida que, considerando a equação do tipo Sylvester (II.17) e

a matriz Mn definida por

Mn =


 Mn,1 Nn,1

Nn,2 Mn,2




onde Mn,1, Mn,2 são matrizes de ordem dois e Nn,1,Nn,2 são matrizes escalares de

ordem dois obteremos uma relação da forma

Anψ
′
n = M1

nψ′n + N1
nψn−1. (II.20)
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Para provar que a equação (II.20) tem a mesma estrutura que (II.2) começamos

por mostrar que An não depende de n. Para isso vamos estudar os coeficientes das

relações obtidas no Lema II.1. Esta prova também poderia ser feita utilizando o

Teorema I.6.

Lema II.2. Seja u uma funcional linear regular, {ϕn} a sucessão de vectores com

respeito a u e satisfazendo a equação (II.18), ∀n ∈ N.

Se {ϕn} satisfaz (II.17), onde An ∈ P e Mn é uma matriz de ordem 4 então, ∀n ∈ N,

An = A1 (II.21)

A1I2 = (x− βn+1)(Mn+1,1 −Mn,1) + γn+1Nn,2 + Nn+1,1 (II.22)

02×2 = (x− βn+1)Nn,1 + γn+1(Mn+1,1 −Mn,2) (II.23)

Mn,1 = Nn+1,2(x− βn+1) + Mn+1,2 (II.24)

Nn,1 = −Nn+1,2γn+1. (II.25)

Demonstração: Tomando (n + 1) na equação (II.17) e pela relação (I.17) resulta

An+1(Kn+1ϕn)′ = Mn+1(Kn+1ϕn)

An+1ϕ
′
n = K−1

n+1(Mn+1Kn+1 − An+1K
′
n+1ϕn)

Temos que Kn+1 é invert́ıvel pois det(Kn+1) = γ2
n+1 6= 0.

Comparando esta equação com (II.17) conclúımos que existe um polinómio Ln

tal que, ∀n ∈ N,

An+1 = LnAn

LnMn = K−1
n+1(Mn+1Kn+1 −An+1K

′
n+1ϕn).

A equação diferencial de primeira ordem para ϕn é única, a menos de um factor

multiplicativo. Como An+1 = LnAn obtemos An+1 = LnLn−1 · · ·L2A1, ∀n ∈ N.
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Como o grau de An é limitado por um número independente de n, então obtemos

que o grau de Ln deve ser zero, ou seja, Ln é constante, ∀n ∈ N. Logo obtemos

An+1 = A1

Kn+1Mn = (Mn+1Kn+1 −An+1K
′
n+1) ∀n ∈ N

de onde resultam as equações (II.21) a (II.25). ¥

Falta mostrar que a equação (II.20) tem a mesma estrutura que a equação (II.2).

Lema II.3. Para todo n ∈ N os coeficientes das relações de estrutura (II.2) são da-

dos por

An = A1; Nn1 = p4I2; Nn2 = p5I2;

Mn,i =


−ln,i − p1

2
−p2

p3 −lni + p1

2


 (II.26)

com i = 1, 2 onde pj, ln,1, ln,2 ∈ P, i = j, . . . , 5 e A1, p1, p2, p3 não dependem de n.

Demonstração: Pelo Lema II.2 obtivemos An = A1. Pelo Lema II.1 temos que as

matrizes Nn,1 e Nn,2 são matrizes escalares logo são da forma

Nn,1 = p4I2, Nn2 = p5I2 (II.27)

para alguns polinómios p4 e p5. Para obtermos as matrizes Mn,i, i = 1, 2 vamos ter

em conta as matrizes escalares Nn,1 e Nn,2 logo as entradas [Nn,1]1,2 = [Nn,1]2,1 = 0

de (II.21) temos que

[Mn+1,1]1,2 = [Mn,2]1,2, [Mn+1,1]2,1 = [Mn,2]2,1

[Mn,1]1,2 = [Mn+1,2]1,2, [Mn,1]2,1 = [Mn+1,2]2,1.

De (II.27) conclui-se que os elementos de [Mn,2]1,2 e de [Mn,2]2,1 não dependem de

n e escrevemos [Mn,2]1,2 = −p2 e [Mn,2]2,1 = p3, ∀n ∈ N. Logo vem que [Mn,1]1,2 =

−p2 e [Mn+1,1]2,1 = p3.



3. MÉTODO TIPO HAHN 38

De (II.21) temos que

[Mn,2]2,2 − [Mn,2]1,1 = [Mn+1,1]2,2 − [Mn+1,1]1,1,

[Mn,1]1,1 − [Mn,1]2,2 = [Mn+1,2]1,1 − [Mn+1,2]2,2.

Portanto [Mn,1]1,1 − [Mn,1]2,2 não depende de n e assim [Mn,1]1,1 − [Mn,1]2,2 =

p1 e o mesmo acontece a [Mn,2]2,2 − [Mn,2]1,1 = p1, ∀n ∈ N. Finalmente, con-

siderando (II.21) obtemos (II.2). ¥

Considerando os Lemas anteriores provámos que partindo da equação diferencial

vectorial de segunda ordem obtemos uma equação diferencial do tipo Riccati. Deste

modo damos uma caracterização fechada para as sucessões de polinómios ortogonais

de Laguerre-Hahn.

Teorema II.4. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes, {ψn} uma sucessão de vectores com respeito a u.

Se {ψn} satisfaz a equação deferencial vectorial de segunda ordem

Ãnψ
′′
n + B̃nψ′n + C̃nψn = 02×1

com coeficientes (II.10) então a função de Stieltjes S satisfaz a equação diferencial

de Riccati (II.1).

Demonstração: Pelos Lemas (II.1), (II.2) obtemos as relações de estrutura (II.2)

para {ψn} que satisfazem a equação diferencial de segunda ordem (II.9) com coefi-

cientes (II.10). ¥

Conclúımos deste modo que quando usamos a forma matricial conseguimos pas-

sar de uma equação diferencial de segunda ordem com coeficientes matriciais para

uma equação do tipo Sylvester que caracteriza a famı́lia de polinómios ortogonais

de Laguerre-Hahn. Não necessitamos de ir até à quarta ordem como tinha feito

W. Hahn em [32].
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4. Exemplo

Consideremos a equação diferencial de Riccati AS ′ = BS2+CS+D onde A,B, C

e D são polinómios cujos graus não dependem de n. Para o caso Laguerre-Hahn de

classe zero vamos considerar estes polinómios definidos da seguinte forma

A(x) = c2x
2 + c1x + c0

B(x) = b2x
2 + b1x + b0

D(x) = k

onde k ∈ R é uma constante.

Das relações de estrutura de primeira ordem (II.7) temos as seguintes condições

iniciais

Θ1
0(x) = D(x), Θ1

1(x) = A(x) + B(x) + C(x)(x− β0) + D(x)(x− β0)
2

l0(x) = −C(x)

2
, l1(x) =

C(x)

2
+ D(x)(x− β0)

Substituindo estes valores na equação diferencial vectorial de segunda ordem

AΘ1
n+1ψ

′′
n + B̃nψ′n + C̃nψn = 02×

obtemos os coeficientes matriciais, (II.10), seguintes

Ãn =


A2Θ1

n+1 0

0 A2Θ1
n+1




B̃n = A(x)Θ1
n+1


A′(x) + C(x) 2B(x)

−2D(x) A′(x)− C(x)




C̃n = Θ1
n+1




(−ln+1 + C
2
)′ + A(D +

n∑

k=1

Θ1
k

γk

) A(x)B′(x)

0 (C
2
− ln+1)

′ + A(D +
n∑

k=1

Θ1
k

γk

)



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Considerando B = 0 temos o caso semi-clássico logo a equação diferencial vecto-

rial pode escrever-se sob a forma

A(x)P ′′
n+1 + (A′(x)− C(x))P ′

n+1 + (−ln+1 +
C

2
)′ + A(D +

n∑

k=1

Θ1
k

γk

)Pn+1 = 0

e também, pela equação

A(x)(P (1)
n )′′ + (A′(x)− C(x))(P (1)

n )′

+

((
C

2
− ln+1

)′
+ A

(
D +

n∑

k=1

Θ1
k

γk

))
P (1)

n = 2D(x)P ′
n+1.

Escrevendo esta equação em notação operacional temos

L∗nP
(1)
n (x) = 2D(x)P ′

n+1(x) (II.28)

onde

L∗n = A(x)D2 + (A′(x)− C(x))D +

((
C

2
− ln+1

)′
+ A(D +

n∑

k=1

Θ1
k

γk

)

)
I

e A(x), C(x) e D(x) = k resultam da equação de primeira ordem A(x)S ′(x) =

C(x)S(x) + D(x).

Este resultado está de acordo com o que foi estudado para o caso clássico por

Branquinho em [5] (cf. caṕıtulo IV.7). Neste trabalho, Branquinho, começa por

determinar os coeficientes da relação de recorrência a três termos para as sucessões

de polinómios que satisfazem (II.28). De seguida classifica-as em quatro classes por

analogia ao caso clássico. Destas classes de polinómios fazem parte o caso Laguerre-

-Hahn como podemos comparar agora. Então temos as fórmulas para determinar

os coeficientes da relação de recorrência a três termos e as medidas associadas às

famı́lias Laguerre-Hahn de classe zero. Os exemplos encontrados vão de encontro

com o que foi feito por Maroni e Bouakkaz em [18].





CAṔITULO III

Teorema de Representação da classe Laguerre-Hahn.

Neste caṕıtulo temos como objectivo principal obter uma representação para

sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn sobre a recta real em termos

de equações diferenciais matriciais do tipo Sylvester.

Consideremos uma função de Stieltjes, S, Laguerre-Hahn, ou seja, S verificando

a equação diferencial de Riccati

A(x)S ′(x) = B(x)S2(x) + C(x)S(x) + D(x),

com A,B,C,D ∈ P, a sucessão de polinómios ortogonais mónicos {Pn}, sucessão de

polinómios associados de primeira ordem {P (1)
n } e sucessão de funções de segunda

espécie {qn} relativamente a S. Consideremos, também, {Yn} a sucessão de matrizes,

onde Yn =


Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1


, a sucessão de vectores {Qn} com Qn =


qn+1

qn


 para

n ∈ N.

Na secção um estabeleceremos uma relação entre equações do tipo Riccati para

S, com coeficientes polinomiais, e as equações diferenciais matriciais de Sylvester,

para {Yn},

A(x)Y ′
n(x) = Bn(x)Yn(x)− Yn(x)C(x) (III.1)

onde Bn(x) e C(x) são matrizes de ordem dois com entradas que dependem dos

polinómios A,B,C e D. Considerando a relação de ortogonalidade Yn = AnYn−1

vemos que An =


x− βn −γn

1 0


 satisfaz a equação diferencial matricial do tipo

Sylvester

AA′
n = BnAn −AnBn−1 , ∀n ∈ N.

42
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Para as funções de segunda espécie obtemos a equação diferencial vectorial

AQ′
n = (Bn + (BS + C/2)I)Qn.

Em [44] encontram-se relações análogas para o caso semi-clássico, na recta real.

Na secção dois mostramos que da equação matricial de Sylvester obtem-se um

sistema de equações que nos permite determinar os coeficientes da relação de re-

corrência a três termos que caracterizam os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn.

Este resultado será aplicado aos polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn de classe

zero.

Como consequência das equivalências anteriores encontramos, na secção três, uma

caracterização para as sucessões de polinómios ortogonais sobre a recta que per-

tencem à classe semi-clássica como foi feito em [44].

As equações diferenciais matriciais de Sylvester são casos particulares de equações

diferenciais matriciais de Riccati. O Lema de Radon,(c.f. [36]), diz-nos que toda

a equação diferencial matricial de Riccati é localmente equivalente a um sistema

diferencial linear de primeira ordem. Este Lema permite-nos estabelecer uma repre-

sentação para a solução de (III.1), num certo domı́nio G ∈ C.

Como consequência desta equivalência obtém-se uma caracterização para os poli-

nómios ortogonais semi-clássicos, na recta real. Esta equivalência permite-nos es-

crever Yn da forma Yn = Pn(z)L−1(z), para todo n ∈ N sendo Pn e L soluções dos

sistemas diferenciais lineares

A(z)L′(z) = C(z)L(z)

L(z0) = I2×2

e
A(z)P′n(z) = Bn(z)Pn(z)

Pn(z0) = Yn(z0)
.

Para o sistema A(z)P′n(z) = Bn(z)Pn(z) apresentamos uma matriz fundamental

de soluções definida por Pn = P̃ne
R z

z1

eC
2A

dt
onde P̃n =


P̃n+1

eqn+1

ew
P̃n

eqn

ew


 onde w̃ é um peso

semi-clássico sendo {P̃n} a respectiva sucessão de polinómios ortogonais mónicos,

{q̃n} sucessão de funções de segunda espécie e C̃ um polinómio que será determinado

no fim desta secção.
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Considerando S̃ a função de Stieltjes associada ao peso w̃ e considerando matriz

fundamental de soluções Pn verificamos que a função de Stieltjas S pode escrever-

-se como uma transformação racional de S̃ permitindo uma representação para a

sucessão de matrizes {Yn}. No final, consideramos os polinómios Laguerre-Hahn

classe zero como exemplo.

1. Equações diferenciais matriciais de Sylvester

Através do Teorema seguinte obteremos uma caracterização para a sucessão de

polinómios ortogonais Laguerre-Hahn através da reinterpretação das relações de

estrutura (II.7) em termos de equações matriciais do tipo Sylvester, o que permitirá

obter uma representação para as respectivas sucessões de polinómios ortogonais.

Teorema III.1. Sejam u uma funcional linear regular definida positiva e S a função de

Stieltjes correspondente. Sejam {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais relati-

vamente a u, {P (1)
n } sucessão de polinómios associados de primeira espécie e {qn}

sucessão de funções de segunda espécie. As afirmações seguintes são equivalentes:

(1) S satisfaz a equação diferencial do tipo Riccati

A(x)S ′(x) = B(x)S2(x) + C(x)S(x) + D(x), (III.2)

com A,B, C, D ∈ P,
(2) ∀n ∈ N, {Yn} satisfaz a equação

AY ′
n = BnYn − YnC (III.3)

onde Bn =


 −ln+1 Θ1

n+1

−Θ1
n

γn
Θ1

n
(x−βn)

γn
− ln


 C =




C
2

−D

B −C
2




com ln, ln+1, Θ
1
n e Θ1

n+1 polinómios de graus limitados e que dependem de

A, B, C, D e βn, γn os coeficientes da relação de recorrência a três termos

de {Pn}.
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(3) An =


x− βn −γn

1 0


 satisfaz a equação tipo Sylvester

AA′
n = BnAn −AnBn−1, ∀n ∈ N. (III.4)

com

tr(Bn) = 0

e

det(Bn) = det(B0)− A

n∑

k=2

Θ1
k

γk

(III.5)

sendo det B0 = (C/2)2 + D(A + B).

(4) ∀n ≥ 1, a sucessão {Qn} satisfaz a equação

AQ′
n = (Bn + (BS + C/2)I)Qn. (III.6)

Demonstração: (1) ⇔ (2)

Considerando o Teorema II.1 do caṕıtulo anterior e as relações de recorrência a três

termos de {Pn} e dos seus associados de primeira espécie {P (1)
n } podemos reescrever

as equações (II.2) na forma seguinte:

A


 Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1



′

=


 −ln+1 Θ1

n+1

−Θn

γn

Θ1
n(x−βn)

γn
− ln





 Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1




−

 Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1







C
2

−D

B −C
2




onde obtemos a equação (III.1) que é do tipo Sylvester para {Yn}.
(2) ⇒ (3)

Derivando a relação Yn = AnYn−1 onde An(x) =


x− βn −γn

1 0


 e usando a

equação (III.1) vem

A(AnYn−1)
′ = BnAnYn−1 −AnYn−1C ⇔

AAnYn−1 = (BnAn −AnBn−1)Yn−1.
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Obtemos (III.4), ∀n ∈ N, pois Yn é uma matriz regular.

Partindo da equação (III.4) encontra-se o determinante da matriz Bn. Calculando

det(BnAn) = det(AAn + AnBn−1), n ≥ 2

obtemos

det(Bn) =
AΘ1

n

γn

+ det(Bn−1).

Como o determinante de Bn se escreve à custa do determinante de Bn−1 obte-

mos (III.5).

Para mostrar que tr Bn = 0 começamos por considerar as relações de estrutura,

definidas em (II.7) no caṕıtulo II, para n e para n− 1:




A(Pn+1)
′ −Θ1

nPn + C
2
Pn+1 + BP

(1)
n = lnPn+1

A(P
(1)
n )′ −Θ1

nP
(1)
n−1 − C

2
P

(1)
n −DPn+1 = lnP

(1)
n

A(Pn)′ −Θ1
n−1Pn−1 + C

2
Pn + BP

(1)
n−1 = ln−1Pn

A(P
(1)
n−1)

′ −Θ1
n−1P

(1)
n−2 − C

2
P

(1)
n−1 −DPn = ln−1P

(1)
n−1

Multiplicando a primeira equação por P
(1)
n−1, a segunda por −Pn, a terceira por −P

(1)
n

e a última por Pn+1 e adicionando as quatro equações temos

A(P ′
n+1P

(1)
n−1 − (P (1)

n )′Pn − P ′
nP (1)

n (P
(1)
n−1)

′Pn+1)

−Θ1
n(P

(1)
n−2Pn+1 − Pn−1P

(1)
n ) = (ln+1 + ln)(P (1)

n Pn − Pn+1P
(1)
n−1)

ou seja

A(Pn+1P
(1)
n−1 − P (1)

n Pn)′ −Θ1
n(P

(1)
n−2Pn+1 − Pn−1P

(1)
n )

= (ln+1 + ln)(Pn+1P
(1)
n−1 − P (1)

n Pn)

Por (I.8) e pelas relações de recorrência a três termos (I.1) e (I.5) vem

A(γ1 · · · γn)′ + Θ1
n(P

(1)
n−2Pn − Pn−1P

(1)
n−1(x− βn)) = (ln+1 + ln)(γ1 · · · γn),

ou seja, Θ1
n(γ1 · · · γn−1)(x− βn) = (ln+1 + ln)(γ1 · · · γn).

Portanto tr(Bn) = 0.
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(3) ⇒ (2)

Multiplicando a equação (III.4) por Yn−1 vem

AA′
nYn−1 = BnAnYn−1 −AnBn−1Yn−1

e utilizando a derivada de AnYn−1 temos A′
nYn−1 = (AnYn−1)

′−AnY ′
n−1 substituindo

obtemos

A(AnYn−1)
′ −BnAnYn−1 = AAnY ′

n−1 −AnBn−1Yn−1

e pela relação Yn = AnYn−1 resulta

AY ′
n −BnYn = An(AY ′

n−1 −Bn−1Yn−1).

Iterando o procedimento temos

AY ′
n −BnYn = AnAn−1 . . . A1(AY ′

0 −B0Y0)

e como

YnY
−1
0 = AnAn−1 · · ·A1

obtemos (III.1) onde C = −Y −1
0 (AY ′

0 −B0Y0) para n ≥ 2.

(4) ⇔ (1)

No caṕıtulo II, mostrámos que se verificava a relação (II.3), para a sucessão de

funções de segunda espécie {qn}

Aq′n+1 = Θ1
n+1qn +

(
ln+1 +

C

2
+ BS

)
qn+1.

Considerando a relação de recorrência a três termos de {qn} temos

qn−1(x) =
(x− βn)qn(x)− qn+1(x)

γn

.

Substituindo na equação

Aq′n = Θ1
nqn−1 +

(
−ln +

C

2
+ BS

)
qn

Aq′n =
Θ1

n(x− βn)

γn

qn − Θ1
n

γn

qn+1 +

(
−ln +

C

2
+ BS

)
qn.
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Escrevendo matricialmente estas duas equações temos

A


 qn+1

qn



′

=


 −ln+1 Θ1

n+1

−Θ1
n

γn

Θ1
n(x−βn)

γn
− ln





 qn+1

qn




+




C
2

+ BS 0

0 C
2

+ BS





 qn+1

qn


 .

Obtemos deste modo (III.6), AQ′
n = (Bn + (BS + C

2
)I)Qn. ¥

A equação de Sylvester (III.4) é equivalente ao sistema de equações seguinte:





(ln+1 − ln)(x− βn) = −A + Θ1
n+1 − γn

Θ1
n−1

γn−1

ln+1 − ln−1 =
(x− βn)

γn

Θ1
n −

(x− βn−1)

γn−1

Θ1
n−1

(III.7)

simplificando a segunda equação do sistema (III.7) obtemos a equação

ln+1 − ln + ln − ln−1 =
(x− βn)

γn

Θ1
n −

(x− βn−1)

γn−1

Θ1
n−1

aplicando a propriedade telescópica a ambos os membros vem

ln+1 + ln − (x− βn)

γn

Θ1
n = l1 + l0 − (x− β0)Θ

1
0.

Resulta, deste modo, o sistema de equações




(ln+1 − ln)(x− βn) = −A + Θ1
n+1 − γn

Θ1
n−1

γn−1
, n ≥ 1

ln+1 + ln − (x− βn)

γn

Θ1
n = l1 + l0 − (x− β0)Θ

1
0 , n ≥ 0.

(III.8)

Do sistema de equações (III.8) podemos obter os coeficientes βn e γn da relação

de recorrência a três termos que caracteriza as sucessões de polinómios ortogonais

Laguerre-Hahn.

2. Polinómios ortogonais Laguerre-Hahn classe zero

Considerando o sistema linear (III.8). Temos como objectivo principal encontrar

os coeficientes da relação de recorrência a três termos βn e γn e além disso conhecer
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os valores das constantes bn,0; an,1 e an,0 tendo como condições iniciais

A = a2x
2 + a1x + a0, ln = an,1x + an,0 e Θ1

n = bn,0 (III.9)

Já vimos que, pelas condições iniciais, a segunda equação de (III.8) é

ln+1 + ln − (x− βn)

γn

Θ1
n = 0. (III.10)

Substituindo na primeira equação do sistema (III.8) os polinómios A(x), ln(x) e

Θ1
n(x), dados em (III.9), temos

(an+1,1x + an+1,0 − an,1x− an,0)(x− βn)

= γn

(
bn+1,0

γn

− bn−1,0

γn−1

)
− (a2x

2 + a1x + a0).

Comparando os coeficientes dos termos em [x2] resulta

an+1,1 − an,1 = −a2

pela propriedade telescópica vem

an+1,1 = a1,1 − na2. (III.11)

Temos, também, comparando os coeficientes dos termos em [x], que

(an,1 − an+1,1)βn + an+1,0 − an,0 = −a1

e por (III.11) obtemos

an,0 − an+1,0 = a1 + a2βn. (III.12)

e aplicando a propriedade telescópica vem

an+1,0 = a1,0 − na1 − a2

n∑

k=1

βk

Substituindo ln e Θ1
n, dados em (III.9), na segunda equação do sistema (III.8)

vem

an+1,1x + an+1,0 + an,1x + an,0 =
x− βn

γn

bn,0. (III.13)
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Comparando os coeficientes dos termos em [x] desta equação obtemos que

an+1,1 + an,1 =
bn,0

γn

pela equação (III.11)

bn,0 = (2a1,1 − (2n− 1)a2)γn. (III.14)

Comparando os termos independentes de ambos os membros de (III.13) vem

an+1,0 + an,0 = −βnbn,0

γn

. (III.15)

Para obter a expressão de βn começamos por adicionar as equações (III.12) e (III.15)

resultando

2an,0 = a1 + βn(−2a1,1 + 2na2) (III.16)

substituindo em (III.12) temos

a1 + βn+1(−2a1,1 + 2(n + 1)a2)− a1 − βn(−2a1,1 + 2na2) = −2a2βn − 2a1

ou seja,

−2a1 = βn+1(−2a1,1 + 2(n + 1)a2)− βn(−2a1,1 + 2(n− 1)a2).

Multiplicando ambos os membros por (−2a1,1 + 2na2) vem

− 2a1(−2a1,1 + 2na2) = βn+1(−2a1,1 + 2na2)(−2a1,1 + 2(n + 1)a2)

− βn(−2a1,1 + 2na2)(−2a1,1 + 2(n− 1)a2)

aplicando a propriedade telescópica

− 2a1(−2na1,1 + (n + 1)na2)

= βn+1(−2a1,1 + 2na2)(−2a1,1 + 2(n + 1)a2)− β0(−2a1,1)(−2a1,1 + 2a2)

obtendo βn+1 definido por

βn+1 =
a1n((n + 1)a2 − 2a1,1) + 2a1,1β0(a2 − a1,1)

(a1,1 − na2)(a1,1 − (n + 1)a2)
.
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Para determinar uma expressão para γn começamos por considerar a primeira

equação de (III.8) fazendo x = βn e obtemos a relação seguinte

A(βn) = γn

(
bn+1,0

γn

− bn−1,0

γn−1

)
.

Por (III.14) resulta

A(βn) = (2a1,1 − (2n + 1)a2)γn+1 − (2a1,1 − (2n− 3)a2)γn

multiplicando ambos os membros desta equação por 2a1,1 − (2n− 1)a2 6= 0 temos

(2a1,1 − (2n− 1)a2)A(βn) = (2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a1,1 − (2n + 1)a2)γn+1

− (2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a1,1 − (2n− 3)a2)γn.

Pela propriedade telescópica vem

n∑

k=1

(2a1,1 − (2k − 1)a2)A(βk) = (2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a1,1 − (2n + 1)a2)γn+1

− (2a1,1 + a2)(2a1,1 + 3a2)γ0.

Portanto

γn+1 =

−(2a1,1 + a2)(2a1,1 + 3a2) +
n∑

k=1

A(βk)(2a1,1 − (2k − 1)a2)

(2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a0,1 − (2n + 1)a2)
. (III.17)

Para se encontrar uma expressão para
n+1∑

k=1

A(βk)(2a1,1 − (2k − 1)a2) começamos

por multiplicar as equações (III.15) e (III.12) vem

(an,0)
2 − (an+1,0)

2 = −(a1 + a2βn)(βn(2a1,1 − (2n− 1)a2)

somando e subtráındo a0(2a1,1 − (2n − 1)a2) e como A(βn) = a2(βn)2 + a1βn + a0

vem

(an,0)
2 − (an+1,0)

2 = −A(βn)(2a0,1 − (2n− 1)a2) + a0(2a0,1 − (2n− 1)a2)
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pela propriedade telescópica vem

n∑

k=1

A(βk)(2a1,1−(2k−1)a2) = (an+1,0)
2−(a0,0)

2+2a0a1,1(n+1)−a0a2(n+1)(n−1).

Por (III.16) obtemos

n∑

k=1

A(βk)(2a0,1 − (2k − 1)a2) = (2(a1 + βn+1(2a1,1 − 2(n + 1)a2))
2

− (a0,0)
2 + 2a0a0,1(n + 1)− a0a2(n + 1)(n− 1). (III.18)

Substitúındo (III.18) em (III.17) vem

γn+1 =
(2a1,1 + a2)(2a1,1 + 3a2)− (a0,0)

2 + 2a0a0,1(n + 1)− a0a2(n + 1)(n− 1)

(2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a1,1 − (2n + 1)a2)

+
(2(a1 + βn+1(2a1,1 − 2(n + 1)a2))

2

(2a1,1 − (2n− 1)a2)(2a1,1 − (2n + 1)a2)
.

Com estas equações podemos obter qualquer sucessão de polinómios ortogonais.

3. Representação dos polinómios ortogonais semi-clássicos

De seguida vamos proceder à caracterização das sucessões de polinómios ortogo-

nais sobre a recta real pertencentes à classe semi-clássica iniciando a secção com o

seguinte resultado

Lema III.1. Seja A um polinómio e sejam X eC funções matriciais de ordem dois

tais que AX ′ = CX. Então

(det X)′ =
tr(C)

A
det(X) (III.19)

onde tr(C) designa o traço da matriz C.

O próximo Teorema permite obter uma caracterização para as sucessões de po-

linómios semi-clássicos, definidos na recta real, em termos de sistemas diferenciais.

Obtemos uma extensão do resultado obtido por Magnus, em [44], para as sucessões

de polinómios semi-clássicos sobre a recta real.
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Teorema III.2. Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos relati-

vamente a uma medida w. Então, w = Ke
R z

z0

C
A

dt
, K ∈ C, se e somente se

Ỹn =


 Pn+1

qn+1

w

Pn
qn

w


 satisfaz o sistema diferencial

AỸ ′
n = (Bn − C

2
I)Ỹn

onde Bn é a matriz associada à equação AS ′ = CS + D, C, D ∈ P, que a respectiva

função de Stieltjes satisfaz.

Demonstração: Se w = Ke
R z

z0

C
A

dt
então

w′

w
= C

A
. Temos que a função de Stieltjes, S,

satisfaz a equação AS ′ = CS + D para um certo polinómio D. Do Teorema III.1

temos (III.6)

A(Qn)′ = (Bn +
C

2
I)Qn,

ou seja,

A




qn+1

w

qn

w



′

= (Bn +
C

2
I)




qn+1

w

qn

w


 .

e como

A




Pn+1

w

P
(1)
n

w



′

= (Bn − C

2
I)




Pn+1

w

P
(1)
n

w




e por
w′

w
= C

A
obtemos

AỸ ′
n = (Bn − C

2
I)Ỹn.

Reciprocamente, se a sucessão {Ỹn} satisfaz a relação AỸ ′
n = (Bn − C

2
I)Ỹn então

pelo Lema III.1 temos

det(Ỹn)′ =
tr(Bn − C

2
I)

A
det(Ỹn).

Por outro lado temos também que

det(Ỹn) = Pn+1
qn

w
− Pn

qn+1

w
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substituindo na equação anterior vem

det(Ỹn)′ =
tr(Bn − C

2
I)

A
(Pn+1

qn

w
− Pn

qn+1

w
)

pelo Teorema III.1 vimos que tr(Bn) = 0 e temos que

(Pn+1
qn

w
− Pn

qn+1

w
)′ = −C

A
(Pn+1

qn

w
− Pn

qn+1

w
).

Resulta
w′

w
=

C

A
e portanto w é um peso semi-clássico. ¥

O Lema de Radon [36] permite-nos resolver as equações de Sylvester (III.6)

através da resolução de dois sistemas diferenciais lineares e onde se vai estabele-

cer uma representação para a solução da equação anterior num certo domı́nio G.

Teorema III.3 (Lema de Radon). Consideremos a equação de Riccati

W ′(t) = M21(t) + M22(t)W (t)−W (t)M11(t)−W (t)M12(t)W (t) (III.20)

com W (t0) = W0 e t ∈ R ou t ∈ C, onde M11 ∈ Rn×n, M12 ∈ Rn×m, M21 ∈ Rm×n

e M22 ∈ Rm×m são matrizes cujos elementos são funções localmente integráveis

definidas no intervalo [t0, tf ] ⊂ R. Então:

(1) Se W for uma solução de (III.20) no intervalo [t0, tf ] ⊂ R e se L for uma

solução do problema de valor inicial

L′ = (M11 + M12W )L, L(t0) = In,

onde In é a matriz identidade de ordem n, e P (t) := W (t)L(t), então o

vector [L P ]T é uma solução do sistema linear de equações diferenciais

L

P



′

=


M11 M12

M21 M22





L

P


 . (III.21)

(2) Se [L P ]T for uma solução real do sistema diferencial (III.21) tal que

L(t) ∈ Rn×n é regular para t ∈ [t0, tf ], então

W : [t0, tf ] ⊂ R→ Rn×n, t 7→ W (t) = P (t)L−1(t)

é uma solução real de (III.20).
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(3) No caso de t pertencer a C e as matrizes M11,M12, M13 e M14forem matrizes

complexas, as afirmações (1) e (2) permanecem verdadeiras se substituirmos

o intervalo [t0, tf ] por um domı́nio arbitrário do plano complexo G ⊂ C, com

t0 ∈ G.

Os resultados seguintes encontram-se demonstrados por Branquinho e Rebocho

em [10, 57].

Teorema III.4. Para n ∈ N, consideremos a equação diferencial de Sylvester (III.6).

Seja G ⊂ C e z0 ∈ G, tal que os elementos das matrizes Bn

A
e C

A
são localmente

integráveis em G. Se as matrizes Pn e L com L invert́ıvel verificarem os sistemas




A(z)L′(z) = C(z)L(z)

L(z0) = I2×2

(III.22)

e 



A(z)P′n(z) = Bn(z)Pn(z)

Pn(z0) = Yn(z0)
(III.23)

então as soluções de (III.6) têm a seguinte representação em G, ∀n ∈ N,

Yn = PnL
−1. (III.24)

A solução da equação de Sylvester (III.6) é dada por

Yn(z) = Pn(z)GnL
−1(z) (III.25)

onde L é a matriz fundamental do sistema (III.22), Pn é uma matriz fundamental

do sistema (III.23), e

Gn = (Pn(t0))
−1Yn(t0)L(t0). (III.26)

Lema III.2. Se L verifica o sistema III.22 então det(L(z)) = det(L(z0)).

Para resolver o problema de valor inicial (III.22) começamos por procurar uma

matriz fundamental de soluções L, de ordem 2, que verifique a equação

A(z)L′(z) = C(z)L(z).
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onde C(z) está definida no Teorema III.1 e det(L(z0)) 6= 0.

Designando por L1(z) e L2(z) as colunas da matriz L resolveremos o sistema

A(z)L′1(z) = C(z)L1(z) e A(z)L′2(z) = C(z)L2(z).

Lema III.3. Seja C(z) a função matricial definida no Teorema III.1. Então verifica-se

que:

(1) A função matricial C verifica C2(z) = β(z)I2×2 com β(z) = (C
2
)2 −BD;

(2) os valores próprios de C são ±√β;

(3) Uma base do espaço dos vectores próprios associados aos valores próprios

±√β é dada por V±√β =


 D

C
2
±√β


.

Lema III.4. Se L = [L1 L2] for a solução de III.22 então

AL′1 =
√

βL1 + Ac1V−√β e AL′2 = −
√

βL2 + Ac2V√β

onde c1(z), c2(z) são funções.

Exemplo 3.1. Polinómios Ortogonais de Laguerre-Hahn Classe Zero

Consideremos a equação diferencial do tipo Riccati AS ′ = BS2 + CS + D sendo

A(x) = a2x
2 + a1x + a0, B(x) = b2x

2 + b1x + b0, C(x) = c1x + c0 e D(x) = k

onde k é uma constante. Vamos encontrar uma matriz L,invert́ıvel, que é solução

do Problema, de valor inicial, III.22





A(z)L′(z) = C(z)L(z)

L(z0) = I2×2

.

Ou seja,

A


L11 L12

L21 L22



′

=




C
2

−k

B −C
2





L11 L12

L21 L22



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de onde resulta o sistema de equações diferenciais

AL′11 =
C

2
L11 − kL21 ⇔ kL21 =

C

2
L11 − AL′11

AL′12 =
C

2
L12 − kL22 ⇔ kL22 =

C

2
L12 − AL′12

AL′21 = −C

2
L21 + BL11

AL′22 = −C

2
L22 + BL12

Substituindo a primeira equação na terceira equação do sistema anterior obtemos

A

(
C

2
L11 − AL′11

)′
= BL11 − C

2

(
C

2
L11 − AL′11

)

resultando, assim, a seguinte equação

A2L′′11 + AA′L′11 +

(
−C2

4
+ Bk − AC ′

2

)
L11 = 0

pelo Lema III.3 temos

A2L′′11 + AA′L′11 +

(
β2 − AC ′

2

)
L11 = 0. (III.27)

Fazendo como em [60] vem

L11 = us, L′11 = u′s + us′, L′′11 = u′′s + 2u′s′ + s′′

Substituindo em (III.27) temos

Asu′′ + (2A2s′ + AA′s)u′ +
[
A2s′′ + AA′s′ +

(
β2 − C ′A

2

)
s

]
u = 0.

Fazendo 2A2s′ + AA′s = 0 obtemos a equação

Asu′′ +
[(

(A′)2

2
+

AA′′

2
+ β2 +

AC ′

2

)
s

]
u = 0. (III.28)

A equação de Airy u′′ + 1
3
us = 0 é uma transformação da equação diferencial de

Bessel. Tem como solução a função de Airy, [60].
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A equação obtida em (III.28) é uma equação de Wittaker e tem a forma geral

W ′′ +
{
−1

4
+

k

z
+

1
4
−m2

z2

}
W = 0

onde k, m são constantes. São solução desta equação as funções de Wittaker e as de

Bessel(c.f. [62]).

Para o problema de valor inicial (III.23) procuramos uma matriz fundamental de

soluções do sistema diferencial correspondente a este problema. Ou seja, procuramos

matrizes de ordem dois, Pn, que satisfaçam a equação A(z)P′n(z) = Bn(z)Pn(z),

∀n ∈ N, dada por

P̃n =


 P̃n+1

eqn+1

ew
P̃n

eqn

ew


 (III.29)

onde {P̃n} é uma sucessão de polinómios ortogonais relativamente a uma funcional

ũ e {q̃n} a sucessão de funções de segunda espécie. Vamos considerar w̃ a parte

absolutamente cont́ınua da medida e denotaremos os coeficientes das relações de

recorrência das sucessões definidas anteriormente por β̃n e γ̃n.

Lema III.5. Sejam {P̃n} sucessão de polinómios ortogonais relativamente a uma fun-

cional ũ e {q̃n} a sucessão de funções de segunda espécie. A sucessão {P̃n} satisfaz

a equação

A(P̃n)′ = (Bn − C

2
I)P̃n (III.30)

se e somente se, Pn = e
R z

z1

eC
2A

dt
P̃n satisfaz AP′n = BnPn para alguma função anaĺıtica

C̃ e algum z1 ∈ C.

Portanto, se P̃n tiver a forma (III.29) então

Pn = e
R z

t1

eC
2A

dt


 P̃n+1

eqn+1

ew
P̃n

eqn

ew


 . (III.31)

Lema III.6. Seja S a função de Stieltjes que satisfaz a equação diferencial de Riccati

AS ′ = BS2+CS+D e {Pn} a respectiva sucessão de polinómios ortogonais mónicos.
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Seja {Pn} uma solução do sistema diferencial (III.23), dada por (III.29). Então, se

{Pn} for definida por (III.31), ∀n ∈ N, temos

A(Ãn)′ = BnÃn − ÃnBn−1. (III.32)

onde Pn = ÃnPn−1 e Ãn =


 x− β̃n −γ̃n

1 0


.

Os polinómios que compõem a matriz Bn verificam as seguintes equações, para

n ≥ 2,

0 = (ln − ln−1)(β̃n − βn)− (γ̃n − γn)
Θ1

n−2

γn−1

0 = ln − ln−2 +
Θ1

n−2(x−βn−1)

γn−1
(γ̃n − γn) + (β̃n − βn)Θn−1

0 = (β̃n − βn)
Θ1

n−1

γn
,

0 = (γ̃n − γn)
Θ1

n−1

γn

(III.33)

Seja {Tn} a solução do sistema (III.23) e S̃ a função de Stieltjes associada a

{P̃n}. Então, a transformação racional T(a,b;c,d), a, b, c, d ∈ P com ad − bc 6= 0, é

única e S = T(a,b;c,d)(S̃).

Demonstração: Fazendo a subtracção das equações

AA′
n = BnAn −AnBn−1

A(Ãn)′ = BnÃn − ÃnBn−1

obtemos

A(A′
n − (Ãn)′) = Bn(An − Ãn)− (An − Ãn)Bn−1.

que matricialmente tem a seguinte forma

 0 0

0 0


 =


 ln −Θ1

n

θ1
n−1

γn
ln−1 − θ1

n−1(x−βn)

γn





 β̃n − βn γ̃n − γn

0 0




−

 β̃n − βn γ̃n − γn

0 0





 ln−1 −Θ1

n−1

θ1
n−2

γn−1
ln−2 − θ1

n−2(x−βn−1)

γn−1




resultando o sistema de equações (III.33).
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Analisando este sistema (III.33) temos que se βn 6= β̃n, para um número finito de

termos n = 2, . . . , n0, então Θ1
n−1 = 0 para n = 2, . . . , n0. A partir de n0, Θ1

n−1 6= 0

e βn = β̃n.

Seja S é uma transformação racional de S̃. O inverso de T(a,b;c,d) onde ad− bc 6= 0

existe e é dado por T(a,−c;−b,d). Se existirem duas transformações racionais T1 e T2

tais que T1(S̃) = T2(S̃2) então a composição T−1
2 ◦ T1 satisfaz (T−1

2 ◦ T1)(S̃) = S̃ e

conclúımos que T1 = T2 onde fica estabelecida a unicidade de T . ¥

Corolário III.1. Considerando as hipóteses do Teorema anterior, seja S̃ a função de

Stieltjes de {P̃n} então, S é uma transformação racional de S̃ do tipo

S̃ =
a(z) + b(z)S

c(z) + d(z)S
(III.34)

com a, b, c, d ∈ P.

Pelo Teorema III.2 vimos que ao determinar uma solução do tipo (III.29) é equiv-

alente a w̃ = Ke
R z

z1

eC
2A com K ∈ C.

4. Determinação do polinómio C̃

O polinómio C̃ define a função peso w̃.

Lema III.7. Consideremos as mesmas condições que no Lema (III.6). Seja S a função

de Stieltjes que satisfaz (II.1) AS ′ = BS2 + CS + D. Seja C̃ um polinómio e S̃

a função de Stieltjes relativa a w̃. Seja T(α1,−β1;−α2,β2), onde αi, βi ∈ P, i = 1, 2 e

α1β2 − α2β1 6= 0, tal que S = T (S̃). Se S̃ satisfaz

AS̃ ′ = C̃S̃ + D̃, (III.35)

D̃ ∈ P então temos as seguintes relações:

B = (α2β
′
2 − α′2β2)A + α2β2C̃ + β2

2D̃ (III.36)

C = (α2β
′
1 + α1β

′
2 − α′2β1 − α′1β2)A + (α1β2 + α2β1)C̃ + 2β1β2D̃ (III.37)

D = (α1β
′
1 − α′1β1)A + α1β1C̃ + β2

1D̃. (III.38)
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Demonstração: Se C̃ ∈ P, pelo Teorema III.1 temos que
w̃′

w̃
=

C̃

A
, e C̃ é um peso

semi-clássico, então resulta (III.35). Como S =
α1 − β1S̃

−α2 + β2S̃
temos S̃ =

α1 + α2S

β1 + β2S
.

Usando S̃ em (III.35) obtemos a equação

A(α2β1 − α1β2)S
′ = B2S

2 + C2S + D2 (III.39)

com

B2 = (α2β
′
2 − α′2β2)A + α2β2C̃ + β2

2D̃

C2 = (α2β
′
1 + α1β

′
2 − α′2β1 − α′1β2)A + (α1β2 + α2β1)C̃ + 2β1β2D̃

D2 = (α1β
′
1 − α′1β1)A + α1β1C̃ + β2

1D̃.

Como S satisfaz (II.1) e (III.39), segue-se que, se α2β1−α1β2 = 1 então B2 = B,

C2 = C, D2 = D e obtemos as relações (III.36). ¥

Podemos encontrar C̃ resolvendo o sistema de equações lineares (III.36).

Consideremos (III.36) escrito na forma matricial



α2β2 β2
2

α1β2 + α2β1 2β1β2

α1β1 β2
1





C̃

D̃


 =




B − (α2β
′
2 − α′2β2)A

C − (α2β
′
1 + α1β

′
2 − α′2β1 − α′1β2)A

D − (α1β
′
1 − α′1β1)A




e seja U =




u1

u2

u3


 =




B − (α2β
′
2 − α′2β2)A

C − (α2β
′
1 + α1β

′
2 − α′2β1 − α′1β2)A

D − (α1β
′
1 − α′1β1)A


 .

Caso I:

Se α2β2 6= 0 então

β1β2α2u2 − β1β2u1(α1β2 + α2β1 − α1)− β2
2u3α2β2 = 0

C̃ =
u1 + u1(α1β2 + α2β1)− u2α2β2

α2β2

D̃ =
u2α2β2 − u1(α1β2 + α2β1)

β2
2

.
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Caso II:

Se α2 = 0 e β2 6= 0 então

β2
2u3 − β1β2u2 + β2

1u1 = 0

C̃ =
u2β2 − 2β1u− 1

α1β2
2

D̃ =
u1

β2
2

.

Se α2 6= 0 e β2 = 0 então u1 6= 0 e

C̃ =
u2

α2β1

D̃ =
u3α2 − α1u2

α2β2
1

.

Estabelecemos, de seguida, o resultado pricipal desta secção,

Teorema III.5. Sejam S a função de Stieltjes satisfazendo a equação de Riccati (II.1)

e {Yn} a correspondente sucessão de matrizes dada por Yn =


Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1


. Então,

existem um polinómio C̃(cf. Lema III.7), e uma função peso w̃ = Ke
R z

z0

eC
A

dt
, K ∈ C

tais que

Yn =



√

w̃P̃n+1
eqn+1√
ew√

w̃P̃n
eqn√
ew


 GnL

−1(z)

onde Gn é a matriz definida no Teorema III.4, {P̃n+1} é a sucessão de polinómios

ortogonais mónicos relativos a w̃, {qn} a correspondente sucessão de funções de

segunda espécie e L a matriz fundamental do sistema (III.22).





CAṔITULO IV

Representação Matricial de Polinómios Ortogonais

Discretos

Os polinómios ortogonais aparecem como soluções especiais de importantes equa-

ções diferenciais da f́ısica matemática tais como equações de Shohat-Freud denomi-

nadas equações de Painlevé discretas e expansões em frações cont́ınuas de alguns

números irracionais especiais.

Neste caṕıtulo vamos estudar as famı́lias de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn

de variável discreta definidas em redes não uniformes. O operador em diferenças

divididas utilizado aqui é um operador mais geral, do tipo Askey-Wilson, defini-

do por

D(f)(x) =
f(η2(x))− f(η1(x))

η2(x)− η1(x)

onde η1(x), η2(x) são as ráızes da equação quadrática

Ay2 + 2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + F = 0, A 6= 0.

Os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn satisfazem uma equação em diferenças

do tipo Riccati

A(x)(DS)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)(MS)(x) + D(x)

onde A(x), B(x), C(x) e D(x) são polinómios, A(x) 6= 0 e o operador M está definido

por

M(f)(x) =
f(η2(x)) + f(η1(x))

2
.

Esta equação em diferenças do tipo Riccati será o ponto de partida utilizado

na abordagem que faremos neste caṕıtulo que tem como inspiração o trabalho de

Magnus [42].

64
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Na secção um começamos por apresentar uma demonstração alternativa à exis-

tente em [42] para o Lema dito de Magnus. De seguida, daremos uma caracteri-

zação para as sucessões de polinómios ortogonais Laguerre-Hahn discretas estabe-

lecendo uma equivalência entre as relações de estrutura de primeira ordem para as

sucessões de polinómios ortogonais mónicos {Pn} e sucessões de funções de segunda

espécie {qn} partindo da equação em diferenças de Riccati e utilizando vectores de

polinómios designado por ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T .

Na secção dois iremos encontrar uma equação em diferenças de segunda ordem

que caracteriza os polinómios ortogonais discretos. O procedimento será idêntico

ao que foi utilizado por Magnus em [42, 45] e Rebocho em [57] para o caso da

circunferência unitária.

Na secção três estabeleceremos equações em diferenças do tipo Sylvester e come-

çaremos por fazer um estudo da classe semi-clássica discreta onde apresentamos as

soluções das equações em diferenças do tipo Sylvester na forma de dois sistemas

matriciais.

1. Polinómios ortogonais Laguerre-Hahn discretos

Consideremos a sucessão de polinómios ortogonais mónicos {Pn}, sucessão de

polinómios associados de primeira ordem {P (1)
n } e sucessão de funções de segunda

espécie {qn}. Sejam u uma funcional linear regular e S a função de Stieltjes associada

a u. Temos que u é Laguerre-Hahn discreta se S satisfaz a equação em diferenças

de Riccati

A(x)D(S)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x) (IV.1)

com A,B, C e D polinómios, A 6= 0.

A equação de Riccati (IV.1) pode, também, escrever-se da seguinte forma

B(x)S(η1)S(η2) +

(
A(x)

η2 − η1

+
C(x)

2

)
S(η1)−

(
A(x)

η2 − η1

− C(x)

2

)
S(η2) + D(x) = 0.

As relações que se seguem serão utilizadas nas secções seguintes.
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Lema IV.1. Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos de variável

discreta,respectivas sucessões de funções de segunda espécie {qn} e as respectivas

relações de recorrência a três termos. Consideremos, também, os operadores D e

M definidos em (I.19) e (I.20), respectivamente. Temos as seguintes relações:

(1)

M

(
1

Sn

)
(x) =

Sn(η2(x)) + Sn(η1(x))

2Sn(η1(x))Sn(η2(x))
. (IV.2)

(2) Para as sucessões de funções de segunda espécie {qn} temos a seguinte

relação

S(η1(x))qn(η2(x)) + S(η2(x))qn(η1(x))

2

= M(S)(x)M(qn)(x)− q D(S)(x)D(qn)(x). (IV.3)

Demonstração: Começamos por considerar a relação de recorrência a três termos de

{Pn(x)}. Dividindo ambos os membros por Pn(x) obtemos

Pn+1(x)

Pn(x)
= (x− βn)− γn

Pn−1(x)

Pn(x)
.

Considerando Sn = Pn+1(x)
Pn(x)

resulta que

Sn(x) = (x− βn)− γn
1

Sn−1(x)
. (IV.4)

Pela equação (IV.4) para n + 1 e aplicando D (I.19) vem

D(Sn+1)(x) = 1 +
γn+1D(Sn(x))

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
. (IV.5)

Aplicando o operador M definido em (I.20) à equação (IV.4) temos

M

(
1

Sn

)
(x) =

(p−βn+1)−M(Sn+1)(x)

γn+1

. (IV.6)

Para mostrar (IV.3) basta considerar a definição (I.20) de M e de M(fg) (I.27). ¥

O resultado seguinte encontra-se provado por Magnus em [42]. Mostraremos uma

forma alternativa de demonstrar este resultado.
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Teorema IV.1 (de Magnus). Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais móni-

cos. Suponhamos que Sn(x) = Pn+1(x)
Pn(x)

satisfaz a equação

an(x)D(Sn)(x) = bn(x)Sn(η1(x))Sn(η2(x)) + cn(x)M(Sn)(x) + dn(x) (IV.7)

com an, bn, cn, dn polinómios de graus limitados. Então

an+1(x) = an(x)− 2 q bn+1(x) (IV.8)

bn+1(x) =
dn(x)

γn+1

(IV.9)

cn+1(x) = −cn(x) + 2
dn(x)

γn+1

(βn+1(x)− p) (IV.10)

dn+1(x) = an(x) + γn+1bn(x) + (p−βn+1)cn(x) (IV.11)

+ (η1(x)− βn+1)(η2(x)− βn+1)bn+1.(IV.12)

Demonstração: Multiplicando a equação (IV.5) por an e utilizando a equação de

Riccati em diferenças (IV.1) temos

anD(Sn+1)(x) = an + γn+1
bnSn(η1(x))Sn(η2(x)) + cnM(Sn)(x) + dn

Sn(η1(x))Sn(η2(x))

pela definição de M (I.20) e por (IV.2) vem

anD(Sn+1)(x) = an + γn+1bn

+ γn+1cn
Sn(η1(x)) + Sn(η2(x))

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
+

γn+1dn

Sn(η1(x))Sn(η2(x))

anD(Sn+1)(x) = an + γn+1bn + γn+1cnM

(
1

Sn

)
(x) +

γn+1dn

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
.

Pela relação (IV.6) temos

anD(Sn+1)(x) = an + γn+1bn + cn(p−βn+1)− cnM((Sn+1))

+
γn+1dn

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
. (IV.13)
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Por (IV.4) temos que

γn+1dn(x)

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
=

dn(x)

γn+1

((η1(x)− βn+1)(η2(x)− βn+1)

+(η1(x)−βn+1)Sn+1(η2(x))+(η2(x)−βn+1)Sn+1(η1(x))+Sn+1(η1(x))Sn+1(η2(x)))

ou ainda,

γn+1dn

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
=

dn

γn+1

((η1(x)− βn+1)(η2(x)− βn+1) + η2(x)Sn+1(η1(x))+

η1(x)Sn+1(η2(x))− 2βn+1(MSn+1)(x) + Sn+1(η1(x))Sn+1(η2(x))). (IV.14)

Como

η2(x)Sn+1(η1(x)) + η1(x)Sn+1(η2(x)) = −(η2(x)− η1(x))2D(Sn+1)(x)

+ 2 q D(Sn+1)(x) + 2 p M(Sn+1)(x) ,

substituindo na equação (IV.14) vem

γn+1dn(x)

Sn(η1(x))Sn(η2(x))
=

dn(x)

γn+1

((−η1(x)− βn+1)(η2(x)− βn+1)+

2(p−βn+1)M(Sn+1)(x)+Sn+1(η1(x))Sn+1(η2(x))−((η2(x)−η1(x))2+2 q)D(Sn+1)).

Substituindo na equação (IV.13) obtemos

an(x)D(Sn+1)(x) = an(x)− γn+1bn(x)− cn(x)(p−βn+1) + cn(x)M(Sn+1))

− dn(x)

γn+1

((−η1(x)− βn+1)(η2(x)− βn+1) + 2(p−βn+1)M(Sn+1)(x)

+ Sn+1(η1(x))Sn+1(η2(x))− ((η2(x)− η1(x))2 + 2 q)D(Sn+1)).

Comparando com a equação (IV.7) obtemos os coeficientes (IV.8) a (IV.12). ¥

O objectivo principal desta secção consiste em obter uma caracterização para as

sucessões de polinómios ortogonais mónicos Laguerre-Hahn de variável discreta onde

adaptaremos o método desenvolvido no caṕıtulo II ao caso discreto. Começamos

por estabelecer as relações de estrutura de primeira ordem na classe Laguerre-Hahn

discreta sendo ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T :
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Teorema IV.2. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e {ψn} a sucessão de vectores associada a u. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) S satisfaz a equação em diferenças do tipo Riccati (IV.1).

(2) A sucessão de vectores {ψn} satisfaz, para n ∈ N,

AD(ψn) = ln+1ψn(η1) +


−

C
2
−B

D C
2


 ψn(η2) + Θ1

n+1ψn−1(η1)

(3) A sucessão vectorial {ψn}, também, satisfaz a equação

AD(ψn) = ln+1ψn(η1) +


−

C
2
−B

D C
2


 ψn(η1) + Θ1

n+1ψn−1(η2).

Demonstração: (1) ⇒ (2)

Como Sn+1(x) =
qn+1

Pn+1

+
P

(1)
n

Pn+1

substituindo Sn+1(x) na equação em diferenças do

tipo Riccati (IV.1) e utilizando a definição de M vem

A(x)D

(
qn+1

Pn+1

+
P

(1)
n

Pn+1

)
= B(x)

(
qn+1(η1)

Pn+1(η1)
+

P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)

)(
qn+1(η2)

Pn+1(η2)

+
P

(1)
n (η2)

Pn+1(η2)

)
+

C(x)

2

(
qn+1(η1)

Pn+1(η1)
+

P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)
+

qn+1(η2)

Pn+1(η2)
+

P
(1)
n (η2)

Pn+1(η2)

)
+ D(x).

Como D é linear e pela definição (I.26), de D(f/g), para a função η1(x) temos

AD

(
qn+1

Pn+1

)
+ A

D(P
(1)
n )Pn+1(η1)−D(Pn+1)P

(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

= B

(
qn+1(η1)qn+1(η2)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+

qn+1(η1)P
(1)
n (η2)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+

qn+1(η2)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

)

+ B

(
P

(1)
n (η1)P

(1)
n (η2)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

)
+

C

2

(
qn+1(η1)Pn+1(η2) + qn+1(η2)Pn+1(η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

)

+
C

2

(
P

(1)
n (η1)Pn+1(η2)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+

P
(1)
n (η2)Pn+1(η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

)
+ D

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
, (IV.15)
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ou seja,

(
A(x)D

(
qn+1

Pn+1

)
(x)

)
Pn+1(η1)Pn+1(η2)−B(x)qn+1(η1)qn+1(η2)

−B(x)(qn+1(η2)P
(1)
n (η1)+qn+1(η1)P

(1)
n (η2))

C(x)

2
qn+1(η1)Pn+1(η2)+qn+1(η2)Pn+1(η1)

= −A(x)D(P (1)
n )Pn+1(η1)−D(Pn+1)P

(1)
n (η1) + B(x)P (1)

n (η1)P
(1)
n (η2)

+
C(x)

2
(P (1)

n (η1)Pn+1(η2) + P (1)
n (η2)Pn+1(η1)) + D(x)Pn+1(η1)Pn+1(η2).

Fazendo

Θn+1 = −AD(P (1)
n )Pn+1(η1) + AD(Pn+1)P

(1)
n (η1)) + BP (1)

n (η1)P
(1)
n (η2)

+
C

2
(P (1)

n (η1)Pn+1(η2) + P (1)
n (η2)Pn+1(η1)) + DPn+1(η1)Pn+1(η2) (IV.16)

temos que Θn+1 é um polinómio pois temos simetria em η1(x) e em η2(x), isto

significa que podemos efectuar todo o processo considerando η2 no lugar de η1, e

tem grau limitado pois qn(x) ∼ x−2n−1 sendo

gr Θn+1 = max{gr A− 2, gr B − 2, gr C − 1}.

Pela equação de Liouville-Ostrogradski (I.33) temos

Θn+1

γ1 · · · γn

(Pn(η1)P
(1)
n (η1)− Pn+1(η1)P

(1)
n−1(η1)) = −AD(P (1)

n )Pn+1(η1)

+ AD(Pn+1)P
(1)
n (η1)) +

C

2
(P (1)

n (η1)Pn+1(η2) +
C

2
P (1)

n (η2)Pn+1(η1))

+ BP (1)
n (η1)P

(1)
n (η2) + DPn+1(η1)Pn+1(η2).

Fazendo Θ1
n+1 = Θn+1

γ1···γn
temos

(−Θ1
n+1Pn(η1) + AD(Pn+1) + BP (1)

n (η2) +
C

2
Pn+1(η2))P

(1)
n (η1)

= (−Θ1
n+1P

(1)
n−1(η1) + AD(P (1)

n )− C

2
P (1)

n (η2)−DPn+1(η2))Pn+1(η1).
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Como os polinómios P
(1)
n (η1) e Pn+1(η1) não têm zeros em comum então existe

um polinómio ln+1 com grau independente de n tal que

−Θ1
n+1Pn(η1) + AD(Pn+1) + BP (1)

n (η2) +
C

2
Pn+1(η2) = ln+1Pn+1(η1)

−Θ1
n+1P

(1)
n−1(η1) + AD(P (1)

n )− C

2
P (1)

n (η2)−DPn+1(η2) = ln+1P
(1)
n (η1)

ou seja, obtemos as relações

AD(Pn+1) = ln+1Pn+1(η1) + Θ1
n+1Pn(η1)−BP (1)

n (η2)− C

2
Pn+1(η2) (IV.17)

AD(P (1)
n ) = ln+1P

(1)
n (η1) + Θ1

n+1P
(1)
n−1(η1) +

C

2
P (1)

n (η2) + DPn+1(η2).(IV.18)

Considerando o vector ψn = [Pn+1 P
(1)
n ]T podemos escrever vectorialmente as

relações (IV.17), (IV.18) da seguinte forma

AD(ψn) = ln+1ψn(η1) +


−

C
2
−B

D C
2


 ψn(η2) + Θ1

n+1ψn−1(η1) (IV.19)

(1) ⇒ (3) De modo análogo ao anterior podemos obter as relações de estrutura

de primeira ordem para {Pn} mas considerando a função η2(x). Começamos por

utilizar a definição (I.26) do operador D (f/g) para a função η2(x) em (IV.15) e,

posteriormente, a equação (I.33) também em η2(x). Deste modo obtemos as relações

de primeira ordem

AD(Pn+1) = ln+1Pn+1(η2) + Θ1
n+1Pn(η2) − BP (1)

n (η1) − C

2
Pn+1(η1) (IV.20)

AD(P (1)
n ) = ln+1P

(1)
n (η2) + Θ1

n+1P
(1)
n−1(η21) +

C

2
P (1)

n (η1) + DPn+1(η1). (IV.21)

Escrevendo vectorialmente as relações (IV.20) e (IV.21) vem

AD(ψn)(x) = ln+1ψn(η2) +


−

C
2
−B

D C
2


 ψn(η1) + Θ1

nψn−1(η2) (IV.22)

(2) ⇒ (1) Considerando as relações de estrutura (IV.17) e (IV.18) podemos obter a

equação em diferenças do tipo Riccati. Para isso multiplicamos a equação (IV.17)
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por − P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
e a equação (IV.18) por

1

Pn+1(η2)
temos

− AD(Pn+1)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
= −ln+1

Pn+1(η1)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+ Θ1

n+1

Pn(η1)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

+ B
P

(1)
n (η2)P

(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
− C

2

Pn+1(η2)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

e

A
D(P

(1)
n )

Pn+1(η2)
= ln+1

P
(1)
n (η1)

Pn+1(η2)
+ Θ1

n+1

P
(1)
n−1(η1)

Pn+1(η2)
+

C

2

P
(1)
n (η2)

Pn+1(η2)
+ D.

Somando estas duas equações obtemos

A
D(P

(1)
n )

Pn+1(η2)
− AD(Pn+1)P

(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
= Θ1

n+1

P
(1)
n−1(η2)Pn+1(η2)− Pn+1(η1)P

(1)
n−1(η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)

−B
P

(1)
n (η2)P

(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+

C

2

Pn+1(η2)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)
+

C

2

P
(1)
n (η2)

Pn+1(η2)
+ D

pela equação (I.33) vem

AD

(
P

(1)
n

Pn+1

)
= Θ1

n+1

γn · · · γ1

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
−B

P
(1)
n (η2)P

(1)
n (η1)

Pn+1(η1)Pn+1(η2)
+

C

2

Pn+1(η2)P
(1)
n (η1)

Pn+1(η1)

+
C

2

P
(1)
n (η2)

Pn+1(η2)
+ D.

Como a sucessão {Pn} é ortogonal a uma medida de Borel positiva então pelo

Teorema de Markov
P

(1)
n−1

Pn
⇒ S então considerando o limite na equação anterior

temos

AD(Sn) = BSn(η1)Sn(η2) +
C

2
(Sn(η2) + Sn(η1)) + D

pela definição (I.20) de M temos a equação de Riccati em diferenças (IV.1). ¥

Observação IV.1. Consideremos as equações vectoriais(IV.19) e (IV.22). Somando

estas equações e usando a definição de M obtemos

AD(ψn)(x) =


ln+1 − C

2
−B

D ln+1 + C
2


 M(ψn)(x) + Θ1

n+1M(ψn−1)(x). (IV.23)
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Também temos uma caracterização para as sucessões de polinómios ortogonais

discretos em termos das funções de segunda espécie:

Teorema IV.3. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e {qn} a sucessão de funções de segunda espécie. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(1) S satisfaz a equação em diferençasdo tipo Riccati (IV.1).

(2) A sucessão de funções de segunda espécie {qn} satisfaz a equação, ∀n ∈ N,

AD(qn+1) = ln+1(x)qn+1(η2(x)) + Θ1
n+1(x)qn(η2(x))

+

(
C

2
+ B(x)S(η2(x))

)
qn+1(η1(x)). (IV.24)

(3) A sucessão de funções de segunda espécie {qn}, também, satisfaz a equação,

∀n ∈ N,

AD(qn+1) = ln+1(x)qn(η1(x)) + Θ1
n+1(x)qn(η1(x))

+

(
C

2
+ B(x)S(η1(x))

)
qn+1(η2(x)) (IV.25)

onde ln+1, Θ
1
n+1 ∈ P cujos graus não dependem de n.

Demonstração: (1) ⇒ (2) Consideremos a equação de Hermite-Padé (I.8)

Pn+1(x)S(x)− P (1)
n = qn+1(x).

Aplicando o operador D em ambos os membros desta equação e multiplicando-os

por A(x) vem

A(x)D(qn+1)(x) = A(x)D(Pn+1S)(x)− A(x)D(P (1)
n )(x).

Pela relação (I.24) obtemos

A(x)D(qn+1)(x) = A(x)D(Pn+1)(x)S(η1(x)) + A(x)D(S)(x)Pn+1(η2(x))

− A(x)D(P (1)
n )(x)
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pelas relações de estrutura de primeira ordem (IV.17) e (IV.18) temos

A(x)D(qn+1)(x) = ln+1(x)Pn+1(η1(x))S(η1(x)) + Θ1
n+1(x)Pn(η1(x))S(η1(x))

−B(x)P (1)
n (η2(x))S(η1(x))− C(x)

2
Pn+1(η1(x))S(η1(x)) + A(x)D(S)(x)Pn+1(η2(x))

− ln+1(x)P (1)
n (η1(x))−Θ1

n+1(x)P
(1)
n−1(η1(x))− C(x)

2
P (1)

n (η2(x))−D(x)Pn+1(η2(x))

ou seja,

A(x)D(qn+1)(x)

= A(x)D(S)(x)Pn+1(η2(x)) + ln+1(x)(Pn+1(η1(x))S(η1(x))− P (1)
n (η1(x)))

+ Θ1
n+1(x)(Pn(η1(x))S(η1(x))− P

(1)
n−1(η1(x)))−B(x)P (1)

n (η2(x))S(η1(x))

− C(x)

2
(Pn+1(η1(x))S(η1(x))− P (1)

n (η1(x)))−D(x)Pn+1(η2(x))

Pela equação em diferenças de Riccati (IV.1) obtemos a equação (IV.24)

A(x)D(qn+1)(x) = ln+1(x)qn+1(η2(x)) + Θ1
n+1(x)qn(η2(x))

+

(
C(x)

2
+ B(x)S(η2(x))

)
qn+1(η1(x)).

(1) ⇒ (3) Esta relação, (IV.25), obtém-se de modo análogo ao anterior fazendo η2(x)

no lugar de η1(x).

(2) ⇒ (1) Consideremos a equação (IV.24) para n

A(x)D(qn)(x) = ln(x)qn(η2(x)) + Θ1
n(x)qn−1(η2(x))

+

(
C(x)

2
+ B(x)S(η2(x))

)
qn(η1(x)).

Fazendo n = 0 resulta

AD(q0) = l0(x)q0(η2(x)) + Θ1
0(x)q−1(η2(x)) +

(
C

2
+ B(x)S(η2(x))

)
q0(η1(x)),

como por definição q0 = S temos

AD(S) =
C

2
S(η2(x)) + D +

(
C

2
+ B(x)S(η2(x))

)
S(η1(x)) ,
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que é a equação de Riccati em diferenças para S, (IV.1).

(3) ⇒ (1) De modo análogo obtemos que partindo de (IV.25) se obtém (IV.1). ¥

Observação IV.2. As relações (IV.24) e (IV.25), para as sucessões de funções de

segunda espécie {qn}, podem escrever-se vectorialmente da seguinte forma

AD(Qn) =


ln+1 0

0 ln


 M(Qn) +


Θ1

n+1 + C/2 0

0 Θ1
n + C/2


 M(Qn−1)

+ BM(S)I2M(Qn−1)− q BD(S)I2D(Qn−1) (IV.26)

onde Qn = [qn+1 qn]T . Na demonstração foram utilizadas a relação de recorrência

a três termos e a relação (IV.3).

2. Equação em diferenças de segunda ordem

No trabalho [42], Magnus, apresenta uma equação em diferenças de segunda

ordem para os polinómios ortogonais Laguerre-Hahn de variável discreta. Nesta

secção iremos, também, estabelecer uma equação em diferenças de segunda ordem

para os polinómios Laguerre-Hahn de variável discreta mas considerando as sucessões

de vectores ψn.

No Teorema seguinte mostraremos que as sucessões de polinómios ortogonais

de Laguerre-Hahn satisfazem uma equação em diferenças de segunda ordem com

coeficientes matriciais:

Teorema IV.4. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e {ψn} a sucessão de vectores associada a u.

Se S satisfaz a equação em diferenças do tipo Riccati (IV.1).

Então para n ∈ N, {ψn} satisfaz a equação em diferenças de segunda ordem

Anψn(yk+1) + Bnψ(yk) + Cnψn(yk−1) = 02×1 (IV.27)
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com coeficientes definidos por

An = Θ1
n(xk−1)




A(xk)
yk+1−yk

+ C(xk)
2

B(xk)

−D(xk)
A(xk)

yk+1−yk
− C(xk)

2




Bn =

[
Θ1

n(xk)

(
ln(xk−1)− A(xk−1)

yk − yk−1

)
−Θ1

n(xk−1)

(
A(xk)

yk+1 − yk

+ ln(xk)

)]
I2×2

Cn = Θ1
n(xk)




A(xk−1)

yk−yk−1
− C(xk−1)

2
−B(xk−1)

D(xk−1)
A(xk−1)

yk−yk−1
+ C(xk−1)

2


 .

Demonstração: Consideremos as relações de primeira ordem (IV.17) e (IV.20) para

as funções η1(x) e η2(x). Fazendo x = xk com k = 0, . . . , n na equação (IV.17) temos

A(xk)D(Pn)(xk) = ln(xk)Pn(η1(xk)) + Θ1
n(xk)Pn+1(η1(xk))

−B(xk)P
(1)
n−1(η2(xk))− C(xk)

2
Pn(η2(xk)),

colocando na rede vem η1(xk) = η2(xk−1) = yk obtendo a equação

A(xk)D(Pn)(xk) = (ln(xk)Pn(yk) + Θ1
n(xk)Pn+1(yk)

−B(xk)P
(1)
n−1(yk+1)− C(xk)

2
Pn(yk+1). (IV.28)

Fazendo, agora, x = xk−1 com k = 0, 1, . . . , n em (IV.20) vem

A(xk−1)D(Pn)(xk−1) = (ln(xk−1)Pn(η2()xk−1) + Θ1
n(xk−1)Pn+1(η2(xk−1)))

−B(xk−1)P
(1)
n−1(η1(xk−1))− C

2
Pn(η1(xk−1)),

colocando na rede vem η1(xk) = η2(xk−1) = yk,

A(xk−1)D(Pn)(xk−1) = (ln(xk−1)Pn(η2(xk−1)) + Θ1
n(xk−1)Pn+1(yk)+

−B(xk−1)P
(1)
n−1(yk−1)− C

2
Pn(yk−1). (IV.29)
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Para eliminar Pn+1(yk) multiplicamos (IV.28) por Θ1
n(xk−1) e (IV.29) por Θ1

n(xk).

Subtráımos as equações resultantes e obtemos

Θ1
n(xk−1)A(xk)D(Pn)(xk)−Θ1

n(xk)A(xk−1)D(Pn)(xk−1)

= (Θ1
n(xk−1)ln(xk)−Θ1

n(xk)ln(xk−1))Pn(yk)−B(xk)P
(1)
n−1(yk+1)Θ

1
n(xk−1)+

B(xk−1)P
(1)
n−1(yk−1)Θ

1
n(xk)− C(xk)

2
Pn(yk+1)Θ

1
n(xk−1))+

C(xk−1)

2
Pn(yk−1)Θ

1
n(xk)).

Fazendo actuar D e tendo em conta que η1(xk) = η2(xk−1) = yk resulta a equação

seguinte:

Θ1
n(xk−1)

(
A(xk)

yk+1 − yk

+
C(xk)

2

)
Pn(yk+1)+

[
−Θ1

n(xk−1)

(
A(xk)

yk+1 − yk

+ ln(xk)

)
−Θ1

n(xk)

(
A(xk−1)

yk − yk−1

− ln(xk−1)

)]
Pn(yk)+

Θ1
n(xk)

(
A(xk−1)

yk − yk−1

− C(xk−1)

2

)
Pn(yk−1) + B(xk)P

(1)
n−1(yk+1)Θ

1
n(xk−1)

−B(xk−1)P
(1)
n−1(yk−1)Θ

1
n(xk) = 0. (IV.30)

Utilizando um processo análogo ao anterior nas relações de estrutura de primeira

ordem (IV.18) e (IV.21) resulta a equação

(
A(xk)

yk+1 − yk

− C(xk)

2

)
Θ1

n(xk−1)P
(1)
n−1(yk+1)+Θ1

n(xk)
ln(xk−1)− A(xk−1)

yk − yk−1

P
(1)
n−1(yk)−

Θ1
n(xk−1)

(
A(xk)

yk+1 − yk

+ ln(xk)

)
P

(1)
n−1(yk) +

(
A(xk−1)

yk − yk−1

+
C(xk−1)

2

)
Θ1

n(xk)

× P
(1)
n−1(yk−1) + Θ1

n(xk)D(xk−1)Pn(yk−1)−D(xk)Pn(yk+1Θ
1
n(xk−1) = 0. (IV.31)
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Escrevendo na forma matricial as equações (IV.30) e (IV.31) vem para k =

0, 1, . . . , n

Θ1
n(xk−1)




A(xk)
yk+1−yk

+ C(xk)
2

B(xk)

−D(xk)
A(xk)

yk+1−yk
− C(xk)

2





 Pn(yk+1)

P
(1)
n−1(yk+1)




−
[
Θ1

n(xk)

(
A(xk−1)

yk − yk−1

− ln(xk−1)

)
+ Θ1

n(xk−1)

(
A(xk)

yk+1 − yk

+ ln(xk)

)] 
 Pn(yk)

P
(1)
n−1(yk)




+ Θ1
n(xk)




A(xk−1)

yk−yk−1
− C(xk−1)

2
−B(xk−1)

D(xk−1)
A(xk−1)

yk−yk−1
+ C(xk−1)

2





 Pn(yk−1)

P
(1)
n−1(yk−1)


 = 02×1.

que é uma equação em diferenças matricial de segunda ordem da forma (IV.27). ¥

As sucessões de funções de segunda espécie também verificam uma equação em

diferenças de segunda ordem.

Teorema IV.5. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e {qn} a sucessão de funções de segunda espécie de variável discreta.

Se S satisfaz a equação em diferenças do tipo Riccati (IV.1). Então, a sucessão

{qn}, n ∈ N, satisfaz a equação em diferenças de segunda ordem com coeficientes

polinomiais

Θ1
n(xk)

(
− A(xk)

yk+1 − yk

+
C(xk)

2
−B(xk)S(yk)

)
qn(yk+1)

+

(
(

A(xk−1)

yk − yk−1

− ln(xk−1))Θ
1
n(xk) + (

A(xk)

yk+1 + yk

− ln(xk))Θ
1
n(xk−1)

)
qn(yk)

+

(
− A(xk−1)

yk − yk−1

− C(xk−1)

2
+ B(xk−1)S(yk)

)
qn(yk−1) = 0. (IV.32)

Demonstração: Pelo Teorema IV.2 temos que as sucessões de funções de segunda

espécie qn satisfazem as relações de primeira ordem (IV.24)

A(x)D(qn)(x) = ln(x)qn(η2(x)) + Θ1
n(x)qn+1(η2(x))

+

(
C(x)

2
−B(x)S(η2(x))

)
qn(η1(x))
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pela definição de D (I.19), vem

A(x)

(
qn(η2(x))− qn(η1(x))

η2(x)− η1(x)

)
= ln(x)qn(η2(x))

+ Θ1
n(x)qn+1(η2(x)) +

(
C(x)

2
−B(x)S(η2(x))

)
qn(η1(x))

Fazendo x = xk−1 obtemos

A(xk−1)

(
qn(η2(xk−1))− qn(η1(xk−1))

η2(xk−1)− η1(xk−1)

)
= ln(xk−1)qn(η2(xk−1))

+ Θ1
n(xk−1)qn+1(η2(xk−1)) +

(
C(xk−1)

2
−B(xk−1)S(η2(xk−1))

)
qn(η1(xk−1)).

Se consideramos os pontos na rede temos η1(xk) = η2(xk−1) = yk então

(
A(xk−1)

yk − yk−1

− ln(xk−1)

)
qn(yk)−Θ1

n(xk−1)qn+1(yk)

+

(
− A(xk−1)

yk − yk−1

− C(xk−1)

2
+ B(xk−1)S(yk)

)
qn(yk−1). (IV.33)

Fazendo de modo análogo para (IV.25)

A(x)D(qn)(x) = ln(x)qn(η1(x)) + Θ1
n(x)qn+1(η1(x))

+

(
C(x)

2
−B(x)S(η1(x))

)
qn(η2(x))

aplicando a definição do operador D e fazendo x = xk vem

A(xk)

(
qn(η2(xk))− qn(η1(xk))

η2(xk)− η1(xk)

)
= ln(xk)qn(η1(xk))

+ Θ1
n(xk−1)qn+1(η1(xk)) +

(
C(xk)

2
−B(xk)S(η1(xk))

)
qn(η2(xk)).

ou seja,

(
− A(xk)

yk+1 − yk

− ln(xk)

)
qn(yk)−Θ1

n(xk)qn+1(yk)

+

(
A(xk)

yk+1 − yk

− C(xk)

2
+ B(xk)S(yk)

)
qn(yk+1) = 0. (IV.34)
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Para eliminar qn+1(yk) vamos multiplicar a equação (IV.33) por Θ1
n(xk) e (IV.34)

por Θ1
n(xk−1) e subtráımos as equações resultantes obtendo a equação em diferenças

de segunda ordem (IV.32). ¥

3. Equação matricial de Sylvester

O objectivo desta secção consiste em encontrar uma representação para as suces-

sões de polinómios ortogonais de Laguerre-Hahn discretos em termos de equações

matriciais do tipo Sylvester.

Consideremos a função de Stieltjes que satisfaz a equação em diferenças do tipo

Riccati (IV.1)

A(x)D(S)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x).

Consideremos, também, a sucessão de matrizes {Yn} onde Yn =


Pn+1 P

(1)
n

Pn P
(1)
n−1




como foi definida no caṕıtulo I, as sucessões de polinómios ortogonais mónicos de

variável discreta {Pn}, polinómios ortogonais associados de primeira espécie {P (1)
n },

funções de segunda espécie {qn} e ainda a sucessão de vectores Qn = [qn+1 qn]T .

Começamos com uma reinterpretação das equações obtidas no Teorema IV.2,

escrevendo estas equações na forma matricial:

Teorema IV.6. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e {Yn} a sucessão de matrizes associada a u. As condições seguintes são

equivalentes:

(1) S satisfaz a equação em diferenças do tipo Riccati (IV.1).

(2) A sucessão de matrizes {Yn} satisfaz, para n ∈ N, a equação matricial do

tipo Sylvester

A(x)D(Yn)(x) = Bn(η1(x))Yn(η1(x))− Yn(η2(x))C(x) (IV.35)

(3) a sucessão de matrizes {Yn} satisfaz, também,

A(x)D(Yn)(x) = Bn(η2(x))Yn(η2(x))− Yn(η1))C(x) (IV.36)
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(4) As sucessões de vectores {Qn} satisfazem as equações

A(x)D(Qn)(x) = Bn(η1(x))Qn(η1(x)) +
C(x)

2
Qn(η2(x)) (IV.37)

A(x)D(Qn)(x) = Bn(η2(x))Qn(η2(x)) +
C(x)

2
Qn(η1(x)). (IV.38)

onde, para i = 1, 2 vem

Bn(ηi(x)) =


ln+1(x) Θ1

n+1(x)

−Θ1
n(x)
γn

ln(x) + Θ1
n

γn
(ηi − βn)




C(x) =




C
2

−D

B −C
2


 .

Demonstração: As equações de Sylvester (IV.35), (IV.36) resultam das relações de

estrutura de primeira ordem para as sucessões de polinómios ortogonais mónicos de

variável discreta {Pn} obtidas no Teorema IV.6 quando escritas na forma matricial.

O mesmo acontece para as equações (IV.37) e (IV.38). ¥

Observação IV.3.

(1) Consideremos as equações matriciais do tipo Sylvester (IV.35) e (IV.36).

Somando estas equações obtemos

2A(x)D(Yn)(x) = Bn(η1(x))Yn(η1(x)) + Bn(η2(x))Yn(η2(x))

+ Yn(η2(x))C(x) + Yn(η1(x))C(x).

pela definição do operador M resulta

A(x)D(Yn)(x) = Bn(η1(x))M(Yn)(x) + Bn(η2(x))M(Yn)(x)

+ M(Yn)(x)C(x)− Bn(η1(x))Yn(η2(x)) + Bn(η2(x))Yn(η1(x))

2
.

Pela definição de M(fg) temos

(A(x)− q D(Bn))D(Yn)(x) = M(Bn)M(Yn)(x) + M(Yn)(x)C(x).
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(2) Consideremos as equações (IV.37) e (IV.38). De modo análogo ao anterior

temos que

(A(x)− q D(Bn))D(Qn)(x) = M(Bn)M(Qn)(x) +
C(x)

2
M(Qn).

Teorema IV.7. Dada uma funcional u linear e regular, S a função de Stieltjes associ-

ada a u e {Yn}, {Pn}, P
(1)
n sucessões de matrizes, de polinómios ortogonais mónicos

de variável discreta e polinómios associados de primeira espécie, respectivamente.

(1) S satisfaz a equação em diferenças do tipo Riccati (IV.1).

A(x)(DS)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)(Mf)(x) + D(x)

(2) As sucessões matriciais {An} satisfazem as equações

AD(An) = Bn(η1)An(η1)−An(η2)Bn−1(η1) (IV.39)

(3) e, também,

AD(An) = Bn(η2)An(η2)−An(η1)Bn−1(η2). (IV.40)

Além disso,

tr(Bn) = 0,

det(Bn(η1(x))) = det(B0)(η2(x))−
n∑

k=1

(A(x)Θ1
k(x))

e

det(Bn(η2(x))) = det(B0)(η1(x))−
n∑

k=1

(A(x)Θ1
k(x))

Demonstração: Para estabelecer a equação (IV.39) começamos por considerar as

relações de recorrência a três termos para as sucessões de polinómios ortogonais

mónicos {Pn} e para as sucessões de polinómios associados de primeira ordem

{P (1)
n } obtendo a relação Yn(x) = An(x)Yn−1(x). Substituindo esta relação na

equação (IV.35) vem

A(x)D(AnYn−1)(x) = Bn(η1(x))An(η1(x))Yn−1(η1(x)) + An(η2(x))Yn−1(η2(x))C(x)
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Voltando a usar a relação (IV.35) e como

D(Yn) = D(AnYn−1) = D(An)Yn−1(η1) + (A)n(η2)D(Yn−1)

temos

A(x)D(An)Yn−1(η1(x)) + An(η2(x))Bn−1(η1(x))Yn−1(η1(x))

= Bn(η1(x))An(η1(x))Yn−1(η1(x)).

Como a matriz Yn(η1(x)) é não singular obtemos a relação pretendida (IV.39)

(A(x)D(An) = Bn(η1(x))An(η1(x)))−An(η2(x))Bn−1(η1(x)).

De modo análogo obtemos (IV.40) quando se considera a equação (IV.36).

Para provar o rećıproco, consideremos a equação de Sylvester (IV.39). Multiplicando

ambos os membros, desta equação, por Yn−1(η1(x)) vem

AD(An)Yn−1(η1(x)) = Bn(η1)An(η1)Yn−1(η1(x))−An(η2)Bn(η2)Yn−1(η1(x)).

Como D(AnYn−1) = D(An)Yn−1(η1(x)) + An(η2(x))D(Yn−1) temos

(AD(An)Yn−1 + AAn(η1(x))D(Yn−1)

= Bn(η1)An(η1)Yn−1(η1(x))−An(η2)Bn(η2)Yn−1(η1(x)).

ou seja,

AD(Yn)−Bn(η1)Yn(η1(x)) = An(η2)(AD(Yn−1)−Bn−1(η2)Yn−1(η1(x))).

Iterando este processo resulta assim,

AD(Yn)−Bn(η1)Yn(η1(x)) = An(η2) · · ·A0(η2)(AD(Y0)−B0(η1)Y0(η1(x))).

Como Yn(η2(x))Y −1
0 (η2(x)) = An(η2) · · ·A0(η2) obtemos a equação (IV.35) onde

C = −Y −1
0 (η2(x)(AD(Y0)−B0(η2)Y0(η1(x))) que se obtém pelas condições iniciais.
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Para mostrar que tr(Bn) = 0 basta considerar as equações (IV.39) e (IV.40).

Para se encontrar uma expressão para det(Bn) começamos por considerar a equação

do tipo Sylvester (IV.39),

Bn(η1(x))An(η1) = A(DAn) + An(η2)Bn−1(η2)

calculando o determinante vem

det(Bn(η1(x))γn = −Θ1
nγn(((η1(x))− βn)(ln(x) + Θ1

n(x)(η2(x)− βn))

−γnΘ1
n−1(x)+A(x))+((η1(x)−βn)Θ1

n(x)− ln−1(x))(ln(x)+Θ1
n(x)(η2(x)−βn))γn

ou seja,

det(Bn(η1(x)) = γnΘ1
n(x)Θ1

n−1(x)− A(x)Θ1
n(x) + ln−1(x)(Θ1

n(x)(η2(x)− βn)))

= det(Bn)(η2(x))− A(x)Θ1
n(x).

Portanto, resulta

det(Bn(η1(x)) = det(B0)(η2(x))−
n∑

k=1

(A(x)Θ1
k(x)) ,

que é a representação procurada. De modo análogo obtemos, para η2

det(Bn(η2(x)) = det(B0)(η1(x))−
n∑

k=1

(A(x)Θ1
k(x)). ,

¥

4. Teorema de caracterização para o caso semi-clássico

Consideremos a função de Stieltjes que satisfaz a equação em diferenças do tipo

Riccati (IV.1)

A(x)D(S)(x) = B(x)S(η1(x))S(η2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x).

Se B = 0 temos as sucessões de polinómios ortogonais semi-clássicas, de variável

discreta, onde para o peso w vem que AD(w) = CM(w),[42], e a equação de Riccati,
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em diferenças, fica na forma

A(x)D(S)(x) = C(x)M(S)(x) + D(x). (IV.41)

Consideremos, também, a sucessão de matrizes {Ỹn} onde {Ỹn} =


Pn+1

qn+1

w

Pn
qn

w




a as sucessões de polinómios ortogonais ortogonais {Pn}, polinómios ortogonais as-

sociados de primeira espécie {P (1)
n }, funções de segunda espécie {qn} e a sucessão de

vectores Qn = [qn+1 qn]T .

Como consequência das equações obtidas na secção anterior, estabelecemos a

seguinte caracterização para sucessões de polinómios ortogonais de variável discreta

pertencentes à classe semi-clássica temos o seguinte resultado:

Teorema IV.8. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente função de

Stieltjes e a representação integral em termos de w. Sejam {Pn} e {qn} as sucessões

de polinómios mónicos e funções próprias ortogonais a u. Sendo u semi-clássica e

satisfazendo a equação (IV.41) então a sucessão {Ỹn} satisfaz o sistema diferencial

A(x)D(Ỹn) = Bn(η1)Ỹn(η1(x))− C(x)

2
Ỹn(η2(x)) (IV.42)

ou o sistema diferencial

A(x)D(Ỹn) = Bn(η2)Ỹn(η2(x))− C(x)

2
Ỹn(η1(x)) (IV.43)

onde Bn(ηi) =


 ln+1 Θ1

n+1

−Θ1
n

γn

Θ1
n(ηi−βn)

γn
+ ln


, i = 1, 2.

Demonstração: Como foi mostrado na secção um, deste caṕıtulo, as funções de se-

gunda espécie satisfazem a equação

A(x)D(qn+1) = ln+1qn+1(η1(x)) + Θ1
n+1qn(η1(x)) +

C

2
qn+1(η2(x)) (IV.44)

dividindo ambos os membros por w(η1(x))

A(x)
D(qn+1)

w(η1(x))
= ln+1

qn+1(η1(x))

w(η1(x))
+ Θ1

n+1

qn(η1(x))

w(η1(x))
+

C

2

qn+1(η2(x))

w(η1(x))
. (IV.45)
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Como

D
(qn+1

w

)
= D(qn+1)

1

w(η1)
+ qn+1(η2)D

(
1

w

)

simplificando esta equação obtemos

D(qn+1)

w(η1)
= A(x)D

(qn+1

w

)
+

qn+1(η2)

w(η2)

C(x)

2

w(η1) + w(η2)

w(η1)
.

Substituindo na equação (IV.45) vem

A(x)D
(qn+1

w

)
= ln+1

qn+1(η1(x))

w(η1(x))
+ Θ1

n+1

qn(η1(x))

w(η1(x))
+

C

2

qn+1(η2(x))

w(η2(x))
.

Considerando a equação (IV.44) em n e usando a relação de recorrência a três termos

resulta

A(x)D
(qn

w

)
= {ln + Θ1

n(η1 − βn)}qn(η1(x))

w(η1(x))
− Θ1

n

γn

qn+1(η1(x))

w(η1(x))
− C(x)

2

qn(η2(x))

w(η2(x))
.

De modo análogo obtemos a equação (IV.43) considerando a rede η2 no lugar de η1.

¥

Seja {Pn} uma sucessão de polinómios ortogonais relativamente a uma medida

associada a um peso w, estabelecemos uma condição necessária para que {Pn} seja

semi-clássica quando a sucessão matricial {Ỹn} satisfaça sistemas do tipo AỸ ′
n =

BnỸn com Bn ∈ M2×2(P).

O próximo Teorema permite obter uma caracterização para as sucessões de po-

linómios semi-clássicas, de variável discreta, em termos de sistemas diferenciais.

Obtemos uma extensão dos resultados obtidos no caṕıtulo III para as sucessões de

polinómios ortogonais na recta real.

Teorema IV.9. Para n ∈ N, consideremos a equação em diferenças do tipo Sylvester

(IV.35). Se as matrizes Pn e L com L invert́ıvel satisfizerem

A(x)D(Pn) = Bn(η1)Pn(η1(x))− C(x)

2
Pn(η2(x))

e

A(x)D(Pn) = Bn(η2)Pn(η2(x))− C(x)

2
Pn(η1(x)).
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e, também,

A(x)D(Ln) = CnLn(η1(x))− C(x)

2
Ln(η2(x))

e

A(x)D(Ln) = CnLn(η2(x))− C(x)

2
Ln(η1(x))

então as soluções de (IV.35) têm a seguinte representação, ∀n ∈ N,

Yn = PnL
−1.

Demonstração: Para se obter uma solução da equação (IV.35)

AD(Yn) = Bn(ηj(x))− Yn(ηk(x))C(x), j 6= k ∈ {1, 2}

começamos por considerar (IV.42). A solução da equação (IV.35) é dada pela matriz

Yn = PnL−1, n ∈ N onde a matriz Pn satisfaz

A(x)D(Pn) = Bn(η1)Pn(η1(x))− C(x)

2
Pn(η2(x))

e

A(x)D(Pn) = Bn(η2)Pn(η2(x))− C(x)

2
Pn(η1(x)).

Pretendemos determinar L tal que Yn = PnL−1. Começamos por determinar

A(x)D(PnL−1) de (I.24) temos

A(x)D(PnL
−1) = A(x)D(Pn)L−1(η1(x)) + Pn(η2(x))AD(L−1). (IV.46)

Para encontrar a expressão de D(L−1) fazemos

D(LL−1) = D(L)L−1(η1(x)) + L(η2(x))D(L−1).

Temos então que

D(L−1) = −L−1(η2(x))D(L)L−1(η1(x)) (IV.47)

Substituindo em (IV.46) a equação (IV.35) resulta

A(x)D(PnL−1) = (Bn(η1)Pn(η1(x))L−1(η1(x))− C(x)

2
Pn(η2(x))L−1(η2)(x).
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Pela equação (IV.47) e comparando com a equação (IV.35) resulta que existe a

matriz Ln tal que

A(x)D(L−1) = C(x)L(η1(x))− C(x)

2
L(η2(x)).

O mesmo vai acontecer se consideramos a rede η2 no lugar de η1 obtendo

A(x)D(L−1) = C(x)L(η2(x))− C(x)

2
L(η1(x)).

Deste modo encontramos uma solução para as equações de Sylvester (IV.35) e

(IV.36). ¥

Para trabalho futuro temos de mostrar o rećıproco do Teorema IV.8 e para deter-

minar L temos de resolver resolver o sistema linear AD(L) = (C− C/2I2)M(L).
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Textos de Matemática, no.36, DMUC, 2005.

[37] R. Koekoek, R.F. Swarttouw, The Askey-scheme of hypergeometric orthogonal polynomials

and its q-analog, Reports of the faculty of Technical Mathematics and Informatics, vol. 98-17.

Delft University of Tecnology, Delft, 1998.
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