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Abstract

This work has the purpose of developing a new method to characterize the
Laguerre-Hahn families of orthogonal polynomials on the real line by vectorial stru-
ctures. In particular, we consider families of Laguerre-Hahn orthogonal polynomials
on the real line defined by a Stieltjes function that satisfies a Riccati differential equa-
tion with polynomial coefficients and families of Laguerre-Hahn orthogonal polyno-

mials with discrete variable defined on non-uniform lattices.

In chapter II, we will give a characterization of Laguerre-Hahn class, on the real
line, in terms of second order vectorial differential equations for the monic orthogonal
polynomials sequences, for first order orthogonal polynomials sequences and for the

functions of second kind.

Considering the results obtained in chapter two, we have a characterization in
terms of matrix Sylvester differential equations for Laguerre-Hahn orthogonal poly-
nomials and we will obtain a representation of sequences of Laguerre-Hahn polyno-
mials on the real line in terms of semi-classical families on the real line as we will

show in chapter III.

The main subject of chapter IV consist in a characterization for discrete Laguerre-
-Hahn orthogonal polynomial, on non uniform lattices, in terms of first order stru-
cture relations, second order difference equation and matrix Sylvester difference

equations using the same method as in chapters II and III.

Key words: orthogonal polynomials, Stieltjes function, matrix Riccati differen-
tial equations, matrix Sylvester differential equations, Laguerre-Hahn orthogonal
polynomials, Laguerre-Hahn class on the real line, non uniform lattices, discrete

Laguerre-Hahn orthogonal polynomials.






Resumo

Neste trabalho temos como objectivo principal desenvolver um método que nos
permita caracterizar as familias de polinémios ortogonais de Laguerre-Hahn na
recta real utilizando estruturas vectoriais. Em particular, consideramos familias de
polinémios ortogonais Laguerre-Hahn cujas fungoes de Stieltjes, S, satisfazem uma
equacao diferencial de Riccati com coeficientes polinomiais e familias de polindmios

ortogonais Laguerre-Hahn discretas definidas sobre redes nao uniformes.

Apresentaremos, no capitulo II, caracterizacoes da classe Laguerre-Hahn sobre
a recta real em termos de equagoes diferenciais vectoriais de segunda ordem para
sucessoes de polindémios ortogonais monicos, respectivas sucessoes de polindmios

associados de primeira espécie e sucessoes de fungoes de segunda espécie.

Partindo dos resultados do capitulo II chegaremos a uma caracterizagao para as
sucessoes de polinémios Laguerre-Hahn através de equagoes diferenciais matriciais
de Sylvester. Quando resolvidas estas equacoes existe uma representacao para as
sucessoes de polinomios Laguerre-Hahn em termos de familias semi-classicas ambas

definidas sobre a recta real como serd mostrado no capitulo III.

O objectivo principal do capitulo IV, consiste numa caracterizacao para as sucessoes
de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn de variavel discreta definidas sobre redes
nao uniformes em termmos de estruturas de primeira ordem, equacoes em diferencas

de segunda ordem e de Sylvester usando o mesmo método que no capitulo II e III.

Palavras-chave:polinémios ortogonais, funcao de Stieltjes, classe Laguerre-Hahn
sobre a recta real, equacoes diferenciais matriciais de Riccati, equacoes diferenciais
matriciais de Sylvester, redes nao uniformes, polinémios ortogonais Laguerre-Hahn

discretos.
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Introducao

Esta dissertacao consiste em duas partes distintas e tem como objectivo o es-
tudo de familias de polinémios ortogonais de Laguerre-Hahn sobre a recta real e
familias de polinomios ortogonais de Laguerre-Hahn discretas. Pretendemos in-
troduzir um novo método que consiste na utilizacao de estruturas vectoriais que
nos permitirao encontrar caracterizagoes para as familias de polinémios ortogonais
Laguerre-Hahn definidas na recta real e para as sucessoes de polinémios ortogonais
monicas de variavel discreta do tipo Laguerre-Hahn. Para o caso discreto consi-
deramos as sucessoes de polinémios definidas em redes nao uniformes e utilizando
o operador mais geral ®. Teremos como ponto de partida os trabalhos de Mag-
nus [41, 42, 44| e de Hahn [31, 32, 33] e sera adaptando o método desenvolvido
recentemente por Branquinho e Rebocho, em [9, 10, 57], para o caso de ortogona-

lidade sobre a circunferéncia unitéria.

O primeiro capitulo consiste numa introducgao de conceitos da teoria geral dos
polinémios ortogonais que serao relevantes para os capitulos seguintes. Comegaremos
pelas definicoes gerais sobre a teoria dos polindmios ortogonais continuos seguindo-se
de alguns exemplos. Definiremos sucessao de polinémios ortogonais e respectivas ca-
racterizacoes. Serao, também abordadas as classes de polinémios ortogonais classica,
semi-classica e Laguerre-Hahn. Daremos uma perspectiva da representacao matri-
cial onde trataremos das sucessoes de polinémios ortogonais moénicas e respectivos
associados de primeira espécie em simultaneo. No final, deste capitulo, apresentare-
mos uma abordagem as sucessoes de polinémios ortogonais de variavel discreta tendo

referéncia a teoria geral desenvolvida por Magnus em [45].

iii
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A classe dos polinémios ortogonais de Laguerre-Hahn, para o caso da ortogonali-
dade sobre subconjuntos da recta real, foi estudada, em grande parte, por Hahn [33,

34|, Magnus [41, 44], Maroni, Dini, Marcellan e co-autores [24, 48, 50, 51].

Laguerre, em [40], comegou por investigar fracgoes continuas que satisfaziam
equagoes diferenciais e mostrou como construir a equacao diferencial satisfeita por
cada denominador, sendo este um polinémio ortogonal. Hahn trabalhou na direcgao
reciproca e pretendia saber o que acontecia quando os polindmios ortogonais sa-
tisfazem equacoes diferenciais lineares de ordem fixa com coeficientes polinomiais
de grau independente de n. Estas familias de polinémios ortogonais sao as deno-
minadas Laguerre-Hahn e foram introduzidos por A. Magnus em [41]. Mas foram
Maroni e Dini em [23, 24, 50, 51| que estudaram estas familias mais exaustivamente
fazendo uma abordagem aos polinémios ortogonais de Laguerre-Hahn segundo uma

perspectiva funcional.

Maroni e co-autores desenvolveram os polinomios Laguerre-Hahn e familias as-
sociadas (ver [24, 52] e referéncias ai citadas). A classe dos polinémios ortogonais
Laguerre-Hahn classe zero foi estudada em [18] por Bouakkaz e Maroni. A esta classe
pertencem os polinémios ortogonais classicos, seus associados de primeira espécie,

polinémios ortogonais co-recursivos, co-dilatados e co-modificados generalizados.

Em [58], Ronveaux determinou, explicitamente, as equagoes diferenciais de quarta
ordem para os polinémios associados de primeira espécie dos classicos e justificando
que estes polinémios Pél_)l () correspondentes ao polinémio P, classico (excluindo
a familia Tchebychev) pertencem a classe Laguerre-Hahn e portanto sao solugao de

uma equacao diferencial de quarta ordem.

Em [41], Magnus propoe uma solugao para a equagao diferencial do tipo Riccati
onde utiliza os polinémios ortogonais do tipo Laguerre-Hahn. Em [44], tratou do
caso das sucessoes de polinémios ortogonais semi-classicas onde considera a equagao
diferencial de Riccati satisfeita pela funcao de Stieltjes, .S, pois, segundo Magnus, é

o ponto de partida mais simples.
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A perspectiva utilizada por Magnus nesse trabalho é a proposta por Hahn em [32].
Hahn, nos seus trabalhos, estuda uma caracterizacao para as sucessoes de polindémios
ortogonais reais, { P, }, através de equagoes diferenciais de segunda ordem com coefi-
cientes polinomiais e em [31, 32] estabeleceu uma equivaléncia entre estas equagoes
diferenciais de segunda ordem e as relagoes de estrutura de primeira ordem com coe-
ficientes polinomiais para { P, }. Para o caso da ortogonalidade real estas relagoes de

estrutura de primeira ordem caracterizam o caracter semi-classico de {P, } (ver [8]).

Tendo como motivagao trabalho [44] fazemos, no capitulo II, um estudo andlogo
ao de Magnus mas para as sucessoes de polindmios ortogonais de Laguerre-Hahn
definidas na recta real, pois este tratou do caso semi-classico. Utilizaremos notagao
vectorial e matricial onde serao consideradas as sucessoes de polindémios ortogonais
monicos, {P,}, assim como os seus associados de primeira espécie, {P,Sl)} e adap-
tando o método desenvolvido por Branquinho e Rebocho em [9, 10, 57] para o caso

da circunferéncia unitéria.

Partiremos da equagao diferencial de segunda ordem do tipo Riccati
A(z)S'(z) = B(x)S*(z) + C(2)S(z) + D(x) (1)

com A(x) # 0, B(z) # 0, A(z), B(z),C(x),D(z) € P de graus limitados e das
relagoes de estrutura de primeira ordem, obtidas em [23, 41] e que caracterizam
os polinémios ortogonais Laguerre-Hahn. Reescrevemos estas relacoes na forma

matricial, considerando o vector 1, (z) = [P,y1 pY |7, através da equacao matricial

onde M, e N, sao matrizes de ordem dois com coeficientes polinomiais que nao de-
pendem de n. Através desta desta relacao obtemos uma equacao diferencial vectorial

de segunda ordem com coeficientes matriciais
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onde os coeficientes estao definidos por

A, = AN,
B, = A((A'Iy = M)N, — Ny M,y + NN, 22 4 AN})
Cp= Meletle — AM — (N Moy + Ny Ny 1 522 4+ AN M,

M, e N, sao as matrizes de ordem dois obtidas anteriormente.

Hahn, em [32] afirmava que para as sucessoes de polindmios ortogonais definidos
na recta real as respectivas equagoes diferenciais lineares com coeficientes polino-
miais tém ordem minima dois ou quatro. Mais, Hahn provou que as solugoes das
equacgoes diferenciais lineares de quarta ordem podem ser escritas em termos de
solucoes de equacgoes diferenciais de segunda ordem. Mas a condig¢ao reciproca nao

foi demonstrada.

Neste trabalho provaremos que conseguimos obter uma equacao diferencial de
primeira ordem do tipo Sylvester tendo como ponto de partida a equacao diferencial
vectorial de segunda ordem com coeficientes matriciais (3). De seguida, mostra-
-se que a equagao de Sylvester obtida tem a mesma estrutura que a relacao (2) e
deste modo conseguimos chegar a equagao diferencial de Riccati. Apresentamos,
assim, uma caracterizacao fechada para as sucessoes de polinémios ortogonais de
Laguerre-Hahn na recta real.

Considerando as sucessoes de fungdes de segunda espécie, {¢,} obtemos, de modo
analogo ao anterior, uma caracterizacao para as sucessoes de polinémios ortogonais
Laguerre-Hahn na recta real obtendo uma equivaléncia entre a equacao diferencial

de Riccati (1) e a equagao diferencial de segunda ordem
-AnQZJrl + BnQ;LJrl + enQn+1 =0

com coeficientes nao polinomiais pois dependem de S.

No final do capitulo aplicaremos o método desenvolvido aos polinémios ortogo-
nais Laguerre-Hahn de classe zero. Neste exemplo obtemos um operador que é do

tipo Sturm-Liouville e vai de encontro com os resultados obtidos por Branquinho
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em [5] (cf. capitulo IV.7). Neste trabalho, Branquinho, estudou o caso cldssico onde
explicitou relacoes que permitem determinar os coeficientes da relagao de recorréncia
a trés termos assim como as medidas associadas a estas familias de polinémios. De
facto, Branquinho encontrou uma caracterizacao para as familias de polinémios
Laguerre-Hahn, como serd mostrado na seccao quatro do capitulo II. Mostraremos,
também, que os exemplos encontrados vao de encontro com o que foi feito por

Maroni e Bouakkaz [18].

Em [41], Magnus deduziu sistemas diferenciais para sucessoes de polindmios semi-
-classicas sobre subconjuntos de R. Considerou sucessoes de polinémios ortogonais

{P,} relativamente a uma funcao de Stieltjes, S, verificando AS’ = BS + D, entéao

/ Un — % O B, %L
@n—l _Un - Pn—l ol

2 w

onde w é a fungao peso da respectiva medida, {¢, } é a sucessao de fungoes de segunda
espécie e U,, ©, sao polinémios cujos graus nao dependem de n. No capitulo III
iremos proceder de modo andlogo ao de Magnus. Comegaremos por reinterpretar
os resultados obtidos no capitulo II estabelecendo uma equivaléncia entre a equagao

diferencial de Riccati e equacoes matriciais do tipo Sylvester da forma

AY) =B,Y, - Y,C (3)
com
_ln+1 @711+1 % -D Pn+1 Pél)
Ba=] _ot g1t ¢= c| ¢ = 1)
- Oy = B -5 P, P,

onde I, 11,0 e OL 41 polinémios de graus limitados que nao dependem de n e onde
By Yn s80 0s coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos de {P, }. Também
obtemos as expressoes para o det B, e concluiremos que o traco da matriz B,, é
zero. Estas equagdes sdo analogas as obtidas por Magnus em [41] para o caso de
ortogonalidade real e por Ismail e Witte [35] e por Branquinho e Rebocho em [10]

para o caso da ortogonalidade sobre a circunferéncia.
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Quando consideramos B(x) = 0 na equagao (1) obtemos uma equacao diferencial

linear de primeira ordem
A(x)S'(z) = C(x)S(z) + D(x).

A funcional linear diz-se Laguerre-Hahn afim e coincide com a funcional semi-cléssica

como foi mostrado em [51].

Os polinémios ortogonais semi-cléssicos foram introduzidos por Laguerre e Shohat
e sao a generalizacao natural dos polinémios classicos. Foi Shohat quem iniciou o
estudo dos polinémios ortogonais semi-cléssicos quando em [59] estudou as sucessoes
de polinémios ortogonais moénicos associadas a funcionais de momentos regulares e
que verificam equagoes diferenciais do tipo Pearson D(¢u) + ¢u = 0 onde u é uma
funcao integravel com derivada integravel ¢, € P e grau de ¢» > 1. Se wu satisfaz
uma equacao diferencial do tipo Pearson entao a sucessao de polinémios ortogonais

monica associada a u verifica as relagoes de estrutura de primeira ordem

n+s

V(@) Po(x) + ¢(2) Pr(a) = Y anpPr n>s (4)

k=n—s
onde s = max{gr(y — 1),gr(¢ — 2)}.

Foram varios os trabalhos que contribuiram para o desenvolvemento da teoria
dos polinémios ortogonais semi-classicos. Entre eles estao Krall que em [39] obteve
trés novas classes de polindmios ortogonais com respeito a medidas que nao sao
absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue de onde resultaram os
polinémios que satisfazem uma equagao diferencial linear de quarta ordem. Karlin e
Szégo [38] encontraram as medidas associadas as sucessoes de polindémios ortogonais
monicos que satisfazem a relagdo (4) e em [17] Bonan, Lubinski e Nevai determi-

naram explicitamente a medida.

Karlin e Szégo propuseram um problema que consistia na caracterizacao das
fungoes pesos associadas a sucessoes de polindémios ortogonais moénicos e na deter-
minacao das sucessoes de polinémios ménicos que verificavam a equagao (4). Foram

AL-Salam e Chihara em [1] que estudaram o problema de Karlin e Szégo para s = 0
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e Hahn em [32] apresentou o resultado que a sucessao de polinémios ortogonais { P, }

verifica a equagao diferencial de segunda ordem como
An () Py(z) + Bu(2) Py () + Co(2) Po(2) = 0, (5)

onde A,, B,,, C,, sao polindmios que nao dependem de n, se e somente se verifica as

relacoes de estrutura com coeficientes polinomiais
¢(x) P41 (x) = Sn(2) Posa (2) + To(2) Pa(x), n>0.

Nevai [54] considerou a adi¢do de um nimero finito de pontos de massa a uma
medida positiva e estudou o comportamento assimptotico dos correspondentes poli-
némios ortogonais enquanto que Marcellan e Maroni estavam interessados na andlise
das modificagoes das funcionais semi-classicas fazendo a adi¢cao de massas arbitréarias

em qualquer ponto da recta real.

Foi Maroni que em [51] trabalhou a funcional de momentos linear e deu uma teoria
unificadora para as familias de polindmios semi-classicas. Provou que estas sucessoes
de polinémios ortogonais moénicos sao aquelas cujas sucessoes de polinémios deriva-
das é quase-ortogonal de uma dada ordem e se {P,} verifica a equagao (4) entao
qualquer funcao peso que lhe estd associada verifica a equacao de Pearson. Mostrou,
também, que a classe semi-cldssica coincide com a classe Laguerre-Hahn afim e
que esta vem definida em termos de uma equacao diferencial linear de primeira
ordem com coeficientes polinomiais para a funcao formal de Stieltjes, S, por ¢S’ =
CS + F. Esta equagao é equivalente a equacao de Pearson D(¢u) + u = 0 para
a correspondente funcional de ortogonalidade, u, definida no espaco dos polindémios
reais de variavel real, onde D é o operador de derivacao e ¢ um polinémio que

depende de ¢ e de C.

Branquinho em [8] mostrou que se { P,} satisfaz uma equagao do tipo (4) toman-
do em vez de ¢ um polinémio que depende de n, a medida de ortogonalidade verifica

uma equagao do tipo Pearson.
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Marcelldn em [46] apresentou um estudo completo das familias semi-cldssicas.
Com Alvarez-Nodarse, Marcelldn, generalizou os polinomios classicos de Laguerre
adicionando a derivada de um delta de Dirac no ponto z = 0 e foi mostrado o
cardcter hipergeométrico destes novos polinémios. Com Prianes em [56] obteve
condigOes necessarias e suficientes para que as funcionais modificadas sejam quasi-
definidas. Juntamente com Ronveaux [49] estudou as sucessoes de polinémios orto-

gonais monicos {P,} que verificam uma equagao diferencial de segunda ordem (5).

Ainda no capitulo III obtemos uma solugdo para a equagao de Sylvester (3)
através do Teorema de Radon (cf. [36]). Esta solucao é dada pela matriz Y,, = P,L~!

com n € N e as matrizes P,, e L verificam os sistemas diferenciais

AR (2) = C(2)L(2) A(2)P,(2) = Bu(2)Pul2)
L(Zo) = IQXQ :Pn(Z()) = Yn(Z())

Nestas condigoes temos entao que um sistema fundamental de solugoes é dado por

@nt1
=~ Pn+1 -
P, =

P,

B[P

com {ﬁn} é uma sucessao de polinémios ortogonais em relacdo a um peso semi-
-cldssico w, {g,} a respectiva sucessao de fungoes de segunda espécie e C um
polinémio que sera determinado no final do capitulo. Mostramos também que se S
verifica a equagao de Riccati (1) entdao S é uma transformagao racional e linear da

funcao de Stieltjes semi-classica S.

O capitulo IV ¢é inspirado no trabalho de Magnus [42] onde sao relacionadas as
familias de polinémios Laguerre-Hahn de varidvel discreta com os polinémios de
Askey-Wilson. Neste trabalho Magnus estudou sucessoes de polinémios Laguerre-
-Hahn de varidvel discreta definidas em redes nao uniformes e estabeleceu relacoes

de recorréncia em diferencas essénciais.

Existem muitos trabalhos sobre os polindmios ortogonais de variavel discreta
mas foram Nikiforov e Suslov em [55] que primeiramente consideraram de forma

unificada todos os sistemas de polinémios ortogonais classicos de variavel discreta
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dando uma teoria geral e classificacao para estas familias de polinémios. Poste-
riormente, Koekoek e Swarttouw compilaram e tabelaram os trabalhos existentes
sobre familias de polinémios ortogonais gerais no que se denomina por Esquema de

Askey [37].

A classe dos polinémios ortogonais de variavel discreta foi estudada por muitos au-
tores entre eles Garcia, Marcellan, e Salto que, em [29], caracterizaram os polindmios
ortogonais classicos discretos pertencentes a classe de Hahn: sucessoes de polindmios
de Hahn, Charlier, Meixner e Krawtchouk. Em [53], Medem, Alvarez-Nodarse e
Marcellan caracterizaram os polinémios pertencentes a classe de g-Hahn através de
relagoes de estrutura. Obtiveram-na colocando o operador g-derivada D, no lugar

da derivada onde

D,.(7)(e) = L =,

A familia de polinémios ortogonais P,(x) que obtiveram esté na classe de q-Hahn se
os polinémios (D, P,)(z) sdo, novamente, polinémios ortogonais. Num certo sentido
os polinémios ortogonais classicos estao contidos na classe que estamos aqui a falar
pois os polinémios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite sao casos limite dos
polinémios ortogonais discretos de Hahn, Meixner e Charlier, respectivamente, como

foi mostrado em [30] por Godoy et al.

Foi Hahn, em [31], quem generalizou as propriedades que caracterizam os poli-
némios ortogonais classicos de variavel discreta. No lugar de derivadas, considerou

o operador linear L, mais geral que D,, definido por

Lyu(De) = HEXDZTE y cre

e quando se considera o caso limite, tomando w =0 e ¢ — 1 em L, obtem-se o ope-
rador derivada utilizado no caso continuo. Provou que estas familias de polindmios
determinam uma unica classe de polinémios ortogonais e que estes polinémios podem
ser construidos em termos de séries hipergeométricas basicas. Como as derivadas sao
casos limite do operador de Hahn, os polinémios ortogonais classicos estao contidos

na classe de Hahn. Considerando o caso em que ¢ € (0,1) e w = 0 resulta a tabela
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de g-Hahn (cf. [37]). Obteve, também, uma sucessao de polinémios ortogonais mais
geral {P,} tal que a sucessao das suas g-derivadas {D,P,} ainda é uma sucessao
de polinémios ortogonais que sdo designados por polindémios “big g-Jacobi” (ver
seccao 4.1 de [2]). Provou, também, que esta familia de polindmios satisfaz uma

equagao em diferencas de segunda ordem da forma
o(z)DD1P,(x) + 7(2)DyPn(x) + N\ P(z) =0 (6)

onde 0,7 sdo polinémios independentes de n, gr(c) < 2,gr(7) = 1 e A, é uma
constante. Os polinémios g-classicos e g-semi-classicos aparecem em trabalhos de
Alvarez—Nordase, Medem e Marcellan, Foupoagnigni e Ronveaux e Godoy et al
(cf. [2, 53, 27, 30]). Atakishiev et al, [13], obtiveram a relagdo de ortogonali-
dade discreta usando a equagao em diferengas de segunda ordem (6) satisfeita pela
familia ortogonal { P, }, e a equacao do tipo Pearson satisfeita pela respectiva funcao

peso.

Em [26], Foupouagnigni e Marcellan caracterizaram as sucessoes de polinémios
relativas aos funcionais lineares D,,-Laguerre-Hahn. Em [28], Foupouagnigni apre-
sentou uma caracterizacao dos polinémios ortogonais classicos no sentido de Hahn
e consistente com a definicdo dada por Andrews e Askey em [3]. Em [21], Costas-
-Santos e Lara estudaram as familias de polinémios de Hahn em que os polinémios
de ordem superior a n podem ser caracterizados pela ortogonalidade A-Sobolev e
Duenas et al [22] consideraram uma perturbagao na funcional linear adicionando-
-lhe a derivada de um delta de Dirac verificando que a familia de polinémios resul-

tante mantinha o caracter Laguerre-Hahn.

Em [12], Atakishiyev et al estudaram as sucessoes de polinémios ortogonais de que
satisfazem equacgoes em diferencas de quarta ordem para os polinémios associados
de primeira espécie relativas aos cldssicos, assim como foi feito em [23, 27, 28].
Bangerezako [14], estabeleceu uma generalizacao das equagoes em diferencas de
quarta ordem para sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn considerando

redes nao uniformes especiais. Depois considera os casos particulares dos polindmios
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ortogonais classicos associados de ordem r em redes lineares, g-lineares e g-nao-

lineares que sao do tipo Askey-Wilson.

No quarto capitulo iremos caracterizar as sucessoes de polinémios ortogonais de
varidvel discreta tendo como ponto de partida os trabalhos de Magnus [42, 45] e,
também, os trabalhos de Branquinho e Rebocho [9, 10] onde estudaram caracteri-
zagoes para as sucessoes de polindémios ortogonais Laguerre-Hahn definidos sobre a

circunferéncia unitdria.

Quando na equagao diferencial de segunda ordem do tipo Riccati (1) substituimos
o operador derivada por um operador mais geral ® definido por

f(na()) — fm(x))

) == @)

onde 1y (z), n2(x) sdo as raizes da equagado quadrética
Ay? +2Bxy + Ca* + 2Dy + 2Ex + F = 0, A#0

obtemos que as sucessoes de fungoes de segunda espécie S satisfazem uma equagao

em diferencas do tipo Riccati

A(@)D(5)(z) = B(2)S(m(x))S (n2(x)) + C(2)M(S)(2) + D(x)

flna(2)) + f(m(x))
5 :

A seccao um, do capitulo IV, comeca com uma demonstragao alternativa do

e onde o operador M estd definido por M(f)(x) =

Lema de Magnus, para o caso Laguerre-Hahn discreto, relativamente a realizada
por Magnus em [42]. Esta serd baseada na demonstragao que existe para o caso

semi-cléssico obtida por Branquinho, em [4].

Na seccao dois caracterizaremos as sucessoes de polinomios ortogonais Laguer-
re-Hahn discretas estabelecendo uma equivaléncia entre as relagoes de estrutura de
primeira ordem para as sucessoes de polinémios ortogonais monicos { P, } e sucessoes
de fungdes de segunda espécie {g,} partindo da equagdo em diferencas de Riccati
e utilizando as sucessoes de vectores de polinémios 1, = [P,41 P,Sl)]T, definidas no

capitulo I.
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De seguida encontraremos uma equacao de segunda ordem em diferengas que ca-
racteriza os polinémios ortogonais discretos. O procedimento sera andlogo ao que
foi desenvolvido por Magnus em [42, 45]. Na secgao trés estabeleceremos equagoes
em diferencas do tipo Sylvester e na seccao quatro faremos um estudo da classe

semi-classica discreta.



CAPITULO |
Teoria Geral dos Polinémios Ortogonais

Neste capitulo abordaremos a teoria geral dos polinémios ortogonais sobre a recta
real indicando alguns resultados que serao relevantes para os capitulos seguintes que
serao tratados nas secgoes um e dois. Faremos uma breve abordagem as sucessoes de
polinémios ortogonais de primeira espécie, funcao de Stieltjes, funcoes de segunda
espécie, formula de Darboux-Christoffel e de Liouville-Ostrogradsky, Teorema de

Markov, Lema de Magnus e sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn.

Na seccgao trés apresentaremos as relacoes de recorréncia a trés termos e relagoes
de ortogonalidade na forma matricial pois serd esta a notagao que iremos utilizar

nos capitulos seguintes.

As secgoes quatro a seis serao dedicadas aos polinémios ortogonais de variavel
discreta definidos em redes nao lineares. Os resultados que apresentamos, na sua
maioria, sao devidos a Magnus (ver [43, 44, 45]). Comegaremos com as defini¢oes
de redes lineares e nao lineares, operador em diferengas de primeira ordem 2, ope-
rador média aritmética M e respectivas propriedades algébricas. Estabeleceremos
a férmula de Darboux-Christoffel, formula de Liouville-Ostrogradski, relagoes de
recorréncia a trés termos para as sucessoes de polinémios ortogonais { P, } e {PS)},
de variavel discreta, quando aplicados os operadores. Apresentaremos estas relacoes
na forma matricial pois serd esta notacao que iremos utilizar no capitulo IV. No
final do capitulo definiremos as sucessoes de polindémios ortogonais Laguerre-Hahn

para variavel discreta juntamente com alguns exemplos.
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1. Uma introducao a teoria dos polinémios ortogonais

Seja P o espaco linear dos polinomios definidos em R com coeficientes complexos

e considere-se a funcional linear u sobre P definida da seguinte forma
u : P—C, (u, ") = uy,.

A sucessao de nimeros complexos (u, ), com u definida como anteriormente diz-se

uma sucessao de momentos.

Observacdo I.1. Uma funcional u diz-se positiva, se existe uma medida positiva u tal

que u = [p x"dp, n € N.

Definicdo |.1. Seja w um fungao positiva, integravel, definida num subconjunto de R.
Denominamos por fun¢do peso, a funcao cujos integrais correspondentes a u, =

[; 2"w(x)dx séo finitos.
Seja H,, o determinante de Hankel de ordem (n+ 1),n € N, associado a sucessao
dos (n + 1) primeiros momentos

uo DY un

temos que:

Teorema |.1. Seja u uma funcional de momentos com sucessio de momentos (uy,).
Existe uma sucessao de polindmios ortogonais associada u se, e somente se, H, # 0
comn=0,1,....

Esta sucessao de polinémios vem dada, a menos de uma constante, por

Ug U1 “e Up,

P,(x)=| ' ' ' H' com n>1, Py(r)=1,

Up—1 Up—2 -+ U2p—1
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obtém-se

Hn—i-l(I)

e esta equagao fornece-nos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de

(u, Py () Py(z)) = Omn, m,n € N,

uma sucessao de polindémios ortogonais. Daqui resulta que

Teorema 1.2. A funcional u diz-se reqular ou quase-definida quando estiver associada
a uma sucessao de polinomios ortogonais monicos, ou quando H, # 0. A funcional
u, € definida positiva se e somente se os momentos sao todos reais e H, > 0. Neste

caso {P,} € uma sucessao de polindmios ortogonais reais.

As familias de polinémios ortogonais { P, } tém diversas caracteriza¢oes mas uma
das mais utilizadas ¢ a relagao de recorréncia a trés termos pois quaisquer trés

elementos consecutivos de { P, } satisfazem uma relagao de recorréncia do tipo

Poii(z) = (x — Bn) Pu(x) — Y Pu1(x), (I.1)

paran € N, P_y(z) =0 e Py =1 onde (3,, 7, s@o constantes e 7, # 0.

Um dos resultados mais importantes, neste contexto, deve-se a Favard [25], e
afirma que qualquer sucessao de polindémios que satisfaca uma relagao de recorréncia

da forma (I.1) é uma sucessao de polinémios ortogonais. Concretamente tem-se

Teorema 1.3 (Favard, 1935). Sejam (5,), (7n) sucessoes de nimeros complexos e { P, }
uma sucessao de polindmios definida pela relagao de recorréncia(l.1). Entdo existe
uma funcional de momentos relativamente a qual { P,} é uma sucessdao de polindmios
ortogonais monicos, ou seja, uma sucessao de polinomios que verificam (u, 1) = v,
e (u, PnPy) =71 - “Yn+10m.n-

[Além disso, a funcional linear u é quase-definida se e somente se A\, # 0, e u é

definida-positiva se e somente se (8,) CR e (\,) CR" comn € N.]

Os exemplos mais notaveis de sucessoes de polinémios ortogonais surgem quando

as funcoes peso estao definidas em intervalos de nimeros reais ou em conjuntos
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discretos. E o caso das sobejamente estudadas sucessoes de polinémios ortogonais

classicas, sucessoes de polinémios de Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel [11, 20, 30].

De seguida apresentamos uma condi¢ao necessaria de ortogonalidade

Teorema 1.4 (Darboux-Christoffel). Sejam {P,} uma sucessao de polindmios mdnicos,

e Ay # 0. As afirmacoes sao equivalentes:

(1) A sucessao de polindmios ortogonais { P,} satisfaz a relagdo de recorréncia
a trés termos (1.1);
(2) temos a identidade de Darbouz-Christoffel

 Pu(@)Pi(y)  Para(@)Paly) — Pa(z) Pusa(y)
Z)\l...)\kﬂ - A An(z — y) ) (1.2)

k=0

(3) € vdlida a forma confluente de Darboux-Christoffel

i Pi(z)  Pin(@)Bu(z) — Pi(@) P ()
ko/\l"')‘kJrl At Ak '

(4) e a férmula de Liouville-Ostrogradsky

P (x) P () — Pua(2) PV (2) = -0, (1.3)

onde yo=1com~; #0, j=1,2,...,n.
Demonstragdo: As condigoes (1) = (2) = (3) = (4) sdo conhecidas (c.f. [20]).
Brezinski, [19], provou (2) = (1), Branquinho, [4], provou (3) = (1).

Vamos demonstrar (4) = (1). Da férmula de Liouville-Ostrogradsky temos

Po(2) PV () = Paa(2) P (2) = it (Poi () PV, () — Pa(a) PV, (),

n

PAP + 7, PO} = {Pyy + 4n Pt 1PV,

. 1)~ oA . ~
Resulta, assim que P, e P ndo tém rafzes em comum e sdo de graunen — 1,

n—1

respectivamente; pelo que existe um polinémios [,, tal que
Pn+1 + ’YnPn—l = lnPn € P,i + ’YNPr(Ll—)2 = lnPr(Ll)

Por comparacao do termo de maior grau temos que l,, =z — §,, [, é de grau 1. A
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A sucessao de polinémios ortogonais monicos associada de primeira espécie que

esta associada a uma modificagao da funcional linear u define-se do modo seguinte:

Defini¢do 1.2. Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogonais associada & funcional
linear u. Definimos sucessao de polinomios ortogonais associada de primeira espécie

como sendo a sucessao {P,(Ll)} de termos geral

PO () = 1 <ut, Poi(z) — Pn+1(t)> (1.4)

Ug z—t

onde u; representa a ac¢ao de u na variavel ¢.

~ ., . . . . ;. 1 .
A sucessao de polindémios ortogonais de primeira espécie, {P,S )}, satisfaz a mesma

relagao de recorréncia a trés termos que {P,}

P,(z) = (x — By)Pa_y(2) — YnPoa(z), n=1,2,... (15)
com as condicdes iniciais P_; = 0 ¢ By = 1 entao P,(z) = —P'", (z).

De seguida definimos outra solugao de (I.1):

Defini¢do I.3. Seja { P,} uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos. A sucessao

de polinémios ortogonais moénicos definida por
PnJrl(x?d) :PnJrl(x)_dpvgl)(x)a neN

designa-se co-recursiva correspondente a { P, }. As condigdes iniciais sao Py(z,d) = 1

e P (z,d) = Py(z) — d.
Temos também (cf. [5]):

Definicdo .4. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais ménicos associada

a funcional linear u. Dizemos que R,, é uma transformacdao afim de P, se existirem

Py, (ax+b)
a” ’

parametros reais a,b, a # 0 tais que R, = Neste caso {R,} satisfaz a

relacao de recorréncia a trés termos seguinte

5n_b
a

2Ro(z) = Rysr(z) + Ra(z) + %Rn,l(@, neN

/30—17'

com [3,, v, coeficientes de (I.1) e com condigdes iniciais Ro(z) = 1e Ri(z) = v— =
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Definicdo 1.5. Seja v uma funcional regular. Chama-se func¢ao de Stieltjes formal a
Up,

S = [ (et ==Y

n>0

onde u,, n > 0, sao os momentos de u.

A funcao de Stieltjes, S, admite a representacao em a frac¢cao continua de Jacobi

seguinte:
1

71 ’
PR R — -
z—fB2— "-
Quanto a questoes de convergéncia relativas as sucessoes de polindmios ortogonais

S(z) =

monicos temos o seguinte Teorema:

Teorema 1.5 (Markov). Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais monicos asso-

ciada a uma medida de Borel positiva p. Entdo

- PY(2)
nh_}nolo ) S(z) (1.6)

uniformemente em todo o subconjunto compacto de C\ supp(pu).

Observacdo 1.2. No Teorema de Markov supp(u) designa o suporte de ju, ou seja, é

o menor conjunto fechado contendo todos os pontos de incremento de .

As fungoes de sequnda espécie, associadas a {P,} e u, {g, }n>0, definem-se por

onde {P,}, n = 0,1,... sdo os polinémios ortogonais com medida u e estdao bem

definidas para pontos pertencentes ao conjunto C \ {supp(u)}.

As sucessoes de fungoes de segunda espécie, {g,} satisfazem a mesma relagao de

recorréncia a trés termos que {P,}

qn+1(x) = (l’ - ﬁn)qn(x) - ’YnQn—1<CC> (17)

du(t)

—. Como se pode verificar ¢y ¢ a

com condigoes iniciais g_1(z) = 1 e go(z) = [

transformada de Stieltjes da medida p (ver [61]).
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Deste resultado obtemos a relacao de Hermite-Padé
Py (2)S(z) — Pél)(l,) = Gn+1(2) (1.8)

que sera o ponto de partida para se chegar as relagoes de estrutura de primeira ordem
para as sucessoes de polindmios ortogonais monicas {F,}, como serda mostrado no
préximo capitulo. Outro resultado que serd ttil é o Lema de Magnus (cf. [4] pag.41)
onde temos uma relacao entre as sucessoes de polindmios ortogonais e a equagao
diferencial de Riccati. Este Lema pode generalizar-se a uma fungao qualquer da

seguinte forma:

Teorema 1.6. Seja {f,} uma sucessdo de fungoes, qualquer, e existem duas sucessoes
de numeros reais (B,) e (yn) com v, # 0, para todo n € N tais que satisfazem uma

relacao de recorréncia a trés termos

Cfn(2) = fos1 () + Buful@) + mfas
fn+1

com condi¢oes iniciais f_1 = 0 e fo(x) = 1. Suponhamos que g, = verifica a

Jn

equacao
a5 (1) g, (2) = bn(2) g5 (¥) + Cugn(@) + dp(z), n €N

onde ay,b,,c, e d, sao polinomios de graus limitados; entao, para n € N

Ap+1 = Qp
d,
bn+1 -
TYn+1
dy,
Cnt+1 = _071_2($_ﬁn—&-1),y
n+1

o dn

Yn+1

dn+1 = ay+ 7n+1bn + (3: - ﬁnJrl)cn + (iL‘ - ﬁn+1>

2. Familias de polinémios ortogonais na recta real

Definimos, de seguida, as sucessoes polindmios ortogonais Laguerre-Hahn. Segui-

remos os trabalhos de Magnus e Maroni [41, 51]. Mostraremos que as familias de
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polinémios ortogonais classicas e semi-classicas pertencem a esta classe de polindmios

ortogonais.

Definicdo 1.6. Uma funcional linear regular w diz-se Laguerre-Hahn se a respectiva

funcao de Stieltjes S verifica a equacao diferencial de Riccati
A(2)S'(2) = B(2)S?(2) + C(2)S(2) + D(2) (1.9)

onde A(z) # 0, B(z) #0 e C* —4BD # 0.

A sucessao de polinémios ortogonais relativamente a u designa-se por sucessao

de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn.

Quando B = 0, a funcional S designa-se por Laguerre-Hahn afim e a respectiva
sucessao de polinémios ortogonais designa-se por sucessao de polinomios ortogo-
nais Laguerre-Hahn afim. A classe dos polinémios ortogonais Laguerre-Hahn afim

coincide com classe semi-cldssica (ver [51]).

Os polinémios de Laguerre-Hahn podem ser caracterizados de varias formas como
foi descrito em [18]. S&o as sucessoes de polinémios ortogonais { P, },>¢ tais que cada
polinémio P,, n > 0 verifica a relagao de estrutura

n+d
A(x) rIL+1 - B(a:)Pél)(x) = Z @n,kpk(ac) n>s+1

k=n—s
onde s = max(p — 1,d — 2), d = max(t,r) e t,p,r sdo os graus dos polinémios A, B
e 1, respectivamente.

Os polinémios ortogonais Laguerre-Hahn constituem uma familia mais alargada
do que a dos polindémios semi-classicos. Quando s = 0 obtém-se as sucessoes
de polinémios de Laguerre-Hahn de classe zero que compreendem as sucessoes de
polinémios ortogonais cldssicas, os seus associados, co-recursivos e as sucessoes de
polinémios perturbados de primeira ordem. Ao considerar uma perturbagao na

condi¢ao inicial dessa sucessao, ou seja, fazendo Py(z,k) = = — By — k, a sucessao
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resultante { P, (z,k)} é uma sucessdo de polindmios ortogonais co-recursivos sendo

a relacao de recorréncia a trés termos definida por

Pio(x, k) = (& — Bpy1) Posi(z, k) — Y1 Po(x, k), n=0,1,...

com condigoes iniciais Py(z,k) = 1 e Py(z,k) = = — fy — k. Esta sucessao de
polinémios é, em geral, semi-classica e pertence a familia de polinémios Laguerre-
-Hahn. Pertencem, também, a esta familia as sucessoes de polindémios ortogonais
onde ¢ feita uma translagao em [; ou uma dilatacao em ~; e as sucessoes de
polinémios ortogonais associadas de primeira ordem, para o caso em que {P,} é

semi-cldssico.

Em [32], Hahn, estabeleceu que cada polinémio de uma sucessao ortogonal de
Laguerre-Hahn satisfaz uma equacao diferencial de quarta ordem com coeficientes

polinomiais que dependem de n.

3. Forma matricial para as relagoes de recorréncia

. ~ e s . . ;. 1 ~
Sejam {P,} uma sucessado de polinémios ortogonais monicos, {PT(L )} sucessao de
polinémios associados de primeira espécie e {g,} sucessdao de fungdes de segunda

espécie relativas a u. Definimos as seguintes matrizes, n > 0

wn = [Pn+1 Pél)]T (IlO)
o = J’” (L12)
n—1
[ (1)
P, Pl
Yy, = | " (1.13)
(1)
L P’fl Pnfl
A, = |FT0 T (L.14)
1 0

que serao necessarias nos capitulos seguintes e onde [.|T denota a matriz transposta.
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As relagoes de recorréncia a trés termos (I.1) e (I.5) podem ser escritas pela

relagao

que representamos na forma matricial por

Poa(e) B@) | o= | | Pale)  Pi()
(1) - (1) (L.15)
Fu(z) Py () 1 0 | [Paalz) Ppiy(x)
o r— 0 1
com condi¢ao inicial Yy(x) = , Vn e N.
1 0

Estas sucessoes de matrizes satisfazem as relagoes que apresentamos no Lema

seguinte:

Lema I.1. Seja u uma funcional linear reqular, S a funcao de Stieltjes associada
a u e sejam {n}, {on}, {Qn} sucessoes de vectores. Consideremos, também, os
coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos de { P, }, B, e vn onde By, v € C,

Yn # 0. Entao,

(1) a sucessao {1} satisfaz a relagio de recorréncia a trés termos

wn(l') = (‘1' - ﬁn)wnfl - ’W#nq, Vn > 1; (Il6)

com condigoes iniciais _; = [1 0T ey = [z — [y 1]T;

(2) a sucessao {pn,} satisfaz a relagio, VYn € N,

on(2) = Kn(2)pn1(2) (L.17)

x— Bu)ls —ynl: T
com K, = ( On)l2 Tnt2 epo= |z —LF 1 10] e onde Iy de-
I 0,
nota a matriz identidade de ordem 2;
(3) a sucessio {Q,} satisfaz a relagio, Yn > 1, Qn(x) = An(z)Qn-1 com
S

condigoes iniciais Qo =
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Para demonstrar este Lema basta considerar as relagoes de recorréncia a trés
termos da sucessao de polindmios ortogonais ménicos (I.1), respectivos associados

de primeira espécie, (1.5) e da sucessao de fungoes de segunda espécie {q,} (I.7).

4. Polinémios ortogonais discretos em Redes nao uniformes

Nesta seccao iremos considerar as sucessoes polindémios ortogonais discretos defi-

nidos em redes nao uniformes. Comegamos com a definicao de rede linear:

Defini¢do I.7. Uma funcdo complexa x(s) de varidvel complexa z diz-se uma rede de

tipo linear se
2(z+¢) = F(Qz(2) + G(¢), Vz,(eC, F(()#0

sendo F' e G fungoes complexas que nao dependem de z.

Apresentamos alguns exemplos de redes lineares mais utilizadas:

Exemplo 4.1.
(1) Quando F({) =1 e G(¢) = ¢ temos a rede linear x(s) = s.
(2) Funcgoes da forma z(s) = Aq®+B com A, B constantes obtemos a rede

g-linear onde q # {0,£1}. Neste caso x(s + () = F(¢)z(s) + G(¢) onde
F(¢)=¢° e G(() = B(1-q)

Para as redes nao uniformes temos:

Defini¢do 1.8. Se z(s) é uma rede linear, g-linear, quadrética ou ¢g-quadratica entao
z(s) é da forma
x(s) =Ciq % +C5q+C5, 1
(s) 19 2q+Cs, q# (L18)
z(s) =Cys?* + Css +Cs, q=1
com q € C, C; constantes arbitrarias tais que C7,C5, Cy,C5 # 0. As redes da

forma (I.18) com C1Cy # 0 ou Cy # 0 designam-se por redes nao uniformes.
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Neste trabalho iremos considerar redes quadraticas. Comecamos por definir D,

operador de primeira ordem em diferencas, por

D(f)(x) = f(n;iiz; — ﬁ?;)(m)) (1.19)

e o operador, média aritmética por

f(2(2)) + f(m(z))
= 1.2
() () ! (120
onde para cada z, m,(z) e na(x) sdo as raizes, em y, da equagdo quadratica
Ay? +2Bxy + Ca* + 2Dy + 2Ex + F = 0, A0, (I.21)

onde m(z) = p(z) + /q(x) e na(z) = p(z) — v/q(z) com p e q polinémios de graus
menor ou igual a 1 ou 2, respectivamente. Os operadores © e 91 transformam

polinémios de grau n em polinémios de grau n — 1.

O conjunto de pontos das redes, em x e em y, fica completamente determinado
pelo ponto inicial (x1,%;) na conica (1.21). A coordenada y, é a segunda ordenada
correspondente a x1, To € a segunda abcissa correspondente a y, e assim sucessiva-

mente. Salientamos o facto de as duas ordenadas y; e y,1 correspondentes a xy,

k=1,...,nsao as duas raizes da equacao (1.21), quando = = xy, entao a sua soma é
Ye + Yr+1 = _T
Yk—1+2Uk + Y1 = — o 1A ) )

Por outro lado se xp_1 e xp, sao as duas abcissas correspondentes a yi, k =
1,...,n, consideremos x como sendo uma raiz da cénica (1.21) para um dado y

entao temos (1.22) obtendo deste modo

4b2 BE —-—CD
_ 2 — — = 44— 1.22
Yk 1+( ac)yk+yk+1 A0 (1.22)
4b? BD — AF
_ 22— — = 4— 1.2
Tp—1+ ( ac) Tp + Tk AC (I.23)

onde AC # 0 para que as redes existam.
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As solugoes das equagoes (1.22) e (I1.23) tém uma parte exponencial comum que

usualmente se denomina por ¢* e g%, ou seja,

BE — CD
yp = C1 " +Chq M ————+

AC — B2
BD — AF
z, = C3q" +Cy q_k‘l‘m

onde O, Cy, O3, Cy sdo constantes e q +q ! = % —2. O tultimo termos das equacoes

anteriores dé-nos o centro conica que toma a sua forma consoante os valores de q.

Se

(1) |q| =1 obtemos uma elipse,

(2) qreal e q # {—1,1} obtemos uma hipérbole,
(3) g = 1 obtemos uma parabola.

A representagao grafica destas redes encontram-se nos trabalhos de Magnus [42, 45].

5. Propriedades Algébricas de ® e de I
Definimos de seguida as propriedades algébricas dos operadores © e de I:

Lema 1.2. Sejam f,g duas funcdes, ® e M os operadores definidos em (1.19) e

em (1.20), respectivamente. Podemos representar de varias formas ©(fg) e® (f/g):

D(f9)(x) =D(f)(x)g(m(z)) + f(m(x))D(g)(x)

(1.24)
D(f9)(@) = D) (@)gm(@) + £ (2)D(9) )
D(Fg)(x) = M(F)(2)D(9)(x) + Mlg)()D()(x) (1.25)
D) @)M(g) &) — D) @)M() )
DU = =50 @) E — aD @)
D)) Mlg)(x) - Dg)@)M()()
D(tg) (@) = 90 ()9 () (1.26)
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Para o operador 97t temos:

Lema 1.3. Sejam f,g duas funcoes, ® e M os operadores definidos em (1.19) e
em (1.20), respectivamente. Podemos representar de vdarias formas M(fg) e M (5) :

M(fg)(x) = M(f)(2)M(g)(x) + aD(f)(z)D(g)(x) (1.27)
_ ()=
DD ) = ) )
Ao considerar g(x) = x por (1.2) e por (1.27) obtemos as seguintes propriedades
algébricas
D(xf)(x) = pD(f)(x)+M(f)(x) (1.29)
M(zf)(z) = pM(f)(x) +aD(f)() (1.30)

que matricialmente tém a seguinte representacao

o] _|p 1| [20)
Maf)|  |a ] M)
: 1 :
Os valores préprios da matriz ] sao p+4,/q e p —/q, logo esta matriz pode
q p

ser escrita na forma

p 1l |5 z5||p-va O 11
ap| |3 -zl | 0 PVl VA —Va
e portanto
D" | |p 1 Dyt 1 0
Ma™ q pl| |[Man? q p 1]

Em [28], Foupouagnigni mostrou o caso geral.
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As sucessoes de polinémios ortogonais associados de primeira espécie, de variavel
discreta, também satisfazem a representagao (1.29) e (1.30). Portanto, podemos

escrever estas equacoes na forma vectorial

on | “Ln e
=q P
P 751—)1 P, 751—)1 P él—)l

o . 1
como, na secgao trés, definimos 1, por 1, = [P,11 P! )]T vem

m(xlbn*l) = q@(qﬁn,l) + pm(iﬁn,l).

De modo analogo temos para o operador 2

D zP, D P, o P,
=Db
xh, 751—)1 P nl—)l P 751—)1

ou seja,
@(:L‘@/Jn_l) = P@(¢n—1) + m(¢n—1)-

Consideremos a relagao de recorréncia a trés termos para { P, } (I.1). Aplicando ®

em ambos os membros,
D(Poi)(x) = D(@h)(x) = D(Bul)(x) = D (YL )(2)
pelas relages (1.30) e pelo clculo operacional (I.2) temos
D(Pos1) (@) = (p=5a)D(Pa) () + M(Po) (2) = 1D (Po1) ().

De modo andlogo voltando a considerar a relacao de recorréncia a trés termos

para {P,}, (I.1). Aplicando o operador 9t temos
M(Proi1)(z) = M(xFy)(x) — M(Bn ) (@) — M(v Pr—1) (2)
utilizando as relagoes (1.30) e pelo célculo operacional (1.27) temos

M(Fri1)(2) = (p=Fn)M(P)(x) + qD(F)(2) — 1 IN(Poa) ().
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Os polinémios associados de primeira espécie satisfazem as mesmas relagoes quando

consideremos as relagoes de recorréncia a trés (1.5)

D(PV)(z) = (p—B)D(PL) (@) + MPL)) (2) — 7D (PLD,)(x),

ML) () = (p—B)M(PM) (@) + aD(PY) (@) — 39 (P, (x).

Definiremos, em seguida a férmula de Darboux-Christoffel para os polinémios
ortogonais monicos de varidvel discreta, { P, }, comecando por considerar a relagao

de recorréncia a trés termos de {P,} em n;(z) e no(z),

(@) Pu(ni(2)) = Poy1(0:(x)) + BnPr(ni(x)) + Y0 Pra (0:()) (1.31)

sendo @ = 1, 2.

Teorema 1.7. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais mdnicos de varidvel

discreta. As afirmacgoes sao equivalentes:

(1) a sucessao de polindmios ortogonais { P,} satisfaz as relagoes de recorréncia
a trés termos (1.31),

(2) temos a formula de Darbouz-Christoffel

~ P @)Pn(@) _ Pal(@) Pria (0(2)) = Pl (@) Prsa (@) (g g0,

— Vi Yk (1 -+ ) (m2(2) — m(2))

(3) a formula de Darbouz-Christoffel, também, tem a forma

zn: Li(m(x)) Pr(nz(x)) _ D(L)IM(Poia) — @(Pnu)(im(Pn);

prd M M

(4) a formula de Liouville-Ostrogradski para m(x) e na(x) € dada por

PO (0;(2)) P (1:(x)) — Posr (0i(2)) Py (03(2)) = ypr -1, i=1,2. (L33)

Observacdo 1.3. (1) Da férmula de Christoffel-Darboux (1.32) concluimos que

podemos trocar as posi¢oes de n;(z) com n9(x). Ao trocar as posigoes de
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n(z) e de no(z) na férmula de Darboux-Christtofel e com 7y = 1 obtemos

as seguintes relagoes:

— Py(m(2))Pe(na(2))  Popi(n(2)) = Payi (1p(2)) .
); Y1 Vk B m(x) — na(z) Falm(z))

Pu(na(x)) = Pu(m())
m(x) — m(@) Prii(m2(7))

ou seja,

~ P (2)) Pe(ma()) _ D(Poir) (@) B (m2(2) = D(Po) () Py (12(2))
par RPRER" M T '

De modo analogo temos

~ De(m (@) Pi(m()) _ D(Pod) (@) Pom () = D) () P (i ()

. Mk N T

k

(2) Consideremos a relacao de recorréncia a trés termos de {P,} em n; (1.31) e

a relagao de recorréncia a trés termos de {Pél)} dada por

(@) Py (@) = P () + B P2 (1 (1) + 71 Py (i ().
Multiplicando a equagao anterior por P, (n:(x)), a equacao (1.31) por
P,gl_)l(m (x)) e subtraindo as equagoes resultantes temos
P (@) B0 () = By (0 (2)) P (i ()
= Y1 (B2 (01 (2)) Paca (1 (2)) = P15 (m () Pa (i ().

Iterando este processo obtemos a férmula de Liouville-Ostrogradski (1.33),

para n;(z) e nz(x). Resulta, assim, que P,.1(ni(x)) e P,(n2(z)) ndo tém

Zeros em comum.

6. Familias de polinémios ortogonais na recta - Caso Discreto

Consideremos a funcional linear regular u, S a respectiva funcao de Stieltjes e as
sucessoes de polindmios ortogonais ménicos de varidvel discreta {P,}, respectivos

C o, . . . , . 1 ~ s .
polinémios associados de primeira espécie {Pé )} e fungoes de segunda espécie {q, }.
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Definicdo 1.9. Seja v uma funcional linear regular, S a funcao de Stieltjes associada a
u e {P,} sucessao de polinémios ortogonais ménicos tais que S satisfaz uma equagao

em diferencas de Riccati
A(x)D(S)(x) = B(x)S(m(x))S(n2(x)) + C(x)M(S)(x) + D(x) (1.34)

com A, B,C, D € P. Entao {P,} é uma sucessao de polindmios ortogonais Laguerre-

Hahn de varidavel discreta.

Estas familias de polinémios P, (z), n > 0, satisfazem relagoes de estrutura da

forma
n+d

A(@)Ply(x) = Bx)PO(z) = Y OpiPi(z), n>s+1,
k=n—s

onde A(z) e B(x) sao os mesmos polinémios definidos na equagao (1.34) com ¢ =
grA(xz), p = gr¢p > 1, r = grB(z), s = max{p — 1,d — 2} e d = max{t,r}
(ver [23, 56]).

Os polinomios ortogonais semi-classicos definidos em redes nao uniformes podem
definir-se através de equagoes em D diferencas quando B = 0 como fez Magnus

em [45] da forma seguinte

para a fungao de Stieltjes S onde A,C, D € P.

Esta definicao cobre os polinémios g-Racah e os polinémios Askey-Wilson e os
seus casos limites e casos especiais. Assim como os polindémios ortogonais classicos-
Jacobi, Laguerre e Hermite e também os polindémios ortogonais classicos de variavel
discreta: Hahn-H2P(s, N), Meixner-M)*(s), Charlier-C*(s) e Krawchuk-KP(s) e

os polinomios de variavel g-discreta (“Big”-g-Jacobi,...).



CAPITULO 1I

Equacao diferencial de segunda ordem

Neste capitulo caracterizaremos as familias de polinémios ortogonais Laguerre

-Hahn na recta real. Temos como ponto de partida a equacao diferencial de Riccati
AS'(x) = BS*(z) + CS(x) + D

tal como fez Magnus, em [42], para sucessoes de polindmios ortogonais semi-classicos.
Sera adaptado, para o caso da recta, o método desenvolvido para a circunferéncia

por Branquinho e Rebocho em [9, 10, 57].

Na sec¢ao um comegamos por considerar as relagoes de estrutura de primeira or-
dem para os polindmios ortogonais Laguerre-Hahn estudadas por Dini e Maroni [23].
Partindo da equacgao diferencial de Riccati reescrevemos as relagoes de estrutura,

para sucessoes de polinémios Laguerre-Hahn, na forma vectorial obtendo a equagao
Aw; = ann + annfl

onde o vector ¥, = [P,y1 Py|T e M,, N,, sao matrizes de ordem dois com entradas
polinomiais. Obtemos, também, uma equagao de primeira ordem para as sucessoes
de fungoes de segunda espécie {g,} dada por

C
Aqq/wrl = @qleQn + (=1 + 5 + BS)@n+1-

Mostraremos que existe uma equivaléncia entre estas tres relagoes e obtendo deste

modo uma caracterizacao para as sucessoes de polinomios ortogonais Laguerre-Hahn.

Esta caracterizacao é um resultado central no nosso trabalho, pois sera a partir
dela que no capitulo III obteremos uma representacao para as respectivas sucessoes

de polinémios ortogonais através de equagoes do tipo Sylvester.

19
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A seccao dois foi motivada pelos trabalhos de Hahn [32, 33, 34] onde foi obtida
uma caracterizacao para as sucessoes de polindmios ortogonais reais através de
equacgoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes polinomiais. Em
[32], Hahn estabeleceu que a ordem minima de uma equagao diferencial linear para
uma sucessao de polindmios ortogonais definidos sobre a recta real, {P,} é dois ou
quatro. Mais, mostrou que as solugoes das equacao diferenciais de ordem quatro sao

construidas através das solucoes de equagoes diferenciais de segunda ordem.

Considerando a representagao da secgdo um para as sucessoes vectoriais {¢,} e
sucessoes de fungoes de segunda espécie {g,}, mostramos que as equagoes diferen-
ciais que surgem para o caso Laguerre-Hahn, sobre a recta real, sao equacgoes dife-
renciais vectoriais de segunda ordem , com coeficientes matriciais. Para as sucessoes
vectoriais {1, } obteremos uma equivaléncia entre a equacao diferencial de Riccati
AS'(x) = BS*(z) + CS(z) + D com A,B,C,D € P e as equagoes diferenciais

vectoriais de segunda ordem
Aty + By, + Cothy = O

onde os coeficientes fln, @n e én sao matrizes de ordem dois com entradas polinomi-
ais. A demonstracao de que a condicao é suficiente sera efectuada através de varios
lemas. Comecgaremos por mostrar que partindo da equacao diferencial vectorial de
segunda ordem chegamos a uma equacao de primeira ordem do tipo Sylvester. De-
pois, mostraremos que esta equacao mantém a estrutura das relacoes iniciais e daqui

chegamos a equacao de Riccati.

Para as sucessoes de fungoes de segunda espécie {g,} obtemos a equagao diferen-

cial de segunda ordem

~ ~ ~

Anq;{-&-l + Bnq;z-i—l + CnQn—i—l = 0.

com coeficientes nao polinomiais pois dependem de S. Demonstraremos a equivaléncial]

entre esta equagao e a equacao diferencial de Riccati através do Lema de Magnus.
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Deste modo, obtemos duas novas caracterizagoes para as sucessoes de polindomios

ortogonais Laguerre-Hahn.

No final, aplicaremos este método as sucessoes de polinémios ortogonais de La-
guerre-Hahn de classe zero. Partindo da equagao vectorial de segunda ordem com
coeficientes matriciais definiremos um operador de segunda ordem que caracteriza
as sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn. Este operador de segunda
ordem coincide com o operador encontrado por Branquinho em [6] e as familias
de polinémios ortogonais ai encontradas sao Laguerre-Hahn. Deste modo temos
explicitadas as medidas de ortogonalidade e os coeficientes da relagao de recorréncia

a trés termos para estas familias de polinémios.

1. Férmula de estrutura de primeiro grau

Consideremos a funcional linear regular u, S a respectiva fungao de Stieltjes que

satisfaz uma equacao diferencial de Riccati
AS'(x) = BS*(z) + CS(x) + D (IL.1)

com A # 0, A,B,C,D € P de graus limitados e C? — 4BD # 0. Considere-
mos, também, as sucessoes de polinémios ortogonais {P,}, polinémios associados
de primeira espécie {P,El)}, fungdes de segunda espécie {g,} e a sucessao de vectores
{¢n} onde ¥, = [P PiVT".

Uma das formas de caracterizagao das sucessoes de polindmios Laguerre-Hahn é
através da relagoes de estrutura de primeira ordem. Estas relagoes foram obtidas

em [23, 24, 41] por Dini, Maroni e Magnus.

No proximo Teorema reescrevemos estas relacoes de estrutura usando a forma
matricial e considerando a sucessao de vectores {1, }. Mostraremos, também, uma
nova caracterizagao, para as sucessoes de polindmios ortogonais Laguerre-Hahn em

termos das funcoes de segunda espécie. Estas caracterizagoes sao equivalentes.
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Teorema Il.1. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente funcdao de
Stieltjes, {1,} sucessao de vectores associados a u. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(1) S € Laguerre-Hahn e satisfaz a equagao diferencial de Riccati com coefi-
cientes polinomiais (I1.1);

(2) a sucessao de vectores {1, } satisfaz, para n € N,

onde M,, N, sao matrizes de elementos polinomiais de graus limitados,
c
—lpy1 — 5 -B

D % - ln—H

l,, sdo polinomios de graus uniformemente limitados por uma constante;

dadas por M, = . Ny =0, 1Ioxo, € onde O, e

(3) a sucessao de fungoes de sequnda espécie, {q,}, satisfaz a equagdo diferen-

ctal de primeira ordem, para n € N

C
Aq:z-i-l = @71L+1Qn + (_ln+1 + 5 + BS)Qn—‘rL (113)

Além disso, temos as relgoes sequintes para I, e OL:

6£+1($ — Brt1)

lppo + 1l = (I1.4)
Yn+1
Oln,

Onis = A+ % 4 (@ = Bop) (g — Lura). (IL5)

Demonstragio: (1) = (2)
Ainda que este resultado seja conhecido, pois foi provado, em [23], por Dini e Ma-

roni, vamos apresentar uma demonstracao baseada no método utilizado por Magnus

em [42].
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Comegamos por utilizar a relagdo de Hermite-Padé (1.8) e a equacao diferencial

de primeira ordem do tipo Riccati (II.1). Resulta

wii(@) . PP@Y (el PP@)
8 (Pn+1<as> ’ Pn+1<x>> =7 (Pn+1<x) T B

() o 1) () (259

/ 2
P () PV () P (x)
=—A +B +C +D.
(PnJrl(z) Pn+1($) P?H—l(x)
Tomando

o= {a (20 () (sl 20

ou seja,

Onsi(z) =A (q;H(SIJ)PnH(x) - Qn+1(x)P7/z+1(5’3))

- qu+1(x) - ZBanrl(:L’)P?El)(SL’) - CQHJrl(x)PnJrl(x)'

Fazendo a andlise assintética de ¢, e pela expansao da equacao anterior tem-se
que O,,.1 ¢ um polinémio de grau independente de n e limitado por uma constante

dada por
gr(0,,1) = max{gr(A) — 2,gr(B) — 2,gr(C) — 1}, VneN.

A equacao anterior pode escrever-se da seguinte forma

A(PP@Y (PP (P e
A<Pn+1(z)> +B<pn+1(37) e Pi1(x) +D ¢ Pryi(2) = Onpa ()
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onde

Ons1(t) = —APV) () Posa(w) + AP (2) Py (2) + B(PY)?(2)

+ CPM(2) Py (2) + DP2 (z) (1L6)
Substituindo a equagao de Liouville-Ostrogradski (I.3) em (I1.6) vem

xV(Ll)x_nlx (17)1x 1)/
®n+1(x)Pn( )P, (;LP;( )P, ( >:—A(x)(P())(x)Pn+1(x)

+ A(2) PV (2) Py (2) + B(x)(PY)*(2) + C(a) P () Py () + D(x) Pr (x)

AP (x 2 PO (4 C(z) ) — Opt1() v (1 _
{4070+ BP0 @) + S Prs(e) - 228 p )

" POV () — C(x) W () — D(z ) — Ony1(T) M) (4
P ){A( )P ) = PO ) = D) ) - 221 0 >}.

Fazendo O}, (z) = @7"1.*_—_17(?, onde P,1(x) #0e PT(Ll)(a:) # 0. Como os polinémios

1 < a < o
Poii(z) e P} )(x) nao tém zeros em comum entao existe um polinémio I, tal que

(AL (2) + 0Ly (1) Pule) ~ Ba)PO (@) — T b () PO )
= APV ) + T PO@) + D@ P (@) + 044 (1)L (2) P (0)

que deve ter a forma lnHPr(Ll)PnH onde

gr(lns1) = max{gr(A), gr(B), gr(C), gr(D)}.

Portanto

.

—A@)Pi () + O (2)Pa() = S Pasa(e) = B(e) PP (@)

= ln11(2) Poya(2)
—A@)(PV) (@) + Ol (@) P (@) + SRR (@) + D(@) P ()
\ =11 (2) PV (2)

(IL.7)
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resultando assim as relagoes de estrutura de primeira ordem que matricialmente tem

a seguinte forma:

AG) Pnﬂ(x)]' [zmx)(f(;) ~B(x) ]

P () D(x) A — Ly (a)

Pn+1 ([B)
P (x)

" ®Tll+1(x) 0
0 @}wl(x)

e que representa a equagao (I1.2).
(2)=(3)

Para encontrar a equacao (I1.3) comegamos por derivar a equagao de Hermite-

Padé ¢ui1(z) = Poi1(2)S(z) — PV (), ie.
Gns1(2) = Popy (2)8(2) + Posa (2)8'(z) — (V) ()
multiplicando esta equacio por A vem
A2)gp 11 (2) = A(2) Py (2)S(2) + A2) Pasa (2)S'(2) — Al2)(PV) (2)

utilizando as relagoes (I1.7) resulta

ADis(0) = O (@) Pu@)S@) ~ (1 + 5 ) Praa(0)5(0)

— B(x)PV(2)S(x) + A(2) Poys () S' () — OL,, () PV, ()

; (zn+1<x> - C(j)) PO (@) — D(@)Pas(2)).

Considerando a equagao diferencial de Riccati (II.1) vem

A@)dya (@) = Oha (@) (Pale)S() = Py ()

n (C(Qx)

ia) + B<x>s<x)) (Pan(@)S(a) — PO())

ou seja,

C(z)

A@) 41 (%) = Oy (2)ga (@) + (—ln+1(fr) + +B(x)S (:L“)) Gnt1(2)-
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(3) = (1)
Consideremos a equacao
AWHL) = B2 + (=) + S 4 B@S@) ) (o).

Tomando n = 0 vem

mwmm—@ww1w+(4ww+%?+3wwm0%.

Pelas condicoes iniciais temos

Clz)

@é:D, lo(f[?):— 2 R

’70:17

ou seja,
A(z)qy(z) = D(z)g-1(2) + (C(x) + B(x)S(2)) qo()-
Como por defini¢ao go(z) = S(z) e g—1 = 1 obtemos a equagao diferencial de Ric-
cati (I1.1).As relagoes (I1.4) e (I1.5) obtém-se quando multiplicamos a equagao (I1.3)
por gp

C
A1 Gn = @711+1q721 4 (—lns1 + b + BS)Gni1Gn-

e a equagao (I1.3), em n por g,

C
Angﬂ—i—l - @iLQn—IQn—H + (_ln + 5 + BS)QnQn+1'

Subtraindo estas duas equacoes vem

C
A(Q;LH% - (I;qurl) = @71L+IQ721 + (=lny1 + B + BS)@n+14n

C
- @:LQn—IQn-H - (_ln + 5 + BS)QnQn-H'

Dividindo ambos os membros por ¢2 vem

/
Gn+1 1 C n+1
A = — —+ B
( n ) @n+1 + ( ln+1 + 2 + S) In

Gn—19n+1 C Gn+1
—ol it (], + = 4+ BS)THL
a ( 2 ) Gn
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Pela relagao de recorréncia a trés termos obtemos
/
n Ol(z -8\ ¢ el ¢
A(q +1> :@»}H_l_‘_(ln_ln—‘rl n( ﬁ))CI+1+_nq ;1'
an Tn an Tn 4y

Fazendo © = g, temos

qn

1

C) Ol(x — -
Ag, = 22 (ln - lmM) gu 4O,

n

Pelo Teorema 1.6 obtemos as relagoes (I11.4) e (IL.5). |

Como consequéncia do Teorema II.1 obtemos para as sucessoes de polinémios

ortogonais semi-classicos o corolario seguinte:

Corolério 1.1. Seja u uma funcional linear reqular, S a correspondente funcao de
Stieltjes, {1} sucessao de vectores associados a u. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(1) S satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem com coeficientes polino-
miais AS" = CS + D;

(2) a sucessao de vectores {1, } satisfaz, para n € N,
Aw; = ann + annfl

onde M,, N, sao matrizes de elementos polinomiais de graus limitados,
c
_ln-i-l ) 0
c
D 9 ln+1
[, sao polinomios que nao dependem de n;

dadas por M, = , N, = @}Hllgw, e onde @111+1 e

(3) a sucessao de fungoes de sequnda espécie, {q,}, verifica a equagao diferen-

cial de primeira ordem, para n € N

C
AQ;H-l = 624_1%1 + (_ln+1 + E) An+1-

A demonstracao deste corolério é analoga a efectuada para o Teorema II.1. Basta

considerar B = 0.

Observagdo 11.1. A condigao (2) = (1) do Teorema II.1 podia ter sido provada da

seguinte forma: considerando as relagoes de estrutura de primeira ordem (I1.7) e
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(1)
RT . . ~ P ~ 1 .
multiplicando a primeira equagao por P ca segunda equagao por B Depois

subtraindo as equagoes resultantes temos

2
(PVY Poyy — Pl PV P B
A “ =D+C + B
P2, P Po
1
_@1 PTS,)Pn_Pél_)l-Pn—i-l
n+1 Pg-i-l )
ou seja,
2
P(l) P(l) p(l) ol (,71 5 )
Al =] =D+cC +B[ =" + (I1.8)
(Pn—i—l) Pn+1 Pn+1 P7%+1

Tomando o limite da equagao (I1.8) e tendo em consideragao o Teorema de Markov

obtemos a equagao diferencial de Riccati (II.1).

2. Equacao diferencial vectorial de segunda ordem

Nesta seccao mostraremos que partindo das relacoes de estrutura de primeira
ordem (II.7) conseguimos obter uma equagao diferencial vectorial de segunda ordem

com coeficientes matriciais para a sucessao de vectores {1, }.

Teorema 11.2. Seja w uma funcional linear reqular, S a correspondente func¢ao de
Stieltjes, {1, } sucessao de vectores associados a u. Se S € Laguerre-Hahn e satisfaz
a equagao diferencial de Riccali com coeficientes polinomiais (I11.1). Entdo para

n € N, {¢,} satisfaz a equagao diferencial linear de seqgunda ordem
onde o0s coeficientes estao definidos por
./[In = A2@}z+1]2
B A(AT — My)Op 1y — [0 41 (M + £=2u) ﬁn)G"I 2) + A(O41) I
n — (e'}ﬁi AM/) @711+1
[@m( oy + 0000 ) +AOL, ) Iy| M, .

(11.10)

(@)X
3

onde M,, e N,, sdo as matrizes de ordem 2 obtidas no Teorema II.1.



2. EQUACAO DIFERENCIAL VECTORIAL DE SEGUNDA ORDEM 29

Demonstra¢do: Derivando (I1.2) e multiplicando por A obtemos
AR = A(My, — ALY, + O Aty + My A, + (0,1) A

Para eliminar t,_; utilizamos a relacao (I1.2) e a relagdo de recorréncia a trés

termos (1.16) obtendo

_ﬁn

n

, T ol
A,y = (Mn—l +6, ) V1 — y—nl%

substituindo vem

1 1
®n+1@n

ARy 4 ( - AM;) b — A(M, — ALY, =

I_ﬁn

n

<®n+1 n—1+t @n+1®i + A(@n+1) > Yp_1.

Multiplicando ambos os membros por O}, e por (I1.2) resulta

A*O) i+ A [@n+1(A’12 — M,)—AOn+1"Y -0 (M, + 2z O @;IQ)] U

Tn

1 ol
[@nﬂ (@ - AMr/z) - (A(@n+1) +0, ( n—1 I 5 ﬁn > )] Pn,

= O2><1
ou seja, jlnwg + ’ang + Cpthn = 0axq com coeficientes (I1.10). [ |

Derivando a equagao (I1.9) conseguimos obter equagoes diferenciais de quarta
ordem que sao satisfeitas pelas sucessoes de polindmios ortogonais Laguerre-Hahn e

que vai de encontro com os resultados obtidos por Hahn em [32].

As sucessoes de funcoes de segunda espécie também verificam equacoes vectoriais

de segunda ordem com coeficiente nao polinomiais como mostraremos de seguida:

Teorema I1.3. Seja u uma funcional linear reqular, S a correspondente funcdao de
Stieltjes, {qn} sucessio de fungoes de sequnda espécie. A fungdo de Stieltjes S é
Laguerre-Hahn e satisfaz a equagdo diferencial de Riccati com coeficientes polinomi-

ais (I1.1) para, n € N, se e somente se {q,} satisfaz a equagao diferencial linear de
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sequnda ordem

ﬁnng + @nqgﬂ + énan =0 (IT.11)
com coeficientes
An = A2®711+1
B, = AA'0,,, — A%(O},,) —246),,,(C/2 + BS)
Cr = A(B} 1) + 6341 (C/2+ lyss + BS) (C/2 = i1 + BS)
0,(9,11)°

— A0, 1 (C)2 — 11 + BS) + -

(I1.12)

Demonstracdo: Como, por hipdtese, AS’ = BS? 4+ C'S + D entao pelo Teorema I1.1

temos que {g,.1} satisfaz a equagao

C
Aq;H-l = @711+1qn + (5 —lpg1 + BS) Qn+1-

Derivando esta equacao obtemos

C /
Aqyy +Agyyy = (5 —lny1 + BS) In+1
C / 1 / 1 !
+ { —lpp1 + 5 + BS ) g1 + (O541) tn + 051165, -
Multiplicando por A e utilizando a relagao
/ 1 c
q, = @nQn—l + (_ln + 5 + BS)Qn

temos

C
AAg, 1+ A% = 0,110,001 + (A(@}lﬂ)/ + 6,4 (5 —lp + BS)) In

C ! C
+ A (—ln+1 + bl + BS) Gny1 +A (_ln+1 + b + BS) U1
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Para eliminar ¢,_; utilizamos a relagao de recorréncia a trés termos e obtemos a
equacao:
1 1
®n+1@n(‘r B 6”)

A'Agy i + A%, = - I
n

C
Inv1 + (A(®711+1)/ + @711+1 (5 —ln + BS)) Gn

1 1
. @n—i—l@n

n

C ! C
+ A (—ln+1 + B) + BS) Qny1 +A (—ln+1 + bl + BS) Gpi1-

multiplicando ambos os membros por O}, utilizando as relagoes (IL.3) e (IL.4)

obtemos a equacao diferencial de segunda ordem (II.11) com coeficientes (I1.12).

Para mostrar o reciproco comegamos por considerar a relacao de recorréncia a

trés termos (1.7):

Gn+1 — (T = Bn)gn + n—1 = 0,
derivando temos

i1 — (& = B)dpy + Mot = Gy (I1.13)
derivando novamente vem

qZJrl - (l‘ - ﬁn)qz + /anzf1 - QQ;L (1114)

Consideremos, agora, a equacao diferencial de segunda ordem (II.11)

'An—&-qu-&-l + Bn-HQ;L-H + en-HQn-H =0

multiplicando ambos os membros desta equagao por A,,_; e por (I11.14),(11.13) e (1.7)

resulta

A1 Ans12q, + (2 = Bn)dy — Mlp—1) + Brr1An—1(gn + (2 = Bn)dy, — Tnlp_1)

+ ﬁnfl/érwl((x - 671)(]71 - 'Ynanl) =0
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AnerRir (@ = B)y 4 A1 Anis + Anir A (2= B))d,
+ (@nﬂﬁn—l + ﬁn—lénH@ — B0))n = (_‘A\n+1@n—1ﬁ‘|‘ le\n_1@n+1)’7n61;z—1
+ (A1 Cot + A 1Coy 1) Y1

Multiplicando esta equagao por ﬁn e a equagao diferencial de segunda ordem (I1.11),

por (z ﬁn) e 1An+1 temos

{-/zl\n-/zl\ (2-/2l\n+1 + Bn+1( - ﬁn)) ( ﬁn) n+1An IBn}qn
{ 1(@n+1 + /én+1<3j - 671)) (x - Bn> n+1'An 163 }Qn

~

= (Bnﬂﬁnq - ﬁnflﬁn+1>7n¢171 + (/énJrl-/zl\nfl - @nflﬁn+1>7n%171 (I1.15)

Escrevendo esta equagao para n + 1 temos

(A1 A (2 A0 + Buyo(w — o)) — (z — 5n+1)ﬁn+2ﬁn@n+1}qyﬁ+1
+ {ﬁn+1ﬁn<@n+2 + /én—i-Q(x - ﬁn—&—l)) (ZL’ - 6n+1) n+2-A en+1}Qn+1

~

- (Bn+2An - Bn-An+2>’7n+1q;L + (en+2-An - en'An+2)'7n+IQn

pelas equagoes (1.7) e (I1.13) obtemos

{Ans1 A0 (2 A5 10 + Bria(@ — funt)) — (@ = Burt) AnsoAn B }an
+ { A1 An (2A 012 + Bria (2 = Bair)) — (2 = Bust MAniohnBosi o — ),
- {ﬁnﬂﬁn(zﬁnw + @n+2( — Buy1)) — ﬁnﬁnﬁ@nﬂ}%%—l
+ {Anrfn(Barz + Cu(w = Bun) = AnsoAnCosa (@ = o)} = Ba)an
~ (A fn(Barz + Calw = Bus1)) = AnsoAnCosr(@ = Bur) P

~

= (@n-‘r? n @ "Z[ )/yn-HQn (/én-i-?‘An - /én*/z[n—&-Q)’Yn-i-IQn (IIlG)

Escrevendo matricialmente as equagoes (I11.15) e (I1.16) obtemos, entao, uma equagao

diferencial vectorial de primeira ordem com coeficientes matriciais
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Multiplicando ambos os membros desta equagao pela matriz adjunta de £,, obtemos

a equacao
det(L,)Q!, = MLQ,.

Pelo Teorema de Magnus 1.6 verifica-se que det(ﬁn) ¢ um polinémio que nao depende

de n. Utilizando o Teorema 1.6 obtemos (II.1). |

Concluimos, deste modo, que a sucessao {¢,;1} satisfaz uma equagao diferencial
de segunda ordem. Pelo Teorema de Favard temos que esta equacgao diferencial é

uma equacao diferencial de Painlevé.

3. Método tipo Hahn

Esta seccao tem como objectivo mostrar o reciproco do Teorema I1.2. Ou seja,
podemos caracterizar as familias de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn tendo
como ponto de partida a equagao diferencial vectorial de segunda ordem (I1.9) e
chegar a equacao de Riccati. Nesta demonstracao ira ser adaptado o método desen-
volvido por Rebocho em [57] para a circunferéncia unitéria e consistird dos Lemas

seguintes:

Lema Il.1. Sejam u, funcional linear reqular, {1, } sucessao de vectores associados a

u. Se {1, } verificar a equagao diferencial de sequnda ordem (I11.9)
Antly + Buthy, + Cuth = Oz
com coeficientes (11.10) entao obtém-se a equacdo diferencial de primeira ordem
Anpr, = Mon. (1L.17)
com A, € P e M,, matriz de ordem quatro com entradas polinomiais.
Demonstragdo: Passo 1: Consideremos a equagao (I1.9) escrita na forma

QHQOZ + 8n90;1 + ?nSOn - 04><1 (1118)
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onde ¢, = Yn , Dy, E,, F, sao matrizes de ordem quatro dadas por
n—1

'D _ A2 @q]:L+1I2X2 O2><2 8 _ én 02><2 o .rf _ ‘En O2><2
O2x2 O Lo Oax2  Cnoy O2x2 By

Fazendo n + 1 em (I1.18) e utilizando o Lema 1.1 obtemos, para n € N,

(Dn—&—l(Kn—&-lQOn)” + gn-l—l(Kn-i-l(pn)/ + St'n-i—lKn-i-lQDn - 04><17

ou seja,

D1 K16, + 2D Ky + Ent1 Kni1)g,
+ (En1 Ky + Fns1 K1) on = Ogsr.

Passo 2: Eliminar ¢!.
@}LJAIQ O2><2
O2x2  Onials

Multiplicamos a equagao anterior, & esquerda, por ©} e obte-

mos
A2@1 @7114.1]2 O2><2 G}H_QIQ 02><2 K +1§0,,
O2x2  Opialy O2x2  Opqils
eI, 0
+0, e o (2D i1 K g+ En1 K1) @),
O2x2  Opials
@}l I Ogxo
+ @711 i - (gn—l—lKr:H_l + 9:71—i-1](71—|—1)9071 - O4><1
O2x2  Opials
ou seja,
el o oL, 0
@717u+2Kn+1 ? 12><2 ‘an;; + 6711 e 21><2 (2®n+1K7,1+1+
02><2 @n+1]2 O2><2 _@n+2]2

@;4_1[2 O2><2

Eni1 K1), + O .
O2x2 O, 915

(8n+1K7/l+1 + 95n+1Kn+1>(pn = 04><1-
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Tendo em conta (I1.18) para n, resulta a equagao

Aol =Mup,, VneN (I1.19)
onde
_ e I, 0
An = @717, T 1 ’ (QDR—I—IK;H_l + 8n+1Kn+1)
O ©,,5h
Olr 0
- 6711+2Kn+1 e ’ &
02 Oz
e
~ @i[g 02
M, = @71z+2Kn+1 Fn
02 Ol
@}L IQ 02
- @711 o (8n+1K7/L+1 + T 1 K1)
O O 50

Passo 3: Relacao de estrutura.
De (I1.19) temos ¢, = (A,)*M,pn.¥n € N. Multiplicando ambos os membros
desta equacao pela matriz adjunta de gn vem

det(A,)¢l, = Myp,, neN

que é uma equacao do tipo Sylvester onde, A, = det(ﬁn), Vn € N, é um polinémio

eM, = adj(An)Mn. [

Mostraremos de seguida que, considerando a equagao do tipo Sylvester (I1.17) e
a matriz M,, definida por
Mo N
Npa M2

M, =

onde M,, 1, M, 2 sao matrizes de ordem dois e N,, 1, N,, 2 s@o matrizes escalares de

ordem dois obteremos uma relacao da forma

Antll, = M, + Nyt (I1.20)
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Para provar que a equagao (I1.20) tem a mesma estrutura que (I1.2) comegamos
por mostrar que A, nao depende de n. Para isso vamos estudar os coeficientes das
relacoes obtidas no Lema II.1. Esta prova também poderia ser feita utilizando o

Teorema 1.6.

Lema I1.2. Seja w uma funcional linear regular, {p,} a sucessao de vectores com
respeito a u e satisfazendo a equagao (11.18), Vn € N.

Se {on} satisfaz (11.17), onde A,, € P e M,, € uma matriz de ordem 4 entao, ¥n € N,

A = Ay (I1.21)
ALy = (= Bpg1) Mug11 — Mua) + Y1 Nn2 + Nogi (I1.22)
O2x2 = (@ = Bny1)Nng + Y1 Mag11 — My 2) (11.23)
Moy = Nopr2(2 = Bor1) + M2 (I1.24)
Not = =Noy12¥n+1. (I1.25)

Demonstra¢do: Tomando (n + 1) na equacao (I1.17) e pela relacao (1.17) resulta

An+1 (Kn—&—lgpn)/ - Mn—i—l (Kn—i-lson)

Anirpn, = K L (M1 K — A1 Ky o)

Temos que K, 11 ¢ invertivel pois det(K,11) =2, # 0.

Comparando esta equagao com (I1.17) concluimos que existe um polinémio L,

tal que, Vn € N,

-An—‘rl = Ln‘An

LM, = K, '\(Mp1Kpi1 — Ans1 K 100)-

A equacao diferencial de primeira ordem para ¢, €é Unica, a menos de um factor

multiplicativo. Como A, 1 = L,A, obtemos A, 1 = L,L,_1---LaA1, Vn € N.
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Como o grau de A,, é limitado por um nimero independente de n, entao obtemos

que o grau de L, deve ser zero, ou seja, L, é constante, Vn € N. Logo obtemos

An+1 = -Al

Kn+1M'rL = (Mn+1Kn+1 - ‘An+1K7/7,+1) VTL € N

de onde resultam as equagoes (I1.21) a (I1.25). [

Falta mostrar que a equagao (I1.20) tem a mesma estrutura que a equagao (11.2).

Lema 11.3. Para todo n € N o0s coeficientes das relagoes de estrutura (11.2) sdo da-

dos por
Ap = A1, Npyp=pala; Npp = psly;

P
=i — 5 P2

Mpi=| " (I1.26)

comt=1,2 onde pj,l,1,l,2 €P, 1 =73,...,5 e Ay, p1,p2, p3s nao dependem de n.

Demonstracao: Pelo Lema II.2 obtivemos A,, = A;. Pelo Lema II.1 temos que as

matrizes N,, 1 € N,, 2 sao matrizes escalares logo sao da forma
Noi = pala, Nyo = psly (I1.27)

para alguns polinémios p4 e ps. Para obtermos as matrizes M,,;, ¢ = 1,2 vamos ter
em conta as matrizes escalares N, 1 € N, o logo as entradas [Ny, 1]12 = [Np1]Jo1 =0

de (I1.21) temos que

[Mn—l—l,l]lz - [Mn,2]1,27 [Mn—&-l,l]zl - [Mn,2]2,1
[Mn,l]LQ - [Mn+1,2]1,27 [Mn,l}zi - [Mn+1,2]2,1-
De (I1.27) conclui-se que os elementos de [3\/[71,2]1’2 e de [M, 2]2,1 ndo dependem de

n e escrevemos (M, o]12 = —p2 € [My2]21 = p3, Vn € N. Logo vem que [M,,1]12 =

—p2 € [Mn+1,1]2,1 = P3-
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De (I1.21) temos que

[Mng]gg - [Mn,Q]l,l = [Mn+1,1]2,2 - [Mn+1,1]1,1,

[Mn,l]l,l - [Mn,1]2,2 = [Mn+1,2]1,1 - [Mn+1,2]2,2-

Portanto [M,,1]11 — [My1]22 ndo depende de n e assim [M,1]11 — [Muil22 =
p1 € o mesmo acontece a [Mya]a2 — [My2l11 = p1, ¥n € N. Finalmente, con-

siderando (I1.21) obtemos (II.2). |

Considerando os Lemas anteriores provamos que partindo da equacao diferencial
vectorial de segunda ordem obtemos uma equacao diferencial do tipo Riccati. Deste
modo damos uma caracterizacao fechada para as sucessoes de polinémios ortogonais

de Laguerre-Hahn.

Teorema 11.4. Seja uw uma funcional linear reqular, S a correspondente func¢ao de

Stieltjes, {1n} uma sucessao de vectores com respeito a u.

Se {1} satisfaz a equagdao deferencial vectorial de sequnda ordem
Aty + Bty + Cath = Oz

com coeficientes (11.10) entao a funcdo de Stieltjes S satisfaz a equagao diferencial

de Riccati (I1.1).

Demonstragdo: Pelos Lemas (II.1), (II.2) obtemos as relagoes de estrutura (I1.2)
para {1, } que satisfazem a equagao diferencial de segunda ordem (I1.9) com coefi-

cientes (I1.10). |

Concluimos deste modo que quando usamos a forma matricial conseguimos pas-
sar de uma equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes matriciais para
uma equacao do tipo Sylvester que caracteriza a familia de polindmios ortogonais
de Laguerre-Hahn. Nao necessitamos de ir até a quarta ordem como tinha feito

W. Hahn em [32].
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4. Exemplo

Consideremos a equacao diferencial de Riccati AS’ = BS?+CS+D onde A, B,C
e D sao polinémios cujos graus nao dependem de n. Para o caso Laguerre-Hahn de

classe zero vamos considerar estes polinomios definidos da seguinte forma
Alr) = e’ +car+c
B(x) = b2$2 + b1$ + bo

D(x) = k

onde k£ € R é uma constante.

Das relagoes de estrutura de primeira ordem (I1.7) temos as seguintes condigoes

miclais

C(x)
2

li(z) = + D(x)(x — (o)

Substituindo estes valores na equacao diferencial vectorial de segunda ordem
A@71L+1¢;~Z + an; + ann = O2><
obtemos os coeficientes matriciais, (I1.10), seguintes

o [wen o

0 e,

5 A)0r A(z) + C(x) 2B(x)
—2D(x) A(z) —C(x)

n @1
) (hua +§) +AD+ 372 A(z)B'(x)
Cn = @711+1 = n
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Considerando B = 0 temos o caso semi-classico logo a equacao diferencial vecto-

rial pode escrever-se sob a forma

1" ! / C ’ “ @1
A@) Py + (A(x) = C(@) Pryy + (<lnis + ) + A(D + > 7:)Pn+1 -0
k=1

e também, pela equacao

A(2)(PD)" + (A'(x) = C(a)) (P

/ n 1
+ ((% - ln+1> + A (D—FZ%)) PV =2D(x) P,
k=1 ¥

Escrevendo esta equagao em notagao operacional temos
Ly PO(2) = 2D(2) Pl () (I1.28)

onde
C ' ", ol
Li = A(z)D? + (A'(z) — C(z))D + ((5 — ln+1> + A(D + Z 7:)) 1
k=1
e A(z),C(z) e D(x) = k resultam da equacao de primeira ordem A(z)S'(z) =
C(z)S(x) + D(x).

Este resultado esta de acordo com o que foi estudado para o caso cldssico por
Branquinho em [5] (cf. capitulo IV.7). Neste trabalho, Branquinho, comega por
determinar os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos para as sucessoes
de polinémios que satisfazem (I1.28). De seguida classifica-as em quatro classes por
analogia ao caso classico. Destas classes de polinémios fazem parte o caso Laguerre-
-Hahn como podemos comparar agora. Entao temos as formulas para determinar
os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos e as medidas associadas as
familias Laguerre-Hahn de classe zero. Os exemplos encontrados vao de encontro

com o que foi feito por Maroni e Bouakkaz em [18].






CAPITULO 1II

Teorema de Representacao da classe Laguerre-Hahn.

Neste capitulo temos como objectivo principal obter uma representacao para
sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn sobre a recta real em termos

de equacoes diferenciais matriciais do tipo Sylvester.

Consideremos uma funcgao de Stieltjes, S, Laguerre-Hahn, ou seja, S verificando

a equacao diferencial de Riccati
A(x)S'(z) = B(x)S*(x) + C(2)S(x) + D(z),

com A, B,C, D € P, a sucessao de polinémios ortogonais ménicos {P, }, sucessao de

polinémios associados de primeira ordem {Pél)} e sucessao de fungoes de segunda

espécie {¢, } relativamente a S. Consideremos, também, {Y,,} a sucessao de matrizes,
Py P r(al) An+1

onde Y, = , a sucessao de vectores {Q,} com @, = para
p p .
n n—1 n

n € N.
Na seccao um estabeleceremos uma relagao entre equacoes do tipo Riccati para

S, com coeficientes polinomiais, e as equacgoes diferenciais matriciais de Sylvester,
para {Y,},

A(z)Y(z) = Bp(2)Y,(z) — Ya(x)C(x) (I1L.1)

onde B, (x) e C(x) sdo matrizes de ordem dois com entradas que dependem dos
polinémios A, B,C e D. Considerando a relagao de ortogonalidade Y,, = A, Y, 1
T — ﬂn —Tn

vemos que A, = satisfaz a equacao diferencial matricial do tipo
1 0

Sylvester

AAL = ByA, — ApBo i, VneN.
42
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Para as funcoes de segunda espécie obtemos a equacao diferencial vectorial
AQ), = (B, + (BS+ C/2)I)Q,.

Em [44] encontram-se relagoes analogas para o caso semi-classico, na recta real.

Na seccao dois mostramos que da equacao matricial de Sylvester obtem-se um
sistema de equacoes que nos permite determinar os coeficientes da relagao de re-
corréncia a trés termos que caracterizam os polinémios ortogonais Laguerre-Hahn.
Este resultado sera aplicado aos polinémios ortogonais de Laguerre-Hahn de classe

Zero.

Como consequéncia das equivaléncias anteriores encontramos, na seccao trés, uma
caracterizagao para as sucessoes de polindmios ortogonais sobre a recta que per-

tencem a classe semi-clssica como foi feito em [44].

As equagoes diferenciais matriciais de Sylvester sao casos particulares de equagoes
diferenciais matriciais de Riccati. O Lema de Radon,(c.f. [36]), diz-nos que toda
a equacao diferencial matricial de Riccati é localmente equivalente a um sistema
diferencial linear de primeira ordem. Este Lema permite-nos estabelecer uma repre-

sentacgao para a soluc¢ao de (III.1), num certo dominio G € C.

Como consequéncia desta equivaléncia obtém-se uma caracterizagao para os poli-
nomios ortogonais semi-classicos, na recta real. Esta equivaléncia permite-nos es-
crever Y, da forma Y, = P,(2)L7!(2), para todo n € N sendo P,, e L solugdes dos

sistemas diferenciais lineares

A(2)L'(2) = €(2)L(2) A(2)P,(2) = Bu(2)Pu(2)
L(20) = Iaxo ’ Pn(z0) = Ya(20) |
Para o sistema A(2)P) (2) = B,(2)P,.(z) apresentamos uma matriz fundamental
de solugoes definida por P,, = i’ne &zt onde ﬁn = P;H %il onde w é um peso
n @

semi-cldssico sendo {P,} a respectiva sucessao de polinémios ortogonais ménicos,
{qn} sucessao de fungoes de segunda espécie e C' um polinémio que serd determinado

no fim desta seccao.
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Considerando S a funcao de Stieltjes associada ao peso w e considerando matriz
fundamental de solugoes P,, verificamos que a funcao de Stieltjas S pode escrever-
-se como uma transformacao racional de S permitindo uma representacao para a
sucessao de matrizes {Y,}. No final, consideramos os polinémios Laguerre-Hahn

classe zero como exemplo.

1. Equacoes diferenciais matriciais de Sylvester

Através do Teorema seguinte obteremos uma caracterizacao para a sucessao de
polinémios ortogonais Laguerre-Hahn através da reinterpretacao das relagoes de
estrutura (I1.7) em termos de equagoes matriciais do tipo Sylvester, o que permitird

obter uma representacao para as respectivas sucessoes de polinémios ortogonais.

Teorema lll.1. Sejam u uma funcional linear reqular definida positiva e S a fungao de
Stieltjes correspondente. Sejam {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais relati-
vamente a u, {P\"} sucessio de polindmios associados de primeira espécie e {q,}

sucessao de funcgoes de sequnda espécie. As afirmacdes sequintes sdo equivalentes:

(1) S satisfaz a equagao diferencial do tipo Riccati
A(z)S'(z) = B(2)S*(z) + C(2)S(z) + D(x), (I11.2)

com A,B,C,D € P,
(2) Yn € N, {Y,} satisfaz a equagdo

AY! = B,Y, — Y,€ (I11.3)
—l, Sk ¢ -D
onde B,, = Tl s C=| 2
% glle=bd) . B _¢C

o n 2

Tn
com Ly, L, 1,0) e @,1%1 polinomios de graus limitados e que dependem de

A, B,C,D e B,,7, os coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos

de {P,}.
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r—Pn —In . ~ .
(3) A, = & 7 satisfaz a equacao tipo Sylvester
1 0

AA! =B, A, — AyB,_1, VneN.

com

tr(B,) =0

n 1
det(B,,) = det(Bg) — A _ Ok

ey Ik
sendo det By = (C'/2)* + D(A + B).

(4) ¥Yn > 1, a sucessao {Q,} satisfaz a equagdo

AQ!, = (B, + (BS+ C/2))Q,.

Demonstragdo: (1) < (2)

45

(I11.4)

(I11.5)

(I11.6)

Considerando o Teorema II.1 do capitulo anterior e as relagoes de recorréncia a treés

. N /. 1
termos de {P,} e dos seus associados de primeira espécie {PT(L )} podemos reescrever

as equagoes (I1.2) na forma seguinte:

A

/
Pn+1 P7§1) _ _ln—i-l @}H—l Pn+1 Pr(Ll)
Pn P»,El_)l _% 9711(:6_6”) - ln Pn P751_)1
Tn Tn
PnJrl Pél)
- 1
P, P

onde obtemos a equagao (II1.1) que é do tipo Sylvester para {Y,,}.
(2) = (3)

Derivando a relacao Y, = A,Y, 1 onde A,(z) =

1 0

equacao (III.1) vem

A(-Anyn—l)/ - Bn-AnYn—l - -Anyn—le g

AAnYn—l = (Bn-An - -Aan—l)Yn—l-

2[Q

Sy
|
w|Q

e usando a
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Obtemos (I11.4), Vn € N, pois Y,, é uma matriz regular.

Partindo da equagao (II1.4) encontra-se o determinante da matriz B,,. Calculando
det(B,A,) = det(AA, + A, B,_1), n>2

obtemos
1

“ + det(anl).

det(B,,) =
(B = 2

Como o determinante de B,, se escreve a custa do determinante de B,,_; obte-

mos (II1.5).

Para mostrar que tr B,, = 0 comecamos por considerar as relagoes de estrutura,

definidas em (I1.7) no capitulo II, para n e para n — 1:

/

Pn+1) - 0,P, +CPn+1+BP =l Pry1
ANy —erp, - <pt — Dp,yy =1,PY

P -0 P,y + <P, +BPY, =1, P,
P(l—)l)/ - @}L—1P7§1—)2 - %Pél—)1 —DP, = lnflpél—)l

\

(1)

Multiplicando a primeira equagao por P,”’;, a segunda por —F,, a terceira por —Pél)

e a ultima por P, ,; e adicionando as quatro equagoes temos

(%Wﬂ—%%WWW&m

n—

AP, PO, -

n—1

91( n+1 - Pn—IPT(Ll)) = (ln+1 +l )(P W P Pn+lp(l—)1)
ou seja
A(Pua PV, = PP = O4(P,y Py = Py a PY)
= (anrl + ln)(PnJrlPr(Ll—)l - P(l)Pn)

n

Por (1.8) e pelas relagoes de recorréncia a trés termos (I.1) e (I.5) vem
Ay )+ On(P o P = Pact B2y = Ba) = (g + L) (1)

ou seja, O, (Y1 -+ Yn-1)(@ = Bn) = (lngr + L) (71 -+ )

Portanto tr(B,,) = 0.
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(3) = (2)

Multiplicando a equagao (II1.4) por Y;_; vem
A-Afnyn—l = Bn-’élann—l - Aan—lyn—l

e utilizando a derivada de A,,Y;,_; temos A"Y,, 1 = (A,Y,_1) —A,Y,_; substituindo
obtemos

AAY, ) — B ALY, 1 =AAY, | — A, B, 1Y,
e pela relagao Y,, = A, Y, resulta
AY! — B, Y, = A, (AY, | — B, 1Y, 1).
Iterando o procedimento temos
AY! —B,Y, = A A1 ... A1(AY] — BoYo)
e como
VYol = A A, Ay
obtemos (II1.1) onde C' = —Y; ' (AY] — ByYy) para n > 2.
(4) & (1)

No capitulo II, mostramos que se verificava a relagao (I1.3), para a sucessao de

fungoes de segunda espécie {q, }

C
Aq;H—l = @}LH% + (ln+1 + 5 + BS) n+1-

Considerando a relagao de recorréncia a trés termos de {g,} temos

(2 = Bn)qn(x) — Gny1 ()
- )

Gn—1 (x) =

Substituindo na equacao

Ag, = Ongn-1+ (—ln + g + BS) In

OL(x — 3, e! C
Aq, = qu — — Q1 + (—ln + =+ BS) In-
Yn Yn 2
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Escrevendo matricialmente estas duas equagoes temos

/

A n+1 B —lny1 @}LH n+1
B oL Onl@=hn) _
dn T e n an
% + BS 0 Gn+1

0 % + BS Gn
Obtemos deste modo (IIL6), AQ,, = (B, + (BS+$))Q,. M

A equagao de Sylvester (I11.4) é equivalente ao sistema de equagoes seguinte:

el
(ln—i-l - ln)(x - ﬁn) =-A+ @711+1 —n 7::1

(Z‘ - 671) @711 _ (I - ﬁn—l) @711_1
Tn Tn—1

(I1L.7)

ln+1 - lnfl =

simplificando a segunda equagdo do sistema (II1.7) obtemos a equagao

oo — byt 1y — 1y = E= ) g (@ = Bo)

Tn Yn—1

1
®n—1

aplicando a propriedade telescépica a ambos os membros vem

(z — Bn)

Tn

ln+1 + ln - @711 == ll + lo - ($ — ﬁo)@(l)

Resulta, deste modo, o sistema de equagoes

(s = L) (& = B) = A+ Oh ==t n>1
ln+1—|—ln—@;—ﬁn)@i:ll—i—lo—(x—ﬁo)@é, nZO

(I11.8)

Do sistema de equagoes (I11.8) podemos obter os coeficientes 3, e 7, da relacao
de recorréncia a trés termos que caracteriza as sucessoes de polinémios ortogonais

Laguerre-Hahn.

2. Polinémios ortogonais Laguerre-Hahn classe zero

Considerando o sistema linear (II1.8). Temos como objectivo principal encontrar

os coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos [, e v, e além disso conhecer
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os valores das constantes b, o; a, 1 € a, o tendo como condigoes iniciais

A=ayr® +ax+ag, ly=0a,17+a,0 € OF=b,g (IT1.9)

Ja vimos que, pelas condigoes iniciais, a segunda equagao de (I11.8) é

Los1 + 1 — M@; = 0. (II1.10)
Tn
Substituindo na primeira equagdo do sistema (II1.8) os polinémios A(x),l,(z) e

Ol (z), dados em (I11.9), temos

(An+11% + Apt10 — QA — ano) (T — Gp)

_ (bn—l—l,O i bn—l,O
" Tn Tn—1

) — (CLQI2 + a1r + CL()).
Comparando os coeficientes dos termos em [z?] resulta
Ap41,1 — Ap1 = —a2
pela propriedade telescopica vem
Qp4+1,1 = Q1,1 — NA2. (11111)
Temos, também, comparando os coeficientes dos termos em [z], que
(ng = Qnt1.1)Bn + Ang10 — Gno = —41

e por (II1.11) obtemos

A0 — Ap+1,0 = A1 + Ggﬁn. (11112)

e aplicando a propriedade telescépica vem
n
Ap+1,0 = A1,0 — NG — A2 E Br
k=1

Substituindo [, e ©}, dados em (II1.9), na segunda equacao do sistema (IIL.8)

vem
T — 571

n

bo- (111.13)

Ap 11T + Qpy1,0 + An 1T + Qpo =
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Comparando os coeficientes dos termos em [x] desta equacao obtemos que

bn,O
Apt1,1 T Gp1 = —
Tn
pela equagao (I11.11)
bno = (2011 — (2n — 1)az)yn. (I11.14)

Comparando os termos independentes de ambos os membros de (I11.13) vem

0
An+1,0 + an,0 = _ﬁ 0 . (11115)

Tn

Para obter a expressao de (3, comegamos por adicionar as equagoes (I11.12) e (II1.15)

resultando

2an,0 = a1 + Bn(—2a1,1 + 2nay) (I11.16)

substituindo em (II1.12) temos
ar + Bnr1(—2a11 + 2(n+ 1)az) — ay — Bu(—2a11 + 2naz) = —2a5, — 24y
ou seja,
—2a1 = Bp1(—2a11 + 2(n + 1)as) — Bu(—2a11 + 2(n — 1)as).
Multiplicando ambos os membros por (—2a 1 + 2nas) vem
—2a1(—2a11 + 2nas) = Bpi1(—2a11 + 2naz)(—2a11 + 2(n + 1)as)
— Bu(—2a11 + 2nas)(—2a1 1 + 2(n — 1)ay)
aplicando a propriedade telescépica
—2a1(—2nay 1 + (n + 1)nas)
= Bnt1(—2a11 + 2nas)(—2a1 1 + 2(n + 1)as) — Bo(—2a11)(—2a1 1 + 2as)

obtendo 3,1 definido por

am((n + 1)&2 — 2&171) + 2@1@&0(@2 — CL171)
(al,l — na2)<a1,1 — (n -+ 1)&2) '

5n+1 =
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Para determinar uma expressao para 7, comecamos por considerar a primeira
equagao de (I11.8) fazendo = = f3,, e obtemos a relacao seguinte

A(ﬁn) =, (bn+1,0 . bnl,O) .
Tn Yn—1

Por (III.14) resulta

A(ﬂn) = (2&171 — (2n -+ 1)@2)’}/n+1 — (20/171 — (2n — 3)@2)’}%

multiplicando ambos os membros desta equagao por 2a; 1 — (2n — 1)ag # 0 temos

(2a11 — (2n — 1)a2) A(Bn) = (2a11 — (2n — 1D)asg)(2a11 — (2n + 1)a2) Vi1

— (2a11 — (2n — 1)ag)(2a11 — (2n — 3)ag)Vn.

Pela propriedade telescépica vem

n

Z(zal,l — (2k — Daz) A(Bk) = (2a11 — (2n — 1)az)(2a11 — (2n + 1)az) V41

— (2a11 + a2)(2a1,1 + 3a2)Y.

Portanto
—(2a11 + a2)(2a11 + 3az) + Y A(Br) (2011 — (2k — 1)az)
k=1

= . (117
ot (2a11 — (2n — 1)a5)(2a01 — (2 + 1)az) (HL17)

n+1
Para se encontrar uma expressao para Z A(Br)(2a11 — (2k — 1)az) comegamos

k=1

por multiplicar as equagoes (II1.15) e (II1.12) vem

(an0)* = (ans10)* = —(a1 + a23,)(Bn(2a11 — (2n — 1)ay)

somando e subtraindo ag(2a;11 — (2n — 1)ag) e como A(3,) = a2(3,)* + a16, + ao

vem

(%,0)2 - (an+1,0)2 = —A(ﬁn)@ao,l - (2n - 1)G2) + a0(2a0,1 - (271 - 1)a2)
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pela propriedade telescopica vem
n
Z A(Br)(2a11 — (2k—1)az) = (ans10)>— (a00)* +2apar 1 (n+1) —agag(n+1)(n—1).

k=1

Por (II1.16) obtemos

> A(B)(2a01 — (2k — 1)ag) = (2(a1 + Bos1 (2011 — 2(n + 1)ap))?

— (ap0)* + 2apag1(n + 1) — agaz(n + 1)(n — 1). (II1.18)
Substituindo (II1.18) em (II1.17) vem

(2a11 + a2)(2a11 + 3az) — (apo)? + 2apap1(n + 1) — agaz(n + 1)(n — 1)
(2a11 — (2n — 1)az)(2a11 — (2n + 1)as)
(2(a1 + But1(2a11 — 2(n + 1)ag))?
(2a11 — (2n — 1)ag)(2a11 — (2n + 1)as)

Tn+1 =

Com estas equacoes podemos obter qualquer sucessao de polindémios ortogonais.

3. Representacao dos polindmios ortogonais semi-classicos

De seguida vamos proceder a caracterizagao das sucessoes de polinémios ortogo-
nais sobre a recta real pertencentes a classe semi-cldssica iniciando a seccao com o

seguinte resultado

Lema Ill.1. Seja A um polinomio e sejam X eC' funcoes matriciais de ordem dois

tais que AX' = CX. Entao

,_u(0)

(det X) T

det(X) (I11.19)

onde tr(C) designa o trago da matriz C.

O préximo Teorema permite obter uma caracterizacao para as sucessoes de po-
linémios semi-cléassicos, definidos na recta real, em termos de sistemas diferenciais.
Obtemos uma extensao do resultado obtido por Magnus, em [44], para as sucessoes

de polinémios semi-classicos sobre a recta real.
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Teorema 1.2, Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais mdénicos relati-

R
z C
. . Cat

vamente a uma medida w. FEntdo, w = Ke=04", K € C, se e somente se
~ Py 2R ‘ , ‘ :

Y, = satisfaz o sistema diferencial

P an
n

AT, = (B, 1Y,

onde B,, € a matriz associada a equacio AS' = CS+ D, C, D € P, que a respectiva
funcao de Stieltjes satisfaz.
/

R
~ c Sy ~ W
Demonstracao: Se w = Ke =0 4™ entao — =
w

satisfaz a equagao AS’ = C'S + D para um certo polinémio D. Do Teorema III.1

temos (I11.6)

. Temos que a funcao de Stieltjes, S,

=Q

AQ) = (B, + S 1),
ou seja,
dn+1 / dn+1
Al 2] =Bt %1) Z
€ COImo
Ppt1 ! Py
Al g | =Ba gl) p

/
e por — = % obtemos
w

AY! = (B, — %])Yn.

Reciprocamente, se a sucessao {Y,} satisfaz a relacio AY! = (B, — ¢r )Y,, entdo

pelo Lema III.1 temos

~ tr(B,, — €1 ~
det(Y,) = (B — 51 det(Y,,).

Por outro lado temos também que

det(V,) = Ppoy 2o — p,dntt
w w
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substituindo na equagao anterior vem

o tr(Bn_QI) q n+1
det(Y,) = ——2"2(P,, = — P,2F
oty = B 5D 0 p

pelo Teorema I11.1 vimos que tr(B,,) = 0 e temos que

dn n+1 C 4n dn+1
P,1— —P =—(Pyy1— — P, :
(n+1w nw ) A< n+1w nw)
w/
Resulta — = 71° portanto w é um peso semi-classico.
w
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O Lema de Radon [36] permite-nos resolver as equagoes de Sylvester (IIL.6)

através da resolucao de dois sistemas diferenciais lineares e onde se vai estabele-

cer uma representagao para a solucao da equagao anterior num certo dominio G.

Teorema 1.3 (Lema de Radon). Consideremos a equagao de Riccati

W'(t) = Moi(t) + Mao()W(t) — W(t)Mii(t) — W () Mia ()W (t) (ITL.20)

com W(ty)) =Wy et € R out € C, onde My; € R™™, M5 € R™™ My € R™*™

e Myy € R™™ sao matrizes cujos elementos sao fungoes localmente integrdveis

definidas no intervalo [ty,tr] C R. Entdo:

(1) Se W for uma solugdo de (111.20) no intervalo [to,tf] C R e se L for uma

solucao do problema de valor inicial

L' = (My + MisW)L,  L(to) = I,

onde I, € a matriz identidade de ordem n, e P(t) := W(t)L(t), entdo o

vector [ P|T é uma solucio do sistema linear de equagoes diferenciais

!/

L My M| | L

P My Myy| | P

(111.21)

(2) Se [L  P]* for uma solucio real do sistema diferencial (II1.21) tal que

L(t) € R™™ € regular para t € [to,ty], entdo
Wt [to,tf]] CR — R™™ t— W(t) = P(t)L'(t)

¢ uma solugao real de (I11.20).
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(3) No caso det pertencer a C e as matrizes My, Mya, Mz e Myyforem matrizes
complexas, as afirmacoes (1) e (2) permanecem verdadeiras se substituirmos
o intervalo [ty,ts] por um dominio arbitrdrio do plano complexo G C C, com

to € G.

Os resultados seguintes encontram-se demonstrados por Branquinho e Rebocho

em [10, 57].

Teorema Ill.4. Para n € N, consideremos a equacao diferencial de Sylvester (I11.6).
Seja G C C e zy € G, tal que os elementos das matrizes % e % sao localmente

integrdveis em G. Se as matrizes P, e L com L invertivel verificarem os sistemas

A(z)L'(2) = C(2)L(2)

(I11.22)
L(20) = Lz
e
A(2)P =B, (2)P,
(2)P4(2) = Bu(2)Pu(2) _—
ﬂ)n(Z(]) = Yn<20)
entdo as solugoes de (111.6) tém a sequinte representacao em G, ¥n € N,
Y, =P, L1 (I11.24)
A solugao da equagdo de Sylvester (I11.6) € dada por
Y, (2) = Pu(2)G, L7 (2) (I11.25)

onde L é a matriz fundamental do sistema (111.22), P, é uma matriz fundamental
do sistema (I111.23), e
Gn = (P,(to)) 'Y, (to) L(to). (I11.26)

Lema 111.2. Se L verifica o sistema I1I11.22 entdo det(L(z)) = det(L(2)).

Para resolver o problema de valor inicial (II1.22) comegamos por procurar uma

matriz fundamental de solucoes L, de ordem 2, que verifique a equacao

A(2)L'(z) = C(2)L(z).
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onde C(z) esta definida no Teorema III.1 e det(L(z)) # 0.

Designando por Li(z) e Ly(z) as colunas da matriz L resolveremos o sistema
A(2)L1(2) = C(2)La(2) e A(2)L5(2) = C(2)La(2).

Lema I11.3. Seja C(z) a fungdo matricial definida no Teorema III.1. Entao verifica-se

que:

(1) A fungio matricial € verifica €*(z) = 3(2)Iaxs com 3(z) = (§£)* — BD;
(2) o0s valores préprios de € sio +£+/5;

(3) Uma base do espaco dos vectores préprios associados aos valores proprios

D

+/B € dada por Vy 5 =
S+VB

Lema lll.4. Se L = [Ly Ly] for a solugdo de II1.22 entdo

ALy = /BLi+ AeiV_ 5 e ALy = —\/BLy+ AcsV 5
onde c¢1(z),co(2) sao fungoes.

Exemplo 3.1. Polinémios Ortogonais de Laguerre-Hahn Classe Zero

Consideremos a equacao diferencial do tipo Riccati AS’ = BS? + C'S + D sendo
A(z) = agx® + a1z + ag, B(x) = bex? + iz + by, C(x) = c1x + ¢y e D(z) = k
onde k é uma constante. Vamos encontrar uma matriz L,invertivel, que é solucao

do Problema, de valor inicial, I11.22

A(z)L'(2) = C(2)L(2)
L(20) = Ioxz

Ou seja,
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de onde resulta o sistema de equagoes diferenciais

C C

ALy, = §L11 — kLo & kLgy = ELH — ALY,
ALy, = %le — kLyy < kL = %le — AL},
AL, = —ng + BLu
ALy, = _%LQQ + BL2

Substituindo a primeira equagao na terceira equacao do sistema anterior obtemos

C 2\ C/C ,
A (ELll - AL11> - BL11 - E <§L11 - ALII)

resultando, assim, a seguinte equacao

C? AC’
ALY+ AALY + (_T + Bk — 5 ) Ly =0

pelo Lema ITI.3 temos

A !
ALY + AA L + (52 _4C ) Ly =0. (I11.27)
Fazendo como em [60] vem
Lyy=us, Lj=us+us, L} =u"s+2us+s"

Substituindo em (II1.27) temos

Asu” + (2A%5" + AA's)u' + [A2s" + AA's + (52 - CQA) 5] u=0.

Fazendo 2A4%s' + AA’s = 0 obtemos a equacao

AV /i
oy [ (A2, 24

+ 6%+ A2C ) s} u=0. (T11.28)

A equacao de Airy u” + %us = 0 é uma transformacao da equacao diferencial de

Bessel. Tem como solugao a fungao de Airy, [60].
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A equagao obtida em (I11.28) é uma equagdo de Wittaker e tem a forma geral

1k Lf-m?
W”+{——+—+4 2m}W:0
4 =z z

onde k, m sao constantes. Sao solucao desta equacao as funcoes de Wittaker e as de

Bessel(c.f. [62]).

Para o problema de valor inicial (II1.23) procuramos uma matriz fundamental de
solucoes do sistema diferencial correspondente a este problema. Ou seja, procuramos
matrizes de ordem dois, P,, que satisfacam a equacao A(z)P (2) = B, (2)P.(2),

Vn € N, dada por

(111.29)

onde {P,} é uma sucessao de polinémios ortogonais relativamente a uma funcional
u e {qn} a sucessao de fungoes de segunda espécie. Vamos considerar w a parte
absolutamente continua da medida e denotaremos os coeficientes das relagoes de

recorréncia das sucessoes definidas anteriormente por (3, e V.

Lema ll.5. Sejam {P,} sucessdao de polindmios ortogonais relativamente a uma fun-
cional u e {q,} a sucessdo de fungdes de sequnda espécie. A sucessio {P,} satisfaz

a equacao

A, = (B, — =1)P, (I11.30)

R, e
£ it : ~ ”
se e somente se, P, = e 21 227 P, satisfaz AP, = B, P,, para alguma funcdo analitica

C e algum z; € C.

Portanto, se P, tiver a forma (II1.29) entao

(I11.31)

Lema lIl.6. Seja S a funcgao de Stieltjes que satisfaz a equagdao diferencial de Riccati

AS" = BS?4+CS+D e {P,} arespectiva sucessao de polindmios ortogonais monicos.
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Seja {P,} uma solucao do sistema diferencial (111.23), dada por (111.29). Entao, se
{P.} for definida por (II1.31), Vn € N, temos

A(A) =B, — ApBo 1. (111.32)
onde P,, = ﬁnﬂ’n,l e f~ln = T i
1 0

Os polinomios que compoem a matriz B, verificam as sequintes equagoes, para

n>2,

0= (b = ) (B = Ba) = (G = 1) 522

Yn—1
1 Z—LBn_ . ~
O = ln - ln72 + W(%@ - ’Yn) + (6n - 6n)@n71 III
0= (B — ) %2 e
- n — Mn o !

1

~ (C)
0= ('771 - /Vn) :;71

n

Seja {T.} a solugio do sistema (111.23) e S a fungio de Stieltjes associada a
E . Entao, a transformacao racional T, p.c.qy, @,b,c,d € P com ad — bc # 0, €
( R it )

tinica e S = Tiqpea)(S).
Demonstracao: Fazendo a subtracgao das equacoes

AAL = BoA, — AnBo

AA,) = BpA, — AyBr

obtemos

A(AL — (A)) = Bu(An — An) — (Ap — Ap) Bt

que matricialmente tem a seguinte forma

0 0 o ln _@711 ﬁn - ﬁn ;771 — Tn
— 1 1 o3,
0 0 0:;1 [ — W 0 0
ﬁn - ﬁn ;\Y/n — Tn lnfl _@ifl
- 0 0 _g(z—Bn1)
0 0 e R

resultando o sistema de equagdes (II1.33).
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Analisando este sistema (I11.33) temos que se 3, # En, para um numero finito de

termos n = 2,...,ng, entdo O} | =0 paran =2,...,n9. A partir de ng, ©L |, #0
e B, = Bn

Seja S é uma transformacao racional de S. O inverso de Tla,pse,q) onde ad —be # 0

existe e ¢ dado por T{4 _¢;—pa). Se existirem duas transformacoes racionais 77 e T

tais que T1(S) = To(Ss) entdo a composicao T, ' o Ty satisfaz (T; ' o T1)(S) = S e

concluimos que T7; = T, onde fica estabelecida a unicidade de T'. [ |

Corolario Ill.1. Considerando as hipdteses do Teorema anterior, seja S a funcgao de
Stieltjes de {ﬁn} entao, S € uma transformacao racional de S do tipo

S = % (I11.34)

com a,b,c,d € P.

Pelo Teorema I11.2 vimos que ao determinar uma solucao do tipo (I11.29) é equiv-

_ ;e
alente a w = Ke =124 com K € C.

4. Determinacao do polinémio C
O polinémio C define a funcao peso w.

Lema IIl.7. Consideremos as mesmas condi¢oes que no Lema (I11.6). Seja S a fun¢ao
de Stieltjes que satisfaz (I1.1) AS' = BS? + CS + D. Seja C um polinomio e S
a fungdao de Stieltjes relativa a w. Seja Tia, —g:—as8), onde o, f; € P, 1 = 1,2 ¢
a1 — afly # 0, tal que S = T(§) Se S satisfaz

AS' =CS + D, (111.35)

D € P entdo temos as sequintes relacoes:
B = (a8 — abhfa)A+ ayf,C + 2D (111.36)
C = (B + o — b — a\B)A+ (a1fs + asf1)C + 2316, D (111.37)

D = (af—a\B)A+apiC + BiD. (I11.38)
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~ v O ~
Demonstracao: Se C' € P, pelo Teorema III.1 temos que wr =71 e C' é um peso
W
— 51S ~ S
semi-classico, entao resulta (I11.35). Como S = a1 = b — temos S = M.
—Qip + ﬁzS 61 + 625

Usando S em (II1.35) obtemos a equagao

Al — a1 52)S" = ByS? + 58 + D,

com
By = (aofy — ayf2)A+ 042526Y + 5225
= (f] + a1y — ayf — ayf2) A+ (a1 e + 04251)5 + 251@5

Dy = (a1ffy —ayB)A+ 041515 + 5%5

Como S satisfaz (I1.1) e (II1.39), segue-se que, se a3y — a1 32 = 1 entdo By = B,

Cy = C, Dy = D e obtemos as relagoes (111.36).
Podemos encontrar C' resolvendo o sistema de equagoes lineares (I11.36).

Consideremos (I11.36) escrito na forma matricial

B — (af3y — a5 3;)A

Q22 ﬁ% 5
102 + anfh 20102 7 = |C — (aff] + a1y — a8 — a1 5r) A
1B o D — (a1 — o) B1)A
uy B — (a2 — ay82) A
esejalU = |ug| = |C — (aof) + a1y — ap — a}f}2) A
us D — (aufy — a4 p1)A

Caso I:
Se a3y # 0 entao
B1 Baciatiy — B1fBaur (a1 Py + By — ay) — Biuzass = 0

O - Uy + up (o By + o) — usiaBo
azf3s

D — Uz By — ui (o + a2 f3y)
5 '

61

(111.39)
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Caso II:
Se as = 0 e [y # 0 entao

Baus — B Baus + Biu; =0

6 _ Ugﬁg — Qﬁ;u -1
04152
D = —.
33
Se ag 0 e o =0 entao u; #0 e
C =
as
=~ Uz — QU2
D = —— —~
0625%

Estabelecemos, de seguida, o resultado pricipal desta seccao,

Teorema I11.5. Sejam S a fun¢ao de Stieltjes satisfazendo a equagdao de Riccati (I11.1)

Poy PV
e {Y,} a correspondente sucessao de matrizes dada porY,, = i W | Entao,
Pn Pn—l

- : e
existem um polindmio C'(cf. Lema II11.7), e uma fung¢ao peso w = Ke =0 adt ,KeC

tais que
VB,
Y, = o Ve | GuL7(2)
Vap, %

onde G, é a matriz definida no Teorema I11.4, {P,11} € a sucessao de polindmios
ortogonais monicos relativos a w, {g,} a correspondente sucessio de funcoes de

sequnda espécie e L a matriz fundamental do sistema (111.22).






CAPITULO IV

Representacao Matricial de Polinémios Ortogonais

Discretos

Os polinémios ortogonais aparecem como solugoes especiais de importantes equa-
¢oes diferenciais da fisica matematica tais como equagoes de Shohat-Freud denomi-
nadas equacoes de Painlevé discretas e expansoes em fragoes continuas de alguns

nimeros irracionais especiais.

Neste capitulo vamos estudar as familias de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn
de variavel discreta definidas em redes nao uniformes. O operador em diferengas
divididas utilizado aqui é um operador mais geral, do tipo Askey-Wilson, defini-

do por

-0l

onde 7y (x), n2(x) sdo as raizes da equagao quadratica

Ay* +2Bxy + Cx® + 2Dy + 2Bz + F = 0, A #0.

Os polinémios ortogonais Laguerre-Hahn satisfazem uma equacao em diferencas

do tipo Riccati
A(x)(DS)(x) = B(x)S(m(x))S(n2(x)) + C(x)(MS)(z) + D(x)

onde A(x), B(x),C(z) e D(x) sao polindmios, A(z) # 0 e o operador 9 esta definido

por

f(na(2)) + f(m(x))
: :

Esta equacao em diferencas do tipo Riccati sera o ponto de partida utilizado

M(f)(x) =

na abordagem que faremos neste capitulo que tem como inspiragao o trabalho de
Magnus [42].
64
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Na sec¢ao um comegamos por apresentar uma demonstracao alternativa a exis-
tente em [42] para o Lema dito de Magnus. De seguida, daremos uma caracteri-
zagao para as sucessoes de polindmios ortogonais Laguerre-Hahn discretas estabe-
lecendo uma equivaléncia entre as relacoes de estrutura de primeira ordem para as
sucessoes de polindmios ortogonais ménicos { P, } e sucessoes de fungoes de segunda
espécie {q,} partindo da equacao em diferengas de Riccati e utilizando vectores de
polinémios designado por ¥, = [Poq PV]7.

Na seccao dois iremos encontrar uma equagao em diferengas de segunda ordem
que caracteriza os polinémios ortogonais discretos. O procedimento serd idéntico
ao que foi utilizado por Magnus em [42, 45| e Rebocho em [57] para o caso da

circunferéncia unitaria.

Na seccao trés estabeleceremos equacgoes em diferencas do tipo Sylvester e come-
garemos por fazer um estudo da classe semi-cléssica discreta onde apresentamos as
solugoes das equagoes em diferencas do tipo Sylvester na forma de dois sistemas

matriciais.

1. Polinémios ortogonais Laguerre-Hahn discretos

Consideremos a sucessao de polindmios ortogonais monicos {P,}, sucessao de
polinémios associados de primeira ordem {P,El)} e sucessao de fungoes de segunda
espécie {¢, }. Sejam u uma funcional linear regular e S a fungao de Stieltjes associada
a u. Temos que u é Laguerre-Hahn discreta se S satisfaz a equagao em diferencas

de Riccati
A(@)D(5)(x) = B(z)S(m(z))S(na(x)) + C(z)M(S)(z) + D(z) (IV.1)

com A, B,C e D polinémios, A # 0.

A equagao de Riccati (IV.1) pode, também, escrever-se da seguinte forma

5SS+ ( 0+ E ) st - (2 - EY i) 4 Do) =

As relagoes que se seguem serao utilizadas nas secgoes seguintes.
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Lema IV.1. Seja {P,} uma sucessio de polindmios ortogonais ménicos de varidvel
discreta,respectivas sucessoes de funcgoes de sequnda espécie {q,} e as respectivas
relacoes de recorréncia a trés termos. Consideremos, também, os operadores D e

M definidos em (1.19) e (1.20), respectivamente. Temos as sequintes relagoes:

(1)

LY () = Snlm(@) + Sn(m ()
o (S”> @) 2S5, (m(2))Sn(n2()) ’ (Iv.2)

(2) Para as sucessoes de funcgioes de sequnda espécie {q,} temos a sequinte

relagao

S(m(z))gn(n2(x)) + S(na(z))gn(m(x))
2

= M() (2)M(gn ) (z) — D () (2)D(¢n) (). (IV.3)

Demonstracdao: Comecamos por considerar a relacao de recorréncia a trées termos de

{P,(x)}. Dividindo ambos os membros por P,(x) obtemos

Poj(z) Po(z)
Po) T e Gy
Considerando S,, = PIZ:(IS) resulta que
Sul@) = (2= ) = — (Iv.4)
w(z) = (x—06,) — Yneo——- :
S (@)
Pela equacao (IV.4) para n + 1 e aplicando ® (1.19) vem
Y19 (Sn())
D(Snt1)(x) =1+ . IV.5
) = S S, et o)
Aplicando o operador 9 definido em (1.20) a equacao (IV.4) temos
1 _ _
Sn Tn+1

Para mostrar (IV.3) basta considerar a defini¢ao (1.20) de 9t e de M(fg) (1.27). W

O resultado seguinte encontra-se provado por Magnus em [42]. Mostraremos uma

forma alternativa de demonstrar este resultado.
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Teorema IV.1 (de Magnus). Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais mdni-

cos. Suponhamos que S, () = P;;:—(lg) satisfaz a equagao

an(7)D (S0 )(x) = by () Sy (11 (2))Sn(M2(z)) + c(2)M(S,) (2) + dn(2) (IV.7)

com Gy, by, Cp, d,, polinomios de graus limitados. Entao

an1(z) = an(z) —2qbpii(x) (IV.8)
busi(z) = Cf;i) (Iv.9)
nle) = —enl) 4225, (0) — ) (1v.10)
dnt1(z) = an(z) + Yns1bn(x) + (P —Bns1)cn () (IV.11)

+ (M (%) = Bra1) (M2(2) — Bny1)bnya(IV.12)

Demonstragdo: Multiplicando a equacao (IV.5) por a, e utilizando a equacao de

Riccati em diferengas (IV.1) temos

by S (11 (2)) S (m2(2)) + cIM(Sn)(2) + do
Sn(m(x))Sn(na2(z))

pela defini¢ao de 9t (1.20) e por (IV.2) vem

D (Sn41)(T) = an + g1

an®D(Sp1)(T) = ap+ Ynsibn
Sn(m()) + Sp(na(x)) n Yrg1dn,
Sn(m(2))Sn(na(z))  Su(m(z))Sn(ne(z))

D (Sn41)(®) = an + Yog1bn + Yns16, M (Sin) () + S (m (,;n);jsi?m(x))'

+ Yn+1Cn

Pela relacao (IV.6) temos

an@(5n+1)(x) = Gp + Vnt1bn + Cn<p _BnJrl) - Cnm((SnJrl))

Yn+1 dn

T 5 (@)Sn(ma(@))

(IV.13)
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Por (IV.4) temos que
’Yn—l-ldn(x) _ dn(x)
Sp(m(2))Sn(m2(x))  Ynga
+(M1(2) = Bns1) Snr1(m2(2)) + (02(2) = Brg1) Snv1 (M1(2)) + Sy 1 (M1 (7)) Spgr (m2()))

((771(3:) - ﬁn+1)(772($) - 6n+1)

ou ainda,

’Vn—f—ldn o dn
Su(m(2))Su(n2(2))  Ynsa

M () 911 (12(2)) = 2041 (MSn 1) (%) + Sna (M (2)) S (n2()))- - (IV.14)

((m(z) = Bny1) (m2(w) — Bay1) + na() Snyr (m(z))+

Como

12(2) S (1 (2)) + 11 (2) Sns1 (n2(2)) = = (m2(2) = 71(2))*D(Sni1) (@)
+ 29D (Snt1)(2) + 2p M(Sp41) () ,
substituindo na equagao (IV.14) vem

'7n+1dn($> _ dn(x)
Sn(m(2))Sn(m2(2))  Ynt

2(p =B 1)M(Sr41) (2) + S (11 (2)) Sa (12(2) — (n2(2) =1 (2))*+2 ) D (S41))-

(= (x) = Bni1) (m2(2) = Bnsa)+

Substituindo na equagao (IV.13) obtemos

n(2)D (S 41)(2) = an(x) = ni1bn(r) = n(2) (D =Fnt1) + ()M (Sn11))

= D o) = B (o) = ) + 205~} TUS) ()
+ Sn1 (M (2)) 1 (12(2) — ((12(2) — M (2))* + 20)D(Sn1))-
Comparando com a equagao (IV.7) obtemos os coeficientes (IV.8) a (IV.12). |

O objectivo principal desta seccao consiste em obter uma caracterizacao para as
sucessoes de polinémios ortogonais ménicos Laguerre-Hahn de varidvel discreta onde
adaptaremos o método desenvolvido no capitulo II ao caso discreto. Comecamos

por estabelecer as relacoes de estrutura de primeira ordem na classe Laguerre-Hahn

discreta sendo ¥, = [P, 11 PT(LI)]T:
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Teorema IV.2. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente funcao de

Stieltjes e {1, } a sucessao de vectores associada a u. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(1) S satisfaz a equacio em diferengas do tipo Riccati (IV.1).

(2) A sucessdo de vectores {1, } satisfaz, para n € N,

D (Yn) = lny1¥n(m) + C Y1) + ©5, 10 ()
2

2|Q

D

(3) A sucessdao vectorial {1}, também, satisfaz a equagao

©[Q

D (V) = lns1¥n(m) + U (M) + @71H-1wn71<772)-

C
D 3

Demonstragdo: (1) = (2)
Gn+1 5 él)

Como S, 41(7) = = + substituindo S,11(z) na equagao em diferencas do
Pn+1 Pn+1

tipo Riccati (IV.1) e utilizando a defini¢ao de 90t vem
(1) (1)
An+1 P Qn+1(771> Py ( ) (772>
A(z)D + = B(z +
(@) (Pn+1 Pn+1> @) (Pn+1(771) Poyi(m) 1(772

PUm) \ | C@) ((awa(m) | P (m) an(n + D
Poia(n2) 2 \Buni(lm)  Popa(m)  Bana(n2)  Popa(n

_|_

Como D ¢ linear e pela definicao (1.26), de ©(f/g), para a fungao n,(z) temos

. (q) A2 Pasa(m) = D(Posa) P2 ()
P Bor(m) Paya(n2)

_B Gt )01 () Gt ()P (1) Gt () B ()
Poii(m)Poyi(m2)  Posa(m)Payi(m2)  Poga(m) Payi(m2)

(771 Pn+1(772 2 Pn+1(771)Pn+1(772)

C (p,9><n1>Pn+1<n2> . P#)(nz)PnH(nl)) 1 pLet ) Bus(m) gy 45

+B ( (771§P7$1 (Uz))) + Q (C]n+1(771)Pn+1(772) + Qn+1(772)Pn+1(771))

+ R
2 \ Pori(0) Pasi(m2)  Progr(m) Paga(n2) Pri1(m)Poya(n2)
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ou seja,

(A0 (E1) (0)) Proa () Proa () = B () )

n+1

—B(2)(gn1 (12) PO (00) + Gt () PO (112)) C;x)

= —A@)D(PM)Posr(m) — D(Posr1) PV (m) + B(z) P (1) PV (mp)

n C’;x)

Q1 (M) Pry1 (02) + g1 (2) Prga ()

(P (1) Posa (n2) + PV (12) Pt (m1)) + D(@) Pyt (1) Pt (12).

Fazendo

Onp1 = —AD(PY) Pyt (1) + AD(Payr) PV () + BPY (1) D (12)

| Q

+ — (PO (1) Py (192) + PO (1) Par (1)) + D Pyt (1) Py (1) (IV.16)

temos que ©,1; ¢ um polinémio pois temos simetria em 7;(z) ¢ em n(x), isto
significa que podemos efectuar todo o processo considerando 7, no lugar de 7y, e

2n

tem grau limitado pois ¢,(z) ~ 72" sendo

grO,,1 =max{grAd —2,grB—2grC —1}.
Pela equagao de Liouville-Ostrogradski (I1.33) temos

®n+1
f}/l R '771

+ AD(Pur) PV () +

(Pu(m) PO (1) = P (1) Py () = —AD(PY) Py (1)

(PEm) Pasa ) + 5 PO () P ()

+ BPM () P (n2) + D Pt (1) Pt (12).

| Q

o
Fazendo O} ,, = =L temos
e+l T e

C
(=08 1 Pu(m) + AD(Pyy1) + BPM (n2) + §Pn+1(772))P7§1)(771)

C
= (=01 P2 (m) + AD(PY) = S (1) = DPasa (1)) Paa ()
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c s . 1 ~ N ~ .
Como os polinémios Py )(771) e P,11(m) nao tém zeros em comum entao existe

um polinémio [,,1; com grau independente de n tal que

C
=6, 11 Pu(m) + AD(Poy1) + BB (1) + S Puri(n2) = luprPasa(m)
C
=0, P (m) + AD(PY) = S PV() = DPa () = L P ()

ou seja, obtemos as relacoes
C
AD(Poy1) = lotaPoyi(m) + O, Pa(m) — BPY (n,) — 5 w1 (n2) (IV.17)
C
AD(P) = Lt PO () + O 1 P2 () + S PV () + D P (m2)IV 18)

. 1 :
Considerando o vector 1, = [P,1 P} )]T podemos escrever vectorialmente as

relagoes (IV.17), (IV.18) da seguinte forma

c

AQ(@Z)n) = ln—l—ld]n(nl) + D2 ¢n(772) + @71z+1¢n—1(7]1) (IV.19)

©|Q

(1) = (3) De modo anélogo ao anterior podemos obter as relagoes de estrutura
de primeira ordem para {P,} mas considerando a funcao ny(z). Comegamos por
utilizar a defini¢ao (1.26) do operador ® (f/g) para a funcao ny(x) em (IV.15) e,
posteriormente, a equagao (1.33) também em 7, (x). Deste modo obtemos as relagoes

de primeira ordem

C
AD(Poi1) = Ly Pogi(m) + 51 Pu(ne) — BPM () — Epnﬂ(m) (IV.20)

C
AD(PY) = L PV () + 0,1 P (121) + 5 PV (m) + DPoa(m). (IV-21)

Escrevendo vectorialmente as relages (IV.20) e (IV.21) vem

_c
2

A’D(%)(x) = ln+1wn(772) + 77Z)n(771) + 971L¢n—1(772) (IV'QQ)

D

©|Q

(2) = (1) Considerando as relagoes de estrutura (IV.17) e (IV.18) podemos obter a

equagao em diferengas do tipo Riccati. Para isso multiplicamos a equagao (IV.17)
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P (m)
Poi1(m)Prgi(n2)

1
e a equagao (IV.18) por ———— temos

por —
Pn+1 (772)

_ AD(P) B P () — Po(m) P (m)
Pi1(m)Pog1(n2) " Pn+1(771)Pn+1(772) i Pry1(m) Pry1(n2)

P (o) PV (m)  C Puya(m) P (m)
Popi(m)Prvi(m2) 2 Poya(m) Py (n2)

o(P) PO g Ptim) € P(m)

Posa(n2) " P (mp) T Poa(m) 2 Poa(me)
Somando estas duas equagoes obtemos

A +D.

@) ADEP)PYm) i PP () = Paa ()P ()
Poii(n2)  Par1(m)Pusi(n2) i Pn+1(7h)Pn+1(772)
PP () | CPua()PY () | C PP ()
B + = + = +D
Poii(m)Posi(n2) 2 Poii(m) 2 Ppii(n2)

pela equagao (1.33) vem

ol e wmem PP ) | C P ()P (m)
Pt " Py (m)Pasi(m2) T Pai(m)Pari(n2) 2 Pasa(m)
C P (n)
+ ———=%+D.
2 Pn+1 (772)

Como a sucessao {P,} ¢é ortogonal a uma medida de Borel positiva entao pelo
&)
P - : - < .
Teorema de Markov —5= = S entao considerando o limite na equagao anterior

temos
C
AD(Sn) = BSu(m)Sn(n2) + E(Sn(772> + Su(m)) + D
pela defini¢ao (1.20) de 90t temos a equagao de Riccati em diferengas (IV.1). [ |

Observagdo 1V.1. Consideremos as equagoes vectoriais(IV.19) e (IV.22). Somando

estas equacoes e usando a definicao de 9t obtemos

[ —
n+1 2

O (1) (x) = )
D b1+ 5

M () () + n+1 M (Y1) (). (IV.23)



1. POLINOMIOS ORTOGONAIS LAGUERRE-HAHN DISCRETOS 73

Também temos uma caracterizacao para as sucessoes de polinémios ortogonais

discretos em termos das fungoes de segunda espécie:

Teorema IV.3. Seja u uma funcional linear reqular, S a correspondente func¢ao de
Stieltjes e {q,} a sucessao de fungoes de sequnda espécie. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) S satisfaz a equagdo em diferencasdo tipo Riccati (IV.1).

(2) A sucessao de fungoes de seqgunda espécie {q,} satisfaz a equagao, ¥n € N,

AD(gni1) = bng1 (2)gns1 (12(2)) + 051 ()G (m2())
C
+(§ + B@SmE) ) austmta). aV-21)
(3) A sucessao de fungoes de sequnda espécie {q,}, também, satisfaz a equagao,
Vn € N,
AD(Gn+1) = lnp1(2)gn(m(x)) + @711-1-1 (2)gn(m(x))

# (5 + B0 ) slm(e) (V.29

onde l,41,0, ., € P cujos graus nao dependem de n.
Demonstragdo: (1) = (2) Consideremos a equagao de Hermite-Padé (1.8)
Poia()S(z) — PV(LI) = Qn+1(2).

Aplicando o operador ® em ambos os membros desta equacao e multiplicando-os

por A(z) vem
A@)D(gn41)(2) = A(2)D(PosrS)(x) — A(2)D(BD) ().
Pela relagao (1.24) obtemos

A(@)D(gn11)(2) = A(2)D(Poya)(2)S(m(2)) + A(2)D(S) () Poyr (112())

— A2)D(P)(w)
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pelas relagoes de estrutura de primeira ordem (IV.17) e (IV.18) temos

A@)D (1) (@) = Los1 (2) Pryr (01(2)) S (11.(2)) + O5,41 () P (11(2)) S (m ()

— B) PO (@) S(m (@) ~ TPy () S (2) + A)D(S)(w) Prr (1)
(£ PO () — O () P, ) — S PO () — D) P ()
ou seja,

A (1))

= A(2)D(S)(2) Pos1 (12(2)) + lyer () (Poir (i (2)) S (1 () — PO (1 ()
+ 0L 1 (@) (Pu(m(2))S(m(2)) — P2y (m(x))) — B(x) P (12(x))S

Oéx) (Puri(m(2))S(m(2)) — PV (m (@) — D(@) Pusi (112(2))

\_/
/\
/‘\
\/
~—

Pela equagao em diferencas de Riccati (IV.1) obtemos a equagao (IV.24)

A(@)D(Gn+1)(2) = L1 (2)gns1 (12(2)) + €5, 11 () (m2(2))

+ (@ + B(:E)S(UQ(@)) Gny1(m()).

(1) = (3) Esta relagao, (IV.25), obtém-se de modo analogo ao anterior fazendo 1y ()

no lugar de n(x).

(2) = (1) Consideremos a equagao (IV.24) para n

A(@)D(¢n) () = ()@ (12(x)) + O (2)gn—1(n2(x))

4+ (@ - B(m)S(m(w))) (M ()).

Fazendo n = 0 resulta

AD (@) = o(o)anOne) + Oa)a-s (o) + (§ + BS(o) ) ulm (o)

como por definicao gy = S temos

AD(S) = §8(m(a)) + D+ (§ + B)S(m() ) Stna),
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que é a equagao de Riccati em diferengas para S, (IV.1).

(3) = (1) De modo anédlogo obtemos que partindo de (IV.25) se obtém (IV.1). N

Observacdo 1V.2. As relagoes (IV.24) e (IV.25), para as sucessoes de fungoes de

segunda espécie {¢,}, podem escrever-se vectorialmente da seguinte forma

liyr O L., +0/2 0
AD(Q,) = g MQa) + | /

m(@nfﬁ
L 0 o)+ C/2

+ BO(S)LM(Qy 1) — 4 BD(S)LD(Q 1) (IV.26)

onde Q, = [¢ni1  ¢n)T. Na demonstragao foram utilizadas a relagiao de recorréncia

a trés termos e a relacao (IV.3).

2. Equacgao em diferencas de segunda ordem

No trabalho [42], Magnus, apresenta uma equagao em diferencas de segunda
ordem para os polinémios ortogonais Laguerre-Hahn de variavel discreta. Nesta
seccao iremos, também, estabelecer uma equagao em diferengas de segunda ordem
para os polinomios Laguerre-Hahn de varidvel discreta mas considerando as sucessoes

de vectores ,.

No Teorema seguinte mostraremos que as sucessoes de polinémios ortogonais
de Laguerre-Hahn satisfazem uma equacao em diferencas de segunda ordem com

coeficientes matriciais:

Teorema IV.4. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente funcao de

Stieltjes e {1, } a sucessao de vectores associada a u.
Se S satisfaz a equagdo em diferencas do tipo Riccati (IV.1).

Entao para n € N, {1, } satisfaz a equagao em diferencas de sequnda ordem

ApPn(Yrr1) + Botd(yr) + Cotbn(yr—1) = Oaxa (IV.27)
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com coeficientes definidos por

Alzk) C(zk)
An = O (mp_q) |V T Bl)
" nATET —D(x) Alxg)  C(zg)
k Yk+1—Yk 2
Azp— Az
B, — [emk) (znm_l) - M) Ol (ap) (ﬂ n zn<zk>)} I
Yk — Yk—1 Yk+1 — Yk
A(.”Ekfl) _ C(kal) —B<xk71)
Cu = G:L(xk) e 2 Al@k—1) | Clop—1)
D(xk_l) Yk —Yk—1 T 2
Demonstragdo:  Consideremos as relagoes de primeira ordem (IV.17) e (IV.20) para
as fungoes n; (x) e na2(x). Fazendo x = x com k = 0,...,n na equacao (IV.17) temos

A(xr)D(Po) (k) = ln(i) Po(m1 (k) + O (k) Pogr (1 ()

— B(ay,) P, (o)) —

colocando na rede vem 7y (1) = n2(zx_1) = yx obtendo a equacao

Alz)D(Po) (@) = (In(2x) Pu(yi) + O () Posa ()

- B P ) — S Penn). (V-25)

Fazendo, agora, © = xx_; com k =0,1,...,n em (IV.20) vem

A(2r1)D(Po) (21-1) = (In(@r-1) Pa(m2()28—1) + Oy (4—1) Pt (12(25-1)))

~ Bloe )P 1)) — 5 Pl (1),

colocando na rede vem 7y (xy) = no(zx_1) = Ys,

A(xr—1)D(P)(zr-1) = (ln(2—1) Pa(m2(2r-1)) + O, (€5—1) P (Y)+

C
= Blre) P2 (i) = 5 Palysn). (1V.29)
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Para eliminar P, (yx) multiplicamos (IV.28) por O} (z;_1) e (IV.29) por O (x},).

Subtraimos as equagoes resultantes e obtemos

Oy (w1-1) A(2)D (Pn) () — Op (1) A(2i1)D (F) (1)

= (O (r-1)ln(w) — O (wr)ln(21-1)) Pu(yi) — B(2x) P, (i) Ok (w4-1)+

C(xk) C(mk_l)
2 2

B(xx1) PO, (y-1)OL (1) — P(yps1)OL (1)) + Pu(ye-1)0% (x1)).

Fazendo actuar © e tendo em conta que 9y (xy) = no(z_1) = yx resulta a equacao

seguinte:

1 Alzy) | Clay)
Onloi) <yk+1 — Yk N 2

-l () - b (2U e ) | R+

) P (yr41)+

Ye+1 — Yk Y — Yk—1
Al Clxu_

0! (1) ( (wea) _ Ol 1)) Pa(yeor) + Blar) P, (s O (1)
Yk — Yk—1 2

— B(ay-1) P, (ye1)OL (21) = 0. (IV.30)

Utilizando um processo analogo ao anterior nas relagoes de estrutura de primeira

ordem (IV.18) e (IV.21) resulta a equagao

(yl:il(x—k)yk - O(;Ek)) @alm(xk—l)Pr(Ll_)1(’yk+1)+@711(93k)ln(xk?;;)—_yi(fk_l)Pvgl—)l(yk)—
i A(z) . (1) A@i-1) | Cla1) g1/,
On{@-) (ykJrl — Yk il k)) Fasilon) (yk — Y1 M ) Onlee)

x PV (1) + OL(24) D(2x-1) Pa(yr—1) — D(24) Pu(p1 O (w4-1) = 0. (IV.31)
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Escrevendo na forma matricial as equagoes (IV.30) e (IV.31) vem para k =

0,1,...,n

A(zk) C(zk)
+ B(x P,
O (Tgy) |Perr e i Alzy) | k)C’(ac ) (1)<yk+1)
_D(xk) yk+lfyk o 2k P“—l(yk+1>
Alxp— Alx Po(yk)
Y — Yk—1 Ye+1 — Yk P.” (yx)
oo [ =S Bl || Bl |
+ n(‘rk) D A(xk'—l) C(xk—l) P(l) - 2%x1-
(Tr-1) v T 2 o1 (Y1)

que é uma equacao em diferengas matricial de segunda ordem da forma (IV.27). B

As sucessoes de funcoes de segunda espécie também verificam uma equacao em

diferencas de segunda ordem.

Teorema IV.5. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente fungao de

Stieltjes e {qn} a sucessio de fungoes de sequnda espécie de varidvel discreta.

Se S satisfaz a equagao em diferencas do tipo Riccati (IV.1). Entdo, a sucessao
{q.}, n € N, satisfaz a equagao em diferencas de sequnda ordem com coeficientes

polinomiais

A(xy) C(x)
+
Yk+1 — Yk 2

o1 (- - Bla)S() ) ol

Alzer) x n(x Al
* ((yk — Yk—1 bal@-1))On () + (yk—i-l + Yk

Awes)  Cloe) ’
! <_yk —kyk_l B 2k - B(xkl)s(yk)) ¢n(Yp—1) = 0. (IV.32)

_%@mmam40q4%>

Demonstracao: Pelo Teorema IV.2 temos que as sucessoes de fungoes de segunda

espécie q,, satisfazem as relagdes de primeira ordem (IV.24)

A(@)D () (@) = 1n(2)¢n(n2(2)) + O (2) g1 (112(2))

+(0g>_3@wmxm0qu@»
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pela definicao de © (1.19), vem

Alx) (qn(nz(w ) - Gn(m(z))

n2(x) — m () ) = 1(2)qn(m2(x))

# O whna(me) + (S5 = B)S0m) ) anlm (o)

Fazendo x = x1,_1 obtemos

¢n(12(2k-1)) = G(m(@i-1))\ _, .
Ay (BN Z BN} 1), (o)

+Oh (o) + (S5 - Bl )SOnen) ) (o)

Se consideramos os pontos na rede temos 7y (xy) = n2(zx_1) = yx entdo

(Ao

Yk — U1 B l"(xk1>) @n(Yr) — O3 (Th—1)Gns1(Yk)

( A(l‘kfl) C(iﬂk,l)
W - _
Yk — Yk—1 2

+m%ﬂﬂ%0%@ﬁyavw>

Fazendo de modo andlogo para (IV.25)

A(@)D(gn) () = L(2)gn(m(2)) + O (2)gs1 (m(x)

+ (S Bwstne) ) mime)

aplicando a definicao do operador ® e fazendo x = x; vem

A@m(%@*“”‘%wwm»

(k) — mi () ) = bn(2k)gn(m (21))

+ O (Th1) g (m (1)) + (C'(zﬂﬁk) _ B(xk)S(m(xk))) @ (m2(x1)).
ou seja,
(_% - ln(xk)> ¢ (Ur) — O (24) qns1 (Vi)

+< Alzg)  Clxn)

o 2 T B@S (yk)> Gn(Yrs1) = 0. (IV.34)
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Para eliminar ¢,1(yx) vamos multiplicar a equagao (IV.33) por O} (z;) e (IV.34)
por ©! (z;_1) e subtraimos as equagoes resultantes obtendo a equagao em diferengas

de segunda ordem (IV.32). |

3. Equacao matricial de Sylvester

O objectivo desta seccao consiste em encontrar uma representagao para as suces-
soes de polinomios ortogonais de Laguerre-Hahn discretos em termos de equacoes

matriciais do tipo Sylvester.
Consideremos a funcao de Stieltjes que satisfaz a equagao em diferengas do tipo
Riccati (IV.1)
A(x)D(5)(x) = B(x)S(m(x))S(n2(x)) + C(z)M(S)(x) + D(x).

(1)
P, n+1 P, n

(1
P, P
como foi definida no capitulo I, as sucessoes de polinémios ortogonais moénicos de

Consideremos, também, a sucessdo de matrizes {Y,,} onde Y,, =

., . ., . . . . . ;. 1
varidavel discreta {P, }, polinémios ortogonais associados de primeira espécie {PTE )},
fungoes de segunda espécie {g,} e ainda a sucessao de vectores @, = [gns1 Gn]’

Comecamos com uma reinterpretacao das equacoes obtidas no Teorema IV.2,

escrevendo estas equacoes na forma matricial:

Teorema IV.6. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente funcao de
Stieltjes e {Yn} a sucessao de matrizes associada a uw. As condigoes sequintes sao

equivalentes:

(1) S satisfaz a equagdo em diferengas do tipo Riccati (IV.1).
(2) A sucessao de matrizes {Y,} satisfaz, para n € N, a equagdo matricial do

tipo Sylvester

A(2)D(Yn)(2) = B (i (2))Yn (i () = Ya(na(2))C(x) (IV.35)

(3) a sucessao de matrizes {Y,} satisfaz, também,

A(@)D(Ya) () = Bn(112(2))Ya(n2(x)) — Yo (m))C(x) (IV.36)
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(4) As sucessies de vectores {Q,} satisfazem as equagoes

A@D(Q)() = Bylm () (2)) + 2@ (m(x) (1v.37)
A@)D(Qu)(x) = Bula(e)Qulma(x)) + C . (@) 1V 38)
onde, para i = 1,2 vem
bt () CHC)
Bn(ni(z)) = . .

Demonstragdo:  As equagdes de Sylvester (IV.35), (IV.36) resultam das relagoes de
estrutura de primeira ordem para as sucessoes de polinémios ortogonais monicos de
varidvel discreta { P,} obtidas no Teorema IV.6 quando escritas na forma matricial.

O mesmo acontece para as equagoes (IV.37) e (IV.38). [

Observacao 1V.3.
(1) Consideremos as equagoes matriciais do tipo Sylvester (IV.35) e (IV.36).

Somando estas equagoes obtemos

2A(2)D(Y;)(x) = By (1 (2)) Y n (2)) + Bo(1s(2)) Y (a(2))
T Ya(a(2))€ () + Yo (s () C(2).

pela definigao do operador 9 resulta

A(@)D(Ya) (@) = B (m (2))IN(Yn) (2) + B (112(2)) (Yo ) ()

Bu(m(2))Y5(12(2)) + Bu(12(2))Ya (m(2))
2

+ M(Yy) (2)C(x) —
Pela definigao de M(fg) temos

(A(z) = qD(Bn))D(Ya)(x) = M(B,)M(Y,,) () + M(Yy) () C().
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(2) Consideremos as equagoes (IV.37) e (IV.38). De modo anélogo ao anterior

temos que

C(z)

(A(z) = aD(Bn))D(@n)(x) = M(Bn)M(Qn)(2) + ——M(Cn)-

Teorema IV.7. Dada uma funcional u linear e reqular, S a func¢ao de Stieltjes associ-
ada au e{Y,}, {P.}, PV sucessdes de matrizes, de polindmios ortogonais ménicos

de variavel discreta e polinomios associados de primeira espécie, respectivamente.

(1) S satisfaz a equacio em diferengas do tipo Riccati (IV.1).
A(z)(D5)(z) = B(2)S(m(x))S (n2(z)) + C(x)(Mf)(x) + D(z)

(2) As sucessoes matriciais {A,} satisfazem as equagoes

AD(An) = Bn(m)An(m) — An(n2)Bn-1(m) (1V.39)
(3) e, também,
AD(An) = Bu(n2)An(n2) — An(m1)Br1(n2). (1V.40)
Além disso,
t(B,) = 0,

det(Bn(m(z))) = det(Bo)(n2(z)) — ) _(A(x)O4(2))

3

det(Bn(n2(2))) = det(Bo)(m(z)) = ) (A(x)O4(x))

k=

=

Demonstra¢do: Para estabelecer a equagao (IV.39) comegamos por considerar as
relacoes de recorréncia a trés termos para as sucessoes de polinémios ortogonais
monicos {P,} e para as sucessoes de polindémios associados de primeira ordem
{PT(LU} obtendo a relacao Y, (x) = A,(x)Y,_1(z). Substituindo esta relagdo na
equagao (IV.35) vem

A(@)D(AnYn-1)(2) = Bn(m(2))An(m(2)) Yo -1 (01.(2)) + An(n2(2)) Y1 (12(2)) € ()
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Voltando a usar a relagao (IV.35) e como
D(Y,) = D(AnYo1) = D(An)Yao1(m) + (A)n(n2)D (Y1)

temos

A(@)D(An) Yo 1(m(z)) + An(n2(2))Bra(m(2)) Vo1 (m(x))

= Bu(m () An(m () Yo 1(m(x)).

Como a matriz Y, (1 (x)) é ndo singular obtemos a relagao pretendida (IV.39)
(A(2)D(An) = B (2))An(m(2))) = An(n2(2))Brr (0 (2))-

De modo andlogo obtemos (IV.40) quando se considera a equacao (IV.36).

Para provar o reciproco, consideremos a equacgao de Sylvester (IV.39). Multiplicando

ambos os membros, desta equagao, por Y,_1 (m(x)) vem

AD(An) Y1 (m(2)) = Bu(m)An(m)Yn1(m () — An(n2) B (12) Vo1 (m(2)).
Como D (A, Y1) =D (An)Yo—1(m(z)) + An(n2(2))D(Ye-1) temos

(AD(An)Yn—1 + AA (i (2)D (Y1)
= B (1) An (1) Yn1(m(2)) = An(112) B (02) Yo (m ().
ou seja,
AD(Yn) = Bu(m)Ya(m(z)) = An(n2) (AD(Ya-1) = Bu1(n2) Yo1(m(2)))-

Tterando este processo resulta assim,

AD(Yn) = Bu(m)Ya(m (2)) = An(n2) - - - Ao(12) (AD(Yo) — Bo(1m) Yo (1 ()))-

Como Y, (2(2))Yy ' (ma2(2)) = An(na)---Ag(n2) obtemos a equacao (IV.35) onde
C =Yy (ma(2)(AD(Yy) — Bo(n2)Yo(mi())) que se obtém pelas condigdes iniciais.
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Para mostrar que tr(B,) = 0 basta considerar as equagoes (IV.39) e (IV.40).
Para se encontrar uma expressao para det(B,,) comegamos por considerar a equagao

do tipo Sylvester (IV.39),

Bo(m(r))An(m) = ADA) + An(12)Br1(m2)

calculando o determinante vem

det (B, (1.(2))70 = = (M (2)) = Ba) (ln(x) + Op(x) (m2(2) = Bn))

— 70,1 () + A@)) + (m(2) = 50) 0y () = Ln—1(2)) (ln () + ©;, () (12(2) = B2) )1

ou seja,

det(Bn(m(z)) = WO, (2)0,4(2) — A(2)0,(x) + Lo (2) (O () (12() — Bn)))

= det(B,)(n2(2)) — A(2)O,(2).

Portanto, resulta

n

det(By (m1(x)) = det(Bo)(12()) — ) _(A(2)Ox(x))

k=1
que é a representagao procurada. De modo anédlogo obtemos, para 7,

n

det(B, (na(x)) = det(Bo) (m(x)) — 3 (A(2)O}(x)..

k=1

4. Teorema de caracterizacao para o caso semi-classico

Consideremos a funcao de Stieltjes que satisfaz a equacao em diferencas do tipo

Riccati (IV.1)
A(x)D(5)(x) = B(x)S(m (2))S(n2(x)) + C(2)M(S)(x) + D(x).

Se B = 0 temos as sucessoes de polinémios ortogonais semi-classicas, de variavel

discreta, onde para o peso w vem que AD(w) = CM(w),[42], e a equagao de Riccati,
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em diferencas, fica na forma

A(2)D(S)(z) = C(2)M(S)(z) + D(x). (IV.41)

P, @

w

Consideremos, também, a sucessao de matrizes {Y,,} onde {Y,} =

a as sucessoes de polindmios ortogonais ortogonais { P, }, polinémios ortogonais as-
sociados de primeira espécie {P,E”}, fungdes de segunda espécie {g,} e a sucessao de
vectores Qn = [anrl Qn]T

Como consequéncia das equacoes obtidas na seccao anterior, estabelecemos a

seguinte caracterizacao para sucessoes de polinémios ortogonais de varidvel discreta

pertencentes a classe semi-classica temos o seguinte resultado:

Teorema IV.8. Seja u uma funcional linear regular, S a correspondente funcao de
Stieltjes e a representagao integral em termos de w. Sejam {P,} e {q,} as sucessoes
de polinomios modnicos e fungoes proprias ortogonais a u. Sendo u semi-cldssica e

satisfazendo a equagao (IV.41) entdo a sucessao {?n} satisfaz o sistema diferencial

A@D(T,) = B ) Talm(x)) — C 2, () (v .42)
ou o sistema diferencial
AWD(T,) = B ()T (ma(x)) — “ 2, () (v .43)

1
ln+1 @n-i-l

onde B, (n;) = ,i=1,2.

_ 9_111 ®’}L (ni *ﬁn)
Tn Tn + ln

Demonstracdo: Como foi mostrado na seccao um, deste capitulo, as funcoes de se-

gunda espécie satisfazem a equagao

A(@)D(Gns1) = lns1Gns1 (M (%)) + Opp10a(m(2)) + %Qn-i-l(?b(x)) (IV.44)

dividindo ambos os membros por w(n;(z))

A 2] g ) g @) | Cgenln()

wim(@) T wim) " wn() 2 win(z) (IV.45)
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Como

° (qygl) = Q(Qn-&-l)@ + Gns1(12)D <%)

simplificando esta equagao obtemos

O4et) _ 4o (e, st () C(a) wli) + i)
wlny =A@ (B ) + e S

Substituindo na equacao (IV.45) vem

bty Genn@) o 6n@) | Cgun(m()
A@D (1) = et S+ O 5 i)

Considerando a equagao (IV.44) em n e usando a rela¢ao de recorréncia a trés termos

resulta

Gy e wm(@) Ol g(n()  C) g On()
A () = {tn+ O1m = )Y s = e s = )

De modo anélogo obtemos a equagao (IV.43) considerando a rede 7y no lugar de 7;.

Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais relativamente a uma medida
associada a um peso w, estabelecemos uma condi¢ao necesséria para que {P,} seja
semi-classica quando a sucessao matricial {37”} satisfaca sistemas do tipo A?T{ =
B,Y, com B, € M>2(P).

O préximo Teorema permite obter uma caracterizagao para as sucessoes de po-
lindmios semi-classicas, de varidvel discreta, em termos de sistemas diferenciais.
Obtemos uma extensao dos resultados obtidos no capitulo III para as sucessoes de

polinémios ortogonais na recta real.

Teorema IV.9. Para n € N, consideremos a equacao em diferencas do tipo Sylvester

(IV.35). Se as matrizes P,, e L com L invertivel satisfizerem

A@WD(P,) = Buln)Po(m (@) “ O, (a(a)
A@)D(P,) = Bo(n)Palnale) — S, (1 ()

2
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e, também,
A@D(L,) = €,Lo(m(x) ~ L, (m(x)
AWD(E) = Eulnm(e)) — T, ()

entao as solugoes de (IV.35) tém a seguinte representagdo, ¥n € N,
Y, =P,L7"
Demonstragdo: Para se obter uma solu¢ao da equagao (IV.35)
AD(Y,) = Ba(n;(2)) — Ya(mu(2))C(x), j#k€{1,2}

comegamos por considerar (IV.42). A solugao da equagao (IV.35) é dada pela matriz

Y, = P,L~! n & N onde a matriz P,, satisfaz

A@D(P) = Bulm)Pulm () — S, ()
A@D(P,) = Bo(n)Pua(x)) — C2, (1 ().
Pretendemos determinar £ tal que Y, = P,L~!. Comecamos por determinar
A(2)D(P,L71) de (1.24) temos
A@)D(PpL™h) = A(@)D(Pr) L7 (m(2)) + Pu(ia(2)) AD(LT). (IV.46)

Para encontrar a expressao de D (L) fazemos
DLL™) =D(L)L™ (m(x)) + L(na(2))D(LT).

Temos entao que

D(LT) = L7 (n2(2))D (L)L (m () (IV.47)

Substituindo em (IV.46) a equacao (IV.35) resulta

C(z)

5 Pn(ma(2)) 27" (1) ().

A(@)D(PL™) = (B () Pu(m ()L™ (i (2)) —
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Pela equagao (IV.47) e comparando com a equagao (IV.35) resulta que existe a

matriz L,, tal que

O mesmo vai acontecer se consideramos a rede 7, no lugar de 7; obtendo

=D,

Deste modo encontramos uma solu¢ao para as equagoes de Sylvester (IV.35) e

(IV.36). n

Para trabalho futuro temos de mostrar o reciproco do Teorema IV.8 e para deter-

minar £ temos de resolver resolver o sistema linear AD(L) = (€ — C/2L)M(L).
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