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Resumo

Neste trabalho vamos estudar sistemas de polinómios ortogonais relativamente

a sistemas de funcionais lineares e famı́lias de multi-́ındices quase-diagonais. O

objectivo principal é a relação de recorrência a três termos com coeficientes matri-

ciais, ou o operador linear cuja matriz que o representa é tridiagonal por blocos.

Vamos reencontrar os problemas de aproximação de Hermite-Padé para funções ma-

triciais, que mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz

tridiagonal por blocos. Iremos obter caracterizações para sucessões de polinómios

ortogonais tipo I e II, em termos de relações de recorrência a três termos, fórmulas

de Darboux-Christoffel, problemas de aproximação de Hermite-Padé e biortogona-

lidade relativamente à função resolvente. Por fim damos ainda caracterizações de

polinómios ortogonais múltiplos de tipo I e II, clássicos segundo Hahn.

Palavras chave: Polinómios ortogonais múltiplos, Problemas de Hermite-Padé,

multi-́ındice diagonal, multi-́ındice quase-diagonal, funcionais lineares, relação de

recorrência, matriz tridiagonal por blocos, Teorema de Favard, fórmulas de Darboux-

-Christoffel, polinómios matriciais, polinómios ortogonais clássicos.
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Abstract

Throughout this work, we will study systems of orthogonal polynomials with

respect to the systems of linear functionals and families of quasi-diagonal multi-

-indices. Our main goal is the three term recurrence relation with matrix coeficients

or the linear operator, whose matrix it represents is the tridiagonal operator. We

will find the problems of approximation of Hermite-Padé for matrix functions, that

we will show coincide with the resolvent of the tridiagonal operator. We will obtain

characterizations for sequences of multiple orthogonal polynomials of type I and II in

terms of three term recurrence relations, Christoffel-Darboux formulas, problems of

approximation of Hermite-Padé and the biorthogonality with respect to the resolvent

function. Finally, we will still present characterizations for sequences of multiple

orthogonal polynomials of type I and II, type Hahn.

Key words: Multiple orthogonal polynomials, Problems of Hermite-Padé, dia-

gonal multi-index, quasi-diagonal multi-index, linear functional, recurrence relation,

tridiagonal operator, Favard Theorem, Christoffel-Darboux formulas, classical or-

thogonal polynomials.
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e disponibilidade prestada no sentido de me ajudar a compreender melhor todos os

temas abordados neste trabalho. A ambos o meu muito obrigado.
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1.2. Vector de funcionais 29

xi



xii ÍNDICE
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Introdução

Nota Histórica

A teoria dos polinómios ortogonais constitui uma área da Matemática possuidora

de uma história rica e cujo interesse ao longo dos tempos tem sido muito significa-

tivo. A sua aplicação encontra-se em várias áreas da Matemática, como por exem-

plo em F́ısica-Matemática, Análise Numérica, Análise Funcional, Equações Diferen-

ciais, Probabilidades e Estat́ıstica, etc. As sucessões de polinómios mais utilizadas

são as dos polinómios ditos clássicos, que são habitualmente enumerados como os

polinómios de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. Como referências biblio-

gráficas, referimos por exemplo [1, 17, 36, 42]. As sucessões de polinómios clássicos

têm as seguintes propriedades em comum:

a) Satisfazem uma equação diferencial linear do tipo Sturm-Liouville

φ(x)y′′(x) + ψ(x)y′ + λny = 0,

onde φ é um polinómio de grau menor ou igual a 2 e ψ é um polinómio de grau 1,

ambos independentes de n e λn independente de x. Ver [8, 33].

b) As suas derivadas formam uma sucessão de polinómios ortogonais. Ver [34].

c) Podem ser definidas por uma fórmula do tipo de Rodrigues

Pn(x) =
1

k(x)w(x)
Dn(w(x)φn(x)), n = 0, 1, . . .

onde φ é um polinómio em x independentes de n, e w é uma função não negativa

num determinado intervalo. Ver [32].

d) Os polinómios são ortogonais relativamente a uma função peso que satisfaz

uma equação de Pearson do tipo

w′(x)

w(x)
=
N(x)

φ(x)
com N(x) = ψ(x)− φ′(x).

Ver [42].

xiii
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e) Satisfazem uma relação de diferencial de diferenças do tipo

π(x)p′n(x) = (anx+ bn)pn(x) + cnpn−1(x).

Ver [2].

f) Satisfazem uma equação não linear da forma

φ(x)
d

dx
(pn(x)pn−1(x)) = (anx+ bn)pn(x)pn−1(x) + cnp

2
n(x) + dnp

2
n−1(x)

onde an, bn, cn e dn são independentes de x. Ver [45].

Todas as propriedades referidas são condições necessárias e suficientes, ou seja,

qualquer sucessão de polinómios ortogonais que satisfaça cada uma das propriedades

anteriores é uma das sucessões de polinómios ortogonais clássicos.

Estas sucessões de polinómios ortogonais clássicos fazem parte da teoria de fun-

ções hiper-geométricas. Por este motivo, muitos trabalhos escritos ao longo dos

tempos têm como ponto de partida o carácter hiper-geométrico destas sucessões.

Acontece que a evolução da teoria Matemática tem sido feita no sentido de pro-

gressivamente ir perdendo esta tendência. Como marco importante desta evolução

temos o livro de T.S. Chihara [17]. Neste trabalho o autor introduz o conceito de

funcional de momentos e o de polinómios ortogonais que lhe está associado, dando

uma demonstração algébrica do Teorema de Favard. A patir dáı vários autores têm

desenvolvido esta teoria. Ver por exemplo os trabalhos [9, 10, 11, 41].

Em teoria construtiva da aproximação muitas vezes necessitamos de aproximar

uma dada função f por outra função g. Esta aproximação deve ser feita de modo a

que o erro na aproximação seja mińımo e que a função g seja de algum modo mais

simples do que a função f . Contudo, referimos que ao considerar uma nova função g

poderá perder-se alguma informação sobre a função f .

Vamos começar por considerar uma função f : C → C cujo desenvolvimento

formal numa vizinhança de a ∈ C, é dado por

f(z) =
∞∑

k=0

ck(z − a)
k, ck ∈ C.

Uma aproximação para a função f dada por uma função polinomial pode ser facil-

mente obtida considerando uma truncatura do desenvolvimento formal de f, i.e.,
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truncando a soma infinita após n termos. Considerando assim,

fn(z) =
n−1∑

k=0

ck(z − a)
k, n = 0, 1, . . .

temos,

f(z)− fn(z) = O((z − a)n).

Acontece que as funções polinomiais não são uma boa classe quando pretendemos

aproximar funções que possuem singularidades. A classe de funções mais simples que

possuem elementos com singularidades é a classe das funções racionais. Este pro-

blema motiva o aparecimento do problema de Aproximação de Padé e os problemas

de Aproximação de Hermite-Padé.

Os problemas de aproximação de Hermite-Padé permitem a aproximação racional

de várias funções de Markov em simultâneo, os quais apresentamos a seguir.

Seja {f1, . . . , fd} um conjunto de funções cujos desenvolvimentos formais são

dados por

fj(z) =
∞∑

k=0

ck,j

zk+1
, j = 1, . . . , d , ck,j ∈ C.

Fixemos o multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ Z
d
+ e seja |~n| = n1 + · · ·+ nd.

Tipo I: Pretendemos aproximar o conjunto de funções {f1, . . . , fd} encontrando para

tal um vector de polinómios (A~n,1, . . . , A~n,d) com graus quando muito nj − 1 e um

polinómio B~n, tais que:

d∑

j=1

A~n,j(z)fj(z)−B~n(z) = O

(
1

z|~n|

)
, z →∞.

Tipo II: Pretendemos aproximar o conjunto de funções {f1, . . . , fd} encontrando para

tal um polinómio P~n com grau quanto muito |~n| e polinómios Q~n,j, j = 1, . . . , d, tais

que:

P~n(z)f1(z)−Q~n,1(z) = O

(
1

zn1+1

)
, z →∞

...

P~n(z)fd(z)−Q~n,d(z) = O

(
1

znd+1

)
, z →∞.

Na resolução dos problemas de aproximação de Hermite-Padé anteriormente apre-

sentados surgem as noções de ortogonalidade múltipla de polinómios de tipo I e II,

respectivamente, como ilustramos a seguir.
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Tipo I: Seja µj uma medida de Borel positiva sobre o intervalo [aj, bj] onde j =

1, . . . , d e fj uma função de Markov associada a µj i.e., fj(z) =

∫ bj

aj

dµj(x)

z − x
. Então,

as soluções do problema de aproximação de Hermite-Padé de tipo I, são definidas

pelas condições de ortogonalidade múltipla de tipo I:

d∑

j=1

∫ bj

aj

xkA~n,j(x)dµj(x) = 0, k = 0, 1, . . . , |~n| − 2

e B~n é dado por B~n(z) =
d∑

j=1

∫ bj

aj

A~n,j(z)− A~n,j(x)

z − x
dµj(x), j = 1, . . . , d. Ver [50].

Tipo II: Seja µj uma medida de Borel positiva sobre o intervalo [aj, bj] onde j =

1, . . . , d e fj uma função de Markov associada a µj, i.e., fj(z) =

∫ bj

aj

dµj(x)

z − x
. Então,

as soluções do problema de aproximação de Hermite-Padé de tipo II, são definidas

pelas condições de ortogonalidade múltipla de tipo II:
∫
P~n(x)xkdµj(x) = 0, k = 0, 1, . . . , nj − 1, j = 1, . . . , d

e Q~n,j, j = 1, . . . , d, são dados por Q~n,j(z) =

∫ bj

aj

P~n(z)− P~n(x)

z − x
dµj(x). Ver [50].

Os polinómios ortogonais múltiplos são uma generalização dos polinómios orto-

gonais no sentido em que verificam condições de ortogonalidade relativamente a d

medidas, mas não verificam, em geral, relações de recorrência a um número finito de

termos. Como referências ao estudo dos problemas de aproximação de Hermite-Padé

referimos por exemplo o livro de E.M. Nikishin e V.N. Sorokin [46] e os trabalhos de

W. Van Asshe [50, 51]. Referimos que os problemas de aproximação de Hermite-

-Padé foram introduzidos por Hermite na demonstração da transcendência do núme-

ro e. Diversos autores têm desenvolvido a teoria dos polinómios ortogonais múltiplos

nestes últimos anos, sendo de destacar entre outros, A.I. Aptekarev, W. Van Assche,

P. Maroni, J. Van Iseghem, etc. O trabalho que nos propomos a elaborar é em Teoria

da Aproximação dentro do tema da ortogonalidade múltipla de polinómios.

Motivação

Este processo começou com o estudo de vários temas nos livros [38, 47]. Poste-

riormente estudámos vários trabalhos recomendados pelo orientador cient́ıfico, Pro-

fessor A. Branquinho, relacionados com a teoria dos polinómios ortogonais. Entre
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estes trabalhos que estudámos, comecemos por referir o livro de D. Jackson [36],

onde fundamentalmente se estudou os polinómios de Legendre, funções de Bessel,

polinómios de Jacobi, polinómios de Hermite e polinómios de Laguerre. Foi neste

livro que tivemos o primeiro contacto com os polinómios ortogonais e com alguma

teoria que lhes está subjacente. É também nesta fase que começamos a verificar

que a teoria dos polinómios ortogonais é de grande interesse em diferentes áreas da

Matemática. Numa segunda fase estudámos algumas partes do livro de T.S. Chi-

hara [17]. Este livro é de uma enorme importância, pois foi nele que adquirimos

noções muito importantes sobre a teoria dos polinómios ortogonais, nomeadamente

nos primeiros dois caṕıtulos. Após termos adquirido conhecimentos sobre a teoria

geral dos polinómios ortogonais, debruçámo-nos no estudo dos trabalhos de A. Bran-

quinho, [9, 10]. Estes trabalhos ajudaram por um lado a consolidar temas já vistos,

e por outro a aprender vários assuntos de grande importância relacionados com a

teoria dos polinómios ortogonais. Posteriormente estudámos assuntos de grande im-

portância no livro de E.M. Nikishin e V.N. Sorokin [46]. Neste livro referimos a

importância dos caṕıtulos 2 e 4, visto ser nestes que começámos a adquirir conhe-

cimentos relacionados com a Teoria Construtiva da Aproximação, nomeadamente o

problema de aproximação de Padé e os problemas de aproximação de Hermite-Padé.

Para uma melhor consolidação dos temas que estudámos no livro atrás referido, fre-

quentámos dois cursos leccionados pelo Professor W. Van Assche no Departamento

de Matemática da Universidade de Coimbra, e a disciplina de Teoria Anaĺıtica dos

Números na parte lectiva do programa do Doutoramento. Estes cursos e disciplina,

ajudaram a perceber melhor que a noção de ortogonalidade de polinómios surge

de forma natural na resolução do problema de aproximação de Padé, e a noção de

ortogonalidade múltipla de polinómios surge também de forma natural na resolução

dos problemas de aproximação de Hermite-Padé. Assim, além de verificármos que a

noção de ortogonalidade múltipla de polinómios surge na resolução dos problemas de

aproximação de Hermite-Padé, verificámos ainda que existe uma ligação entre estes

problemas de aproximação e a Teoria dos Números [6, 46, 51]. Como sabemos,

os problemas de aproximação de Hermite-Padé foram introduzidos por Hermite na

demonstração da transcendência do número e. Mas várias demonstrações de tran-

scendência de constantes foram feitas recorrendo aos problemas de aproximação de

Padé. Também a irracionalidade de algumas constantes pode ser feita recorrendo
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aos aproximantes de Hermite-Padé. Um exemplo disso, é na demonstração da irra-

cionalidade de π2 feita por Legendre em 1974. Um outro exemplo, é na demonstração

da irracionalidade de ζ(3) =
+∞∑

n=1

1

n3
feita por Apéry em 1977. A demonstração da ir-

racionalidade destas constantes pode ser consultada na referência bibliográfica [51].

Uma outra outra aplicação dos problemas de aproximação de Hermite-Padé é na

obtenção de fórmulas de quadratura para integrais. Em determinadas aplicações é

necessário aproximar diferentes integrais com a mesma função, relativos a diferen-

tes medidas. Problemas deste tipo podem também ser resolvidos recorrendo aos

aproximantes de Hermite-Padé.

A partir deste momento, i.e., com vista à continuação do estudo necessário para a

realização do trabalho a que nos propomos, ortogonalidade múltipla de polinómios,

estudámos vários artigos, entre os quais destacamos [22, 23, 43, 44, 54]. Foi nestes

artigos que tivemos conhecimento da noção de d-ortogonalidade de uma sucessão de

polinómios mónicos, coeficiente do termo de maior ordem igual a um, onde d é um

número inteiro positivo. Após o estudo destes artigos onde os assuntos principais são

a noção de d-ortogonalidade de uma sucessão de polinómios mónicos e a apresentação

de alguns resultados respeitantes a caracterizações destas sucessões de polinómios

mónicos d-ortogonais, damos ińıcio à elaboração do nosso trabalho.

Apresentamos a seguir de uma forma geral o que vamos tratar em cada um dos

caṕıtulos deste trabalho.

Organização do trabalho

No Caṕıtulo I apresentamos a noção de ortogonalidade múltipla de polinómios dos

tipos I e II de uma sucessão de polinómios relativamente a um sistema de funcionais

lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ I ⊂ Z
d
+, onde Z representa

o conjunto dos números inteiros. Na literatura podemos encontrar vários exemplos

de polinómios ortogonais múltiplos [3, 4, 5, 7, 18, 20, 35, 40, 52]. Em 1935 J.

Favard [30] enunciou um teorema onde mostra que qualquer sucessão de polinómios

que verifique uma relação de recorrência a três termos é uma sucessão de polinómios

ortogonal relativamente a uma função peso. No livro de T.S. Chihara [17] podemos

encontrar o resultado geral para funcionais lineares.
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Constatamos que uma sucessão de polinómios ortogonais múltiplos não verifica

necessariamente uma relação de recorrência com um número finito de termos como

no caso das sucessões de polinómios ortogonais, isto depende do conjunto de multi-

-́ındices associado.

Na literatura encontramos resultados relacionados com a caracterização de su-

cessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipo II relativamente a um sistema de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ I, onde

I = {(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (1, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 2, . . . , 2), . . .},

que designamos por multi-́ındices diagonais. Uma das caracterizações das suces-

sões de polinómios ortogonais múltiplos de tipo II para famı́lias de multi-́ındices

diagonais, I, é que estas verificam relações de recorrência a (d+ 2)-termos, do tipo

xBn = Bn+1 +
d∑

k=0

an
n−kBn−k.

Ao longo deste trabalho vamos considerar sucessões de polinómios ortogonais múlti-

plos de tipo I e tipo II relativamente a um sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud}

e multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ J , onde J representa um conjunto de multi-́ın-

dices mais geral, que vamos designar por multi-́ındices quase-diagonais. O nosso

objectivo principal neste caṕıtulo consiste em mostrar que as sucessões de polinómios

ortogonais múltiplos de tipo II para famı́lias de multi-́ındices quase-diagonais, J ,

verificam uma relação de recorrência a (s (d+ 1) + 1)-termos do tipo

xsBn = Bn+s +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k.

Notemos que para s = d = 1, temos uma relação de recorrência a três termos, i.e., su-

cessões de polinómios ortogonais. Ver por exemplo o livro de T.S. Chihara [17]. Para

s = 1 e d = 2, 3, · · · , temos uma relação de recorrência a (d+2)-termos, i.e., estamos

no caso diagonal. Ver por exemplo os trabalhos [22, 44, 54]. Terminamos o caṕıtulo,

reescrevendo na forma matricial a relação de recorrência a (s(d + 1) + 1)-termos,

obtendo-se uma relação de recorrência a três termos, com coeficientes matriciais,

satisfeita por vectores de polinómios.

No Caṕıtulo II começamos por apresentar algumas notações e noções algébricas

que vão ser úteis ao longo do trabalho. Posteriormente, o nosso objectivo principal
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consiste em apresentar uma reinterpretação matricial das condições de ortogonali-

dade múltipla de tipo II de uma sucessão de polinómios mónicos relativamente a

um sistema regular de funcionais lineares e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais.

De forma análoga, damos uma reinterpretação matricial das condições de ortogona-

lidade múltipla de tipo I de um vector de polinómios relativamente a um sistema

regular de funcionais lineares e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais. A seguir,

estabelecemos um resultado de existência e unicidade de uma sucessão vectorial de

polinómios ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares e

um resultado de existência e unicidade de uma sucessão de polinómios matriciais

ortogonal de tipo I relativamente a um vector de funcionais lineares.

No Caṕıtulo III vamos estabelecer resultados respeitantes à caracterização de

sucessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipo I e II em termos de relações

de recorrência a três termos, ou seja, estabelecemos um teorema tipo Favard. Nas

referências bibliográficas [27, 28, 29, 37] podemos encontrar resultados relativos

à caracterização de sucessões de polinómios ortogonais em termos de relações de

recorrência. Provamos uma fórmula de Darboux-Cristoffel satisfeita por sucessões

de polinómios ortogonais múltiplos de tipo I e II, tendo como referências [19, 21, 49].

Reencontramos os problemas de aproximação de Hermite-Padé para funções matri-

ciais que mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz

tridiagonal por blocos. Encerramos o caṕıtulo estabelecendo um resultado de carac-

terização para sucessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipo I e II, em termos

da biortogonalidade relativamente à função resolvente.

No Caṕıtulo IV estabelecemos um resultado de caracterização de uma sucessão de

polinómios mónicos ortogonais múltiplos de tipo II clássicos segundo Hahn, usando

a equação funcional vectorial tipo Pearson. Este resultado permite obter outras car-

acterizações de uma sucessão de polinómios mónicos ortogonais múltiplos de tipo II

clássicos segundo Hahn, e ainda resultados relacionados com a caracterização de

polinómios ortogonais múltiplos de tipo I. Deste modo, estabelecemos alguns re-

sultados que têm como casos particulares resultados que podemos encontrar nos

trabalhos dos autores, J. Van Iseghem em [54], K. Douak e P. Maroni em [22],

P. Maroni em [43, 44] e A.I. Aptekarev, A. Branquinho e W. Van Assche em [4].



CAPÍTULO I

Teoria geral da ortogonalidade múltipla

Como referimos na introdução, os polinómios ortogonais múltiplos surgem na

resolução dos problemas de aproximação de Hermite-Padé. Os polinómios orto-

gonais múltiplos são uma generalização dos polinómios ortogonais no sentido em

que verificam condições de ortogonalidade relativamente d ∈ Z
+ medidas. Existem

assim dois tipos de sucessões de polinómios ortogonais múltiplos, tipos I e II. Vamos

iniciar o caṕıtulo pela apresentação das noções de polinómios ortogonais múltiplos

de tipos I e II. Nos trabalhos [21, 39, 43, 54], encontramos alguns resultados

relacionados com a caracterização de sucessões de polinómios ortogonais múltiplos

de tipo II para multi-́ındices diagonais. Constatamos que as sucessões de polinómios

ortogonais múltiplos de tipo II para multi-́ındices diagonais verificam uma relação

de recorrência a (d+ 2)-termos, do tipo

xBn = Bn+1 +
d∑

k=0

an
n−kBn−k .

Como já referimos, neste trabalho vamos considerar sucessões de polinómios orto-

gonais múltiplos de tipos I e II para multi-́ındices mais gerais que vamos designar

por multi-́ındices quase-diagonais. Vamos mostrar que as sucessões de polinómios

ortogonais múltiplos de tipo II para multi-́ındices quase-diagonais verificam uma

relação de recorrência a (s(d+ 1) + 1)-termos, do tipo

xsBn = Bn+s +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k .

Assim, é dada uma interpretação da relação de recorrência a (s(d + 1) + 1)-termos

em termos da ortogonalidade múltipla de polinómios. Posteriormente reescrevemos

na forma matricial a relação de recorrência a (s(d+ 1) + 1)-termos obtendo-se uma

relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais satisfeita por vectores

de polinómios.

1
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1. Ortogonalidade múltipla sobre R

Seja {u1, . . . , ud} um sistema de funcionais lineares uj : P→ C com j = 1, . . . , d.

Fixemos o multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ Z
d
+ e seja |~n| = n1 + · · ·+ nd.

Definição I.1. Seja (A~n,1, . . . , A~n,d) um vector de polinómios onde grau de A~n,j é

quando muito nj−1. Dizemos que o vector de polinómios (A~n,1, . . . , A~n,d) é ortogonal

de tipo I relativamente ao sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındi-

ce ~n, se
d∑

j=1

uj(xmA~n,j(x)) = 0, m = 0, 1, . . . , |~n| − 2. (I.1)

No caso particular em que o sistema de funcionais lineares seja um sistema de

medidas positivas de Borel, µj, j = 1, . . . , d, temos que,

uj(xk) =

∫

I

xkdµj, k ∈ N e j = 1, . . . , d,

e as condições de ortogonalidade (I.1) podem ser reescritas como

d∑

j=1

∫

I

xkA~n,j(x)dµj(x) = 0, k = 0, 1, . . . , |~n| − 2.

Definição I.2. Um multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ Z
d
+ é dito normal para o

sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} se para toda a solução (A~n,1, . . . , A~n,d)

não trivial de (I.1) os polinómios A~n,j têm grau igual a nj − 1. Quando todos os

multi-́ındices de uma dada famı́lia são normais dizemos que o sistema de funcionais

lineares {u1, . . . , ud} é regular para esta dada famı́lia.

Definição I.3. Seja {P~n} uma sucessão de polinómios onde grau de P~n é quando

muito |~n|. Dizemos que {P~n} é ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice ~n, se

uj(xmP~n) = 0, m = 0, 1, . . . , nj − 1, j = 1, . . . , d. (I.2)

Analogamente se o sistema de funcionais lineares é um sistema de medidas positivas

de Borel, µj, j = 1, . . . , d, as condições de ortogonalidade (I.2) podem ser reescritas

como ∫
P~n(x)xkdµj(x) = 0, k = 0, 1, . . . , nj − 1, j = 1, . . . , d.
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Definição I.4. Um multi-́ındice ~n = (n1, . . . , nd) ∈ Z
d
+ é dito normal para o sistema

de funcionais lineares {u1, . . . , ud} se para toda a solução P~n não trivial de (I.2), grau

de P~n é igual a |~n|. Quando todos os multi-́ındices de uma dada famı́lia são normais

dizemos que o sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} é regular para esta dada

famı́lia.

1.1. Sistemas de Angelesco.

Definição I.5. Um sistema de medidas positivas de Borel, {µ1, . . . , µd}, onde su-

porte de µj é [aj, bj] , j = 1, . . . , d, é dito de Angelesco se ]ai, bi[∩ ]aj, bj[6= ∅ ,

sempre que i 6= j.

Para um sistema de Angelesco todos os multi-́ındices são normais. De facto, como

podemos constatar no resultado seguinte os polinómios ortogonais múltiplos P~n têm

grau exactamente igual a |~n|.

Teorema I.1. Seja {µ1, . . . , µd} um sistema de Angelesco. O polinómio P~n orto-

gonal múltiplo tipo II relativamente a este sistema tem nj zeros simples em cada

intervalo [aj, bj] onde j = 1, . . . , d.

Demonstração. Ver por exemplo [50].

1.2. Sistemas algébricos de Tchebychev. Um sistema de Tchebychev, sobre

o intervalo [a, b], {ϕ1, . . . , ϕn}, é um sistema de n de funções linearmente indepen-

dentes tais que qualquer combinação linear
n∑

k=1

akϕk tem quando muito n− 1 zeros

em [a, b]. Isto tem-se quando, e só quando,

det





ϕ1(x1) ϕ1(x2) . . . ϕ1(xn)

ϕ2(x1) ϕ2(x2) . . . ϕ2(xn)
...

...
. . .

...

ϕn(x1) ϕn(x2) . . . ϕn(xn)




6= 0,

para quaisquer pontos x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b].

Definição I.6. O sistema de funções {f1, . . . , fd} é um sistema algébrico de Tcheby-

chev (sistema AT ) para o multi-́ındice ~n se cada função fj, j = 1, . . . , d, é uma
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função de Markov sobre o mesmo intervalo [a, b] com a medida dµj(x) = wj(x)dµ(x),

onde µ é uma medida de Borel com suporte infinito, e as funções wj são tais que

{w1, xw1, . . . , x
n1−1w1, . . . , wd, xwd, . . . , x

nd−1wd},

é um sistema de Tchebychev sobre o intervalo [a, b].

Teorema I.2. Suponhamos que ~n é um multi-́ındice tal que {f1, . . . , fd} é um sis-

tema AT sobre o intervalo [a, b] e também para todo multi-́ındice ~m tal que mj ≤ nj,

j = 1, . . . , d. Então P~n tem |~n| zeros sobre o intervalo [a, b] e assim ~n é um multi-

-́ındice normal para o problema de aproximação de tipo II.

Demonstração. Ver por exemplo [50].

Temos um resultado semelhante para o problema de aproximação de tipo I.

Teorema I.3. Suponhamos que ~n é um multi-́ındice tal que {f1, . . . , fd} é um sis-

tema AT sobre o intervalo [a, b] e também para todo multi-́ındice ~m tal que mj ≤ nj,

j = 1, . . . , d. Então
d∑

j=1

A~n,jwj tem |~n| −1 zeros sobre o intervalo [a, b] e ~n é um

multi-́ındice normal para o problema de aproximação de tipo I.

Demonstração. Ver por exemplo [50].

1.3. Sistemas de Nikishin. Seja µ1 uma medida positiva de Borel sobre o

intervalo [a1, b1] ⊂ R e f1,1 uma função de Markov associada a µ1, i.e., f1,1(z) =∫ b1

a1

dµ1(x)

z − x
. A função de Markov f1,1 é dita um sistema de Nikishin de ordem 1.

Um sistema de Nikishin de ordem 2 é um vector de funções de Markov {f1,2, f2,2}

sobre o intervalo [a2, b2] ⊂ R, tal que:

f1,2(z) =

∫ b2

a2

dµ2(x)

z − x
, f2,2(z) =

∫ b2

a2

f1,1(x)
dµ2(x)

z − x
,

onde f1,1 é um sistema de Nikishin de ordem 1 sobre o intervalo [a1, b1] e [a1, b1] ∩

[a2, b2] = ∅.

Definição I.7. Um sistema de Nikishin de ordem d é um vector de funções de

Markov {f1,d, . . . , fd,d} sobre o intervalo [ad, bd] ⊂ R, tal que:

f1,d(z) =

∫ bd

ad

dµd(x)

z − x
, fj,d(z) =

∫ bd

ad

fj−1,d−1(x)
dµd(x)

z − x
, j = 2, . . . , d,

onde {f1,d−1, . . . , fd−1,d−1} é um sistema de Nikishin de ordem d−1 sobre o intervalo

[ad−1, bd−1] ⊂ R e [ad, bd] ∩ [ad−1, bd−1] = ∅.
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Para um sistema de Nikishin de ordem d todos os multi-́ındices ~n tais que

1 ≤ j < k ≤ m⇒ nk ≤ nj + 1 ,

são normais. Ver [12, 16, 26, 31].

2. Multi-́ındices diagonais

Nesta secção apresentamos alguns resultados conhecidos na literatura relaciona-

dos com a caracterização de sucessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipo II

para multi-́ındices diagonais, tais como, relação de recorrência a (d+ 2)-termos, in-

terpretação em termos de teoria de operadores e ainda alguns resultados respeitantes

à caracterização de uma sucessão de polinómios ortogonal clássica segundo Hahn.

Para um melhor conhecimento destes temas poderão ser consultadas por exemplo

as referências bibliográficas [19, 21, 39, 43, 54].

2.1. Ortogonalidade múltipla de tipo II. Consideremos o seguinte conjunto

de multi-́ındices, I ⊂ Z
d
+, dado por

I = {(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (1, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 2, . . . , 2), . . .},

que na literatura são conhecidos por multi-́ındices diagonais. Para cada n ∈ N,

n = rd+ k, onde k = 0, 1, . . . , d− 1 fazemos corresponder o multi-́ındice diagonal

~n = (r + 1, . . . , r + 1︸ ︷︷ ︸
k

, r, . . . , r),

pelo que existe uma correspondência biuńıvoca, iii, entre os conjuntos I ⊂ Z
d
+ e Z

+
0

dada por, iii(~n) = |~n| = n.

Consideremos B~n polinómio ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de fun-

cionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice ~n. Vamos identificar, a partir de agora,

B~n ≡ B|~n| = Bn.

Lema I.1. A sucessão de polinómios mónicos {Bn} onde n = rd+k, k = 0, 1, . . . , d−

1 e r = 0, 1, . . . , é ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular de funcionais

lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices diagonais I se, e somente se,





uj(xiBrd+k) = 0, i = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , d

uα(xrBrd+k) = 0, α = 1, . . . , k

uk+1(xrBrd+k) 6= 0.

Demonstração. Sendo a sucessão de polinómios mónicos, {Bn}, onde n = rd+k,

k = 0, 1, . . . , d − 1 e r = 0, 1, . . . , ortogonal de tipo II relativamente ao sistema
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regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices diagonais, I,

i.e.,

~n = (r + 1, . . . , r + 1︸ ︷︷ ︸
k

, r, . . . , r),

temos que,
{
uj(xiBrd+k) = 0, i = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, , . . . , d

uα(xrBrd+k) = 0, α = 1, . . . , k.

Resta mostrar que uk+1(xrBrd+k) 6= 0. Suponhamos que,





uj(xiBrd+k) = 0, i = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , d

uα(xrBrd+k) = 0, α = 1, . . . , k

uk+1(xrBrd+k) = 0.

Então o polinómio Bn verifica as condições de ortogonalidade do polinómio Bn+1,

o que entra em contradição com a normalidade dos multi-́ındices. Deste modo,

uk+1(xrBrd+k) 6= 0.

Reciprocamente, se
{
uj(xiBrd+k) = 0, i = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , d

uα(xrBrd+k) = 0, α = 1, . . . , k,

e considerando que grau de Bn é igual a n, pela normalidade de cada um dos multi-

-́ındices podemos concluir que Bn é ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice diagonal n.

2.2. Relação de recorrência a (d+2)-termos. Uma das caracterizações das

sucessões de polinómios múltiplos ortogonais de tipo II, relativamente ao sistema

de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice diagonal, I, é que estas verificam

uma relação de recorrência a (d+ 2)-termos.

Teorema I.4. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice

diagonal I. Então existem sucessões (an
n−k) ⊂ C, k = 0, 1, . . . , d, tais que,

xBn(x) = Bn+1(x) +
d∑

k=0

an
n−kBn−k(x), n = d, d+ 1, . . .

onde an
n−d 6= 0 e B0, B1, . . . , Bd−1 dados.
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Demonstração. Ver por exemplo [54].

Vamos apresentar a noção de uma sucessão vectorial de polinómios associada a

uma famı́lia livre de polinómios mónicos.

Definição I.8. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos. A sucessão {Bn}

dada por

Bn = [ Bnd · · · B(n+1)d−1 ]T , n ∈ N,

é dita a sucessão vectorial de polinómios associada a {Bn}.

Teorema I.5. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos. Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

a) A sucessão de polinómios {Bn} verifica a relação de recorrência a (d + 2)-

-termos dada por,

xBn(x) = Bn+1(x) +
d∑

k=0

an
n−kBn−k(x), n = d, d+ 1, . . .

onde an
n−d 6= 0 e B0, B1, . . . , Bd−1 dados.

b) A sucessão vectorial de polinómios {Bm} associada à sucessão de polinómios

{Bm} verifica a relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais de

ordem d× d dada por,

xBm = αBm+1 + βm Bm + γm Bm−1, m = 0, 1, . . . (I.3)

com B−1 = 0d×1 e B0 dado, onde

βm =





amd
md 1

amd+1
md amd+1

md+1 1
...

...
. . . . . .

a
d(m+1)−2
md a

d(m+1)−2
md+1 · · · a

d(m+1)−2
d(m+1)−2 1

a
d(m+1)−1
md a

d(m+1)−1
md+1 · · · a

d(m+1)−1
d(m+1)−2 a

d(m+1)−1
d(m+1)−1





α =





0 · · · 0
...

...

1 · · · 0



 , γm =





amd
d(m−1) · · · amd

md−1

. . .
...

a
d(m+1)−1
md−1



 .
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Demonstração. Tendo em conta a fórmula de recorrência a (d+2)-termos obtemos

a igualdade matricial dada por,

x





Bn

...

Bn+d−1



 = α





Bn+d

...

Bn+2d−1



 + β
n





Bn

...

Bn+d−1



 + γ
n





Bn−d

...

Bn−1



 ,

onde os coeficientes matriciais α, β
n

e γ
n

são dados por:

β
n

=





an
n 1

an+1
n an+1

n+1 1
...

...
. . . . . .

an+d−2
n an+d−2

n+1 . . . an+d−2
n+d−2 1

an+d−1
n an+d−1

n+1 · · · an+d−1
n+d−2 an+d−1

n+d−1





α =





0 · · · 0
...

...

1 · · · 0



 , γ
n

=





an
n−d · · · an

n−1

. . .
...

an+d−1
n−1



 .

Fazendo n = md obtemos a relação de recorrência a três termos para os vectores de

polinómios {Bm} onde Bm = [ Bmd · · · B(m+1)d−1 ]T , m ∈ N, dada por,

xBm = αBm+1 + βm Bm + γm Bm−1, m = 0, 1, . . .

com B−1 = 0d×1 e B0 dado onde os coeficientes matriciais são dados por, βm =

β
md

e γm = γ
md

.

O rećıproco é imediato.

2.3. Interpretação em termos de teoria de operadores. A interpretação

que apresentamos pode ser consultada na referência bibliográfica [19]. Reescrevendo

a relação de recorrência (I.3) na forma matricial, temos

Jm





B0

...

Bm−1

Bm




+





0d×1

...

0d×1

αBm+1




= x





B0

...

Bm−1

Bm




,
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onde,

Jm =





β0 α

γ1 β1 α
. . . . . . . . .

γm−1 βm−1 α

γm βm





.

Notemos agora que,

αBm+1 =





0 · · · 0
...

...

1 · · · 0









B(m+1)d

...

Bd(m+2)−1





=
[
B(m+1)d 0 · · · 0

]T

.

Sejam xj,(m+1)d, j = 1, . . . , (m+1)d, tais que B(m+1)d(xj,(m+1)d) = 0. Então xj,(m+1)d,

j = 1, . . . , (m+ 1)d, é um valor próprio da matriz Jm, m ∈ N, de ordem (m+ 1)d×

(m+ 1)d.

2.4. Polinómios ortogonais múltiplos clássicos segundo Hahn. Os po-

linómios ortogonais clássicos são habitualmente enumerados como os polinómios,

de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. A sucessão de polinómios mó-

nicos {Bn}, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular de funcionais

lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices diagonais, I, diz-se clássica segundo

Hahn se a sucessão de polinómios {B′
n+1/(n + 1)} é ortogonal de tipo II relativa-

mente a um sistema regular de funcionais lineares e famı́lia de multi-́ındices diago-

nais, I, [43]. Nesta secção apresentamos alguns resultados conhecidos na literatura

relacionados com a caracterização de sucessões de polinómios ortogonais clássicos

segundo Hahn para multi-́ındices diagonais. De acordo com o Teorema I.4 uma

sucessão de polinómios mónicos {Bn} ortogonal de tipo II relativamente ao sistema

regular de funcionais lineares {u1, u2} e multi-́ındice diagonal verifica uma relação

de recorrência do tipo,

Bn+3(x) = (x− an+2
n+2)Bn+2(x)− a

n+2
n+1Bn+1(x)− a

n+2
n Bn(x),

onde,

B0(x) = 1 , B1(x) = x− a0
0 e B2(x) = (x− a1

1)B1(x)− a
1
0.
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O resultado que apresentamos estabelecido pelo autor P. Maroni em [43] será gene-

ralizado no Caṕıtulo IV, para multi-́ındices quase-diagonais.

Teorema I.6. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, u2} e multi-́ındice dia-

gonal, I. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

a) A sucessão de polinómios {Bn} é clássica segundo Hahn.

b) Existem polinómios matriciais Φ e Ψ verificando a equação funcional vectorial

tipo Pearson

(Φ

[
u1

u2

]
)′ + Ψ

[
u1

u2

]
= 02×1,

onde,

Φ =

[
φ00 φ01

φ10 φ11

]
, grau φij ≤ 1 , (i, j) 6= (1, 0) , grau φ10 ≤ 2

Ψ =

[
0 1

2(a2
0)

−1B1(x) −2a1
0(a

2
0)

−1

]
.

Com φij(x) =
2∑

v=0

ci,j(v)x
v, verificam-se as seguintes condições:

c01(v)n 6= 1 , c1,0(v)n 6= 2(a2
0)

−1 , n = 1, 2, . . . .

c) Existe um inteiro 0 ≤ p ≤ 3, tal que,

Bn(x) =
n+1∑

v=n−p

ξn
vB

[1]
v (x), n = p, p+ 1, . . .

∃ r = p, p+ 1, . . .: ξr
r−p 6= 0,

(I.4)

onde B[1]
v (x) = (v + 1)−1B′

v+1(x), v = 0, 1, . . . . Quando p = 3,

ξ3
0(a

3
1)

−1n 6= 1, ξ4
1(a

4
2)

−1n 6= 2, n = 1, 2, . . . .

Demonstração. Ver [43].

O resultado estabelecido pelo autor de P. Maroni que apresentamos a seguir dá-

-nos uma fórmula de estrutura. Contudo, esta não nos dá uma caracterização como

a fórmula de estrutura (I.4) do Teorema I.6. Podemos constatar este facto nos

trabalhos [24, 25].
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Teorema I.7. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, u2} e multi-́ındice dia-

gonal, I. Consideremos as seguintes afirmações:

b’) Existe um polinómio mónico φ e um polinómio matricial Ψ̂, tais que,

(φ

[
u1

u2

]
)′ + Ψ̂

[
u1

u2

]
= 02×1,

com grau φ ≤ 3; grau Ψ̂i,j ≤ 2, (i, j) 6= (0, 1), grau Ψ̂01 ≤ 1.

Quando grau φ = 3:

grau
∧

Ψ00 = 2 e grau
∧

Ψ11 = 2.

d) Existe um inteiro 0 ≤ p ≤ 3 e um polinómio mónico φ, grau φ = t ≤ p, tal

que, 




φ(x)B[1]
n (x) =

n+t∑

v=n−p

λn
vBv(x), n = p, p+ 1, . . .

∃ r = p, p+ 1, . . . : ξr
r−p 6= 0.

Então, temos as seguintes implicações:

a)⇒ d)⇔ b′ ⇐ b).

Demonstração. Ver [43].

No Caṕıtulo IV vamos estabelecer dois resultados que generalizam a implicação

b)⇒ b′) do Teorema I.7.

3. Multi-́ındices quase-diagonais

Nesta secção começamos por mostrar como construir os conjuntos de multi-

-́ındices quase-diagonais, J , a considerar neste trabalho. A seguir, estabelecemos

um resultado que nos dá as condições de ortogonalidade de tipo II de uma sucessão

de polinómios mónicos {Bn} relativamente ao sistema regular de funcionais lineares

{u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais, J . Por fim, estabelecemos

um resultado que nos dá as condições de ortogonalidade de tipo I de um vector de

polinómios (An,1, . . . , An,d) onde o grau dos polinómios An,j é igual a nj−1 relativa-

mente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices

quase-diagonais, J .
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n = |~n| ~n = (n1, . . . , nd)

0 (0, . . . , 0)

1 (1, 0, . . . , 0)
...

...

i (k1
i , . . . , k

d
i )

...
...

sd− 1 (s, . . . , s, s− 1)

Tabela 1. Bloco Padrão

3.1. Ortogonalidade múltipla de tipo II. Vamos mostrar como construir os

conjuntos de multi-́ındices quase-diagonais, J , a considerar neste trabalho. Para tal

comecemos por considerar blocos com sd elementos de Z
d
+ na tabela 1. Consideremos

os multi-́ındices (k1
i , . . . , k

d
i ) onde i = 0, 1, . . . , sd − 1 ordenados de acordo com as

seguintes condições:

• kj
i+1 ≥ kj

i , i = 0, 1, . . . , sd− 2, j = 1, . . . , d;

• kj+1
i ≤ kj

i , i = 0, 1, . . . , sd− 1, j = 1, . . . , d− 1;

•
d∑

j=1

kj
i = i, i = 0, 1, . . . , sd− 1, j = 1, . . . , d;

• kj
sd−1 =

{
s, j = 1, 2, . . . , d− 1

s− 1, j = d.

Vamos identificar J0 como o conjunto cujos elementos são os de um qualquer dos

blocos apresentados na Tabela 1, i.e.,

J0 = {(0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (s, . . . , s, s− 1)}.

Partindo de J0 obtemos sucessivos conjuntos mantendo o mesmo padrão que deno-

taremos por, Jn, n ∈ N, através da fórmula:

Jn = J0 + n{(s, . . . , s)}, n ∈ N. (I.5)

Desta forma, definimos os conjuntos de multi-́ındices quase-diagonais a considerar

neste trabalho:

J ={J0,J1, . . . ,Jn, . . .}, n ∈ N.
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n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

Tabela 2. Bloco Padrão

Para s = 1 temos J0 dado por,

J0 = {(0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (1, 1, . . . , 0), . . . , (1, . . . , 1, 0)},

cujos multi-́ındices designamos por diagonais.

Em cada um dos exemplos que apresentamos a seguir, ilustramos a construção

dos blocos padrão posśıveis, J0, e os conjuntos de multi-́ındices quase-diagonais

obtidos a partir de cada um deles.

Exemplo I.1. s = 1, d = 2. Vamos identificar por J0 o conjunto cujos elementos

são os do bloco padrão da Tabela 2, i.e.,

J0 = {(0, 0), (1, 0)}.

Tendo em conta a fórmula (I.5) os conjuntos, Jn, n ∈ N, são dados por:

Jn = J0 + n{(1, 1)}

= {(n, n), (n+ 1, n)}.

Exemplo I.2. s = 2, d = 2. Seguindo o mesmo processo vamos identificar por J0

os conjuntos cujos elementos são os dos blocos padrão da Tabela 3, i.e.,

J0 = {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (2, 1)}

J0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1)}.

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (1, 1)

3 (2, 1)

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (2, 0)

3 (2, 1)

Tabela 3. Blocos Padrão
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n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (1, 1)

3 (2, 1)

4 (2, 2)

5 (3, 2)

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (2, 0)

3 (2, 1)

4 (3, 1)

5 (3, 2)

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (2, 0)

3 (2, 1)

4 (2, 2)

5 (3, 2)

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (1, 1)

3 (2, 1)

4 (3, 1)

5 (3, 2)

n (n1, n2)

0 (0, 0)

1 (1, 0)

2 (2, 0)

3 (3, 0)

4 (3, 1)

5 (3, 2)

Tabela 4. Blocos Padrão

Usando a fórmula (I.5) os conjuntos, Jn, n ∈ N, obtidos a partir dos conjuntos J0

são respectivamente:

Jn = J0 + 2n{(1, 1)}

= {(2n, 2n), (2n+ 1, 2n), (2n+ 1, 2n+ 1), (2n+ 2, 2n+ 1)}

e

Jn = J0 + 2n{(1, 1)}

= {(2n, 2n), (2n+ 1, 2n), (2n+ 2, 2n), (2n+ 2, 2n+ 1)}.

Exemplo I.3. s = 3, d = 2.

Seguindo o mesmo processo vamos identificar por J0 os conjuntos cujos elementos

são os dos blocos padrão da Tabela 4, i.e.,

J0 = {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 2)},

J0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1), (3, 1), (3, 2)},

J0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 2)},

J0 = {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2)} e

J0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (3, 1), (3, 2)}.

De forma idêntica os conjuntos, Jn, n ∈ N, obtidos a partir dos conjuntos J0 atrás

apresentados são obtidos usando a fórmula:

Jn = J0 + 3n{(1, 1)},
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obtendo-se em cada um dos casos,

Jn = {(3n, 3n), (3n+ 1, 3n), (3n+ 1, 3n+ 1),

(3n+ 2, 3n+ 1), (3n+ 2, 3n+ 2), (3n+ 3, 3n+ 2)}

Jn = {(3n, 3n), (3n+ 1, 3n), (3n+ 2, 3n),

(3n+ 2, 3n+ 1), (3n+ 3, 3n+ 1), (3n+ 3, 3n+ 2)}

Jn = {(3n, 3n), (3n+ 1, 3n), (3n+ 2, 3n),

(3n+ 2, 3n+ 1), (3n+ 2, 3n+ 2), (3n+ 3, 3n+ 2)}

Jn = {(3n, 3n), (3n+ 1, 3n), (3n+ 1, 3n+ 1),

(3n+ 2, 3n+ 1), (3n+ 3, 3n+ 1), (3n+ 3, 3n+ 2)}.

Jn = {(3n, 3n), (3n+ 1, 3n), (3n+ 2, 3n),

(3n+ 3, 3n), (3n+ 3, 3n+ 1), (3n+ 3, 3n+ 2)}.

Vamos identificar os vectores ~n = (n1, . . . , nd) ∈ Z
d
+ por n ∈ Z

+
0 visto que

para os conjuntos de multi-́ındices quase-diagonais, J , existe uma correspondência

biuńıvoca, iii, entre os conjuntos Z
d
+ e Z

+
0 dada por, iii(~n) = |~n| = n .

Consideremos, B~n, polinómio ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice ~n. Identificamos B~n ≡ B|~n| = Bn.

Exemplo I.4. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema de funcionais lineares {u1, u2} e multi-́ındice quase-diago-

nal J , onde

J0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 2)}.

Considerando a Definição I.3, vem

u1(B1) = 0

u1(B2) = 0, u1(xB2) = 0

u1(B3) = 0, u1(xB3) = 0, u2(B3) = 0

u1(B4) = 0, u1(xB4) = 0, u2(B4) = 0, u2(xB4) = 0

u1(B5) = 0, u1(xB5) = 0, u2(B5) = 0, u2(xB5) = 0, u1(x2B5) = 0

u1(B6) = 0, u1(xB6) = 0, u2(B6) = 0, u2(xB6) = 0, u1(x2B6) = 0, u2(x2B6) = 0.

Os polinómios mónicos B1, . . . , B6 estão definidos pelas condições de ortogonalidade

em termos de

{u1, xu1, x2u1, u2, xu2, x2u2},
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ainda que estas condições de ortogonalidade aparecem com a ordenação sugerida

pelo bloco padrão J0

{u1, xu1, u2, xu2, x2u1, x2u2}.

Definindo as funcionais lineares

v1 := u1, v2 := xu1, v3 := u2, v4 := xu2, v5 := x2u1, v6 := x2u2,

vem

v1(B1) = 0

v1(B2) = 0, v2(B2) = 0

v1(B3) = 0, v2(B3) = 0, v3(B3) = 0

v1(B4) = 0, v2(B4) = 0, v3(B4) = 0, v4(B4) = 0

v1(B5) = 0, v2(B5) = 0, v3(B5) = 0, v4(B5) = 0, v5(B5) = 0

v1(B6) = 0, v2(B6) = 0, v3(B6) = 0, v4(B6) = 0, v5(B6) = 0, v6(B6) = 0.

Do mesmo modo os polinómios mónicos B7, . . . , B12 estão definidos pelas condições

de ortogonalidade em termos de

{u1, xu1, x2u1, u2, xu2, x2u2, x3u1, x4u1, x5u1, x3u2, x4u2, x5u2},

ainda que estas condições de ortogonalidade aparecem com a ordenação sugerida

pelo bloco padrão J0

{u1, xu1, u2, xu2, x2u1, x2u2, x3u1, x4u1, x3u2, x4u2, x5u1, x5u2},

que podem ser escritas em termos das funcionais v1, . . . , v6 como

{v1, v2, v3, v4, v5, v6, x3v1, x3v2, x3v3, x3v4, x3v5, x3v6}.

Mais concretamente

v1(B6×1+1) = 0, . . . , v6(B6×1+1) = 0, v1(x3B6×1+1) = 0

v1(B6×1+2) = 0, . . . , v6(B6×1+2) = 0, vα(x3B6×1+2) = 0, α = 1, 2

v1(B6×1+3) = 0, . . . , v6(B6×1+3) = 0, vα(x3B6×1+3) = 0, α = 1, 2, 3

v1(B6×1+4) = 0, . . . , v6(B6×1+4) = 0, vα(x3B6×1+4) = 0, α = 1, 2, 3, 4

v1(B6×1+5) = 0, . . . , v6(B6×1+5) = 0, vα(x3B6×1+5) = 0, α = 1, 2, 3, 4, 5

v1((x3)iB6×2+0) = 0, . . . , v6((x3)iB6×2+0) = 0, i = 0, 1.
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Em geral podemos considerar n = 6r + k onde k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 e r = 0, 1, . . . , e

obtemos as seguintes condições de ortogonalidade de tipo II dadas por
{
vj((x3)iB6r+k) = 0, i = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

vα((x3)rB6r+k) = 0, α = 1, . . . , k.
(I.6)

Seja Γ uma funcional linear definida em P e tomando valores em C
6, i.e., Γ :

P −→ C
6, por

Γ(P (x)) :=
[
v1(P (x)), v2(P (x)), v3(P (x)), v4(P (x)), v5(P (x)), v6(P (x))

]T
.

As condições de ortogonalidade (I.6) podem ser escritas de forma equivalente por
{

Γ((x3)iB6r+k) = 06×1, i = 0, 1, . . . , r − 1

vα((x3)rB6r+k) = 0, α = 1, . . . , k.

Seguindo a mesma técnica para cada um dos conjuntos J0 associados aos restantes

blocos da Tabela 4 obtemos um novo conjunto de funcionais lineares {v1, v2, v3, v4,

v5, v6}, do tipo

{xjuk : j = 0, 1, 2, k = 1, 2},

tais que,

J0 ←→ {(0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0), . . . , (1, 1, 1, 1, 1, 0)}.

Facilmente verificamos que os conjuntos de funcionais lineares a considerar são:

{u1, u2, xu1, xu2, x2u1, x2u2},

{u1, xu1, u2, x2u1, xu2, x2u2},

{u1, u2, xu1, x2u1, xu2, x2u2} e

{u1, xu1, x2u1, u2, xu2, x2u2}.

3.2. Algoritmo de construção de funcionais. Consideremos a sucessão de

polinómios mónicos {Bn}, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de funcionais

lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais dadas na Tabela 1.

J = {J0,J1, . . . ,Jn, . . .}, n ∈ N.

Seja v1 = u1, vi = xk
j
i−1uj, i = 2, . . . , sd− 1 onde j, para cada i, é definido univoca-

mente pela condição kj
i = kj

i−1 + 1 e vsd = xs−1ud. Portanto:

vi ∈ {xkuj : k = 0, 1, . . . , s− 1, j = 1, 2, . . . , d}, i = 1, 2, . . . , sd.
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Teorema I.8. A sucessão de polinómios mónicos {Bn} onde n = (sd)r + k, k =

0, 1, . . . , sd−1 e r = 0, 1, . . . , é ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular

de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais J se,

e somente se,






vj((xs)mB(sd)r+i) = 0, m = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , sd

vα((xs)rB(sd)r+i) = 0, α = 1, . . . , i

vi+1((xs)rB(sd)r+i) 6= 0,

(I.7)

onde as funcionais lineares vj, j = 1, . . . , sd são definidos na Subsecção 3.2.

Demonstração. Consideremos o conjunto de multi-́ındices

J0 = {(0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (k1
i , . . . , k

d
i ), . . . , (s, . . . , s, s− 1)}.

As funcionais lineares v1, . . . , vsd são dados na Subsecção 3.2. Verificamos que

v1, . . . , vi ∈ {xkuj, 0 ≤ k ≤ kj
i − 1, j = 1, . . . , d}, para i = 1, . . . , sd. Usando

as condições de ortogonalidade do polinómio Bi e multi-́ındice (k1
i , . . . , k

d
i ) temos

que vj(Bi) = 0, j = 1, . . . , i, para i = 1, . . . , sd.

Vamos obter as condições de ortogonalidade dos polinómios Bsd+i, i = 1, . . . , sd.

Consideremos o multi-́ındice (k1
i , . . . , k

d
i ) + s(1, . . . , 1) e seja j ∈ {1, . . . , d} definido

univocamente pela condição kj
i = kj

i−1 + 1. Temos que,

uj(xk
j
i−1

+sBsd+i) = 0⇔ xk
j
i−1uj(xsBsd+i) = 0⇔ vi(xsBsd+i) = 0.

Pela estrutura crescente dos multi-́ındices, Bsd+i cumpre as condições de ortogona-

lidade de B1, . . . , Bsd+i−1, ou seja, isto é suficiente para identificar que,

{
vj(B(sd)+i) = 0, j = 1, . . . , sd

vα(xsB(sd)+i) = 0, α = 1, . . . , i.

Fazendo o mesmo tipo de racioćınio temos que Bsdr+i verifica

vi(xsrB(sd)r+i) = 0,

e portanto,

{
vj((xs)mB(sd)r+i) = 0, m = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , sd

vα((xs)rB(sd)r+i) = 0, α = 1, . . . , i.
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Resta mostrar que vi+1((xs)rB(sd)r+i) 6= 0. Suponhamos que,






vj((xs)mB(sd)r+i) = 0, m = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , sd

vα((xs)rB(sd)r+i) = 0, α = 1, . . . , i

vi+1((xs)rB(sd)r+i) = 0.

Então o polinómio Bn verifica as condições de ortogonalidade do polinómio Bn+1 o

que entra em contradição com a normalidade dos multi-́ındices. Assim,

vi+1((xs)rB(sd)r+i) 6= 0.

Reciprocamente, se

{
vj((xs)mB(sd)r+i) = 0, m = 0, 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , sd

vα((xs)rB(sd)r+i) = 0, α = 1, . . . , i,

e considerando que grau de Bn é igual a n pela normalidade de cada um dos multi-

-́ındices que implica a unicidade do polinómio mónico, Bn é ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice quase-

-diagonal n.

Seja Γ uma funcional linear definida em P e tomando valores em C
sd, i.e., Γ :

P −→ C
sd, por

Γ(P (x)) := [ v1(P (x)) . . . vsd(P (x)) ]T , n ∈ N.

As condições de ortogonalidade (I.7) podem ser escritas de forma equivalente, por






Γ((xs)mB(sd)r+i) = 0sd×1, m = 0, 1, . . . , r − 1

vα((xs)rB(sd)r+i) = 0, α = 1, . . . , i

vi+1((xs)rB(sd)r+i) 6= 0.

(I.8)

3.3. Ortogonalidade múltipla de tipo I.

Teorema I.9. O vector de polinómios (An,1, . . . , An,d) onde o grau dos polinó-

mios An,j é igual a nj − 1 é ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular

de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais J se,

e somente se,

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(xm) = 0, m = 0, 1, . . . , |~n| − 2,

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(x|~n|−1) 6= 0.
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Demonstração. Sendo o vector de polinómios (An,1, . . . , An,d) onde o grau dos

polinómios An,j é igual a nj−1 ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular

de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındice quase-diagonais, J , pela

Definição I.1 vem
d∑

j=1

uj(xmAn,j(x)) = 0, m = 0, 1, . . . , |~n| − 2.

Considerando a representação para os polinómios An,j dada por,

An,j(x) =
s−1∑

k=0

xkAk
n,j(x

s),

vem,

d∑

j=1

uj(xmAn,j(x))

=
d∑

j=1

uj(xm

s−1∑

k=0

xkAk
n,j(x

s))

=
d∑

j=1

s−1∑

k=0

uj(Ak
n,j(x

s)xkxm)

= (
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(xm), m = 0, 1, . . . , |~n| − 2.

Resta mostrar que,

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(x|~n|−1) 6= 0.

Suponhamos que,

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(xm) = 0, m = 0, 1, . . . , |~n| − 2

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(x|~n|−1) = 0.

Então o vector de polinómios (An,1, . . . , An,d) verifica as condições de ortogonalidade

do vector de polinómios (An+1,1, . . . , An+1,d) e tendo em conta que nj ≤ (n + 1)j,

j = 1, . . . , d. Assim, entramos em contradição com a normalidade dos multi-́ındices.

Reciprocamente, se

(
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
n,j(x

s)xkuj))(xm) = 0, m = 0, 1, . . . , |~n| − 2,



4. RELAÇÃO DE RECORRÊNCIA A (s(d + 1) + 1)-TERMOS 21

e sendo grau de An,j igual a nj − 1 pela normalidade dos multi-́ındices conclúımos

que o vector de polinómios (An,1, . . . , An,d) é ortogonal de tipo I relativamente ao

sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice quase-diagonal n.

4. Relação de recorrência a (s(d+ 1) + 1)-termos

Uma das caracterizações das sucessões de polinómios múltiplos ortogonais de

tipo II relativamente ao sistema de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice

diagonal I, é que estas verificam uma relação de recorrência a (d+ 2)-termos.

Nesta secção estabelecemos um resultado que mostra que uma sucessão de po-

linómios mónicos {Bn}, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais, J , verifica

uma relação de recorrência a (s(d+ 1) + 1)-termos do tipo,

xsBn = Bn+s +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k.

Reescrevendo matricialmente a relação de recorrência a (s(d+1)+1)-termos obtemos

uma relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais satisfeita por

vectores de polinómios.

O processo que vamos usar na demonstração do próximo resultado foi o utilizado

pela autora J. Van Iseghem no trabalho [54] para famı́lias de multi-́ındices diago-

nais I, i.e., s = 1. O trabalho da autora J. Van Iseghem [53] foi também útil para

a demonstração do resultado que vamos estabelecer.

Teorema I.10. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de tipo II

relativamente a um sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e multi-́ındice

quase-diagonal J . Então existem sucessões (an+s−1
n+s−1−k) ⊂ C, k = 0, 1, . . . , s(d+1)−1,

tais que,

xsBn(x) = Bn+s(x) +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k(x), n = sd, sd+ 1, . . .

onde an+s−1
n−sd 6= 0 e B0, B1, . . . , Bsd−1 são dados.

Demonstração. Como a sucessão de polinómios mónicos {Bn} é uma base do

espaço vectorial P, para cada n ∈ N, existe uma única sucessão (an+s−1
j ) ⊂ C, tal
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que:

xsBn = Bn+s +
n+s−1∑

j=0

an+s−1
j Bj.

Substituindo n por sdr + k onde k = 0, 1, . . . , sd − 1 e r = 0, 1, . . . , na igualdade

anterior, vem

xsBsdr+k −Bsdr+k+s =
sdr+k+s−1∑

j=0

asdr+k+s−1
j Bj. (I.9)

Seja, i = 0, 1, . . . . Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por (xs)i

e aplicando a funcional linear Γ, vem

Γ[(xs)i+1Bsdr+k]− Γ[(xs)iBsdr+k+s] =
sdr+k+s−1∑

j=0

asdr+k+s−1
j Γ[(xs)iBj].

Pelas condições de ortogonalidade (I.8), temos que,

0sd×1 =

sd(i+1)−1∑

j=0

asdr+k+s−1
j Γ[(xs)iBj] para i = 0, . . . , r − 2.

Seja i = 0, temos que,

0sd×1 =
sd−1∑

j=0

asdr+k+s−1
j Γ(Bj),

que nos conduz ao sistema de equações lineares na forma matricial:

[asdr+k+s−1
0 · · · asdr+k+s−1

sd−1 ]





v1(B0) v2(B0) · · · vsd(B0)

v2(B1) · · · vsd(B1)
. . .

...

vsd(Bsd−1)




= 0sd×1.

Usando,

v1(B0) 6= 0, . . . , vsd(Bsd−1) 6= 0,

temos que,

asdr+k+s−1
0 = 0, . . . , asdr+k+s−1

sd−1 = 0.

Seja i = 1, temos que,

0sd×1 =
2sd−1∑

j=sd

asdr+k+s−1
j Γ(xsBj),
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que nos conduz ao sistema de equações lineares na forma matricial:

[asdr+k+s−1
sd · · · asdr+k+s−1

2sd−1 ]





v1(xsBsd) · · · vsd(xsBsd)
. . .

...

vsd(xsB2sd−1)



 = 0sd×1.

Usando,

v1(xsBsd) 6= 0, . . . , vsd(xsB2sd−1) 6= 0,

temos que,

asdr+k+s−1
sd = 0, . . . , asdr+k+s−1

2sd−1 = 0.

Continuando o mesmo processo obtemos:

asdr+k+s−1
jsd = 0, . . . , asdr+k+s−1

(j+1)sd−1 = 0, j = 2, . . . , r − 1.

Para i = r − 2, temos que,

0sd×1 =

(r−1)sd−1∑

j=(r−2)sd

asdr+k+s−1
j Γ((xs)r−2Bj),

que nos conduz ao sistema de equações lineares na forma matricial:

[
asdr+k+s−1

(r−2)sd . . . asdr+k+s−1
(r−1)sd−1

]

×





v1((xs)r−2B(r−2)sd) · · · vsd((xs)r−2B(r−2)sd)
. . .

...

vsd((xs)r−2B(r−1)sd−1)



 = 0sd×1 .

Usando,

v1(xsB(r−2)sd) 6= 0, . . . , vsd((xs)r−2B(r−1)sd−1) 6= 0,

temos que,

asdr+k+s−1
(r−2)sd = 0, . . . , asdr+k+s−1

(r−1)sd−1 = 0.

Considerando agora as condições de ortogonalidade escritas em (I.8) dadas por:

vα((xs)rB(sd)r+k) = 0, α = 1, . . . , k,

e tendo em conta a igualdade (I.9), verificamos que,

vα
[
(xs)i+1Bsdr+k

]
− vα

[
(xs)iBsdr+k+s

]
= 0,
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para i = r− 1 e α = 1, . . . , k que nos conduz ao sistema equações lineares na forma

matricial:

[
asdr+k+s−1

(r−1)sd . . . asdr+k+s−1
(r−1)sd+k−1

]

×





v1((xs)r−1B(r−1)sd) · · · vk((xs)r−1B(r−1)sd)
. . .

...

vk((xs)r−1B(r−1)sd+k−1)



 = 0sd×1.

Usando,

v1((xs)r−1B(r−1)sd) 6= 0, . . . , vk((xs)r−1B(r−1)sd+k−1) 6= 0,

temos que,

asdr+k+s−1
(r−1)sd = 0, . . . , asdr+k+s−1

(r−1)sd+k−1 = 0.

Temos assim:

asdr+k+s−1
0 = · · · = asdr+k+s−1

(r−1)sd+k−1 = 0.

Então,

xsBsdr+k = Bsdr+k+s +
sdr+k+s−1∑

j=(r−1)sd+k

asdr+k+s−1
j Bj,

i.e.,

xsBn = Bn+s +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k,

o que termina a demonstração deste resultado.

Teorema I.11. Seja {Bn} uma sucessão de polimómios mónicos. Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

a) A sucessão de polinómios {Bn} verifica a relação de recorrência a (s(d+1)+1)-

-termos dada por,

xsBn(x) = Bn+s(x) +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k(x), n = sd, sd+ 1, . . .

onde an+s−1
n−sd 6= 0 e B0, B1, . . . , Bsd−1 são dados.

b) A sucessão vectorial de polinómios {Bm} associada à sucessão de polinómios

{Bm} verifica a relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais de

ordem sd× sd dada por,

xsBm(x) = αs,d
m Bm+1(x) + βs,d

m Bm(x) + γs,d
m Bm−1(x), m = 0, 1, . . .



4. RELAÇÃO DE RECORRÊNCIA A (s(d + 1) + 1)-TERMOS 25

com B−1 = 0sd×1 e B0 dado, onde os coeficientes matriciais αs,d
m , βs,d

m e γs,d
m são

dados respetivamente por:





1

a
sd(m+1)
sd(m+1)

. . .
...

. . . 1

a
sdm+s(d+1)−2
sd(m+1) . . . a

sdm+s(d+1)−2
sdm+s(d+1)−2 1





;





asdm+s−1
sdm · · · asdm+s−1

sdm+s−1 1
. . . . . .

...
...

a
sd(m+1)−2
sdm · · · a

sd(m+1)−2
sdm+s−1 . . . a

sd(m+1)−2
sd(m+1)−2 1

a
sd(m+1)−1
sdm · · · a

sd(m+1)−1
sdm+s−1 . . . a

sd(m+1)−1
sd(m+1)−2 a

sd(m+1)−1
sd(m+1)−1

...
...

...
...

a
sdm+s(d+1)−2
sdm · · · a

sdm+s(d+1)−2
sdm+s−1 . . . a

sdm+s(d+1)−2
sd(m+1)−2 a

sdm+s(d+1)−2
sd(m+1)−1





;





asdm+s−1
sd(m−1) · · · asdm+s−1

sdm−1

. . .
...

a
sdm+s(d+1)−2
sdm−1



 .

Demonstração. Tendo em conta a fórmula de recorrência a (s(d+1)+1)-termos

obtemos a igualdade matricial dada por,

xs





Bn

...

Bn+sd−1



 = αs,d
n





Bn+sd

...

Bn+2sd−1



 + βs,d

n





Bn

...

Bn+sd−1



 + γs,d

n





Bn−sd

...

Bn−1



 ,

onde os coeficientes matriciais αs,d
n , βs,d

n
e γs,d

n
são dados respectivamente por:



1

an+sd
n+sd

. . .
...

. . . 1

a
n+s(d+1)−2
n+sd · · · a

n+s(d+1)−2
n+s(d+1)−2 1





;
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



an+s−1
n · · · an+s−1

n+s−1 1
. . . . . .

...
...

an+sd−2
n · · · an+sd−2

n+s−1 · · · an+sd−2
n+sd−2 1

an+sd−1
n · · · an+sd−1

n+s−1 · · · an+sd−1
n+sd−2 an+sd−1

n+sd−1
...

...
...

...

an+s(d+1)−2
n · · · a

n+s(d+1)−2
n+s−1 · · · a

n+s(d+1)−2
n+sd−2 a

n+s(d+1)−2
n+sd−1





;





an+s−1
n−sd · · · an+s−1

n−1

. . .
...

a
n+s(1+d)−2
n−1



.

Fazendo n = msd obtemos a relação de recorrência a três termos para os vectores

de polinómios {Bm} onde

Bm = [ Bmsd · · · B(m+1)sd−1 ]T , m ∈ N,

dada por,

xsBm = αs,d
m Bm+1 + βs,d

m Bm + γs,d
m Bm−1, m = 0, 1, . . .

com as condições iniciais B−1 = 0sd×1 e B0 dado onde os coeficientes matriciais são

dados respectivamente por αs,d
m = αs,d

md, βs,d
m = βs,d

md
e γs,d

m = γs,d

n
.

O rećıproco é imediato.



CAPÍTULO II

Interpretação matricial da ortogonalidade múltipla

Vamos iniciar este caṕıtulo apresentando algumas noções algébricas que vão

permitir operar com os novos objectos apresentados no caṕıtulo anterior. Poste-

riormente, damos uma reinterpretação matricial das condições de ortogonalidade

múltipla de tipo II de uma sucessão de polinómios mónicos {Bn}, relativamente ao

sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-

-diagonais, J , dadas no Teorema I.8. Analogamente, damos uma reinterpretação

matricial das condições de ortogonalidade múltipla de tipo I de um vector de polinó-

mios (An,1, . . . , An,d) onde o grau dos polinómios An,j é igual a nj−1 relativamente ao

sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-

-diagonais, J , dadas no Teorema I.9.

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparação para submissão

(cf. [13]).

1. Teoria algébrica

1.1. Vectores de polinómios e polinómios matriciais. Consideremos a

famı́lia de vectores de polinómios que denotamos por P
sd dada por:

P
sd = {[ P1 · · · Psd ]T : Pj ∈ P},

que é um espaço vectorial para adição de vectores de polinómios e multiplicação de

um escalar em C por um vector de polinómios.

Denotemos por Msd×sd, o conjunto das matrizes quadradas de ordem sd × sd

com coeficientes em C. Seja {Pj} a famı́lia de vectores de polinómios dada por

Pj = [ xjsd · · · x(j+1)sd−1 ]T , j ∈ N. (II.1)

Seja {Bn} uma sucessão livre de polinómios e {Bn} onde

Bn = [ Bnsd · · · B(n+1)sd−1 ]T , n ∈ N, (II.2)

27
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a sua sucessão vectorial de polinómios associada. Considerando a base canónica

de P para cada n ∈ N existe uma única sucessão (bni ) ⊂ C, i = 0, 1, . . . , n, tal que,

Bn(x) =
n∑

i=0

bni x
i. Assim,

Bn(x) =





nsd∑

i=0

bnsd
i xi

...
(n+1)sd−1∑

i=0

b
(n+1)sd−1
i xi





=





bnsd
0 · · · bnsd

sd−1
...

. . .
...

b
(n+1)sd−1
0 · · · b

(n+1)sd−1
sd−1









1
...

xsd−1





+ · · ·+





bnsd
(n−1)sd · · · bnsd

nsd−1
...

. . .
...

b
(n+1)sd−1
(n−1)sd . . . b

(n+1)sd−1
nsd−1









x(n−1)sd

...

xnsd−1





+





bnsd
nsd

...
. . .

b
(n+1)sd−1
nsd . . . b

(n+1)sd−1
(n+1)sd−1









xnsd

...

x(n+1)sd−1



 .

Então,

Bn =
n∑

j=0

Bn
j Pj, Bn

j ∈Msd×sd, (II.3)

onde os coeficientes Bn
j , j = 0, 1, . . . , n estão univocamente determinados.

Observação . Constatamos que para uma sucessão livre de polinómios {Bn}, a

matriz Bn
n em (II.3) é triangular inferior e regular.

Definição II.1. O polinómio matricial Pn de grau igual a n e de ordem N é uma

matriz cujas entradas são polinómios de variável complexa, dado por

Pn(t) =





p11(t) · · · p1N(t)
...

. . .
...

pN1(t) · · · pNN(t)





= Ant
n + An−1t

n−1 + . . .+ A0,

(II.4)

A0, A1, . . . , An ∈ C
N×N e An é uma matriz regular.

Definição II.2. A sucessão de polinómios matriciais {Pn} onde Pn é para cada

n ∈ N um polinómio matricial de grau n, é dita uma sucessão livre de polinómios

matriciais.
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Tendo em conta (II.1) temos que Pj = (xsd)jP0, j ∈ N. Deste modo,

Bn = Vn(xsd)P0,

onde Vn é o polinómio matricial de grau n e ordem sd, dado por

Vn(x) =
n∑

j=0

Bn
j x

j, Bn
j ∈Msd×sd.

1.2. Vector de funcionais.

Definição II.3. Sejam vj : P→ C com j = 1, . . . , sd, funcionais lineares. Definimos

o vector de funcionais U = [ v1 · · · vsd ]T , actuando em P
sd e tomando valores

emMsd×sd, por:

U(P) := (U .PT )T =





v1(P1) · · · vsd(P1)
...

. . .
...

v1(Psd) · · · vsd(Psd)



 ,

onde “.” significa o produto simbólico dos vectores U e PT .

O vector de funcionais U anteriormente definido é linear. De facto:

• Sejam P , Q ∈ P
sd. Temos:

U(P +Q) =





v1(P1 +Q1) · · · vsd(P1 +Q1)
...

. . .
...

v1(Psd +Qsd) · · · vsd(Psd +Qsd)





=





v1(P1) · · · vsd(P1)
...

. . .
...

v1(Psd) · · · vsd(Psd)



 +





v1(Q1) · · · vsd(Q1)
...

. . .
...

v1(Qsd) · · · vsd(Qsd)





= U(P) + U(Q) .

Assim,

U(P +Q) = U(P) + U(Q), ∀ P,Q ∈ P
sd.
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• Seja A ∈Msd×sd e P ∈ P
sd. Temos:

U(AP) = U(





a11P1 + · · ·+ a1sdPsd

...

asd1P1 + · · ·+ asdsdPsd



)

=





v1(a11P1 + · · ·+ a1sdPsd) · · · vsd(a11P1 + · · ·+ a1sdPsd)
...

. . .
...

v1(asd1P1 + · · ·+ asdsdPsd) · · · vsd(asd1P1 + · · ·+ asdsdPsd)





=





a11 · · · a1sd

...
. . .

...

asd1 · · · asdsd









v1(P1) · · · vsd(P1)
...

. . .
...

v1(Psd) · · · vsd(Psd)





= AU(P) .

Assim,

U(AP) = AU(P), ∀ A ∈Msd×sd e ∀ P ∈ P
sd.

1.3. Operações com vectores de funcionais lineares.

Definição II.4. Seja Â =
l∑

k=0

Ak x
k um polinómio matricial de grau l onde Ak ∈

Msd×sd e U um vector de funcionais lineares. Definimos o vector de funcionais

lineares, produto à esquerda de U por um polinómio Â, e denotamo-lo por ÂU , à

aplicação de P
sd emMsd×sd, definida por:

(ÂU)(P) := (ÂU .PT )T =
l∑

k=0

(xk U)(P).(Ak)
T .

O vector de funcionais ÂU anteriormente definido é linear. De facto:

• Sejam P , Q ∈ P
sd. Temos:

(ÂU)(P +Q) =
l∑

k=0

(xkU)(P +Q).(Ak)
T

=
l∑

k=0

((xkU).(P +Q)T )T .(Ak)
T
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=
l∑

k=0

(P +Q).(xkU)T .(Ak)
T

=
l∑

k=0

P .(xkU)T .(Ak)
T +

l∑

k=0

Q.(xkU)T .(Ak)
T

=
l∑

k=0

(xkU)(P).(Ak)
T +

l∑

k=0

(xkU)(Q).(Ak)
T

= (ÂU)(P) + (ÂU)(Q) .

Assim,

(ÂU)(P +Q) = (ÂU)(P) + (ÂU)(Q), ∀ P,Q ∈ P
sd.

• Seja B ∈Msd×sd e P ∈ P
sd. Temos:

(ÂU)(BP) =
l∑

k=0

(xk U)(B P).(Ak)
T

=
l∑

k=0

((xk U).(B P)T )T .(Ak)
T

=
l∑

k=0

(B P).(xk U)T .(Ak)
T

= B

l∑

k=0

((xkU).PT )T .(Ak)
T

= B (ÂU)(P)

Assim,

(ÂU)(BP) = B(ÂU)(P), ∀ B ∈Msd×sd e P ∈ P
sd.

Definição II.5. Seja U um vector de funcionais lineares e P ∈ P
sd. Definimos a

derivada, DDD, do vector de funcionais lineares, U , que denotaremos por DDDU , actuando

em P
sd e tomando valores emMsd×sd, por:

DDDU(P) =





Dv1(P1) · · · Dvsd(P1)
...

. . .
...

Dv1(Psd) · · · Dvsd(Psd)



 = −U(P ′).
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O vector de funcionais lineares DDDU anteriormente definido é linear. De facto:

• Sejam P , Q ∈ P
sd. Temos:

DDDU(P +Q) = −U((P +Q)′)

= −(U(P ′) + U(Q′))

= −U(P ′)− U(Q′)

= DDDU(P) + DDDU(Q).

Assim,

DDDU(P +Q) = DDD U(P) + DDDU(Q), ∀ P,Q ∈ P
sd.

• Seja A ∈Msd×sd e P ∈ P
sd. Temos:

DDDU (AP) = −U(AP)′

= −AU(P ′)

= A(−U(P ′))

= ADDDU(P).

Assim,

DDDU(AP) = ADDD U(P), ∀ A ∈Msd×sd e P ∈ P
sd.

1.4. Noções sobre teoria da dualidade. Denotaremos por P
∗ o espaço dual

de P, i.e., o espaço vectorial das aplicações lineares definidas em P e tomando valores

em C. Recordamos a funcional linear de Dirac no ponto c ∈ C, denotada por δc,

definida por δc(p(x)) = p(c), ∀ p ∈ P.

Definição II.6. Seja {Bn} uma sucessão de polinómios mónicos. Dizemos que a

sucessão de funcionais lineares {Lm}, onde Lm ∈ P
∗ é a sucessão dual de {Bn}, se

Lm(Bn) = δm,m, m, n ∈ N.

Se v ∈ P
∗ temos que v =

∞∑

i=0

αiLi onde αi = v(Bi), i ∈ N. Deste modo se v ∈ P
∗

satisfaz v(Bi) = 0 para i ≥ l então v =
l−1∑

i=0

αiLi.
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Definição II.7. Seja {Lm} uma sucessão de funcionais lineares onde Lm ∈ P
∗. A

sucessão {Lm} dada por

Lm = [ Lmsd · · · L(m+1)sd−1 ]T , m ∈ N, (II.5)

é dita a sucessão de vectores de funcionais lineares associada a {Lm}.

Tendo em conta a Definição II.3 vem:

Lm(Bn) =





Lmsd(Bnsd) · · · L(m+1)sd−1(Bnsd)
...

. . .
...

Lmsd(B(n+1)sd−1) · · · L(m+1)sd−1(B(n+1)sd−1)



 .

Definição II.8. Seja {Lm} a sucessão de funcionais lineares duais com respeito

à sucessão de polinómios {Bn}. Seja {Bn} uma sucessão vectorial de polinómios.

Dizemos que a sucessão de vectores de funcionais lineares {Lm} definida por (II.5)

é a sucessão dual de {Bn}, se

Lm(Bn) = Isd×sd δm,n, m, n ∈ N.

Se V é um vector de funcionais lineares existe uma única sucessão (λn) ⊂Msd×sd,

tal que:

V =
∞∑

n=0

λnLn, onde (λn)T = V(Bn), n ∈ N.

Deste modo se V(Bn) = 0sd×sd para n = l, l + 1, . . . , então

V =
l−1∑

n=0

λnLn.

Exemplo II.1. Seja {δδδm} uma sucessão de vectores de funcionais lineares, onde

δδδm =

[
(−1)smd δ

(smd)
0

(smd)!
· · · (−1)sd(m+1)−1 δ

(sd(m+1)−1)
0

(sd(m+ 1)− 1)!

]T

, m ∈ N,

em que {δ
(k)
0 } é a sucessão delta de Dirac. Tendo em conta a noção de derivada de

uma funcional, vem

δ
(n)
0 (xm) = (−1)mm(m− 1)(m− 2) . . . (m− n+ 1)δ0(x

m−n).

Sendo δ0(x
m−n) o valor da função no ponto zero, i.e, δ0(p) = p(0), vem

δ
(n)
0 (xm) =






0, se n > m

(−1)nn!, se n = m

0, se n < m.
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Assim,

(−1)n δ
(n)
0

n!
(xm) = δm,n, m, n ∈ N.

Pela Definição II.3 vem

δδδm(Pj) =

{
Isd×sd, m = j

0sd×sd, m 6= j
, j,m ∈ N,

i.e.,

δδδm(Pj) = Isd×sd δm,j, m, j ∈ N.

Então a sucessão de funcionais lineares vectoriais {δδδm} é a sucessão dual de {Pj}.

2. Interpretação matricial da ortogonalidade múltipla de tipo II

O objectivo principal desta secção consiste em apresentar uma reinterpretação

matricial das condições de ortogonalidade múltipla de tipo II de uma sucessão de

polinómios mónicos {Bn} relativamente ao sistema regular de funcionais lineares

{u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais, J , dadas no Teorema I.8.

2.1. Multi-́ındices diagonais.

Teorema II.1. Uma sucessão de polinómios mónicos {Bm}, é ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de

multi-́ındices diagonais I se, e somente se, a sucessão vectorial de polinómios asso-

ciada {Bm} dada por (II.2) verifica:

i) (xk U)(Bm) = 0sd×sd, k = 0, 1, . . . ,m− 1

ii) (xm U)(Bm) = ∆m,
(II.6)

onde U = [ u1 · · · ud ]T e ∆m é uma matriz triangular superior regular de ordem

d× d.
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Demonstração. Pela Definição II.3, vem

(xkU)(Bm) =









xku1

...

xkud




[
Bmd · · · B(m+1)d−1

]




T

=





u1(xkBmd) · · · ud(xkBmd)
...

. . .
...

u1(xkB(m+1)d−1) · · · ud(xkB(m+1)d−1)



 .

Usando as condições de ortogonalidade do Lema I.1, temos as condições (II.6), e

reciprocamente.

2.2. Multi-́ındices quase-diagonais.

Teorema II.2. Uma sucessão de polinómios mónicos {Bm}, é ortogonal de tipo II

relativamente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de

multi-́ındices quase-diagonais J se, e somente se, a sucessão vectorial de polinómios

associada {Bm} dada por (II.2) verifica:

i) ((xs)kU)(Bm) = 0sd×sd, k = 0, 1, . . . ,m− 1

ii) ((xs)mU)(Bm) = ∆m,
(II.7)

onde U = [ v1 · · · vsd ]T , vj, j = 1, . . . , sd são definidos na Subsecção 3.2 do

Caṕıtulo I, e ∆m é uma matriz triangular superior regular de ordem sd× sd.

Demonstração. Pela Definição II.3, vem

((xs)kU)(Bm) =









(xs)kv1

...

(xs)kvsd



 [ Bmsd · · · B(m+1)sd−1 ]





T

=





v1((xs)kBmsd) · · · vsd((xs)kBmsd)
...

. . .
...

v1((xs)kB(m+1)sd−1) · · · vsd((xs)kB(m+1)sd−1)



 .

Usando as condições de ortogonalidade do Teorema I.8 temos as condições (II.7), e

reciprocamente.
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Definição II.9. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios onde cada Bm =

[Bm,1 . . . Bm,sd]
T , m ∈ N, tal que Bm =

m∑

j=0

Bm
j Pj onde Bm

j ∈Msd×sd e o vector de

funcionais lineares U = [ v1 · · · vsd ]T . Dizemos que {Bm} é ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U se

i) ((xs)kU)(Bm) = 0sd×sd, k = 0, 1, . . . ,m− 1

ii) ((xs)mU)(Bm) = ∆m,
(II.8)

onde ∆m é uma matriz de ordem sd× sd e regular.

Lema II.1. Seja Bm =
m∑

j=0

Bm
j Pj onde Bm

j ∈ Msd×sd. Se a matriz Bm
m é regular

então o conjunto de polinómios {Bm,1, . . . , Bm,sd} é linearmente independente.

Demonstração. Pretendemos mostrar que o conjunto de polinómios {Bm,1, . . . ,

Bm,sd} é linearmente independente para Bm
m matriz regular. Sejam αi ∈ R, i =

1, 2, . . . , sd, tais que

α1Bm,1 + · · ·+ αsdBm,sd = 0,

i.e.,

[ α1 · · · αsd ]





Bm,1

...

Bm,sd



 = 0.

Ou seja, αBm = 0, com

α = [α1 . . . αsd].

Assim,

α

m∑

j=0

Bm
j Pj = 0,

i.e.,
m∑

j=0

αBm
j Pj = 0.

Usando a independência linear do conjunto {1, . . . , x(m+1)sd−1}, vem

αBm
j = 0, j = 0, 1, . . . ,m.

Se Bm
m é uma matriz regular então α = 01×sd, como queŕıamos mostrar.
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Lema II.2. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios onde cada Bm =

[ Bm,1 · · · Bm,sd ]T , m ∈ N, tal que Bm =
m∑

j=0

Bm
j Pj onde Bm

j ∈ Msd×sd. Se Bm
m

é uma matriz regular, para todo m ∈ N, então o conjunto de polinómios {Bm,j, j =

1, . . . , sd,m ∈ N} é linearmente independente.

Demonstração. Para mostrar que o conjunto de polinómios {Bm,j, j = 1, . . . , sd,m ∈

N}, é linearmente independente para Bm
m matriz regular, m ∈ N, é suficiente provar

para cada m ∈ N que o conjunto de polinómios {Bk,j}, j = 1, . . . , sd, k = 0, 1, . . . ,m

é linearmente independente. Sejam

α =
[
α1 · · · αsd

]
, αi ∈ R

...

β =
[
β1 · · · βsd

]
, βi ∈ R

γ =
[
γ1 · · · γsd

]
, γi ∈ R .

Temos
sd∑

i=1

αiB0,i + · · ·+
sd∑

i=1

βiBm−1,i +
sd∑

i=1

γiBm,i = 0,

αB0 + · · ·+ βBm−1 + γBm = 0,

α(B0
0P0) + · · ·+ β(Bm−1

0 P0 + · · ·+Bm−1
m−1Pm−1) + γ(Bm

0 P0 + · · ·+Bm
mPm) = 0,

(αB0
0 + · · ·+ βBm−1

0 + γBm
0 )P0 + · · ·+ (βBm−1

m−1 + γBm
m−1)Pm−1 + γBm

mPm = 0.

Usando a independência linear do conjunto {1, x, . . . , x(m+1)sd−1}, vem





αB0
0 + · · ·+ βBm−1

0 + γBm
0 = 0

...

βBm−1
m−1 + γBm

m−1 = 0

γBm
m = 0.

Usando a regularidade das matrizes B0
0 , . . . , B

m
m obtemos que γ = 01×sd, β =

01×sd, . . . , α = 01×sd e portanto o conjunto polinómios {Bk,j, j = 1, . . . , sd, k =

0, 1, . . . ,m}, é linearmente independente.

Definição II.10. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios onde Bm = [Bm,1

· · · Bm,sd]
T , m ∈ N, tal que Bm =

m∑

j=0

Bm
j Pj onde Bm

j ∈Msd×sd. Dizemos que {Bm}

é uma sucessão livre se Bm
m é uma matriz regular para m ∈ N.
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Lema II.3. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios, ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U . Consideremos Qm = CmBm, m ∈ N

onde Cm são matrizes regulares de ordem sd× sd. Então {Qm} é também ortogonal

de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U .

Demonstração. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios ortogonal de

tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U , i.e.,

((xs)kU)(Bm) = ∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

onde ∆m é uma matriz regular de ordem sd× sd. De

((xs)kU)(Bm) = ((xs)kU)((Cm)−1CmBm)

= (Cm)−1((xs)kU)(CmBm)

= (Cm)−1((xs)kU)(Qm),

vem

(Cm)−1((xs)kU)(Qm) = ∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

logo

((xs)kU)(Qm) = Cm∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

onde Cm∆m é uma matriz regular de ordem sd × sd. Assim, a sucessão vectorial

de polinómios {Qm} é ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais

lineares U .

Exemplo II.2. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios, ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U e {B̂m} uma sucessão vectorial de

polinómios com B̂m = (B0
0)

−1Bm, m ∈ N, onde a matriz B0
0 é tal que B0 = B0

0 P0. A

sucessão vectorial de polinómios {B̂m} é também ortogonal de tipo II relativamente

a U . De facto, sendo {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U , temos que,

((xs)kU)(Bm) = ∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

onde ∆m é uma matriz regular de ordem sd× sd, i.e.,

((xs)kU)(B̂m) = (B0
0)

−1∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

onde (B0
0)

−1∆m é uma matriz regular de ordem sd× sd. Assim, a sucessão vectorial

de polinómios {B̂m} é ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais

lineares U .
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Exemplo II.3. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios, ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U e {B̆m} uma sucessão vectorial de

polinómios com B̆m = ∆−1
m Bm, m ∈ N. A sucessão vectorial de polinómios {B̆m}

é também ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U .

De facto, sendo {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios, ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U , vem

((xs)kU)(Bm) = ∆mδk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

onde ∆m é uma matriz regular de ordem sd× sd, i.e.,

((xs)kU)(B̆m) = Isd×sd δk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N,

logo a sucessão vectorial de polinómios, {B̆m}, é ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U .

3. Interpretação matricial da ortogonalidade múltipla de tipo I

O objectivo principal desta secção consiste em, apresentar uma reinterpretação

matricial das condições de ortogonalidade múltipla de tipo I, de um vector de poli-

nómios (An,1, . . . , An,d), onde o grau dos polinómios An,j é igual a nj − 1 relativa-

mente ao sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices

quase-diagonais, J , dadas no Teorema I.9.

3.1. Multi-́ındices diagonais.

Teorema II.3. O vector de polinómios (An,1, . . . , An,d), onde o grau dos polinó-

mios An,j é igual a nj − 1, é ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices diagonais I se, e somente

se,

i) (GT
n (x)U)(Pj) = 0d×d, j = 0, 1, . . . , n− 1

ii) (GT
n (x)U)(Pn) = Sn,

(II.9)

onde U = [ u1 · · · ud ]T , Sn é uma matriz triangular inferior de ordem d × d

regular e

Gn(x) =





And+1,1(x) · · · A(n+1)d,1(x)
...

. . .
...

And+1,d(x) · · · A(n+1)d,d(x)



 , n ∈ N.
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Demonstração. Temos que,

(GT
n (x)U)(Pj) = ((GT

n (x)U)PT
j )T

= Pj U
T Gn(x)

=





A11 · · · A1d

...
. . .

...

Ad1 · · · Add



 ,

onde,

A11 = (
d∑

k=1

And+1,k(x)u
k)(xjd)

...

Ad1 = (
d∑

k=1

And+1,k(x)u
k)(x(j+1)d−1)

...

A1d = (
d∑

k=1

A(n+1)d,k(x)u
k)(xjd)

...

Add = (
d∑

k=1

A(n+1)d,k(x)u
k)(x(j+1)d−1).

Usando as condições de ortogonalidade do Teorema I.9 temos as condições (II.9), e

reciprocamente.

3.2. Multi-́ındices quase-diagonais.

Teorema II.4. O vector de polinómios (An,1, . . . , An,d) onde o grau dos polinó-

mios An,j é igual a nj − 1, é ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular de

funcionais lineares {u1, . . . , ud} e famı́lia de multi-́ındices quase-diagonais J se, e

somente se,

i) ((Gn(xs))TU)(Pj) = 0sd×sd, j = 0, 1, . . . , n− 1

ii) ((Gn(xs))TU)(Pn) = Sn,
(II.10)

onde U = [ v1 · · · vsd ]T com

v1 = u1, . . . , vs = xs−1u1, . . . , vsd+s−1 = ud, . . . , vsd = xs−1ud,
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Sn é uma matriz triangular inferior de ordem sd× sd regular e

Gn(xs) =





A0
nsd+1,1(x

s) · · · A0
sd(n+1),1(x

s)
...

...

As−1
nsd+1,1(x

s) · · · As−1
sd(n+1),1(x

s)
...

...

A0
nsd+1,d(x

s) · · · A0
sd(n+1),d(x

s)
...

...

As−1
nsd+1,d(x

s) · · · As−1
sd(n+1),d(x

s)





, n ∈ N.

Demonstração. Temos que,

((Gn(xs))TU)(Pj) = ((GT
n (xs)U)PT

j )T

= Pj U
T Gn(xs)

=





B11 · · · B1sd

...
. . .

...

Bsd1 · · · Bsdsd



 ,

onde,

B11 = (
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
sdn+1,j(x

s)xkuj))(xjsd)

...

Bsd1 = (
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
sdn+1,j(x

s)xkuj))(x(j+1)sd−1)

...

B1sd = (
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
sd(n+1),j(x

s)xkuj))(xjsd)

...

Bsdsd = (
d∑

j=1

s−1∑

k=0

(Ak
sd(n+1),j(x

s)xkuj))(x(j+1)sd−1).

Usando as condições de ortogonalidade do Teorema I.9 temos as condições (II.10),

e reciprocamente.
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Observação . No Teorema II.4 podemos considerar o vector de funcionais lineares

U = Û = [ v1 · · · vsd ]T , vj, j = 1, . . . , sd são definidos na Secção 3.2 do Ca-

ṕıtulo I. Nesse caso, estaŕıamos a realizar uma reordenação por filas do vector de

funcionais U considerado no teorema, e para obter o correspondenteGn, Ĝn, devemos

realizar a mesma reordenação por colunas do polinómio matricial Gn considerado

no teorema.

Definição II.11. Seja {Gn} uma sucessão de polinómios matriciais onde Gn é para

cada n ∈ N um polinómio matricial com Gn(x) =
n∑

k=0

Gn
kx

k, Gn
k ∈Msd×sd e o vector

de funcionais lineares U = [ v1 · · · vsd ]T . Dizemos que {Gn} é ortogonal de tipo I

relativamente ao vector de funcionais lineares U se

i) ((Gn(xs))TU)(Pj) = 0sd×sd, j = 0, 1, . . . , n− 1

ii) ((Gn(xs))TU)(Pn) = Sn,
(II.11)

onde Sn é uma matriz regular de ordem sd× sd.

Lema II.4. Seja {Gn} uma sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I

relativamente ao vector de funcionais lineares U . Consideremos En(x) = Gn(x)Fn,

n ∈ N onde Fn são matrizes regulares de ordem sd × sd. Então a sucessão de

polinómios matriciais {En} é também ortogonal de tipo I relativamente ao vector de

funcionais lineares U .

Demonstração. Seja {Gn} uma sucessão de polinómios matriciais ortogonal de

tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U , i.e.,

((Gn(xs))TU)(Pj) = Snδk,n, k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N,

onde Sn é uma matriz regular de ordem sd× sd.

De

((Gn(xs))TU)(Pj) = ((GT
n (xs)U)PT

j )T

= Pj U
T Gn(xs)

= Pj U
T Gn(xs)Fn(Fn)−1

= Pj U
T (Gn(xs)Fn)(Fn)−1

= ((Gn(xs)Fn)TU)(Pj)(Fn)−1

= (ET
n (xs)U)(Pj)(Fn)−1,
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vem

(ET
n (xs)U)(Pj)(Fn)−1 = Sn δk,n, k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N,

logo,

(ET
n (xs)U)(Pj) = SnFn δk,n, k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N,

onde SnFn é uma matriz regular de ordem sd×sd. Assim, a sucessão de polinómios

matriciais {En} é também ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais

lineares U .

4. Regularidade de um vector de funcionais lineares

Apresentamos um resultado de existência e unicidade de uma sucessão vectorial

de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares U .

Introduzimos as noções de momentos e matrizes de Hankel por blocos associadas ao

vector de funcionais lineares U .

Definição II.12. Definimos os momentos de ordem j associados ao vector de fun-

cionais lineares (x s)kU , por:

Uk
j := ((xs)kU)(Pj)

=





v1(xjsd+ks) · · · vsd(xjsd+ks)
...

. . .
...

v1(x(j+1)sd+ks−1) · · · vsd(x(j+1)sd+ks−1)



 , j ∈ N.
(II.12)

Definição II.13. Definimos matrizes de Hankel por

Hm =





U0
0 · · · Um

0

...
. . .

...

U0
m · · · Um

m



 , m ∈ N, (II.13)

onde Uk
j são momentos de ordem j associados ao vector de funcionais lineares (x s)kU

dados por (II.12).

Definição II.14. O vector de funcionais lineares U é dito regular se detHm 6= 0,

m ∈ N, onde Hm é dado por (II.13).
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Teorema II.5. Seja U um vector de funcionais lineares. Então U é regular se, e

somente se, dada ∆m, m ∈ N, sucessão de matrizes regulares existe uma única su-

cessão vectorial de polinómios livre {Bm} onde Bm = [ Bm,1 · · · Bm,sd ]T , m ∈ N,

tal que

i) ((xs)kU)(Bm) = 0sd×sd, k = 0, 1, . . . ,m− 1

ii) ((xs)mU)(Bm) = ∆m,

ou seja, {Bm} é ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U .

Demonstração. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios onde Bm =

[ Bm,1 · · · Bm,sd ]T , m ∈ N, tal que Bm =
m∑

j=0

Bm
j Pj onde Bm

j ∈ Msd×sd. Pelas

condições de ortogonalidade (II.8) a sucessão vectorial de polinómios {Bm} é ortogo-

nal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U se para k = 0, . . . ,m−1

((xs)kU)(Bm) = ((xs)kU)(
m∑

j=0

Bm
j Pj)

=
m∑

j=0

Bm
j ((xs)kU)(Pj) = 0sd×sd,

e para todo m ∈ N,

((xs)mU)(Bm) = ((xs)mU)(
m∑

j=0

Bm
j Pj)

=
m∑

j=0

Bm
j ((xs)mU)(Pj) = ∆m. (II.14)

Matricialmente temos,

[
Bm

0 · · · Bm
m

]




U0
0 · · · Um

0

...
. . .

...

U0
m · · · Um

m



 =
[

0sd×sd · · · 0sd×sd ∆m

]
.

Supondo a regularidade do vector de funcionais lineares U , vem

[
Bm

0 · · · Bm
m

]
=

[
0sd×sd · · · 0sd×sd ∆m

]




U0
0 · · · Um

0

...
. . .

...

U0
m · · · Um

m





−1

.
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Portanto,

Bm =
[

0sd×sd · · · 0sd×sd ∆m

]




U0
0 · · · Um

0

...
. . .

...

U0
m · · · Um

m





−1 



P0

...

Pm



 , (II.15)

definido de maneira uńıvoca. Tomando m = 0 em (II.14), temos

B0
0 U

0
0 = ∆0.

Usando a regularidade das matrizes U0
0 e ∆0 temos que B0

0 é uma matriz regular.

Analogamente, tomando m = 1 em (II.14), temos

{
B1

0 U
0
0 +B1

1 U
0
1 = 0sd×sd

B1
0 U

1
0 +B1

1 U
1
1 = ∆1,

i.e.,

B1
1(U

1
1 − U

0
1 (U0

0 )−1U1
0 ) = ∆1.

Usando a regularidade de U e a estrutura triangular por blocos, temos

det(U1
1 − U

0
1 (U0

0 )−1U1
0 ) 6= 0,

e portanto B1
1 é uma matriz regular. Usando o mesmo argumento podemos concluir

que Bm
m é uma matriz regular e portanto {Bm} é uma sucessão livre. Reciprocamente

e de maneira análoga se Bm
m , m ∈ N, é regular obtemos a regularidade de U .

Apresentamos a seguir um resultado de existência e unicidade de uma sucessão

de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a um vector de funcionais

lineares U .

Teorema II.6. Seja U um vector de funcionais lineares. Então U é regular se, e

somente se, dada Sn, n ∈ N, uma sucessão de matrizes regulares existe uma única

sucessão de polinómios matriciais {Gn} com Gn(x) =
n∑

k=0

Gn
kx

k, Gn
k ∈ Msd×sd on-

de Gn
n é regular tal que

i) ((Gn(xs))TU)(Pj) = 0sd×sd, j = 0, 1, · · · , n− 1

ii) ((Gn(xs))TU)(Pn) = Sn,

ou seja, a sucessão de polinómios matriciais {Gn}, é ortogonal de tipo I relativa-

mente ao vector de funcionais lineares U .
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Demonstração. Seja {Gn} uma sucessão de polinómios matriciais onde Gn é

para cada n ∈ N um polinómio matricial do tipo Gn(x) =
n∑

k=0

Gn
kx

k, Gn
k ∈ Msd×sd.

Assim,

(Gn(xs))T =
n∑

k=0

(Gn
k)T (xs)k, Gn

k ∈Msd×sd.

Fazendo actuar U(Pr) onde r = 0, 1, . . . , n a ambos os membros, vem

((Gn(xs))TU)(Pr) = (
n∑

k=0

(Gn
k)T (xs)kU)(Pr),

i.e.,

((Gn(xs))TU)(Pr) =
n∑

k=0

((xs)kU)(Pr)G
n
k =

n∑

k=0

Uk
rG

n
k .

Matricialmente temos,





U0
0 · · · Un

0

...
. . .

...

U0
n · · · Un

n









Gn
0

...

Gn
n



 =





((Gn(xs))tU)(P0)
...

((Gn(xs))tU)(Pn)



 .

Pelas condições de ortogonalidade (II.11) a sucessão de polinómios matriciais {Gn},

é ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U se




U0
0 · · · Un

0

...
. . .

...

U0
n−1 · · · U

n
n−1

U0
n · · · Un

n









Gn
0

...

Gn
n−1

Gn
n




=





0sd×sd

...

0sd×sd

Sn




, (II.16)

onde Sn é uma matriz regular de ordem sd × sd. Usando a regularidade do vector

de funcionais lineares U , vem





Gn
0

...

Gn
n−1

Gn
n




=





U0
0 · · · Un

0

...
. . .

...

U0
n−1 · · · U

n
n−1

U0
n · · · Un

n





−1 



0sd×sd

...

0sd×sd

Sn




, (II.17)

e portanto obtemos os polinómios Gn de maneira uńıvoca.

Tomando m = 0 em (II.16), temos

U0
0 G

0
0 = S0.
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Usando a regularidade das matrizes U0
0 e S0 temos que G0

0 é uma matriz regular.

Analogamente, tomando m = 1 em (II.16), temos

{
U0

0 G
1
0 + U1

0 G
1
1 = 0sd×sd

U0
1 G

1
0 + U1

1 G
1
1 = S1,

i.e.,

(U1
1 − U

0
1 (U0

0 )−1U1
0 )G1

1 = S1.

Usando a regularidade de U e a estrutura triangular por blocos, temos

det(U1
1 − U

0
1 (U0

0 )−1U1
0 ) 6= 0,

e portanto G1
1 é uma matriz regular. Usando o mesmo argumento podemos concluir

que Gn
n é uma matriz regular. Reciprocamente, e de maneira análoga, se Gn

n, n ∈ N,

é regular obtemos a regularidade do vector de funcionais lineares U .

Teorema II.7. Seja U um vector de funcionais lineares regular, {Bm}, uma suces-

são vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , onde Bm, m ∈ N

é definido por (II.15) e a sucessão de polinómios matriciais {Gn}, ortogonal de tipo I

relativamente a U , onde Gn, n ∈ N, é definido por (II.17). Então:

((Gn(xs))TU)(Bm) = Isd×sdδn,m, n,m ∈ N,

se, e somente se,

Sm = (Bm
m)−1 e ∆m = (Gm

m)−1,

e portanto, a sucessão dual {Ln} associada a {Bm} é dada por:

Ln = (Gn(xs))TU , n ∈ N.

Demonstração. Tendo em conta que {Pm} é uma base de P
sd, existe uma única

sucessão de matrizes (Bm
j ) ⊂Msd×sd, tal que, Bm =

m∑

j=0

Bm
j Pj. Assim,

((Gn(xs))TU)(Bm) = ((Gn(xs))TU)(
m∑

j=0

Bm
j Pj)

=
m∑

j=0

Bm
j ((Gn(xs))TU)(Pj).
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Sendo U um vector de funcionais lineares e regular, temos que,

((Gn(xs))TU)(Bm) =

{
Bm

m((Gm(xs))TU)(Pm), m = n

0sd×sd, m < n

i.e.,

((Gn(xs))TU)(Bm) =

{
Bm

mSm, m = n

0sd×sd, m < n.

Assim, ((Gm(xs))TU)(Bm) = Isd×sd se, e somente se, Bm
mSm = Isd×sd, i.e., Sm =

(Bm
m)−1. Consideremos agora:

((Gn(xs))TU)(Bm) = ((
n∑

j=0

Gn
j (xs)j)TU)(Bm)

= ((
n∑

j=0

(Gn
j )T (xs)j)U)(Bm)

=
n∑

j=0

((xs)jU)(Bm)Gn
j .

Como anteriormente, sendo U um vector de funcionais lineares e regular, temos que,

((Gn(xs))TU)(Bm) =

{
((xs)mU)(Bm)Gm

m, m = n

0sd×sd, n < m

i.e.,

((Gn(xs))tU)(Bm) =

{
∆mG

m
m, m = n

0sd×sd, m > n.

Assim, ((Gm(xs))TU)(Bm) = Isd×sd se, e somente se, ∆mG
m
m = Isd×sd, i.e., ∆m =

(Gm
m)−1, mostrando-se o pretendido.



CAPÍTULO III

Teoremas de caracterização

Neste caṕıtulo vamos estabelecer resultados relacionados com a caracterização de

sucessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipos I e II. Essas caracterizações

são dadas em termos de relações de recorrência a três termos por elas satisfeitas, isto

é, estabelecemos um teorema de Favard. Para além disso, provamos uma fórmula

de Darboux-Cristoffel satisfeita por estas sucessões de polinómios.

Reencontramos ainda, os problemas de Hermite-Padé para funções matriciais, que

mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz de Jacobi

por blocos. Terminamos, estabelecendo um resultado de caracterização para suces-

sões de polinómios ortogonais múltiplos de tipos I e II, em termos dos problemas de

Hermite-Padé e biortogonalidade relativamente à função resolvente.

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparação para submissão

(cf. [14]).

1. Relações de recorrência

Teorema III.1. Seja {Bm} uma sucessão de polinómios mónicos, ortogonal de

tipo II relativamente a um sistema regular de funcionais lineares {u1, . . . , ud} e

multi-́ındice quase-diagonal J , o vector de funcionais lineares U = [v1 . . . vsd]T

onde vj, j = 1, . . . , sd são definidos na Secção 3.2 do Caṕıtulo I, a sucessão vecto-

rial de polinómios associada {Bm} dada por (II.2), e ainda a sucessão de vectores de

funcionais lineares {Ln}, dual de {Bm}. Então, as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

a) A sucessão vectorial de polinómios {Bm} é ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U , i.e.,

((xs)kU)(Bm) = ∆m δk,m, k = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N, (III.1)

49
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onde ∆m é uma matriz triangular superior de ordem sd× sd e regular dada por

∆m = γs,d
m · · · γ

s,d
1 ∆0, m = 1, 2, . . . ,

onde ∆0 é uma matriz triangular superior de ordem sd× sd.

b) Existem sucessões de matrizes em Msd×sd, (αs,d
m ), (βs,d

m ) e (γs,d
m ), m ∈ N,

com γs,d
m matriz triangular superior e regular tais que Bm é definida pela relação de

recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd× sd dada por

xsBm(x) = αs,d
m Bm+1(x) + βs,d

m Bm(x) + γs,d
m Bm−1(x), m = 0, 1, . . . (III.2)

com B−1 = 0d×1 e B0 dado.

c) Existem sucessões de matrizes em Msd×sd, (γs,d
n+1), (βs,d

n ) e (αs,d
n−1), n ∈ N,

com γs,d
n+1 matriz triangular superior e regular tais que Ln é definida pela relação de

recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd× sd dada por

xsLn = (γs,d
n+1)

TLn+1 + (βs,d
n )TLn + (αs,d

n−1)
TLn−1, n = 1, 2, . . . (III.3)

com

L1 = (γs,d
1 )−T (xsIsd×sd − (βs,d

0 )T )(U(B0))
−TU , L0 = (U(B0))

−TU ,

e ainda, Ln = (Gn(xs))TU onde Gn é para cada n ∈ N um polinómio matricial com

Gn(x) =
n∑

k=0

Gn
kx

k, Gn
k ∈Msd×sd.

d) A sucessão de polinómios matriciais {Gn} é ortogonal de tipo I relativamente

ao vector de funcionais lineares U .

e) Existem sucessões de matrizes em Msd×sd, (lnn+1), (lnn) e (lnn−1), n ∈ N, tais

que Gn(xs) é definida pela relação de recorrência a três termos com coeficientes

matriciais de ordem sd× sd dada por

xsGn(xs) = Gn+1(x
s)(lnn+1)

T +Gn(xs)(lnn)T +Gn−1(x
s)(lnn−1)

T , (III.4)

para n = 1, 2, . . ., com

G0(x
s) = (U(B0))

−1,

G1(x
s) = (U(B0))

−1(xsIsd×sd − (l00)
T )((l01)

−1)T .

Esquema da demonstração:

a)⇔ b)⇔ c)⇒ d)⇒ e)⇒ c)
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Demonstração. Provemos que a) ⇔ b). Comecemos por mostrar que a) ⇒ b).

Consideremos a seguinte representação

xsBm =
m+1∑

j=0

αm
j Bj, α

m
j ∈Msd×sd.

Aplicando o vector de funcionais lineares U a ambos os membros da representação

anterior, e tendo em conta que é ortogonal relativamente à sucessão vectorial de

polinómios, {Bm}, vem

αm
0 U (B0) = (xsU) (Bm) = 0sd×sd, m = 2, 3, · · ·

Assim,

xsBm =
m+1∑

j=1

αm
j Bj.

Multiplicando de seguida ambos os membros da representação obtida atrás por xs

e utilizando a mesma técnica que no caso anterior, vem

αm
1 (xsU) (B1) =

(
x2sU

)
(Bm) = 0sd×sd, m = 3, 4, · · ·

Assim,

xsBm =
m+1∑

j=2

αm
j Bj.

Multiplicando agora ambos os membros da representação anterior por x2s e uti-

lizando a mesma técnica que nos casos anteriores, vem

αm
2

(
x2sU

)
(B2) =

(
x3sU

)
(Bm) = 0sd×sd, m = 4, 5, · · ·

Assim,

xsBm =
m+1∑

j=3

αm
j Bj.

Continuando o nosso processo verificamos que:

αm
m−2

(
xs(m−2)U

)
(Bm−2) =

(
xs(m−1)U

)
(Bm−2) ,

i.e., αm
m−2 = 0sd×sd. Assim, αm

j = 0sd×sd para j = 0, 1, · · · ,m− 2. Temos assim:

xsBm = αm
m+1 Bm+1 + αm

m Bm + αm
m−1 Bm−1.

Fazendo:

αm
m+1 = αs,d

m , αm
m = βs,d

m e αm
m−1 = γs,d

m ,

temos a relação de recorrência a três termos pretendida.
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Para mostrar que b) ⇒ a) vamos construir um vector de funcionais lineares U que

verifique (III.1) definido de forma única à custa dos seus momentos Uk
m a partir das

condições:

U(B0) = ∆0

U(Bj) = 0sd×sd, j = 1, 2, . . . .
(III.5)

Como {Pm} é uma base de P
sd, para cada m ∈ N, existe uma única sucessão

(Bm
j ) ⊂Msd×sd, tal que, Bm =

m∑

j=0

Bm
j Pj.

• Seja k = 0. Temos que,

m = 0 : U(B0) = B0
0U(P0), i.e., U0

0 = (B0
0)

−1U(B0)

m = 1 : U(B1) =
1∑

j=0

B1
jU(Pj), i.e., U0

1 = −(B1
1)

−1B1
0U

0
0

m = 2 : U(B2) =
2∑

j=0

B2
jU(Pj), i.e., U0

2 = −
1∑

j=0

(B2
2)

−1B2
jU

0
j .

Para m = 3, 4, . . . , temos que,

U0
m = −

m−1∑

j=0

(Bm
m)−1Bm

j U
0
j .

• Seja k = 1, 2, . . . . Usando (III.2) vem

(xs)kBm = αs,d
m xs(k−1)Bm+1 + βs,d

m xs(k−1)Bm + γs,d
m xs(k−1)Bm−1.

Para m = 0 temos que,

U((xs)kB0) = αs,d
0 U(xs(k−1)B1) + βs,d

0 U(xs(k−1)B0),

i.e.,

Uk
0 = (B0

0)
−1 ×

[
αs,d

0 B1
1U

s(k−1)
1 + (αs,d

0 B1
0 + βs,d

0 B0
0)

]
U

s(k−1)
0 .

Para m = 1 temos que,

U((xs)kB1) = αs,d
1 U(xs(k−1)B2) + βs,d

1 U(xs(k−1)B1) + γs,d
1 U(xs(k−1)B0),

i.e.,

Uk
1 = (B1

1)
−1

[
αs,d

1 B2
2U

s(k−1)
2 + (αs,d

1 B2
1 + βs,d

1 B1
1)U

s(k−1)
1

]

+(B1
1)

−1
[
(αs,d

1 B2
0 + βs,d

1 B1
0 + γs,d

1 B0
0)U

s(k−1)
0 −B1

0U
k
0

]
.

Para m ≤ k, temos que,

U((xs)kBm) = αs,d
m U(xs(k−1)Bm+1) + βs,d

m U(xs(k−1)Bm) + γs,d
m U(xs(k−1)Bm−1),
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U((xs)kBm) = αs,d
m U(xs(k−1)

m+1∑

j=0

Bm+1
j Pj)

+βs,d
m U(xs(k−1)

m∑

j=0

Bm
j Pj) + γs,d

m U(xs(k−1)

m−1∑

j=0

Bm−1
j Pj),

U((xs)kBm) = αs,d
m

m+1∑

j=0

Bm+1
j Uk−1

j + βs,d
m

m∑

j=0

Bm
j U

k−1
j + γs,d

m

m−1∑

j=0

Bm−1
j Uk−1

j ,

U((xs)kBm) =
m−1∑

j=0

(αs,d
m Bm+1

j + βs,d
m Bm

j + γs,d
m Bm−1

j )Uk−1
j

+αs,d
m Bm+1

m Uk−1
m + αs,d

m Bm+1
m+1U

k−1
m+1 + βs,d

m Bm
mU

k−1
m ,

U((xs)kBm) =
m−1∑

j=0

(αs,d
m Bm+1

j + βs,d
m Bm

j + γs,d
m Bm−1

j )Uk−1
j

+(αs,d
m Bm+1

m + βs,d
m Bm

m)Uk−1
m + αs,d

m Bm+1
m+1U

k−1
m+1.

Tendo em conta que,

U((xs)kBm) = U((xs)k

m∑

j=0

Bm
j Pj) = Bm

mU
k
m +

m−1∑

j=0

Bm
j U

k
j ,

vem

Uk
m = (Bm

m)−1

m−1∑

j=0

(αs,d
m Bm+1

j + βs,d
m Bm

j + γs,d
m Bm−1

j )Uk−1
j +

(Bm
m)−1((αs,d

m Bm+1
m + βs,d

m Bm
m)Uk−1

m + αs,d
m Bm+1

m+1U
k−1
m+1 −

m−1∑

j=0

Bm
j U

k
j ).

Para m = k temos que,

U((xs)kBk) = αs,d
k U(xs(k−1)Bk+1) + βs,d

k U(xs(k−1)Bk) + γs,d
k U(xs(k−1)Bk−1)

= γs,d
k γs,d

k−1 · · · γ
s,d
1 U(B0)

= γs,d
k γs,d

k−1 · · · γ
s,d
1 B0

0U
0
0 ,

i.e.,

Uk
k = (Bk

k)−1(γs,d
k γs,d

k−1 · · · γ
s,d
1 B0

0U
0
0 −

k−1∑

j=0

Bk
j U

k
j ).

Para m > k temos que,

U((xs)kBm) = 0sd×sd,

i.e.,

Uk
m =

m−1∑

j=0

−(Bm
m)−1Bm

j U
k
j .
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Assim, os momentos associados ao vector de funcionais lineares U estão univoca-

mente determinados a partir de (III.5) e usando o facto de Bm
m ser regular obtemos

a regularidade do vector de funcionais lineares U .

Para mostrar a implicação b)⇒ c), comecemos por escrever a funcional linear vecto-

rial xsLn em termos dos elementos da sucessão dual {Ln}, i.e.,

xsLn =
n+1∑

j=0

λn
jLj onde (λn

j )T = (xsLn)(Bj)=Ln(xsBj), j ∈ N.

Aplicando o vector de funcionais lineares Ln a ambos os membros da relação de

recorrência a três termos, vem

Ln(xsBj) = Ln(αs,d
j Bj+1 + βs,d

j Bj + γs,d
j Bj−1)

= Ln(αs,d
j Bj+1) + Ln(βs,d

j Bj) + Ln(γs,d
j Bj−1)

=






αs,d
n−1, j = n− 1

βs,d
n , j = n

γs,d
n+1, j = n+ 1

0sd×sd, j 6= n− 1, n, n+ 1,

i.e., λn
n−1 = (αs,d

n−1)
T , λn

n = (βs,d
n )T e λn

n+1 = (γn+1)
T , obtendo-se a relação de

recorrência a três termos para a sucessão de funcionais lineares vectoriais {Ln}

pretendida.

Por indução matemática, vamos mostrar que Ln = (Gn(xs))tU , n ∈ N. Para

n = 0, temos que, L0 = ((U(B0))
−1)TU . Suponhamos agora que a propriedade é

válida para k = 1, . . . , p, i.e., Lk = (Gk(x
s))TU com grau Gk = k, k = 1, . . . , p

e verifiquemos que é também válida para k = p + 1, i.e., Lp+1 = (Gp+1(x
s))TU ,

p ∈ N. Considerando a relação de recorrência a três termos (III.3) e tendo em conta

a hipótese de indução, vem

Lp+1 = ((γs,d
p+1)

T )−1

×
[
(xsIsd×sd − (βs,d

p )T )(Gp(x
s))T − (αs,d

p−1)
t(Gp−1(x

s))T
]
U .

Assim, Lp+1 = (Gp+1(x
s))TU , p ∈ N, i.e, se a condição for verdadeira para k =

1, . . . , p, também o é para p+ 1, mostrando-se a propriedade pretendida.

Mostremos agora a implicação c) ⇒ b). Seja xsBm =
m+1∑

k=0

ηm
k Bk onde ηm

k ∈

Msd×sd. Aplicando o vector de funcionais lineares Lk a ambos os membros desta
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representação temos ηm
k = (xsLk)(Bm). Aplicando a nossa hipótese, vem

ηm
k = ((γs,d

k+1)
TLk+1 + (βs,d

k )TLk + (αs,d
k−1)

TLk−1)(Bm)

= Lk+1(Bm)γs,d
k+1 + Lk−1(Bm)βs,d

k + Lk−1(Bm)αs,d
k−1

=






αs,d
m , k = m+ 1

βs,d
m , k = m

γs,d
m , k = m− 1

0sd×sd, k 6= m− 1,m,m+ 1,

logo,

xsBm = αs,d
m Bm+1 + βs,d

m Bm + γs,d
m Bm−1,

como queŕıamos mostrar.

Vamos agora mostrar a implicação c) ⇒ d). Pelo Teorema II.7 sabemos que

Ln = (Gn(xs))TU , n ∈ N, é o termo geral da sucessão dual de {Bm} ortogonal

de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U . Deste modo, usando a

regularidade do vector de funcionais lineares U , podemos identificar de forma única

a sucessão de polinómios matriciais {Gn}, da aĺınea c), como a sucessão ortogonal

de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U .

Mostremos a implicação d)⇒ e). Sendo {Gn} uma sucessão livre de polinómios

matriciais, para cada n ∈ N, existe uma única sucessão (lnk ) ⊂Msd×sd, tal que,

xs(Gn(xs))T =
n+1∑

k=0

lnk (Gk(x
s))T .

Fazendo actuar U(Pj), j = 0, 1, . . . a ambos os membros da igualdade anterior, vem

((Gn(xs))TU)(xsPj) = (
n+1∑

k=0

lnk (Gk(x
s))TU)(Pj),

i.e.,

((Gn(xs))TU)(xsPj) =
n+1∑

k=0

((Gk(x
s))TU)(Pj)(l

n
k )T .

Sendo,

xsPj = ϑj
1Pj+1 + ϑj

2Pj, ϑ
j
i ∈Msd×sd, (III.6)

vem,

((Gn(xs))TU)(ϑj
1Pj+1 + ϑj

2Pj) =
n+1∑

k=0

((Gk(x
s))TU)(Pj)(l

n
k )T .
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Tendo em conta a nossa hipótese, i.e., a sucessão de polinómios matriciais {Gn} é

ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U , verificamos que:

Para j = 0 :

0sd×sd = ((G0(x
s))TU)(P0)(l

n
0 )T , n = 2, 3, . . . .

Sendo,

((G0(x
s))TU)(P0) = S0 (matriz triangular inferior regular),

vem, ln0 = 0sd×sd.

Para j = 1 :

0sd×sd = ((G1(x
s))TU)(P1)(l

n
1 )T , n = 3, 4, . . . .

Sendo,

((G1(x
s))TU)(P1) = S1 (matriz triangular inferior regular),

vem, ln1 = 0sd×sd.

...

Para j = n− 2 :

0sd×sd = ((Gn−2(x
s))TU)(Pn−2)(l

n
n−2)

T .

Sendo,

((Gn−2(x
s))TU)(Pn−2) = Sn−2 (matriz triangular inferior regular),

vem, lnn−2 = 0sd×sd.

Assim,

xs(Gn(xs))T = lnn+1(Gn+1(x
s))T + lnn(Gn(xs))T + lnn−1(Gn−1(x

s))T , (III.7)

i.e.,

xsGn(xs) = Gn+1(x
s)(lnn+1)

T +Gn(xs)(lnn)T +Gn−1(x
s)(lnn−1)

T ,

como queŕıamos mostrar. Vamos a seguir determinar os coeficientes matriciais lnn−1,

lnn e lnn+1. Fazendo actuar U(Pn−1) a ambos os membros de (III.7) e tendo em conta

que a sucessão de polinómios matriciais {Gn} é ortogonal de tipo I relativamente ao

vector de funcionais lineares U , vem:

((Gn(xs))TU)(xsPn−1) = lnn−1Sn−1.
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Usando (III.6), vem

ϑn−1
1 Sn = lnn−1Sn−1,

i.e.,

lnn−1 = ϑn−1
1 Sn(Sn−1)

−1.

De forma análoga fazendo actuar U(Pn) a ambos os membros de (III.7), vem

((Gn(xs))TU)(xsPn) = lnnSn + lnn−1((Gn−1(x
s))TU)(Pn).

Usando (III.6), vem

((Gn(xs))TU)(ϑn
1Pn+1 + ϑn

2Pn) = lnnSn + lnn−1((Gn−1(x
s))TU)(Pn),

i.e.,

lnn =
[
ϑn

1 ((Gn(xs))TU)(Pn+1) + ϑn
2Sn

]
(Sn)−1 −

[
lnn−1((Gn−1(x

s))TU)(Pn)
]
(Sn)−1.

Finalmente, fazendo actuar U(Pn+1) a ambos os membros de (III.7), vem

((Gn(xs))TU)(xsPn+1) = lnn+1Sn+1

+ lnn((Gn(xs))TU)(Pn+1) + lnn−1((Gn−1(x
s))TU)(Pn+1).

Usando (III.6), vem

((Gn(xs))TU)(ϑn+1
1 Pn+2 + ϑn+1

2 Pn+1) = lnn+1Sn+1

+ lnn((Gn(xs))TU)(Pn+1) + lnn−1((Gn−1(x
s))TU)(Pn+1),

i.e.,

lnn+1 =
[
ϑn+1

1 ((Gn(xs))TU)(Pn+2) + ϑn+1
2 ((Gn(xs))TU)(Pn+1)

]
(Sn+1)

−1

−
[
lnn((Gn(xs))TU)(Pn+1) + lnn−1((Gn−1(x

s))TU)(Pn+1)
]
(Sn+1)

−1.

Finalmente, mostremos a implicação e)⇒ c). De (III.7) temos

xsLn = lnn+1Ln+1 + lnnLn + lnn−1Ln−1 com Ln = (Gn(xs))tU , n ∈ N.

Assim, lnn+1 = (γs,d
n+1)

T , lnn = (βs,d
n )T e lnn−1 = (αs,d

n−1)
T .
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Observação . Em notação matricial a relação de recorrência a três termos do

Teorema anterior, (III.2), é escrita por:

J





B0

...

Bm

...




= xs





B0

...

Bm

...




,

onde a matriz tridiagonal por blocos

J =





βs,d
0 αs,d

0 0sd×sd

γs,d
1 βs,d

1 αs,d
1 0sd×sd

0sd×sd γs,d
2 βs,d

2 αs,d
2 0sd×sd

. . . . . . . . . . . . . . .




, (III.8)

é designada matriz de Jacobi por blocos.

Retomamos o Exemplo II.2. Pelo teorema anterior a sucessão vectorial de poli-

nómios, {B̂m}, ortogonal relativamente ao vector de funcionais lineares, U , verifica

uma relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd×sd

dada por:

xsB̂m(x) = (B0
0)

−1αs,d
m B0

0 B̂m+1(x)

+(B0
0)

−1βs,d
m B0

0 B̂m(x) + (B0
0)

−1γs,d
m B0

0 B̂m−1(x), m = 1, 2, . . .

com B̂0 = (B0
0)

−1 B0 = P0 e B̂−1 = 0sd×1.

Notemos que sendo a sucessão vectorial de polinómios, {B̂m}, ortogonal rela-

tivamente ao vector de funcionais lineares U , é ortogonal relativamente vector de

funcionais lineares ((U(P0))
−1)TU ; e, consequentemente,

(((U(P0))
−1)TU)(B̂0) = (((U(P0))

−1)TU)(P0)

= U(P0)(U(P0))
−1

= Isd×sd.

Da mesma forma retomando o Exemplo II.3, temos que a sucessão vectorial de

polinómios {B̆m}, ortogonal relativamente ao vector de funcionais lineares U , veri-

fica uma relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem
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sd× sd, dada por

xsB̆m(x) = (∆m)−1αs,d
m ∆m+1 B̆m+1(x)

+(∆m)−1βs,d
m ∆m B̆m(x) + (∆m)−1γs,d

m ∆m−1 B̆m−1(x), m = 1, 2, . . .

com B̆0 = (∆0)
−1B0 e B̆−1 = 0sd×1.

Observação . No caṕıtulo seguinte vamos necessitar da expressão do polinómio

matricial G2 na representação L2 = (G2(x
s))TU . Da relação de recorrência a três

termos (III.4), vem

G2(x
s) = (U(B0)

−1[(xsIsd×sd − β
s,d
0 )(γs,d

1 )−1(xsIsd×sd − β
s,d
1 )− αs,d

0 ](γs,d
2 )−1.

2. Fórmula de Darboux-Christoffel e núcleo reprodutor

Vamos iniciar a secção, estabelecendo um resultado tipo Darboux-Christoffel para

sucessões de polinómios ortogonais múltiplos de tipos I e II.

Teorema III.2. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , e {Gm} uma

sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U . Então, as

sucessões de polinómios {Gm} e {Bm} verificam identidades tipo Darboux-Christoffel

(xs − zs)
m∑

k=0

Gk(z
s)Bk(x) = Gm(zs)αs,d

m Bm+1(x)−Gm+1(z
s)γs,d

m+1Bm(x) , (III.9)

e ainda,

Gm+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x) = Gm(xs)αs,d
m Bm+1(x), (III.10)

m∑

k=0

Gk(x
s)Bk(x) = G′

m+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x)−G′
m(xs)αs,d

m Bm+1(x). (III.11)

Demonstração. Pelo Teorema III.1 sabemos que os polinómios Bm e Gm verificam

as relações de recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd×sd

dadas por:

xsBm(x) = αs,d
m Bm+1(x) + βs,d

m Bm(x) + γs,d
m Bm−1(x), m = 1, 2 . . . (III.12)

zsGm(zs) = Gm+1(z
s)γs,d

m+1 +Gm(zs)βs,d
m +Gm−1(z

s)αs,d
m−1 m = 1, 2 . . . . (III.13)

Multiplicando à esquerda ambos os membros de (III.12) por Gm(zs) e multiplicando

à direita ambos os membros de (III.13) por Bm(x), vem

xsGm(zs)Bm(x) = Gm(zs)αs,d
m Bm+1(x) +Gm(zs)βs,d

m Bm(x) +Gm(zs)γs,d
m Bm−1(x),
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zsGm(zs)Bm(x) = Gm+1(z
s)γs,d

m+1Bm(x) +Gm(zs)βs,d
m Bm(x) +Gm−1(z

s)αs,d
m−1Bm(x).

Subtraindo membro a membro de ambas as igualdades, temos que,

(xs − zs)Gm(zs)Bm(x) =
[
Gm(zs)αs,d

m Bm+1(x)−Gm−1(z
s)αs,d

m−1Bm(x)
]

−
[
Gm+1(z

s)γs,d
m+1Bm(x)−Gm(zs)γs,d

m Bm−1(x)
]
,

pelo que, se tem (III.9).

Para obter a fórmula (III.10) façamos z = x na igualdade (III.9). Mostremos a

fórmula (III.11). Para isso, comecemos por adicionar e subtrair

Gm+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x)−Gm+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x),

ao segundo membro da fórmula (III.9). Vem

(xs − zs)
m∑

k=0

Gk(z
s)Bk(x) = Gm(zs)αs,d

m Bm+1(x)−Gm+1(z
s)γs,d

m+1Bm(x)

+Gm+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x)−Gm+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x) .

Tendo em conta a fórmula (III.10), temos

(xs − zs)
m∑

k=0

Gk(z
s)Bk(x) = [Gm(zs)−Gm(xs)]αs,d

m Bm+1(x)

− [Gm+1(z
s)−Gm+1(x

s)] γs,d
m+1Bm(x) ,

i.e.,

m∑

k=0

Gk(z
s)Bk(x) = −

Gm(zs)−Gm(xs)

zs − xs
αs,d

m Bm+1(x)

+
Gm+1(z

s)−Gm+1(x
s)

zs − xs
γs,d

m+1Bm(x) .

Considerando z a tender para x, vem

m∑

k=0

Gk(x
s)Bk(x) = G′

m+1(x
s)γs,d

m+1Bm(x)−G′
m(xs)αs,d

m Bm+1(x),

como queŕıamos mostrar.

Definição III.1. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , e {Gm} uma
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sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U . Denotamos

por polinómios núcleo:

KKKm (zs, xs) =
m−1∑

k=0

Gk(z
s)Vk(x

sd),

onde Vm é o polinómio matricial de grau m dado por Bm(x) = Vm(xsd)P0(x).

Teorema III.3. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , e {Gm} uma

sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U . Então, dado

um polinómio vectorial π ∈ P
sd, i.e.,

π(x) =
r∑

j=0

αr
j Bj(x), αr

j ∈Msd×sd, (III.14)

temos

π(x) = ((KKKr+1 (zs, xs))TUz)(π(z))P0(x).

Demonstração. Usando (III.14), temos

π(x) =
r∑

j=0

αr
jBj(x) com αr

j = Lj(π(z)) = ((Gj(z
s))TUz)(π(z)).

Assim,

π(x) =
r∑

j=0

((Gj(z
s))TUz)(π(z))Bj(x).

Usando Bj(x) = Vj(x
sd)P0(x) a igualdade anterior pode ser escrita na forma:

π(x) =
r∑

j=0

((Gj(z
s))TUz)(π(z))Vj(x

sd)P0(x)

=
r∑

j=0

(Vj(x
sd))T ((Gj(z

s))TUz)(π(z))P0(x)

= ((
r∑

j=0

Gj(z
s)Vj(x

sd))TUz)(π(z))P0(x),

como queŕıamos mostrar.
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3. Função resolvente

Definição III.2. O número real a é um zero do polinómio matricial, Pn, de grau n

e ordem N definido em (II.4), se é um zero do polinómio detPn .

Considerando Pn(t) = Pn,n + Pn−1,nt + Pn−2,nt
2 + · · · + P0,nt

n e tendo em conta

a definição e as propriedades dos determinantes resulta que

detPn(t) = detP0,nt
nN + termos de grau inferior

e pelo Teorema Fundamental da Álgebra, conclúımos que o polinómio matricial Pn(t)

tem exatamente nN zeros, considerando as suas multiplicidades. Ver [48].

Teorema III.4. Seja {Gn} uma sucessão de polinómios matriciais que satisfaz a

relação a três termos (III.4) do Teorema III.1. Então, os valores próprios de Jn,

n ∈ N, de ordem (n+ 1)(sd)× (n+ 1)(sd) definido por,

Jn =





βs,d
0 αs,d

0

γs,d
1 βs,d

1 αs,d
1

γs,d
2

. . . . . .

. . . αs,d
n−1

γs,d
n βs,d

n





,

que contém os coeficientes matriciais da relação a três termos (III.2) do Teore-

ma III.1 coincidem com os zeros dos polinómios matriciais Gn+1.

Demonstração. Reescrevendo matricialmente a relação a três termos (III.4) do

Teorema III.1 obtemos a igualdade:

[
G0(x

s) · · · Gm(xs)
]
Jm +

[
0sd×sd · · · 0sd×sd Gm+1(x

s)γs,d
m+1

]

= xs
[
G0(x

s) · · · Gm(xs)
]
.

Assim os zeros dos polinómios matriciaisGm+1, m ∈ N, ou seja, os zeros do polinómio

detGm+1, são os valores próprios do operador Jm.
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Definição III.3. Seja U um vector de funcionais lineares. Definimos a função

matricial associada a U , F , por

F(z) := Ux(
P0(x)

z − xs
) =





v1
x(

1

z − xs
) · · · vsd

x (
1

z − xs
)

...
. . .

...

v1
x(
xsd−1

z − xs
) · · · vsd

x (
xsd−1

z − xs
)




. (III.15)

Sendo,

1

z − xs
=

1

z

∞∑

k=0

(
xs

z

)k

para |xs| < |z|,

temos que,

F(z) =
∞∑

k=0

((xs)kUx)(P0(x))

zk+1
.

Teorema III.5. Seja U um vector de funcionais lineares regular, {Bm} uma suces-

são vectorial de polinómios, ortogonal de tipo II relativamente a U , e R a função

resolvente associada ao operador linear definido pela matriz tridiagonal por blocos J

dada em (III.8), i.e.,

R(z) =
∞∑

n=0

et
0J

ne0
zn+1

,

onde e0 =
[
Isd×sd 0sd×sd · · ·

]T

. Então,

R(z) = B0
0 F(z)(U(P0))

−1(B0
0)

−1,

onde B0
0 é o coeficiente matricial em B0 = B0

0 P0.

Demonstração. Com vista a determinar o valor de et
0J

ne0, n ∈ N, consideremos

a igualdade matricial,

J





B0(x)
...

Bm(x)
...




= xs





B0(x)
...

Bm(x)
...




,
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da qual se obtém,

Jn





B0(x)
...

Bm(x)
...




= (xs)n





B0(x)
...

Bm(x)
...




, n ∈ N. (III.16)

Seja

(xs)nBm(x) =
m+n∑

j=m−n

ηm
j,nBj(x), η

m
j,n ∈Msd×sd.

Em particular,

(xs)nB0(x) =
n∑

j=0

η0
j,nBj(x).

Por (III.16) et
0J

ne0, n ∈ N, é dado por η0
0,n. Aplicando o vector de funcionais linea-

res U a ambos os membros da igualdade anterior, vem

η0
0,n = ((xs)nU)(B0)(U(B0))

−1.

Usando B0 = B0
0 P0, vem

η0
0,n = B0

0((x
s)nU)(P0)(U(P0))

−1(B0
0)

−1.

Assim,

R(z) = B0
0

{
∞∑

n=0

((xs)nU)(P0)(U(P0))
−1

zn+1

}
(B0

0)
−1,

ou ainda,

R(z) = B0
0 F(z)(U(P0))

−1(B0
0)

−1,

como queŕıamos mostrar.

4. Problemas de Hermite-Padé

Nesta secção propomo-nos a apresentar, uma reinterpretação dos problemas de

aproximação de Hermite-Padé apresentados no Caṕıtulo I, em termos de funções

matriciais.
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4.1. Problema de tipo I.

Definição III.4. Seja {Gn} uma sucessão livre de polinómios matriciais com coe-

ficientes matriciais de ordem sd× sd e U um vector de funcionais lineares e regular.

À sucessão de polinómios {G
(1)
n−1} dada por

G
(1)
n−1(z) := (

(Gn(z))T − (Gn(xs))T

z − xs
Ux)(P0(x)),

onde Ux representa a acção de U sobre a variável x, designamos sucessão de polinó-

mios associados a {Gn} e a U .

Teorema III.6. Seja U um vector de funcionais lineares regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , {Gn} uma

sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U . Então,

a sucessão de polinómios associados a {Gn}, {G
(1)
n−1}, é definida pela relação de

recorrência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd× sd dada por

zG
(1)
n−1(z) = G(1)

n (z)γs,d
n+1+ G

(1)
n−1(z)β

s,d
n +G

(1)
n−2(z)α

s,d
n−1, n = 1, 2, . . .

com G
(1)
−1(z) = 0sd×sd e G

(1)
0 (z) dado, onde γs,d

n+1, β
s,d
n e αs,d

n−1 são os coeficientes da

relação de recorrência a três termos que {Gn} verifica.

Demonstração. Da hipótese do teorema, existem sucessões de matrizes em

Msd×sd, (αs,d
n−1), (β

s,d
n ) e (γs,d

n+1), n ∈ N, com γs,d
n+1 matriz triangular superior e regu-

lar, tais que, os polinómios matriciais Gn são definidos pela relação de recorrência a

três termos com coeficientes matriciais de ordem sd× sd dada por

xsGn(xs) = Gn+1(x
s)γs,d

n+1 +Gn(xs)βs,d
n +Gn−1α

s,d
n−1, n = 1, 2, . . . (III.17)

com

G0(x
s) = (U(B0))

−1

G1(x
s) = (U(B0))

−1(xsIsd×sd − β
s,d
0 )(γs,d

1 )−1.

Assim, de (III.17) vem

xs(Gn(xs))T = (γs,d
n+1)

T (Gn+1(x
s))T + (βs,d

n )T (Gn(xs))T + (αs,d
n−1)

T (Gn−1(x
s))T .

Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por U , vem

xs(Gn(xs))TU = (γs,d
n+1)

T (Gn+1(x
s))TU

+ (βs,d
n )T (Gn(xs))TU + (αs,d

n−1)
T (Gn−1(x

s))TU . (III.18)
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Substituindo x por z em (III.18) e subtraindo de (III.18), vem

zs(Gn(zs))TU−xs(Gn(xs))TU = (γs,d
n+1)

T ((Gn+1(z
s))T − (Gn+1(x

s))T )U

+ (βs,d
n )T ((Gn(zs))T − (Gn(xs))T )U

+ (αs,d
n−1)

T ((Gn−1(z
s))T − (Gn−1(x

s))T )U ,

i.e.,

(zs − xs)
(Gn(xs))T

zs − xs
U + zs (Gn(zs))T−(Gn(xs))T

zs − xs
U

= (γs,d
n+1)

T (Gn+1(z
s))T − (Gn+1(x

s))T

zs − xs
U

+ (βs,d
n )T (Gn(zs))T − (Gn(xs))T

zs − xs
U

+ (αs,d
n−1)

T (Gn−1(z
s))T − (Gn−1(x

s))T

zs − xs
U .

Fazendo actuar ambos os membros sobre o polinómio vectorial P0, vem

((Gn(xs))TU)(P0) + zs

(
(Gn(zs))T−(Gn(xs))T

zs − xs
U

)
(P0)

=

(
(Gn(zs))T − (Gn(xs))T

zs − xs
U

)
(P0)γ

s,d
n+1

+

(
(Gn(zs))T − (Gn(xs))T

zs − xs
U

)
(P0)β

s,d
n

+

(
(Gn−1(z

s))T − (Gn−1(x
s))T

zs − xs
U

)
(P0)α

s,d
n−1.

Sendo {Ln} a sucessão dual de {Bm}, i.e., Ln(Bm) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

Ln(B0) = 0sd×sd, n = 1, 2, . . . .

Tendo em conta que,

B0 = B0
0 P0, B

0
0 ∈Msd×sd e Ln = (Gn(xs))TU ,

temos,

0sd×sd = Ln(B0) = B0
0(G

T
n (x)U)(P0), n = 1, 2, . . .

i.e.,

((Gn(x))TU)(P0) = 0sd×sd, n = 1, 2, . . . .
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Assim,

zs(
(Gn(zs))T−(Gn(xs))T

zs − xs
U)(P0) =

(
(Gn(zs))T − (Gn(xs))T

zs − xs
U

)
(P0)γ

s,d
n+1

+

(
(Gn(zs))T − (Gn(xs))T

zs − xs
U

)
(P0)β

s,d
n

+

(
(Gn−1(z

s))T − (Gn−1(x
s))T

zs − xs
U

)
(P0)α

s,d
n−1, n = 1, 2, . . . .

Finalmente, substituindo zs por z, vem

zG
(1)
n−1(z) = (γs,d

n+1)
TG(1)

n (z) +(βs,d
n )TG

(1)
n−1(z) + (αs,d

n−1)
TG

(1)
n−2(z), n = 1, 2, . . .

com G
(1)
−1(z) = 0sd×sd e G

(1)
0 (z) dado.

Lema III.1. Seja U um vector de funcionais lineares regular e {Gn} uma suces-

são livre de polinómios matriciais com coeficientes matriciais de ordem sd× sd. Se

{Gn} é ortogonal de tipo I relativamente a U , então para m = 0, 1, . . . , n − 2 e

l = 0, 1, . . . , d− 1, vem

((Gn(xs))TU)((xs)lPm) = 0sd×sd.

Demonstração. Os vectores de polinómios

(xs)lPm, m = 0, 1, . . . e l = 0, 1, . . . , d− 1,

podem ser escritos por

(xs)lPm = ϑm
1 Pm + ϑm

2 Pm+1, ϑm
i ∈Msd×sd.

Aplicando (Gn(xs))tU a ambos os membros da igualdade anterior, vem

((Gn(xs))TU)((xs)lPm) = ϑm
1 ((Gn(xs))TU)(Pm) + ϑm

2 ((Gn(xs))TU)(Pm+1).

Sendo U ortogonal de tipo I relativamente a {Gn}, vem

((Gn(xs))TU)((xs)lPm) = 0sd×sd, m = 0, 1, . . . , n− 2,

como queŕıamos mostrar.

Teorema III.7. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Gn} uma su-

cessão livre de polinómios matriciais com coeficientes matriciais de ordem sd ×

sd, {G
(1)
n−1} a sucessão de polinómios associados, e F a função matricial definida
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em (III.15). Então, {Gn} é ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais

lineares U se, e somente se,

F(z)Gn(z)−G
(1)
n−1(z) =

∞∑

m=n−1

d−1∑

l=0

((Gn(xs))TUx)((x
s)lPm(x))

zdm+l+1
.

Demonstração. Tendo em conta a Definição III.4, vem

G
(1)
n−1(z) = (

(Gn(z))T − (Gn(xs))T

z − xs
Ux)(P0(x))

= ((Gn(z))TUx)
(P0(x))

z − xs
− ((Gn(xs))TUx)

(P0(x))

z − xs

= F(z)Gn(z)− ((Gn(xs))TUx)
(P0(x))

z − xs
.

Sendo,

1

z − xs
=

1

z

∞∑

k=0

(
xs

z

)k

, |xs| < |z|,

vem

G
(1)
n−1(z) = F(z)Gn(z)− ((Gn(xs))tUx)(

1

z

∞∑

k=0

(
xs

z
)kP0(x))

= F(z)Gn(z)−
∞∑

k=0

((Gn(xs))TUx)((x
s)kP0(x))

zk+1

= F(z)Gn(z)−
∞∑

m=0

d−1∑

l=0

((Gn(xs))TUx)((x
s)lPm(x))

zdm+l+1
.

Assim,

F(z)Gn(z)−G
(1)
n−1(z) =

∞∑

m=n−1

d−1∑

l=0

((Gn(xs))TUx)((x
s)lPm(x))

zdm+l+1
,

se, e somente se, U é ortogonal de tipo I relativamente a {Gn}.

4.2. Problema de tipo II.

Definição III.5. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios e U um vector

de funcionais lineares e regular. À sucessão de polinómios {B
(1)
m−1} dada por

B
(1)
m−1(z) := Ux(

Vm(zd)− Vm(xsd)

z − xs
P0(x)),

onde Ux representa a acção de U sobre a variável x, designamos sucessão de polinó-

mios associados a {Bm} e a U .
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Teorema III.8. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios, {B
(1)
m−1} a sucessão de polinómios associados e F a

função matricial definida em (III.15). Então, {Bm} é ortogonal de tipo II relativa-

mente ao vector de funcionais lineares U se, e somente se,

Vm(zd)F(z)− B
(1)
m−1(z) =

∞∑

k=m

((xs)kUx)(Bm(x))

zk+1
.

Demonstração. Tendo em conta a Definição III.5, vem

B
(1)
m−1(z) = Ux(

Vm(zd)− Vm(xsd)

z − xs
P0(x))

= Vm(zd)F(z)− Ux(
Vm(xsd)

z − xs
P0(x)),

i.e.,

Vm(zd)F(z)− B
(1)
m−1(z) = Ux(

Vm(xsd)

z − xs
P0(x)).

Sendo,

1

z − xs
=

1

z

∞∑

k=0

(
xs

z

)k

, |xs| < |z|,

vem,

Vm(zd)F(z)− B
(1)
m−1(z) =

∞∑

k=0

((xs)kUx)(Bm(x))

zk+1
.

Assim,

Vm(zd)F(z)− B
(1)
m−1(z) =

∞∑

k=m

((xs)kUx)(Bm(x))

zk+1
,

se, e somente se, a sucessão vectorial de polinómios {Bm} é ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U .

4.3. Medida complexa de ortogonalidade.

Teorema III.9. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {Bm} uma su-

cessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II relativamente a U , {Gn} uma

sucessão de polinómios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U , e ainda a

sucessão de vectores de funcionais lineares {Ln} dual de {Bm}. Então, as seguintes

afirmações são equivalentes:

a) As sucessões {Vm} e {Gn} são ortogonais relativamente à função matricial F

definida em (III.15), i.e.,

1

2πi

∫

C

Vm(zd)F(z)Gn(z)dz = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N.
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b) As sucessões {Bm} e {Gn}, são tais que:

((Gn(xs))TUx)(Bm) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N.

Demonstração. Mostremos a implicação a)⇒ b). Tendo em conta que,

Vm(zd)F(z)Gn(z) = Vm(zd)Ux(
P0(x)

z − xs
)Gn(z)

= (
Vm(zd)P0(x)

z − xs
)UT

x Gn(z)

= (((Gn(z))TUx)(
Vm(zd)P0(x)

z − xs
)T )T

= ((Gn(z))TUx)(
Vm(zd)P0(x)

z − xs
),

vem,

1

2πi

∫

C

Vm(zd)F(z)Gn(z)dz =
1

2πi

∫

C

((Gn(z))TUx)(
Vm(zd)P0(x)

z − xs
)dz.

Sendo Gn, Vn e P0 funções anaĺıticas, temos pela fórmula do integral de Cauchy,

1

2πi

∫

C

((Gn(z))TUx)(
Vm(zd)P0(x)

z − xs
)dz = ((Gn(xs))TUx)(Vm(xsd)P0(x)).

Usando a nossa hipótese, temos:

1

2πi

∫

C

Vm(zd)F(z)Gn(z)dz = ((Gn(xs))TUx)(Vm(xsd)P0(x))

= Isd×sd δn,m, n,m ∈ N.

Mostremos a implicação b)⇒ c). Tendo em conta que,

Ln = (Gn(xs))TU e Bm(x) = Vm(xsd)P0(x),

vem,

((Gn(xs))TUx)(Vm(xsd)P0(x)) =
1

2πi

∫

C

Vm(zd)F(z)Gn(z)dz

= Ln(Bm).

Sendo, Ln(Bm) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem:

1

2πi

∫

C

Vm(zd)F(z)Gn(z)dz = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N,

como queŕıamos mostrar.



CAPÍTULO IV

Polinómios ortogonais múltiplos clássicos segundo Hahn

Como sabemos os polinómios ortogonais clássicos são habitualmente enumera-

dos como os polinómios de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. Segundo

W. Hahn uma sucessão de polinómios ortogonais diz-se clássica se a sucessão dos

polinómios derivados for ortogonal. Neste caṕıtulo vamos começar por apresentar a

noção de uma sucessão vectorial de polinómios ortogonal de tipo II clássica segundo

Hahn. Posteriormente damos relações entre bases duais associadas a sucessões vec-

toriais de polinómios que vão ser úteis nos resultados a estabelecer neste caṕıtulo.

A partir deste momento estamos em condições de estabelecer um resultado de ca-

racterização de uma sucessão de polinómios mónicos ortogonais múltiplos de tipo II

para multi-́ındices quase-diagonais clássicos segundo Hahn, usando a equação fun-

cional vectorial tipo Pearson. Este resultado permite obter outras caracterizações

de uma sucessão de polinómios mónicos ortogonais múltiplos de tipo II para multi-

-́ındices quase-diagonais clássicos segundo Hahn, e ainda resultados relacionados com

a caracterização de polinómios ortogonais múltiplos de tipo I para multi-́ındices

quase-diagonais. Deste modo, obtemos resultados que contêm resultados de ca-

racterizações de uma sucessão de polinómios mónicos ortogonais múltiplos de tipo II

para multi-́ındices diagonais clássicos segundo Hahn, que podem ser consultados por

exemplo nos trabalhos dos autores, J. Van Iseghem [54], P. Maroni [43, 44] e no

trabalho dos autores K. Douak e P. Maroni [22]. Alguns dos resultados que obtemos

generalizam ainda resultados obtidos pelos autores A.I. Aptekarev, A. Branquinho

e W. Van Assche em [4].

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparação para submissão

(cf. [15]).

1. Conceitos fundamentais

Definição IV.1. Sejam vj : P → C funcionais lineares onde j = 1, . . . , sd e {Bm}

uma sucessão de polinómios mónicos. A sucessão vectorial de polinómios {Bm}

71
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onde Bm = [ Bsdm . . . Bsd(m+1)−1 ]T , m ∈ N, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U = [ v1 · · · vsd ]T , é dita clássica segundo Hahn,

se a sucessão vectorial de polinómios {B̃m} onde

B̃m =

[
B′

sdm+1

sdm+ 1
· · ·

B′
sd(m+1)

sd(m+ 1)

]T

, m ∈ N, (IV.1)

é ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares que desi-

gnamos por
∼

U .

1.1. Sucessões duais. Seja {Bm} uma sucessão de polinómios mónicos e {Ln}

a sua sucessão dual, i.e., Ln(Bm) = δn,m, n, m ∈ N. Como observámos no Caṕıtulo II,

sendo {Bm} a sucessão vectorial de polinómios associada, onde Bm = [Bsdm · · ·

Bsd(m+1)−1]
T , m ∈ N, e {Ln} a sucessão de vectores de funcionais lineares onde

Ln = [ Lsdn · · · Lsd(n+1)−1 ]T ,

n ∈ N, vem

Ln(Bm) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N,

i.e., {Ln} é a sucessão dual de {Bm}.

Denotemos a sucessão de vectores de funcionais lineares {L′
n} como sendo a su-

cessão dual de {B′
m}, i.e.,

L′
n(B′

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N.

Seja {B′
m+1/(m+ 1)} uma sucessão de polinómios mónicos e {L′

n} a sua suces-

são dual, i.e, L′
n(B′

m+1/(m+ 1)) = δn,m, n,m ∈ N. Sendo {L̃n} uma sucessão de

vectores de funcionais lineares onde L̃n = [L′
sdn · · · L

′
sd(n+1)−1]

T , n ∈ N, vem

L̃n(B̃m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N,

i.e., {L̃n} é a sucessão dual de {B̃m}.

Considerando a sucessão vectorial de polinómios {B1
m} onde

B1
m = [ Bsdm+1 · · · Bsd(m+1) ]T , m ∈ N, (IV.2)

e a sucessão de vectores de funcionais lineares {L1
n} onde

L1
n = [ Lsdn+1 · · · Lsd(n+1) ]T , n ∈ N,
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vem

L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N,

i.e., {L1
n} é a sucessão dual de {B1

m}.

As sucessões de polinómios vectoriais {B′
m} e {B̃m} estão relacionadas pelas

seguintes fórmulas:

B̃m = Ã0
m B

′
m+1 + Ã1

m B
′
m

B′
m = A1

m B̃m + A0
m B̃m−1, m ∈ N, (IV.3)

onde para todo m ∈ N as matrizes pertencentes a Msd×sd acima representadas são

dadas por:

Ã0
m =



 1

sd(m+ 1)




, Ã1

m =





0
1

sdm+ 1

0
. . .

. . .
1

sd(m+ 1)− 1

0





A1
m =





0

sdm+ 1
. . .

. . . 0

sd(m+ 1)− 1 0




, A0

m =





sdm


 .

Verificamos ainda que,

B̃m = dm(B1
m)′, m ∈ N,

onde dm é a matriz escalar dada por:

dm =





1

sdm+ 1
. . .

1

sd(m+ 1)




, m ∈ N. (IV.4)

1.2. Relações entre sucessões duais. Vamos apresentar algumas relações

entre as sucessões duais atrás apresentadas:

• DDDL′
n =

∞∑

j=0

αn
jLj onde (αn

j )T = DDDL′
n(Bj) = −L′

n(B′
j) = −δn,jIsd×sd,

i.e.,

DDDL′
n = −Ln, n ∈ N. (IV.5)
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• L̃n =
∞∑

j=0

αn
j L

′
j onde (αn

j )T = L̃n(B′
j) = L̃n(A1

j B̃j + A0
j B̃j−1),

i.e.,

L̃n = (A0
n+1)

T L′
n+1 + (A1

n)T L′
n, n ∈ N. (IV.6)

• L′
n =

∞∑

j=0

αn
j L̃j onde (αn

j )T = L′
n(B̃j) = L′

n(Ã0
j B

′
j+1 + Ã1

j B
′
j),

i.e.,

L′
n = (Ã1

n)T L̃n + (Ã0
n−1)

T L̃n−1, n ∈ N.

• Tendo em conta (IV.6), temos

DDD L̃n = (A0
n+1)

TDDDL′
n+1 + (A1

n)TDDDL′
n,

ou ainda por (IV.5),

DDD L̃n = −
[
(A0

n+1)
T Ln+1 + (A1

n)T Ln

]
, n ∈ N.

• DDD L̃n =
∞∑

j=0

αn
j L

1
j onde (αn

j )T = DDD L̃n(B1
j ) = −L̃n((B1

j )
′).

• Tendo em conta que,

L̃n((B1
j )

′) = L̃n(d−1
j B̃j) = d−1

n ,

temos,

DDD L̃n = −d−1
n L

1
n. (IV.7)

• Usando,

L1
n = [ Lsdn+1 · · · Lsd(n+1) ]T , n ∈ N,

vem,

L1
n = ALn +B Ln+1, (IV.8)

onde,

A =





0 1
. . . . . .

0 1

0




e B =





0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

1 0 · · · 0




.



2. TEOREMA DE EQUIVALÊNCIA PARA A ORTOGONALIDADE DE TIPO II 75

1.3. Relação de recorrência. Vamos estabelecer um resultado que mostra

que a sucessão vectorial de polinómios {B1
m}, ortogonal relativamente a um vector

de funcionais lineares U1, verifica uma relação de recorrência a três termos com

coeficientes matriciais de ordem sd × sd, e portanto {L1
n} verifica a relação de re-

corrência dual desta.

Teorema IV.1. Seja {Bm} uma sucessão de polinómios mónicos que verifica a

relação de recorrência a (s(d+ 1) + 1)-termos

xsBn(x) = Bn+s(x) +

s(d+1)−1∑

k=0

an+s−1
n+s−1−kBn+s−1−k(x), n = sd, sd+ 1, . . . .

onde an+s−1
n−sd 6= 0 e B0, B1, . . . , Bsd−1 são dados. Então a sucessão vectorial de po-

linómios {B1
m} dada em (IV.2) é definida pela relação de recorrência a três termos

com coeficientes matriciais de ordem sd× sd dada por

xs B1
m(x) = αs,d

m,1 B
1
m+1(x) + βs,d

m,1 B
1
m(x) + γs,d

m,1 B
1
m−1(x) (IV.9)

com B1
−1(x) = [ 0 · · · 0 1 ]T . E, portanto, é ortogonal relativamente a uma

funcional U1.

Demonstração. Substituindo n por n + 1 na primeira igualdade matricial da

demonstração do Teorema I.11, vem

xs





Bn+1

...

Bn+sd



 = αs,d
n+1





Bn+1+sd

...

Bn+2sd



 + βs,d

n+1





Bn+1

...

Bn+sd



 + γs,d

n+1





Bn+1−sd

...

Bn



 .

Fazendo n = sdm obtemos a relação de recorrência a três termos para os vectores

de polinómios {B1
m}, onde

αs,d
m,1 = αs,d

sdm+1, β
s,d
m,1 = βs,d

sdm+1
e γs,d

m,1 = γs,d

sdm+1
,

são os coeficientes matriciais de ordem sd× sd.

2. Teorema de equivalência para a ortogonalidade de tipo II

Teorema IV.2. Seja U um vector de funcionais lineares regular, {Bm} uma suces-

são de polinómios mónicos e a sucessão vectorial de polinómios {Bm} onde Bm =

[ Bsdm · · · Bsd(m+1)−1 ]T , m ∈ N, ortogonal de tipo II relativamente ao vector de

funcionais lineares U . Então, as seguintes afirmações são equivalentes:
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a) A sucessão vectorial de polinómios {Bm} é clássica segundo Hahn.

b) Existem sucessões de matrizes em Msd×sd, r
0
m+1, r

1
m e r2

m−1, m ∈ N, tais que

{B1
m} é definida pela relação de recorrência a três termos com coeficientes matriciais

de ordem sd× sd dada por

sxs−1dm B
1
m(x) = r0

m+1 B̃m+1(x) + r1
m B̃m(x) + r2

m−1 B̃m−1(x), m = 1, 2, . . .

(IV.10)

com B̃−1(x) = 0sd×1, r
0
m, r

1
m, r

2
m têm as estruturas de αs,d

m , βs,d
m , γs,d

m , respectivamente

e dm é a matriz dada em (IV.4).

c) A sucessão vectorial de polinómios {B̃m}, é ortogonal de tipo II relativamente

a um vector de funcionais lineares
∼

U , tal que

sxs−1
∼

U = Φ(x)U , (IV.11)

com, Φ(x) = φ0(x
s)2 +φ1x

s +φ2, onde as matrizes φ0 e φ1 são matrizes emMsd×sd

e têm as estruturas das matrizes α1,d
m e β1,d

m , respectivamente.

d) Existem polinómios matriciais Φ1 e Ψ1, verificando a equação funcional vecto-

rial tipo Pearson:

DDD (Φ1(x) U) = Ψ1(x)U , (IV.12)

com, Φ1(x) = s−1xΦ(x) e Ψ1(x) = xsΨ(x) + Φ(x), onde, Ψ(x) = ψ0x
s + ψ1, onde

as matrizes ψ0 e ψ1 são matrizes em Msd×sd e têm as estruturas das matrizes α1,d
m

e β1,d
m , respectivamente.

Esquema da demonstração: a)⇔ b)⇒ c)⇒ d)⇒ a)

Demonstração. Comecemos por demonstrar que a) ⇔ b). Pelo Teorema IV.1

sabemos que a sucessão vectorial de polinómios {B1
m} verifica uma relação de recor-

rência a três termos com coeficientes matriciais de ordem sd × sd do tipo (IV.9).

Derivando ambos os membros de (IV.9), obtemos:

sxs−1 B1
m = αs,d

m,1 (B1
m+1)

′ + βs,d
m,1 (B1

m)′ + γs,d
m,1 (B1

m−1)
′ − xs(B1

m)′, m ∈ N.

Temos assim,

sxs−1 B1
m = αs,d

m,1d
−1
m+1dm+1(B

1
m+1)

′ + βs,d
m,1d

−1
m dm(B1

m)′

+γs,d
m,1d

−1
m−1dm−1(B

1
m−1)

′ − xs(B1
m)′, m ∈ N,
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i.e.,

sxs−1 B1
m = αs,d

m,1d
−1
m+1 B̃m+1 + βs,d

m,1d
−1
m B̃m +γs,d

m,1d
−1
m−1 B̃m−1 − x

s(B1
m)′, m ∈ N.

Multiplicando ambos os membros por dm vem, para todo o m ∈ N,

sxs−1dm B
1
m

= dmα
s,d
m,1d

−1
m+1 B̃m+1 + dmβ

s,d
m,1d

−1
m B̃m + dmγ

s,d
m,1d

−1
m−1 B̃m−1 − x

s B̃m . (IV.13)

Consideramos a representação

sxs−1dm B
1
m =

m+1∑

k=0

rm+1−k
k B̃k, rm+1−k

k ∈Msd×sd.

Substituindo em (IV.13), vem

xs B̃m = (dmα
s,d
m,1d

−1
m+1 − r

0
m+1) B̃m+1 + (dmβ

s,d
m,1d

−1
m − r

1
m) B̃m

+ (dmγ
s,d
m,1d

−1
m−1 − r

2
m−1) B̃m−1 −

m−2∑

k=0

rm+1−k
k B̃k . (IV.14)

Assim {B̃m} é ortogonal de tipo II se, e somente se, rm+1−k
k = 0sd×sd, k = 0, . . . ,m−2

e dmγ
s,d
m,1d

−1
m−1 − r

2
m−1 é triangular superior e regular, como queŕıamos mostrar.

Usando (IV.14) temos que dmα
s,d
m,1d

−1
m+1− r

0
m+1, dmβ

s,d
m,1d

−1
m − r

1
m e dmγ

s,d
m,1d

−1
m−1−

r2
m−1 têm as estruturas de αs,d

m , βs,d
m e γs,d

m , respectivamente. Assim, r0
m, r

1
m e r2

m têm

também as estruturas de αs,d
m , βs,d

m e γs,d
m , respectivamente. Esta informação vai ser

útil ao longo da demonstração deste teorema.

Para demonstrar a implicação b) ⇒ c), comecemos por multiplicar ambos os

membros de (IV.10) por d−1
m , i.e.,

sxs−1 B1
m = d−1

m r0
m+1 B̃m+1 + d−1

m r1
m B̃m + d−1

m r2
m B̃m−1. (IV.15)

Vamos escrever o vector de funcionais lineares vectoriais sxs−1
∼

U em termos dos

elementos da sucessão dual {L1
j} de {B1

m}, i.e.,

sxs−1
∼

U =
∞∑

j=0

lj L
1
j onde (lj)

T =
∼

U(sxs−1 B1
j ), j ∈ N. (IV.16)
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Tendo em conta (IV.15), e que a sucessão vectorial de polinómios {
∼

Bm}, é ortogonal

de tipo II relativamente
∼

U , temos que,

(lm)T =
∼

U(sxs−1 B1
m)

= d−1
m r0

m+1

∼

U(B̃m+1) + d−1
m r1

m

∼

U(B̃m) + d−1
m r2

m

∼

U(B̃m−1)

= 0sd×sd, m = 2, 3, . . ..

Assim, a representação (IV.16), toma a forma,

sxs−1
∼

U = l0 L
1
0 + l1L

1
1.

Analogamente,

(l0)
T =

∼

U(sxs−1 B1
0) = d−1

0 r1
0

∼

U(B̃0)

(l1)
T =

∼

U(sxs−1 B1
1) = d−1

1 r2
1

∼

U(B̃0).

Assim,

sxs−1
∼

U = (
∼

U(B̃0))
T (r1

0)
T (d−1

0 )TL1
0 + (

∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )T L1
1. (IV.17)

Por (IV.8), temos que,

L1
0 = AL0 +B L1 e L1

1 = AL1 +B L2,

logo,

sxs−1
∼

U = (
∼

U(B̃0))
T (r1

0)
T (d−1

0 )TAL0

+ (
∼

U(B̃0))
T

[
(r1

0)
T (d−1

0 )TB + (r2
1)

T (d−1
1 )TA

]
L1 + (

∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )TB L2 .

Pelo Teorema III.1, temos que,

L0 = (G0(x
s))T U , L1 = (G1(x

s))T U e L2 = (G2(x
s))T U ,

onde,

G0(x
s) = (U(B0))

−1

G1(x
s) = (U(B0))

−1(xsIsd×sd − β
s,d
0 )(γs,d

1 )−1

G2(x
s) = (U(B0))

−1
[
(xsIsd×sd − β

s,d
0 )(γs,d

1 )−1(xsIsd×sd − β
s,d
1 )− αs,d

0

]
(γs,d

2 )−1 .

Assim,

sxs−1
∼

U = Φ(x)U , (IV.18)
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onde Φ é um polinómio matricial da forma Φ(x) = φ0(x
s)2 + φ1x

s + φ2, onde,

φ0 = (
∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )TB(γs,d
2 )−T (γs,d

1 )−T (U(B0))
−T

φ1 = (
∼

U(B̃0))
T

[
(r1

0)
T (d−1

0 )TB + (r2
1)

T (d−1
1 )TA

]
(γs,d

1 )−T (U(B0))
−T

−(
∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )TB(γs,d
2 )−T

[
(γs,d

1 )−1βs,d
1 + βs,d

0 (γs,d
1 )−1

]T

×(U(B0))
−T

φ2 = (
∼

U(B̃0))
T (r1

0)
t(d−1

0 )TA(U(B0))
−T

−(
∼

U(B̃0))
T

[
(r1

0)
T (d−1

0 )TB + (r2
1)

T (d−1
1 )TA

]
(γs,d

1 )−T (βs,d
0 )T (U(B0))

−T

+(
∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )TB(γs,d
2 )−T

[
βs,d

0 (γs,d
1 )−1βs,d

1 − α
s,d
0

]T

(U(B0))
−T .

Como conhecemos as estruturas das matrizes intervenientes em φ0 e φ1, verificamos

que estas têm as estruturas das matrizes α1,d
m e β1,d

m , respectivamente.

Para demonstrar a implicação c) ⇒ d) comecemos por escrever o vector de fun-

cionais lineares vectoriais DDD
∼

U em termos dos elementos da sucessão dual {Ln} de

{Bm}, i.e.,

DDD
∼

U =
∞∑

j=0

εj Lj, (εj)
T = DDD

∼

U(Bj), j ∈ N,

onde,

(εj)
T = DDD

∼

U(Bj) = −
∼

U(B′
j)

= −
∼

U(A1
j B̃j + A0

j B̃j−1) por (IV.3)

= 0sd×sd, j = 2, 3, . . ..

Assim,

DDD
∼

U = −(
∼

U(B′
0))

T L0 − (
∼

U(B′
1))

T L1.

Analogamente,
∼

U(B′
0) =

∼

U(A1
0 B̃0) = A1

0

∼

U(B̃0)
∼

U(B′
1) =

∼

U(A1
1 B̃1 + A0

1 B̃0) = A0
1

∼

U(B̃0),

tendo-se,

DDD
∼

U = −(
∼

U(B̃0))
T ((A1

0)
T L0 + (A0

1)
t L1).

Como anteriormente, i.e., tendo em conta as representações dos vectores de fun-

cionais lineares vectoriais L0 e L1, vem

DDD
∼

U = Ψ(x)U , (IV.19)

com,

Ψ(x) = ψ0x
s + ψ1,
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onde,

ψ0 = (
∼

U(B̃0))
T (A0

1)
T (γs,d

1 )−T (U(B0))
−T

ψ1 = (
∼

U(B̃0))
T (−(A1

0)
T + (A0

1)
T (γs,d

1 )−T (βs,d
0 )T )(U(B0))

−T .

De forma análoga ao caso anterior, i.e., sabendo as estruturas das matrizes interve-

nientes em ψ0 e ψ1, verificamos que têm as suas estruturas de α1,d
m e β1,d

m , respecti-

vamente.

Multiplicando ambos os membros de (IV.19) por xs, vem, xs DDD
∼

U = xsΨ(x)U .

Tendo em atenção que, xs DDD
∼

U = DDD (xs
∼

U)−sxs−1
∼

U e xs
∼

U = s−1xΦ(x)U por (IV.18),

temos que, DDD (Φ1(x)U) = Ψ1(x)U , onde Φ1(x) = s−1xΦ(x) e Ψ1(x) = xsΨ(x)+Φ(x).

Finalmente, mostremos a implicação d) ⇒ a). Para isso, mostramos que a su-

cessão vectorial de polinómios {B̃m}, é ortogonal de tipo II relativamente a
∼

U , i.e,

((xs)k
∼

U)(B̃m) = ∆m δk,m, k = 0, 1, . . . , m, m ∈ N, tal que, sxs−1
∼

U = Φ(x)U e

DDD (Φ1(x)U) = Ψ1(x)U onde, Φ1(x) = s−1xΦ(x) e Ψ1(x) = xsΨ(x) + Φ(x). Notemos

que

((xs)k
∼

U)(B̃m) = ((xs)k−1(s−1xΦU))(B̃m)

= ((xs)k−1(s−1xΦU))(Ã0
m B

′
m+1 + Ã1

m B
′
m)

= Ã0
m(s−1xΦU)((xs)k−1 B′

m+1) + Ã1
m(s−1xΦU)((xs)k−1 B′

m)

= Ã0
m(s−1xΦU)(((xs)k−1 Bm+1)

′ − s(k − 1)xs(k−1)−1 Bm+1)

+ Ã1
m(s−1xΦU)(((xs)k−1 Bm)′ − s(k − 1)xs(k−1)−1 Bm).

Tendo em conta a nossa hipótese temos que,

((xs)k
∼

U)(B̃m) = −Ã0
m(Ψ1U)((xs)k−1 Bm+1)− (k − 1)Ã0

m(xΦU)(xs(k−1)−1 Bm+1)

− Ã1
m(Ψ1U)((xs)k−1 Bm)− (k − 1)Ã1

m(xΦU)(xs(k−1)−1 Bm) .

Sendo,

Ψ1 = (ψ0 + φ0)x
2s + (ψ1 + φ1)x

s + φ2, e xΦ = φ0x
2s+1 + φ1x

s+1 + φ2x,

vem,

((xs)k
∼

U)(B̃m) = −Ã0
m(((ψ0 + φ0)x

2s)U)(xs(k−1)Bm+1)

− Ã0
m(((ψ1 + φ1)x

s + φ2)U)(xs(k−1)Bm+1)

− (k − 1)Ã0
m((φ0x

2s+1 + φ1x
s+1 + φ2x)U)(xs(k−1)−1 Bm+1)
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− Ã1
m(((ψ0 + φ0)x

2s)U)(xs(k−1) Bm)− Ã1
m(((ψ1 + φ1)x

s + φ2)U)(xs(k−1) Bm)

− (k − 1)Ã1
m((φ0x

2s+1 + φ1x
s+1 + φ2x)U)(xs(k−1)−1 Bm) ,

i.e,

((xs)k
∼

U)(B̃m) = −Ã0
m

[
((xs)k+1 U)(Bm+1)(ψ0)

T + ((xs)k U)(Bm+1)(ψ1)
T
]

−kÃ0
m

[
((xs)k+1 U)(Bm+1)(φ0)

T + ((xs)k U)(Bm+1)(φ1)
T
]

−kÃ0
m((xs)k−1 U)(Bm+1)(φ2)

T

−Ã1
m

[
((xs)k+1 U)(Bm)(ψ0)

T + ((xs)k U)(Bm)(ψ1)
T
]

−kÃ1
m

[
((xs)k+1 U)(Bm)(φ0)

T + ((xs)k U)(Bm)(φ1)
T
]

−kÃ1
m((xs)k−1 U)(Bm)(φ2)

T .

Sendo a sucessão vectorial de polinómios {Bm}, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U , e sabendo qual a estrutura das matrizes interve-

nientes acima, vem:

((xk)s
∼

U)(B̃m) = 0sd×sd, k = 0, 1, . . . ,m− 2

((xs)m−1
∼

U)(B̃m) = −Ã1
m((xs)m U)(Bm)

[
(ψ0)

T − (m− 1)(φ0)
T
]

= 0sd×sd

((xs)m
∼

U)(B̃m) = −Ã0
m((xs)m+1 U)(Bm+1)(ψ0)

T −mÃ0
md

−1
m ((xs)m+1 U)(Bm+1)(φ0)

T

− Ã1
m((xs)m+1 U)(Bm)(ψ0)

T − Ã1
m((xs)m U)(Bm)(ψ1)

T

−mÃ1
m((xs)m+1 U)(Bm)(φ0)

T −mÃ1
m((xs)m U)(Bm)(φ1)

T

= ∆m (matriz triangular superior e regular).

Mostrámos assim que,

((xs)k
∼

U)(B̃m) = ∆m δk,m, k = 0, 1, . . . , m, m ∈ N,

mostrando-se o pretendido e terminando a demonstração deste teorema.

Corolário IV.1. Considere-se s = 1 no enunciado do teorema anterior. Então a

sucessão {Bn} é clássica tipo Hahn se, e somente se, a funcional de ortogonalida-

de, U , verifica a equação funcional vectorial tipo Pearson,

DDD (Φ(x)U) = Ψ(x)U .

Demonstração. A demonstração é análoga à apresentada no teorema anterior,

tendo em conta que quando s = 1 em (IV.11) temos
∼

U = Φ(x)U onde Φ(x) =

φ0x
2 + φ1x + φ2 com φi ∈ Md×d. Agora por (IV.19), i.e., DDD

∼

U = Ψ(x)U onde
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Ψ(x) = ψ0x+ψ1 com ψi ∈Md×d, temos que, DDD (Φ(x)U) = Ψ(x)U , como queŕıamos

mostrar.

Teorema IV.3. Sejam {Bn} uma sucessão livre de polinómios vectoriais, e {B1
n},

{B̃n}, definidas respectivamente por (IV.2) e (IV.1), com sucessões duais, {L1
n},

{L̃n}. Então, {Bn} é clássica tipo Hahn se, e somente se, existem sucessões de

matrizes emMsd×sd, (s1
n), (s2

n) e (s3
n), n ∈ N, com s3

n matriz inferior e regular, tais

que,

sxs−1 L̃n = s3
n L

1
n+1 + s2

n L
1
n + s1

n L
1
n−1, n ∈ N.

Demonstração. Pelos Teoremas III.1 e IV.1, existem sucessões de matrizes em

Msd×sd, (γs,d
n+1,1), (βs,d

n,1) e (αs,d
n−1,1), n ∈ N, com γs,d

n+1,1 matriz triangular superior e

regular, tais que para n = 1, 2, . . . , {L1
n} é definida pela relação de recorrência a três

termos

xs L1
n = (γs,d

n+1,1)
T L1

n+1 + (βs,d
n,1)

T L1
n + (αs,d

n−1,1)
T L1

n−1.

Multiplicando à esquerda ambos os membros da igualdade por d−1
n e usando (IV.7),

i.e ., DDD L̃n = −d−1
n L

1
n, n ∈ N, vem

−xs DDD L̃n = d−1
n (γs,d

n+1,1)
T L1

n+1 + d−1
n (βs,d

n,1)
T L1

n + d−1
n (αs,d

n−1,1)
T L1

n−1,

i.e.,

xs DDD L̃n = d−1
n (γs,d

n+1,1)
Tdn+1 DDD L̃n+1 + d−1

n (βs,d
n,1)

Tdn DDD L̃n + d−1
n (αs,d

n−1,1)
Tdn−1 DDD L̃n−1.

Sendo,

xs DDD L̃n = DDD (xs L̃n)− sxs−1 L̃n, n ∈ N,

temos,

sxs−1 L̃n = −d−1
n (γs,d

n+1,1)
Tdn+1 DDD L̃n+1 − d

−1
n (βs,d

n,1)
Tdn DDD L̃n

−d−1
n (αs,d

n−1,1)
Tdn−1 DDD L̃n−1 + DDD (xs L̃n),

i.e.,

sxs−1 L̃n = DDD [−d−1
n (γs,d

n+1,1)
Tdn+1 L̃n+1 − d

−1
n (βs,d

n,1)
Tdn L̃n

−d−1
n (αs,d

n−1,1)
Tdn−1 L̃n−1 + xs L̃n].

Assim, {L̃n} verifica uma relação de recorrência a três termos com coeficientes ma-

triciais do tipo:

xs L̃n = (γ̃s,d
n+1)

T L̃n+1 + (β̃s,d
n )T L̃n + (α̃s,d

n−1)
T L̃n−1, n = 1, 2, . . .
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se, e somente se,

sxs−1 L̃n =
[
−d−1

n (γs,d
n+1,1)

Tdn+1 + (γ̃s,d
n+1)

T
]

DDD L̃n+1

+
[
−d−1

n (βs,d
n,1)

Tdn + (β̃s,d
n )T

]
DDD L̃n +

[
−d−1

n (αs,d
n−1,1)

Tdn−1 + (α̃s,d
n−1)

T
]

DDD L̃n−1 ,

i.e.,

sxs−1 L̃n = s3
n L

1
n+1 + s2

n L
1
n + s1

n L
1
n−1, n ∈ N,

onde,

s3
n = d−1

n (γs,d
n+1,1)

T − (γ̃s,d
n+1)

Tdn+1

s2
n = d−1

n (βs,d
n,1)

T − (β̃s,d
n )Td−1

n

s1
n = d−1

n (αs,d
n−1,1)

T − (α̃s,d
n−1)

Td−1
n−1 ,

o que termina a demonstração do teorema.

3. Teorema de equivalência para a ortogonalidade de tipo I

Vamos obter fórmulas que vão ser úteis na demonstração de um resultado a

apresentar. Para deduzir a primeira fórmula vamos usar (IV.17) do Teorema IV.2,

i.e.,

sxs−1
∼

U = (
∼

U(B̃0))
T (r1

0)
T (d−1

0 )T L1
0 + (

∼

U(B̃0))
T (r2

1)
T (d−1

1 )T L1
1.

Considerando a sucessão vectorial de polinómios {B1
m}, ortogonal de tipo II relati-

vamente a um vector de funcionais lineares U1, pelo Teorema III.1, vem

L1
0 = (G1

0)
T U1 e L1

1 = (G1
1)

T U1.

Por substituição na fórmula anterior, vem

sxs−1
∼

U = Φ̃1(x)U
1, (IV.20)

onde
∼

Φ1 é um polinómio matricial de grau 1 definido por:

Φ̃1(x) = (
∼

U(B̃0))
T

[
(r1

0)
T (d−1

0 )T (G1
0)

T + (r2
1)

T (d−1
1 )T (G1

1)
T
]
.

Com vista à obtenção de uma fórmula que descreva DDD
∼

U , em termos dos elementos

da sucessão dual {L1
n} de {B1

m}, i.e.,

DDD
∼

U =
∞∑

j=0

εj L
1
j , (εj)

T = DDD
∼

U(B1
j ), j ∈ N.
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Sendo,

(εj)
T = DDD

∼

U(B1
j ) = −

∼

U(B1
j )

′ = −
∼

U(d−1
j B̃j) = −d−1

0

∼

U(B̃0) ,

vem,

DDD
∼

U = −(
∼

U(B̃0))
T (d−1

0 )T L1
0,

i.e.,

DDD
∼

U = Ψ(x)U1, (IV.21)

onde,

Ψ(x) = −(
∼

U(B̃0))
T (d−1

0 )T (G1
0)

T .

Multiplicando ambos os membros de (IV.21) por xs, vem

xs DDD
∼

U = xsΨ(x)U1.

Usando,

xs DDD
∼

U = D(xs
∼

U)− sxs−1
∼

U ,

vem,

DDD (xs
∼

U) = xsΨ(x)U1 + sxs−1
∼

U .

Por fim por (IV.20) temos,

DDD (xs
∼

U) = xsΨ(x)U1 + Φ̃1(x)U
1,

ou ainda,

DDD (xs
∼

U) = Ψ̃(x)U1,

onde, Ψ̃(x) = xsΨ(x) + Φ̃1(x).

Teorema IV.4. Sejam {Bn} uma sucessão livre de polinómios vectoriais, e {B1
n},

{B̃n}, definidas respectivamente por (IV.2) e (IV.1), com sucessões duais, {L1
n},

{L̃n}. Se {Bn} é clássica tipo Hahn, então as sucessões de polinómios matriciais

{G̃n} e {G1
n} definidas por:

L̃n = (G̃n)T
∼

U e L1
n = (G1

n)T U1, n ∈ N,

são tais que,

(Φ̃1)
T G̃n = G1

n+1(s
0
n)T +G1

n(s1
n)T +G1

n−1(s
2
n)T , n = 1, 2, . . . (IV.22)

onde,

(s0
n)T = d−1

n+1r
2
n , (s1

n)T = d−1
n r1

n , (s2
n)T = d−1

n−1r
0
n,
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e

s−1x(Φ̃1)
T (G̃n)′ + ((Ψ̃)T − (Φ̃1)

T )G̃n

= −G1
n+1(l

0
n)T −G1

n(l1n)T −G1
n−1(l

2
n)T , n = 1, 2, . . . (IV.23)

onde,

(l0n)T = −d−1
n γs,d

n+1,1 , (l1n)T = −d−1
n βs,d

n,1 e (l2n)T = −d−1
n αs,d

n−1,1.

Demonstração. Comecemos por mostrar a fórmula (IV.22). Consideremos a

representação:

(G̃n)T Φ̃1 =
n+1∑

k=0

sn+1−k
n (G1

k)
T , sn+1−k

n ∈Msd×sd.

Fazendo actuar U1(B1
j ) a ambos os membros da igualdade anterior, vem

((G̃n)T Φ̃1 U
1)(B1

j ) = (
n+1∑

k=0

sn+1−k
n (G1

k)
t U1)(B1

j ).

Sendo L1
n = (G1

n(xs))T U1 e L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

((
∼

Gn)T Φ̃1 U
1)(B1

j ) = (sn+1−j
n )T .

Como sxs−1
∼

U = Φ̃1 U
1 e L̃n = (G̃n)T

∼

U , n ∈ N, vem

L̃n(sxs−1 B1
j ) = (sn+1−j

n )T .

Usando (IV.10) do Teorema IV.2 e L̃n(B̃m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

L̃n(d−1
j r0

j+1 B̃j+1 + d−1
j r1

j B̃j + d−1
j r2

j−1 B̃j−1)

=






d−1
n−1r

0
n, j = n− 1

d−1
n r1

n, j = n

d−1
n+1r

2
n, j = n+ 1

0sd×sd, j 6= n− 1, n, n+ 1.

Assim,

(Φ̃1)
T G̃n = G1

n+1(s
0
n)T +G1

n(s1
n)T +G1

n−1(s
2
n)T ,

onde,

(s2
n)T = d−1

n−1r
0
n, , (s1

n)T = d−1
n r1

n e (s0
n)T = d−1

n+1r
2
n,

como queŕıamos mostrar.
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Mostremos (IV.23). Consideremos a representação:

s−1x((G̃n)′)T Φ̃1 + (G̃n)T (Ψ̃− Φ̃1) =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T , ln+1−k

n ∈Msd×sd.

Multiplicando à direita ambos os membros da igualdade anterior pelo vector de

funcionais vectoriais U1, vem

s−1x((G̃n)′)T Φ̃1 U
1 + (G̃n)T Ψ̃U1 − (G̃n)T Φ̃1 U

1 =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Sendo sxs−1
∼

U = Φ̃1 U
1 e DDD (xs

∼

U) = Ψ̃U1, vem

((G̃n)′)T (xs
∼

U) + (G̃n)TDDD (xs
∼

U)− sxs−1(G̃n)T
∼

U =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1,

i.e.,

DDD ((G̃n)T (xs
∼

U))− sxs−1(G̃n)T
∼

U = (
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T )U1.

Usando L̃n = (G̃n)T
∼

U , n ∈ N, vem

DDD (xs L̃n)− sxs−1 L̃n =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1,

i.e.,

xs DDD L̃n =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Sendo DDD L̃n = −d−1
n L

1
n por (IV.7), vem

−xsd−1
n L

1
n =

n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Fazendo actuar ambos os membros da igualdade anterior sobre um polinómio vecto-

rial B1
j , vem

−d−1
n L

1
n(xs B1

j ) = (
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1)(B1

j ).

Sendo L1
n = (G1

n(xs))T U1 e L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

−d−1
n L

1
n(xs B1

j ) = (ln+1−j
n )T .

Sendo a sucessão vectorial de polinómios {B1
m}, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U1, vem

−d−1
n L

1
n(αs,d

j,1 B
1
j+1 + βs,d

j,1 B
1
j + γs,d

j,1 B
1
j−1) = (ln+1−j

n )T .
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Usando L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

−d−1
n L

1
n(αs,d

j,1 B
1
j+1 + βs,d

j,1 B
1
j + γs,d

j,1 B
1
j−1) =






−d−1
n αs,d

n−1,1 se j = n− 1

−d−1
n βs,d

n,1 se j = n

−d−1
n γs,d

n+1,1 se j = n+ 1,

e portanto,

s−1x(Φ̃1)
T (G̃n)′ + ((Ψ̃)T − (Φ̃1)

T )G̃n = −G1
n+1(l

0
n)T −G1

n(l1n)T −G1
n−1(l

2
n)T ,

onde,

(l0n)T = −d−1
n γs,d

n+1,1 , (l1n)T = −d−1
n βs,d

n,1 e (l2n)T = −d−1
n αs,d

n−1,1,

como queŕıamos mostrar.

Observação . Tendo em conta (IV.22) constatamos que obtivemos uma fórmula

de estrutura que envolve os polinómios matriciais G̃n e G1
n. Da mesma forma con-

siderando (IV.23) vemos que obtivemos uma fórmula de estrutura que envolve a

derivada dos polinómios matriciais G̃n e os polinómios matriciais G1
n.

Vejamos agora a forma que as fórmulas (IV.22) e (IV.23) tomam no caso parti-

cular de s = 1.

Corolário IV.2. Considere-se s = 1 no enunciado do teorema anterior. Se a su-

cessão {Bn} é clássica tipo Hahn, então as sucessões de polinómios matriciais {G̃n}

e {G1
n} definidas por:

L̃n = (G̃n)T
∼

U e L1
n = (G1

n)T U1, n ∈ N,

são tais que,

(Φ̃1)
T G̃n = G1

n+1(s
0
n)T +G1

n(s1
n)T +G1

n−1(s
2
n)T , n = 1, 2, . . . (IV.24)

onde,

(s0
n)T = d−1

n+1r
2
n , (s1

n)T = d−1
n r1

n e (s2
n)T = d−1

n−1r
0
n,

e,

(Φ̃1)
T (G̃n)′ + (Ψ)T G̃n = −G1

nd
−1
n , n = 1, 2, . . . . (IV.25)
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Demonstração. Comecemos por mostrar a fórmula (IV.24). Consideremos a

representação:

(G̃n)T Φ̃1 =
n+1∑

k=0

sn+1−k
n (G1

k)
T , sn+1−k

n ∈Msd×sd.

Fazendo actuar U1(B1
j ) a ambos os membros da igualdade anterior, vem

((G̃n)T Φ̃1 U
1)(B1

j ) = (
n+1∑

k=0

sn+1−k
n (G1

k)
T U1)(B1

j ).

Sendo L1
n = (G1

n(xs))T U1 e L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

((G̃n)T Φ̃1 U
1)(B1

j ) = (sn+1−j
n )T .

Como para s = 1,
∼

U = Φ̃1 U
1, vem

((G̃n)T
∼

U)(B1
j ) = (sn+1−j

n )T .

Usando L̃n = (G̃n)T
∼

U , n ∈ N, vem

L̃n(B1
j ) = (sn+1−j

n )T .

Considerando (IV.10) do Teorema IV.2 e L̃n(B̃m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

L̃n(d−1
j r0

j+1 B̃j+1 + d−1
j r1

j B̃j + d−1
j r2

j−1 B̃j−1)

=






d−1
n−1r

0
n, j = n− 1

d−1
n r1

n, j = n

d−1
n+1r

2
n, j = n+ 1

0sd×sd, j 6= n− 1, n, n+ 1.

Assim,

(Φ̃1)
T G̃n = G1

n+1(s
0
n)T +G1

n(s1
n)T +G1

n−1(s
2
n)T ,

onde,

(s0
n)T = d−1

n+1r
2
n , (s1

n)T = d−1
n r1

n e (s2
n)T = d−1

n−1r
0
n,

como pretend́ıamos mostrar.

Mostremos (IV.25). Consideremos a representação:

((G̃n)′)T Φ̃1 + (G̃n)T Ψ =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T , ln+1−k

n ∈Msd×sd.
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Multiplicando à direita ambos os membros da igualdade anterior pelo vector de

funcionais lineares U1, vem

((G̃n)′)T Φ̃1U
1 + (G̃n)T ΨU1 =

n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Como para s = 1 vem
∼

U = Φ̃1 U
1 e por (IV.21) temos DDD

∼

U = ΨU1, vem

((G̃n)′)T
∼

U + (G̃n)TDDD
∼

U =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1,

i.e.,

DDD ((G̃n)T
∼

U) =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Sendo L̃n = (G̃n)T
∼

U , n ∈ N, vem

DDD L̃n =
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Sendo DDD L̃n = −d−1
n L

1
n por (IV.7), vem

−d−1
n L

1
n =

n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1.

Fazendo actuar ambos os membros sobre um polinómio vectorial B1
j , vem

−d−1
n L

1
n(B1

j ) = (
n+1∑

k=0

ln+1−k
n (G1

k)
T U1)(B1

j ).

Sendo L1
n = (G1

n(xs))T U1 e L1
n(B1

m) = Isd×sd δn,m, n,m ∈ N, vem

−d−1
n L

1
n(B1

j ) = (ln+1−j
n )T .

Por outro lado,

−d−1
n L

1
n(B1

j ) =





−d−1

n , j = n

0sd×sd, j 6= n

logo,

(Φ̃1)
T (G̃n)′ + (Ψ)T

∼

Gn = −G1
nd

−1
n ,

como queŕıamos mostrar.

Como consequência deste corolário estabelecemos o seguinte resultado.
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Corolário IV.3. Considere-se s = 1 no enunciado do teorema anterior. Se a

sucessão {Bn} é clássica tipo Hahn, então:





(s0
n)T = γ1,d

n+1d
−1
n − d

−1
n+1γ̃

1,d
n+1

(s1
n)T = β1,d

n d−1
n − d

−1
n

∼

β
1,d

n

(s2
n)T = γ1,d

n+1d
−1
n − d

−1
n+1γ̃

1,d
n+1

, n = 1, 2, . . . . (IV.26)

Demonstração. Pelo Teorema III.1, existem polinómios matriciais G1
n e G̃n, tais

que

L1
n = (G1

n)T U1 e L̃n = (G̃n)T
∼

U , n ∈ N,

que verificam, respectivamente, para n = 1, 2, . . . as relações de recorrência a três

termos:

xG1
n = G1

n−1α
1,d
n−1 +G1

nβ
1,d
n +G1

n+1γ
1,d
n+1 (IV.27)

e

xG̃n = G̃n−1α̃
1,d
n−1 + G̃nβ̃

1,d
n + G̃n+1γ̃

1,d
n+1. (IV.28)

Multiplicando à esquerda ambos os membros de (IV.28) por (Ψ)T , vem

0d×d = −x(Ψ)T G̃n + (Ψ)T G̃n−1α̃
1,d
n−1 + (Ψ)T G̃nβ̃

1,d
n + (Ψ)T G̃n+1γ̃

1,d
n+1. (IV.29)

Derivando ambos os membros de (IV.28), vem

G̃n = −x(G̃n)′ + (G̃n−1)
′α̃1,d

n−1 + (G̃n)′β̃1,d
n + (G̃n+1)

′γ̃1,d
n+1.

Multiplicando à esquerda ambos os membros por (Φ̃1)
T , vem

(Φ̃1)
T G̃n = −x(Φ̃1)

T (G̃n)′ + (Φ̃1)
T (G̃n−1)

′α̃1,d
n−1

+ (Φ̃1)
T (G̃n)′β̃1,d

n + (Φ̃1)
T (G̃n+1)

′γ̃1,d
n+1 (IV.30)

Adicionando membro a membro das igualdades (IV.29) e (IV.30), vem

(Φ̃1)
T G̃n = −x(Ψ)T G̃n + (Ψ)T G̃n−1α̃

1,d
n−1 + (Ψ)T G̃nβ̃

1,d
n + (Ψ)T G̃n+1γ̃

1,d
n+1

− x(Φ̃1)
T (G̃n)′ + (Φ̃1)

T (G̃n−1)
′α̃1,d

n−1 + (Φ̃1)
T (G̃n)′β̃1,d

n + (Φ̃1)
T (G̃n+1)

′γ̃1,d
n+1.

Por (IV.25) do corolário anterior, i.e.,

(Ψ)T G̃n = −(Φ̃1)
T (G̃n)′ −G1

nd
−1
n , n ∈ N,

vem,

(Φ̃1)
T G̃n = xG1

nd
−1
n −G

1
n−1d

−1
n−1α̃

1,d
n−1 −G

1
nd

−1
n β̃1,d

n −G
1
n+1d

−1
n+1γ̃

1,d
n+1 , n = 1, 2, . . . .
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Por (IV.24) do Corolário anterior e (IV.27), vem

G1
n+1(s

0
n)T +G1

n(s1
n)T +G1

n−1(s
2
n)T = G1

n+1

[
γ1,d

n+1d
−1
n − d

−1
n+1γ̃

1,d
n+1

]

+G1
n

[
β1,d

n d−1
n − d

−1
n β̃1,d

n

]
+G1

n−1

[
α1,d

n−1d
−1
n − d

−1
n−1α̃

1,d
n−1

]
, n = 1, 2, . . . .

Sendo {G1
n} uma famı́lia livre de polinómios, obtemos as relações entre os coeficientes

matriciais (IV.26).

4. Comparação de resultados

No Caṕıtulo I apresentámos alguns resultados relacionados com a caracterização

de sucessões de polinómios ortogonais clássicos segundo Hahn para multi-́ındices dia-

gonais que podemos encontrar em [43]. Usando o Corolário IV.1 e o Teorema IV.2

vamos apresentar dois resultados que são extensões da implicação b)⇒ b′) do Teo-

rema I.7. Ambos os resultados dão-nos uma condição necessária para que se tenha

uma sucessão de polinómios mónicos ortogonal clássica segundo Hahn.

Teorema IV.5. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios clássica segundo

Hahn onde s = 1, 2, 3, . . . . Então, existe um polinómio φ de grau (sd(s + 1) + s) e

um polinómio matricial Ψ̃ com coeficientes de ordem sd× sd, tais que

DDD (φ(x) U) = Ψ̃(x)U . (IV.31)

Demonstração. Sendo {Bm} clássica segundo Hahn, pelo Teorema IV.2 existem

polinómios matriciais Φ1 e Ψ1 com coeficientes de ordem sd × sd verificando uma

equação funcional vectorial tipo Pearson

DDD (Φ1(x)U) = Ψ1(x)U .

Multiplicando ambos os membros pela adjunta do polinómio matricial Φ1, i.e., por

adj(Φ1), vem

adj(Φ1)DDD Φ1 U + adj(Φ1)Φ1DDDU = adj(Φ1)Ψ1 U .

Somando e subtraindo (adj(Φ1))
′Φ1 U no primeiro membro, vem

adj(Φ1)(Φ1)
′ U + adj(Φ1)Φ1DDDU + (adj(Φ1))

′Φ1 U − (adj(Φ1))
′Φ1 U = adj(Φ1)Ψ1 U .

i.e.,

DDD (adj(Φ1)Φ1 U) = (adj(Φ1)Ψ1 + (adj(Φ1))
′Φ1)U .

Assim,

DDD (det(Φ1)U) = (adj(Φ1)Ψ1 + (adj(Φ1))
′Φ1)U .
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Denotando por, φ = det(Φ1) e
∼

Ψ = (adj(Φ1)Ψ1 + (adj(Φ1))
′Φ1), temos, DDD (φU) =

Ψ̃U . Resta mostrar que o polinómio φ tem grau sd(s+ 1) + s . De facto, sendo

φ = det(Φ1) = det(s−1(φ0x
2s+1 + φ1x

s+1 + φ2x)) ,

e como φ0, φ1 em Msd×sd têm as estruturas de αs,d
m , βs,d

m , respectivamente, temos

que grau (φ) =grau (det(Φ1)) = sd(s+ 1) + s .

Corolário IV.4. Seja {Bm} uma sucessão vectorial de polinómios clássica segundo

Hahn, com s = 1. Então, existe um polinómio φ de grau d + 1 e um polinómio

matricial Ψ̃ com coeficientes matriciais de ordem d× d, tais que

DDD (φ(x)U) = Ψ̃(x)U . (IV.32)

Observação . Os autores, A.I. Aptekarev, A. Branquinho e W. Van Assche em [4]

estudam polinómios ortogonais múltiplos relativamente a um conjunto de d =

2, 3, . . . funções peso, {w1, . . . , wd}, satizfazendo uma equação funcional tipo Pearson

do tipo:

(φ(z)wj(z))
′ = ψj(z)wj(z), j = 1, . . . , d (IV.33)

onde φ e ψj são coeficientes polinomiais. Em notação matricial (IV.33) toma a

forma:

(





φ
. . .

φ









w1

...

wd



)′ =





ψ1

. . .

ψd









w1

...

wd



 ,

que é um caso particular das equações funcionais vectoriais tipo Pearson (IV.31)

e (IV.32), apresentadas nos resultados atrás estabelecidos, na medida em que neste

caso temos uma matriz diagonal no segundo membro. Em particular, as funções

peso wj, j = 1, . . . , d, associadas aos polinómios ortogonais múltiplos clássicos que

verificam a equação (IV.33) e o coeficiente polinomial φ, constam na tabela 1. Assim,

os polinómios ortogonais múltiplos clássicos satizfazem uma equação funcional vecto-

rial tipo Pearson, que é um caso particular das equações funcionais vectoriais tipo

Pearson (IV.31) e (IV.32). Os autores atrás referidos mostram em [4] que estes

polinómios ortogonais múltiplos clássicos podem ser definidos por uma fórmula do

tipo Rodrigues.
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φ {wk}
d

k=1 Caso

z2 zαk exp(γ/z) Bessel

z(z − 1) zαk(z − 1)α Jacobi-Piñeiro

z zαk exp(βz) Laguerre I

z zα exp(βkz) Laguerre II

1 exp(δ/2z2 + βkz) Hermite

Tabela 1. Clássicos múltiplos
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Th. 82 (1995) 177-204.

[23] K. Douak, The relation of the d-orthogonal polynomials to the Appell polynomials, J. Comput.

Appl. Math. 70 (1996) 279-295.

[24] K. Douak e P. Maroni, On d-orthogonal Tchebychev polynomials I, Appl. Num. Math. 24

(1997) 23-53.

[25] K. Douak e P. Maroni, On d-orthogonal Tchebychev polynomials II, Methods Appl. Anal. 4

(1997) 404-429.

[26] K. Driver e H. Stahl, Normality in Nikishin systems, Indag. Math., N. S., 5 (1994) 161-187.

[27] A.J. Durán, A generalization of Favard’s theorem for polynomials satisfying a recurrence re-

lation, J. Approx. Th. 74 (1993) 83-109.

[28] A.J. Durán e P. Lopez-Rodriguez, Orthogonal matrix polynomials: zeros and Bluementhals’s

theorem. J. Approx. Th. 84 (1996) 96-118.

[29] W.D. Evans, L.L. Littlejohn e F. Marcellán, On recurrence relations for Sobolev orthogonal

polynomials, SIAM J. Math. Anal. 26 (1995) 446-467.
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[34] W. Hahn, Über differentialgleichungen für orthogonalpolynome, Monat. Math. 95 (1983) 269-

274.

[35] M.E.H. Ismail, Classical and quantum orthogonal polynomials in one variable, Encyclopedia

of Mathematics and its Applications 98, Cambridge University Press, 2005.

[36] D. Jackson, Fourier Series and Orthogonal Polynomials, The Carus Mathematical Monographs

6, Math. Assoc. Amer., 1941.



BIBLIOGRAFIA 97

[37] V. Kaliaguine, The operator moment problem, vector continued fractions and an explicit form

of the Favard theorem for vector orthogonal polynomials, J. Comput. Appl. Math. 65 (1995)

no. 1-3, 181-193.

[38] A.N. Kolmogorov e S.V. Fomin, Introduction to Real Analysis, Dover, New York, 1970.

[39] A.B.J. Kuijlaars e K.T-R McLaughlin, A Riemann-Hilbert problem for biorthogonal polyno-

mials, J. Comput. Appl. Math. 178 (2005) 313-320.

[40] D.W. Lee, Difference equations for discrete classical multiple orthogonal polynomials, J. Ap-

prox. Th. 150 (2008) no. 2, 132-152.

[41] F. Marcellán, Polinomios ortogonales semi-clássicos: Una aproximacion constructiva, Em
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