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Resumo

Neste trabalho vamos estudar sistemas de polinémios ortogonais relativamente
a sistemas de funcionais lineares e familias de multi-indices quase-diagonais. O
objectivo principal é a relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matri-
ciais, ou o operador linear cuja matriz que o representa é tridiagonal por blocos.
Vamos reencontrar os problemas de aproximacao de Hermite-Padé para func¢oes ma-
triciais, que mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz
tridiagonal por blocos. Iremos obter caracterizagoes para sucessoes de polinémios
ortogonais tipo I e II, em termos de relagoes de recorréncia a trés termos, férmulas
de Darboux-Christoffel, problemas de aproximagao de Hermite-Padé e biortogona-
lidade relativamente a fungao resolvente. Por fim damos ainda caracterizagoes de

polinémios ortogonais multiplos de tipo I e II, classicos segundo Hahn.

Palavras chave: Polinémios ortogonais multiplos, Problemas de Hermite-Padé,
multi-indice diagonal, multi-indice quase-diagonal, funcionais lineares, relagao de
recorréncia, matriz tridiagonal por blocos, Teorema de Favard, férmulas de Darboux-

-Christoffel, polindmios matriciais, polinémios ortogonais classicos.






Abstract

Throughout this work, we will study systems of orthogonal polynomials with
respect to the systems of linear functionals and families of quasi-diagonal multi-
-indices. Our main goal is the three term recurrence relation with matrix coeficients
or the linear operator, whose matrix it represents is the tridiagonal operator. We
will find the problems of approximation of Hermite-Padé for matrix functions, that
we will show coincide with the resolvent of the tridiagonal operator. We will obtain
characterizations for sequences of multiple orthogonal polynomials of type I and II in
terms of three term recurrence relations, Christoffel-Darboux formulas, problems of
approximation of Hermite-Padé and the biorthogonality with respect to the resolvent
function. Finally, we will still present characterizations for sequences of multiple

orthogonal polynomials of type I and II, type Hahn.

Key words: Multiple orthogonal polynomials, Problems of Hermite-Padé, dia-
gonal multi-index, quasi-diagonal multi-index, linear functional, recurrence relation,
tridiagonal operator, Favard Theorem, Christoffel-Darboux formulas, classical or-

thogonal polynomials.
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Introducao

Nota Historica

A teoria dos polindmios ortogonais constitui uma area da Matematica possuidora
de uma histéria rica e cujo interesse ao longo dos tempos tem sido muito significa-
tivo. A sua aplicacao encontra-se em varias areas da Matemaética, como por exem-
plo em Fisica-Matematica, Analise Numérica, Andlise Funcional, Equagoes Diferen-
ciais, Probabilidades e Estatistica, etc. As sucessoes de polinémios mais utilizadas
sao as dos polinémios ditos classicos, que sao habitualmente enumerados como os
polinémios de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. Como referéncias biblio-
graficas, referimos por exemplo [1, 17, 36, 42]. As sucessoes de polinémios cldssicos
tém as seguintes propriedades em comum:

a) Satisfazem uma equagao diferencial linear do tipo Sturm-Liouville

o(x)y"(x) + ¢ (x)y’ + Any = 0,

onde ¢ é um polinémio de grau menor ou igual a 2 e ) é um polinémio de grau 1,
ambos independentes de n e A, independente de x. Ver [8, 33].
b) As suas derivadas formam uma sucessao de polindmios ortogonais. Ver [34].

c¢) Podem ser definidas por uma férmula do tipo de Rodrigues

onde ¢ é um polinémio em z independentes de n, e w é uma funcao nao negativa
num determinado intervalo. Ver [32].
d) Os polindmios sao ortogonais relativamente a uma fungao peso que satisfaz

uma equagao de Pearson do tipo

Ver [42].

xiii
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e) Satisfazem uma relagao de diferencial de diferengas do tipo

m(2)p,(x) = (an® + bn)pn(r) + cnpn1 ().

Ver [2].
f) Satisfazem uma equagao nao linear da forma

8(0) - (2 )prs(2)) = (@2 + b ()0 (2) + 0 (2) + o, ()

onde a,, by, ¢, e d, sdo independentes de x. Ver [45].

Todas as propriedades referidas sao condi¢oes necessarias e suficientes, ou seja,
qualquer sucessao de polinémios ortogonais que satisfaga cada uma das propriedades

anteriores é uma das sucessoes de polinémios ortogonais classicos.

Estas sucessoes de polindmios ortogonais classicos fazem parte da teoria de fun-
¢oes hiper-geométricas. Por este motivo, muitos trabalhos escritos ao longo dos
tempos tém como ponto de partida o caracter hiper-geométrico destas sucessoes.
Acontece que a evolucao da teoria Matematica tem sido feita no sentido de pro-
gressivamente ir perdendo esta tendéncia. Como marco importante desta evolugao
temos o livro de T.S. Chihara [17]. Neste trabalho o autor introduz o conceito de
funcional de momentos e o de polindémios ortogonais que lhe esta associado, dando
uma demonstracao algébrica do Teorema de Favard. A patir dai varios autores tém

desenvolvido esta teoria. Ver por exemplo os trabalhos [9, 10, 11, 41].

Em teoria construtiva da aproximacao muitas vezes necessitamos de aproximar
uma dada funcao f por outra funcao g. Esta aproximacao deve ser feita de modo a
que o erro na aproximagao seja minimo e que a funcao g seja de algum modo mais
simples do que a funcao f. Contudo, referimos que ao considerar uma nova funcao g

poderd perder-se alguma informacao sobre a funcao f.

Vamos comecar por considerar uma funcao f : C — C cujo desenvolvimento

formal numa vizinhanca de a € C, é dado por

o0

flz) = ch(z —a)*, ¢, eC.

k=0

Uma aproximagao para a funcao f dada por uma func¢ao polinomial pode ser facil-

mente obtida considerando uma truncatura do desenvolvimento formal de f, i.e.,
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truncando a soma infinita apds n termos. Considerando assim,

temos,

f(z) = fu(2) = O((z — a)").
Acontece que as funcoes polinomiais nao sao uma boa classe quando pretendemos
aproximar fungoes que possuem singularidades. A classe de fungoes mais simples que
possuem elementos com singularidades é a classe das funcoes racionais. Este pro-
blema motiva o aparecimento do problema de Aproximacao de Padé e os problemas

de Aproximacao de Hermite-Padé.

Os problemas de aproximacao de Hermite-Padé permitem a aproximacao racional

de vérias fungoes de Markov em simultaneo, os quais apresentamos a seguir.

Seja {fi1,..., fa} um conjunto de fungdes cujos desenvolvimentos formais sido

dados por

00 Chs .

fj(z)zzzk:w j=1,...,d , ¢, €C.
k=0
(nl,...

Fixemos o multi-indice 17 = ,Ng) € Z‘fr e seja |it| = ny + - - + ng.

Tipo I: Pretendemos aproximar o conjunto de funcoes { f1,. .., f4} encontrando para
tal um vector de polinémios (Az 1, ..., Amq) com graus quando muito n; — 1 e um

polinémio Bg, tais que:

Zi;Aﬁ,xz)fj(z) CBi)=0 (L) s

Tipo II: Pretendemos aproximar o conjunto de fungoes { f1, ..., fq} encontrando para
tal um polinémio P; com grau quanto muito |7i| e polinémios Q7 j, j = 1,...,d, tais
que:

an—l—l

PR ~ Qua) =0 () 2=

an+1

Po ) = Qnale) = 0 (i) ==

Na resolucao dos problemas de aproximacao de Hermite-Padé anteriormente apre-
sentados surgem as nocoes de ortogonalidade multipla de polindmios de tipo I e I1,

respectivamente, como ilustramos a seguir.
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Tipo I: Seja p; uma medida de Borel positiva sobre o intervalo [a;, b;] onde j =

% du.
1,...,d e f; uma fun¢do de Markov associada a p; i.e., f;(2) = / M Entao,
w 2T

as solucoes do problema de aproximacao de Hermite-Padé de tip]o I, sao definidas

pelas condicoes de ortogonalidade multipla de tipo I

d bj
Z/ W A (2)dpy () = 0, k=0,1,... |7 —2
=174

b AL (2) — A
e By é dado por Bj(z) = Z/ "’J(Zi — :Cn’j(x)d,uj(a:), j=1,...,d. Ver [50].
J=1""%

a;

Tipo II: Seja p; uma medida de Borel positiva sobre o intervalo [a;,b;] onde j =

~ . . b dp () ~
1,...,d e f; uma funcdo de Markov associada a y;, i.e., f;(2) = ————. Entao,
w Z—X
as solucoes do problema de aproximacao de Hermite-Padé de tipo II, sao definidas

pelas condicoes de ortogonalidade multipla de tipo II
/Pﬁ(x)xkdﬂj(az) =0, k=0,1,...,n;—1, j=1,....d

bj Pﬁ(z) — Pﬁ((L’)

e Qij, j=1,...,d, sdo dados por Qs ;(2) = /

aj

dpj(x). Ver [50].

Z—x

Os polinémios ortogonais multiplos sao uma generalizacao dos polinémios orto-
gonais no sentido em que verificam condigoes de ortogonalidade relativamente a d
medidas, mas nao verificam, em geral, relacoes de recorréncia a um nimero finito de
termos. Como referéncias ao estudo dos problemas de aproximacao de Hermite-Padé
referimos por exemplo o livro de E.M. Nikishin e V.N. Sorokin [46] e os trabalhos de
W. Van Asshe [50, 51]|. Referimos que os problemas de aproximacao de Hermite-
-Padé foram introduzidos por Hermite na demonstragao da transcendéncia do ntime-
ro e. Diversos autores tém desenvolvido a teoria dos polinémios ortogonais multiplos
nestes ultimos anos, sendo de destacar entre outros, A.I. Aptekarev, W. Van Assche,
P. Maroni, J. Van Iseghem, etc. O trabalho que nos propomos a elaborar é em Teoria

da Aproximacao dentro do tema da ortogonalidade multipla de polinémios.

Motivagao

Este processo comegou com o estudo de varios temas nos livros [38, 47]. Poste-
riormente estudamos varios trabalhos recomendados pelo orientador cientifico, Pro-

fessor A. Branquinho, relacionados com a teoria dos polinémios ortogonais. Entre
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estes trabalhos que estuddmos, comecemos por referir o livro de D. Jackson [36],
onde fundamentalmente se estudou os polinémios de Legendre, funcoes de Bessel,
polinémios de Jacobi, polinémios de Hermite e polinémios de Laguerre. Foi neste
livro que tivemos o primeiro contacto com os polindémios ortogonais e com alguma
teoria que lhes esta subjacente. E também nesta fase que comegamos a verificar
que a teoria dos polinémios ortogonais é de grande interesse em diferentes areas da
Matematica. Numa segunda fase estudamos algumas partes do livro de T.S. Chi-
hara [17]. Este livro é de uma enorme importancia, pois foi nele que adquirimos
nocoes muito importantes sobre a teoria dos polindmios ortogonais, nomeadamente
nos primeiros dois capitulos. Apds termos adquirido conhecimentos sobre a teoria
geral dos polinémios ortogonais, debru¢gamo-nos no estudo dos trabalhos de A. Bran-
quinho, [9, 10]. Estes trabalhos ajudaram por um lado a consolidar temas ja vistos,
e por outro a aprender varios assuntos de grande importancia relacionados com a
teoria dos polinémios ortogonais. Posteriormente estudamos assuntos de grande im-
portancia no livro de E.M. Nikishin e V.N. Sorokin [46]. Neste livro referimos a
importancia dos capitulos 2 e 4, visto ser nestes que comecamos a adquirir conhe-
cimentos relacionados com a Teoria Construtiva da Aproximagao, nomeadamente o
problema de aproximacao de Padé e os problemas de aproximacao de Hermite-Padé.
Para uma melhor consolidacao dos temas que estudamos no livro atras referido, fre-
quentamos dois cursos leccionados pelo Professor W. Van Assche no Departamento
de Matematica da Universidade de Coimbra, e a disciplina de Teoria Analitica dos
Numeros na parte lectiva do programa do Doutoramento. Estes cursos e disciplina,
ajudaram a perceber melhor que a nocao de ortogonalidade de polinémios surge
de forma natural na resolucao do problema de aproximacao de Padé, e a nocao de
ortogonalidade multipla de polinémios surge também de forma natural na resolugao
dos problemas de aproximacao de Hermite-Padé. Assim, além de verificarmos que a
nocao de ortogonalidade multipla de polinémios surge na resolucao dos problemas de
aproximacao de Hermite-Padé, verificaAmos ainda que existe uma ligacao entre estes
problemas de aproximagao e a Teoria dos Numeros [6, 46, 51]. Como sabemos,
os problemas de aproximacao de Hermite-Padé foram introduzidos por Hermite na
demonstracao da transcendéncia do nimero e. Mas varias demonstragoes de tran-
scendéncia de constantes foram feitas recorrendo aos problemas de aproximacao de

Padé. Também a irracionalidade de algumas constantes pode ser feita recorrendo
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aos aproximantes de Hermite-Padé. Um exemplo disso, é na demonstracao da irra-

cionalidade de 72 feita por Legendre em 1974. Um outro exemplo, é na demonstracao
+0o0

1
da irracionalidade de ((3) = Z — feita por Apéry em 1977. A demonstragao da ir-
n

n=1
racionalidade destas constantes pode ser consultada na referéncia bibliografica [51].

Uma outra outra aplicacao dos problemas de aproximacao de Hermite-Padé é na
obtencao de férmulas de quadratura para integrais. Em determinadas aplicacoes é
necessario aproximar diferentes integrais com a mesma funcao, relativos a diferen-
tes medidas. Problemas deste tipo podem também ser resolvidos recorrendo aos

aproximantes de Hermite-Padé.

A partir deste momento, i.e., com vista a continuacao do estudo necessario para a
realizacao do trabalho a que nos propomos, ortogonalidade miltipla de polinémios,
estuddmos vérios artigos, entre os quais destacamos [22, 23, 43, 44, 54]. Foi nestes
artigos que tivemos conhecimento da nocgao de d-ortogonalidade de uma sucessao de
polinémios moénicos, coeficiente do termo de maior ordem igual a um, onde d é um
numero inteiro positivo. Apds o estudo destes artigos onde os assuntos principais sao
anocao de d-ortogonalidade de uma sucessao de polindmios moénicos e a apresentagao
de alguns resultados respeitantes a caracterizagoes destas sucessoes de polindémios

monicos d-ortogonais, damos inicio a elaboracao do nosso trabalho.

Apresentamos a seguir de uma forma geral o que vamos tratar em cada um dos

capitulos deste trabalho.

Organizacao do trabalho

No Capitulo I apresentamos a nogao de ortogonalidade muiltipla de polinémios dos
tipos I e II de uma sucessao de polindmios relativamente a um sistema de funcionais
lineares {u',..., u?} e multi-indice 7 = (ny,...,nq) € I C Zi, onde Z representa
o conjunto dos nuimeros inteiros. Na literatura podemos encontrar varios exemplos
de polinémios ortogonais multiplos [3, 4, 5, 7, 18, 20, 35, 40, 52]. Em 1935 J.
Favard [30] enunciou um teorema onde mostra que qualquer sucessao de polinémios
que verifique uma relacao de recorréncia a trés termos é uma sucessao de polinémios
ortogonal relativamente a uma func¢ao peso. No livro de T.S. Chihara [17] podemos

encontrar o resultado geral para funcionais lineares.
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Constatamos que uma sucessao de polindmios ortogonais multiplos nao verifica
necessariamente uma relagao de recorréncia com um numero finito de termos como
no caso das sucessoes de polinémios ortogonais, isto depende do conjunto de multi-

-indices associado.

Na literatura encontramos resultados relacionados com a caracterizacao de su-
cessoes de polindomios ortogonais multiplos de tipo II relativamente a um sistema de

funcionais lineares {u', ..., u} e multi-indice @ = (ny,...,ny) € Z, onde
T=1{(0,0,...,0),(1,0,...,0), .., (L1, ..., 1) (21, 1) (2,2,.,2),.. .},

que designamos por multi-indices diagonais. Uma das caracterizagoes das suces-
soes de polinémios ortogonais multiplos de tipo II para familias de multi-indices

diagonais, Z, é que estas verificam relagdes de recorréncia a (d 4 2)-termos, do tipo

d
By = Bui + ) ay B
k=0

Ao longo deste trabalho vamos considerar sucessoes de polinémios ortogonais multi-
plos de tipo I e tipo II relativamente a um sistema de funcionais lineares {u', ..., ud}
e multi-indice 7 = (n4,...,nq) € J, onde J representa um conjunto de multi-in-
dices mais geral, que vamos designar por multi-indices quase-diagonais. O nosso
objectivo principal neste capitulo consiste em mostrar que as sucessoes de polinémios
ortogonais multiplos de tipo II para familias de multi-indices quase-diagonais, 7,

verificam uma relagao de recorréncia a (s (d + 1) + 1)-termos do tipo

s(d+1)—1

S . n+s—1
z Bn - BnJrs + E an+s_1_an+sflfk'
k=0

Notemos que para s = d = 1, temos uma relagao de recorréncia a trés termos, i.e., su-
cessoes de polinémios ortogonais. Ver por exemplo o livro de T.S. Chihara [17]. Para
s=1led=2,3,---, temos uma relagao de recorréncia a (d+2)-termos, i.e., estamos
no caso diagonal. Ver por exemplo os trabalhos [22, 44, 54]. Terminamos o capitulo,
reescrevendo na forma matricial a relagdo de recorréncia a (s(d + 1) + 1)-termos,
obtendo-se uma relacao de recorréncia a trés termos, com coeficientes matriciais,

satisfeita por vectores de polinémios.

No Capitulo IT comegamos por apresentar algumas notagoes e nogoes algébricas

que vao ser tuteis ao longo do trabalho. Posteriormente, o nosso objectivo principal
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consiste em apresentar uma reinterpretacao matricial das condi¢oes de ortogonali-
dade multipla de tipo II de uma sucessao de polinémios monicos relativamente a
um sistema regular de funcionais lineares e familia de multi-indices quase-diagonais.
De forma analoga, damos uma reinterpretacao matricial das condigoes de ortogona-
lidade multipla de tipo I de um vector de polinémios relativamente a um sistema
regular de funcionais lineares e familia de multi-indices quase-diagonais. A seguir,
estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade de uma sucessao vectorial de
polinémios ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares e
um resultado de existéncia e unicidade de uma sucessao de polindémios matriciais

ortogonal de tipo I relativamente a um vector de funcionais lineares.

No Capitulo III vamos estabelecer resultados respeitantes a caracterizacao de
sucessoes de polinémios ortogonais multiplos de tipo I e II em termos de relagoes
de recorréncia a trés termos, ou seja, estabelecemos um teorema tipo Favard. Nas
referéncias bibliograficas [27, 28, 29, 37| podemos encontrar resultados relativos
a caracterizacao de sucessoes de polindmios ortogonais em termos de relagoes de
recorréncia. Provamos uma férmula de Darboux-Cristoffel satisfeita por sucessoes
de polinémios ortogonais multiplos de tipo I e II, tendo como referéncias [19, 21, 49].
Reencontramos os problemas de aproximacao de Hermite-Padé para fungoes matri-
ciais que mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz
tridiagonal por blocos. Encerramos o capitulo estabelecendo um resultado de carac-
terizagao para sucessoes de polindmios ortogonais multiplos de tipo I e II, em termos

da biortogonalidade relativamente a funcao resolvente.

No Capitulo IV estabelecemos um resultado de caracterizacao de uma sucessao de
polinémios ménicos ortogonais multiplos de tipo II classicos segundo Hahn, usando
a equacao funcional vectorial tipo Pearson. Este resultado permite obter outras car-
acterizagoes de uma sucessao de polindmios monicos ortogonais multiplos de tipo 11
classicos segundo Hahn, e ainda resultados relacionados com a caracterizacao de
polinémios ortogonais multiplos de tipo I. Deste modo, estabelecemos alguns re-
sultados que tém como casos particulares resultados que podemos encontrar nos
trabalhos dos autores, J. Van Iseghem em [54], K. Douak e P. Maroni em [22],
P. Maroni em [43, 44] ¢ A.I. Aptekarev, A. Branquinho e W. Van Assche em [4].



CAPITULO 1

Teoria geral da ortogonalidade multipla

Como referimos na introducao, os polinémios ortogonais multiplos surgem na
resolucao dos problemas de aproximacao de Hermite-Padé. Os polinémios orto-
gonais multiplos sao uma generalizacao dos polinémios ortogonais no sentido em
que verificam condicoes de ortogonalidade relativamente d € Z* medidas. Existem
assim dois tipos de sucessoes de polinémios ortogonais multiplos, tipos I e II. Vamos
iniciar o capitulo pela apresentacao das nocoes de polinémios ortogonais multiplos
de tipos I e II. Nos trabalhos [21, 39, 43, 54|, encontramos alguns resultados
relacionados com a caracterizacao de sucessoes de polinémios ortogonais multiplos
de tipo II para multi-indices diagonais. Constatamos que as sucessoes de polinémios
ortogonais multiplos de tipo II para multi-indices diagonais verificam uma relagao

de recorréncia a (d + 2)-termos, do tipo

d

2By =Buy1+ Y al By
k=0

Como ja referimos, neste trabalho vamos considerar sucessoes de polinémios orto-
gonais multiplos de tipos I e Il para multi-indices mais gerais que vamos designar
por multi-indices quase-diagonais. Vamos mostrar que as sucessoes de polinémios
ortogonais multiplos de tipo II para multi-indices quase-diagonais verificam uma

relacao de recorréncia a (s(d 4 1) + 1)-termos, do tipo

s(d+1)—1

S _ n+s—1
x Bn - BnJrs + g an_Q_s_l_an«#sflfk .
k=0

Assim, é dada uma interpretacao da relagdo de recorréncia a (s(d + 1) + 1)-termos
em termos da ortogonalidade multipla de polinomios. Posteriormente reescrevemos
na forma matricial a relacdo de recorréncia a (s(d + 1) + 1)-termos obtendo-se uma
relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais satisfeita por vectores

de polinémios.
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1. Ortogonalidade miltipla sobre R

Seja {u',...,u?} um sistema de funcionais lineares v/ : P — C com j = 1,...,d.
Fixemos o multi-indice ii = (ny,...,nq) € Z% e seja |ii] = ny + -+ - + ng.
DEFINIGAO I.1. Seja (A1, ..., Asq) um vector de polinémios onde grau de A ; é
quando muito n; —1. Dizemos que o vector de polindmios (Az 1, . .., Arq) € ortogonal
de tipo I relativamente ao sistema de funcionais lineares {u',... ,u} e multi-indi-
ce 1, se

d
> wl(amAp(x) =0, m=0,1,...[i] -2 (1.1)
j=1

No caso particular em que o sistema de funcionais lineares seja um sistema de

medidas positivas de Borel, u;, j = 1,...,d, temos que,

uj(xk):/xkd,uj, keNej=1,....d,
I

e as condigoes de ortogonalidade (I.1) podem ser reescritas como
d
Z/xkAm(x)d,uj(z) =0, k=0,1,...,|1] — 2.
j=171

DEFINIGAO 1.2. Um multi-indice 7 = (nq,...,nq) € Zi é dito normal para o
sistema de funcionais lineares {u', ..., u"} se para toda a solucdo (Aj 1, ..., Aiq)
nao trivial de (I.1) os polinémios Az ; tém grau igual a n; — 1. Quando todos os
multi-indices de uma dada familia sao normais dizemos que o sistema de funcionais

lineares {u',... u?} é reqular para esta dada familia.

DEFINIGAO 1.3. Seja {Pz} uma sucessao de polindmios onde grau de P; é quando
muito |77|. Dizemos que {Pz} € ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {u',... u?} e multi-indice 7, se
W (2™P;) =0, m=0,1,...,n;—1, j=1,...,d. (1.2)

Analogamente se o sistema de funcionais lineares é um sistema de medidas positivas
de Borel, pj, j =1,...,d, as condi¢oes de ortogonalidade (I.2) podem ser reescritas

CcOo1mo

/Pﬁ(x)zrkduj(x):O, k=0,1,...,n;—1, j=1,...,d
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DEFINIGAO 1.4. Um multi-indice i = (nq,...,nq) € Zi é dito mormal para o sistema
de funcionais lineares {u', ..., u"} se para toda a solucdo P; ndo trivial de (1.2), grau
de Py é igual a |77]. Quando todos os multi-indices de uma dada familia sdo normais
dizemos que o sistema de funcionais lineares {u',. .. ,ud} é regqular para esta dada

familia.

1.1. Sistemas de Angelesco.

DEFINIGAO 1.5. Um sistema de medidas positivas de Borel, {1, ..., uq}, onde su-
porte de p; é [aj,b;], j = 1,...,d, é dito de Angelesco se ]a;,b;[N]a;,b;[# @,

sempre que 7 # j.

Para um sistema de Angelesco todos os multi-indices sao normais. De facto, como
podemos constatar no resultado seguinte os polinémios ortogonais multiplos Pz tém

grau exactamente igual a |7i].

TEOREMA L.1. Seja {p1,...,pnq} um sistema de Angelesco. O polinémio Py orto-
gonal maltiplo tipo II relativamente a este sistema tem m; zeros simples em cada

intervalo [aj, b;] onde j=1,...,d.
DEMONSTRAGAO. Ver por exemplo [50]. [ ]

1.2. Sistemas algébricos de Tchebychev. Um sistema de T'chebychev, sobre

o intervalo [a, b, {¢1,..., s}, ¢ um sistema de n de fungdes linearmente indepen-
n

dentes tais que qualquer combinacao linear Z appr tem quando muito n — 1 zeros

em [a, b]. Isto tem-se quando, e s6 quando, =
[ oi@) eile) o () ]
det <P2(.1’1) 902(‘952) : 902(‘%) £0,
| Gu@1) eulen) o palon) |
para quaisquer pontos Ty, Zs, ..., T, € [a,b].
DEFINIGAO 1.6. O sistema de fungoes { f1, ..., fq} é um sistema algébrico de Tcheby-

chev (sistema AT) para o multi-indice 7 se cada fungdo f;, j = 1,...,d, é uma
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funcao de Markov sobre o mesmo intervalo [a, b] com a medida dy;(x) = w;(x)dp(x),

onde g ¢ uma medida de Borel com suporte infinito, e as funcoes w; sao tais que
n1—1 ng—1
{wy, zwy, ..., 2™ wy, .. we, xWe, .., 2T Wb
é um sistema de Tchebychev sobre o intervalo [a, b].

TEOREMA 1.2. Suponhamos que @i € um multi-indice tal que {f1,..., fa} € um sis-
tema AT sobre o intervalo [a,b] e também para todo multi-indice ni tal que m; < n;,
j=1,...,d. Entao Py tem |7i| zeros sobre o intervalo [a,b] e assim 7 € um multi-

-indice normal para o problema de aproximacao de tipo II.

DEMONSTRAGAO. Ver por exemplo [50]. n

Temos um resultado semelhante para o problema de aproximacao de tipo I.

TEOREMA 1.3. Suponhamos que 1 é um multi-indice tal que {f1,..., fa} € um sis-

tema AT sobre o intervalo [a,b] e também para todo multi-indice mi tal que m; < n;,
d

j=1,...,d. Entao ZAﬁJ’wj tem || —1 zeros sobre o intervalo [a,b] e i é um
j=1

multi-indice normal para o problema de aproximacdao de tipo I.
DEMONSTRAGAO. Ver por exemplo [50]. [

1.3. Sistemas de Nikishin. Seja ;; uma medida positiva de Borel sobre o

intervalo [a1,b1] C R e f1; uma fungdo de Markov associada a p, i.e., fi1(z) =

b
td
/ s (a:) A tuncao de Markov f;; ¢ dita um sistema de Nikishin de ordem 1.
o 2T

Um sistema de Nikishin de ordem 2 é um vector de fungoes de Markov { f12, fo2}

sobre o intervalo [ag, by] C R, tal que:

b P b o(x
ha) = [ 2D g = [ a2,

, Z— as z2—x

onde f1; é um sistema de Nikishin de ordem 1 sobre o intervalo [ai,b1] e [a1,b1] N

[CLQ, bg] = .

DEFINIGAO 1.7. Um sistema de Nikishin de ordem d é um vector de funcoes de

Markov {fi4, ..., faa} sobre o intervalo [a4, bs] C R, tal que:
ba d bg d
gz wg(z)
fa) = [P g = [ @21 o

4 Z—XT aq

onde {fi4-1,- .., fa—1.4-1} ¢ um sistema de Nikishin de ordem d—1 sobre o intervalo

[@d—1,b4-1] C R e [ag,bg] N [ag—1,b4—1] = 2.
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Para um sistema de Nikishin de ordem d todos os multi-indices 77 tais que
1§]<k§m:>nk§nj—i—1,
sao normais. Ver [12, 16, 26, 31].

2. Multi-indices diagonais

Nesta seccao apresentamos alguns resultados conhecidos na literatura relaciona-
dos com a caracterizacao de sucessoes de polindmios ortogonais multiplos de tipo II
para multi-indices diagonais, tais como, relacdo de recorréncia a (d + 2)-termos, in-
terpretacao em termos de teoria de operadores e ainda alguns resultados respeitantes
a caracterizacao de uma sucessao de polinémios ortogonal classica segundo Hahn.
Para um melhor conhecimento destes temas poderao ser consultadas por exemplo

as referéncias bibliogréficas [19, 21, 39, 43, 54].

2.1. Ortogonalidade multipla de tipo II. Consideremos o seguinte conjunto
de multi-indices, Z C Z‘i, dado por
Z =1(0,0,...,0),(1,0,...,0),...,(1,1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,2,...,2),...},
que na literatura sao conhecidos por multi-indices diagonais. Para cada n € N,
n=rd+k,onde k=0,1,...,d— 1 fazemos corresponder o multi-indice diagonal
i=(r+1...,r+Lnr...r),

g

k
pelo que existe uma correspondéncia biunivoca, i, entre os conjuntos Z C Z‘i e Zg

dada por, i(77) = |7i| = n.

Consideremos By polinémio ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de fun-

cionais lineares {u', ..., u?} e multi-indice 7. Vamos identificar, a partir de agora,
Bﬁ = B‘m = Bn.

LEMA L.1. A sucessdo de polindmios monicos { B,} onden = rd+k, k=0,1,...,d—
ler=0,1,..., € ortogonal de tipo Il relativamente ao sistema regqular de funcionais

lineares {u', . .. ,ud} e familia de multi-indices diagonais I se, e somente se,
wW(x'Brgyr) =0, i=0,1,...,r—1, 5=1,....d
Ua(l‘rBrd+k) :0, a = 1,...,]{3

uk—H (‘TTBMHJc) # 0.

DEMONSTRAGAO. Sendo a sucessao de polinémios ménicos, { B, }, onde n = rd+k,

k=0,1,....,d—1er = 0,1,..., ortogonal de tipo II relativamente ao sistema
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regular de funcionais lineares {u',... ,ud} e familia de multi-indices diagonais, Z,

ie.,

temos que,

{ W(ziBygy) =0, i=0,1,....r—1, j=1,,...,d

’U,a(l'TBTdJrk) = 0, o = 1, ey k.

k+1(

Resta mostrar que u"" " (2" B,41x) # 0. Suponhamos que,

wW(r'Brgyr) =0, i=0,1,...,r—1, 7=1,....d
uo‘(a:TBrd+k) = O, o = 1, .. .,k

Uk+1 (merHk) =0.

Entao o polinémio B,, verifica as condi¢oes de ortogonalidade do polinémio B,,,1,
o que entra em contradicao com a normalidade dos multi-indices. Deste modo,
W (2" Bygyr) # 0.

Reciprocamente, se

uj(wiBrd+k):0, i:O,l,...,T—l, ]:1,,d
u*(z"Bragsk) =0, a=1,... k,

e considerando que grau de B,, ¢ igual a n, pela normalidade de cada um dos multi-
-indices podemos concluir que B,, é ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {u', ..., u*} e multi-indice diagonal n. ]

2.2. Relacao de recorréncia a (d+2)-termos. Uma das caracterizagdes das
sucessoes de polinomios multiplos ortogonais de tipo II, relativamente ao sistema
de funcionais lineares {u',...,u"} e multi-indice diagonal, Z, é que estas verificam

uma relacdo de recorréncia a (d + 2)-termos.

TEOREMA 1.4. Seja {B,} uma sucessdo de polindmios mdnicos, ortogonal de tipo IT
relativamente ao sistema reqular de funcionais lineares {u', ..., u®} e multi-indice

diagonal Z. Entdo existem sucessoes (a,,_,) C C, k=0,1,...,d, tais que,

d
zB,(x) = Byyi(x) + Zaﬁ_an,k(x), n=dd+1,...
k=0

onde ay_, # 0 e By, By,...,Bg_1 dados.
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DEMONSTRAGAO. Ver por exemplo [54]. [

Vamos apresentar a nocao de uma sucessao vectorial de polindmios associada a
uma familia livre de polinémios ménicos.
DEFINIGAO L.8. Seja {B,} uma sucessao de polinémios ménicos. A sucessao {B,}
dada por

T
Bﬂ = [ Bnd e B(nJrl)dfl ] y neE Nu

é dita a sucessao vectorial de polinémios associada a {By,}.
TEOREMA L5. Seja {B,,} uma sucessdo de polindmios monicos. Entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

a) A sucessao de polinémios {B,} verifica a relagao de recorréncia a (d + 2)-

-termos dada por,
d
zB,(x) = Byyi(x) + ZaszBn_k(x), n=dd+1,...
k=0

onde a,,_,# 0 e By, By,...,By_1 dados.
b) A sucessao vectorial de polinomios {B,,} associada a sucessio de polinomios
{Bn} verifica a relagio de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de

ordem d X d dada por,
By, = aByi1+ B B + Ym Bme1, m=0,1,... (1.3)

com B_1 = 0g4x1 € By dado, onde

a;”mg 1
md+1 md+1
Apnd 1 1
d(m+1)—2 _d(m+1)—2 d(m+1)—2
Apnd A1 U Agimt1)—2 1
d(m+1)—1 d(m+1)-1 d(m+1)-1 d(m+1)—1
| Omad a1 0 Qgima1) -2 Pgimr1)-1
md md ]
0 0 ad(m—l) Apd—1
= y Tm = :
d(m+1)—1
1 -~ 0 altmt V)
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DEMONSTRAGAO. Tendo em conta a férmula de recorréncia a (d+2)-termos obtemos

a igualdade matricial dada por,

Bn Bn+d Bn Bn—d
x : =« : +8, : +7, : ;

Bria—1 Brtod-1 Brta— B,

onde os coeficientes matriciais «, ﬁn en, sao dados por:

- a/z 1 T
ap™aniy 1
B, =
anti? grd? a;”;ifﬁj 1
| a T aT  ai at |
0 0 ay_qg Uy,
o = ’ In -
1 .. 0 agtcll_l

Fazendo n = md obtemos a relagao de recorréncia a trés termos para os vectores de

polinémios {B,,} onde B, = [ Bug -+ Bini1)d-1 |*, m €N, dada por,
.T}Bm = CYBm+1 +ﬁmBm +’}/mBm71, m = O, 1,. ..

com B_; = 0451 e By dado onde os coeficientes matriciais sao dados por, 3, =

B

md

€ Ym =7,

md’

O reciproco ¢é imediato. m

2.3. Interpretacao em termos de teoria de operadores. A interpretacao
que apresentamos pode ser consultada na referéncia bibliogréfica [19]. Reescrevendo

a relagao de recorréncia (I1.3) na forma matricial, temos

By Oax1 By
Jm + =T )
Bm—l Od><1 Bm—l
Bm a6m+1 Bm
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onde,
fo «
M B «Q
I =
Ym—1 ﬁmfl «
i Ym B
Notemos agora que,
0 ... 0 Bimi1)a
aBm—l—l = :
r .- 0 Ba(m+2)-1
T
- [ Bumia 0 -+ 0
Sejam T miya, J = 1,. .., (m+1)d, tais que Buni1)a(Tj (m+1)a) = 0. Entao T (mi1ya,
j=1,...,(m+1)d, é um valor préprio da matriz J,,, m € N, de ordem (m+ 1)d x

(m+1)d.

2.4. Polinémios ortogonais miiltiplos classicos segundo Hahn. Os po-
linémios ortogonais classicos sao habitualmente enumerados como os polinémios,
de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. A sucessao de polindmios mé-
nicos {B,}, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular de funcionais
lineares {u',...,u} e familia de multi-indices diagonais, Z, diz-se cldssica sequndo
Hahn se a sucessao de polinémios {B,,,,/(n + 1)} é ortogonal de tipo II relativa-
mente a um sistema regular de funcionais lineares e familia de multi-indices diago-
nais, Z, [43]. Nesta seccao apresentamos alguns resultados conhecidos na literatura
relacionados com a caracterizagao de sucessoes de polinémios ortogonais cldssicos
segundo Hahn para multi-indices diagonais. De acordo com o Teorema 1.4 uma
sucessao de polinémios ménicos { B, } ortogonal de tipo II relativamente ao sistema
regular de funcionais lineares {u', u*} e multi-indice diagonal verifica uma relacio

de recorréncia do tipo,
Byys(2) = (v — ap(3) Busa(2) — apiiBura(x) — ap ™ By (),

onde,

Bo(z) =1, Bi(z) =2 —a) e By(x) = (z —aj)Bi(z) — a;.
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O resultado que apresentamos estabelecido pelo autor P. Maroni em [43] serd gene-

ralizado no Capitulo IV, para multi-indices quase-diagonais.

TEOREMA 1.6. Seja {B,} uma sucessdao de polindmios mdnicos, ortogonal de tipo IT
relativamente ao sistema reqular de funcionais lineares {u',u*} e multi-indice dia-
gonal, T. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) A sucessao de polindmios {B,} € classica sequndo Hahn.

b) Existem polindmios matriciais ® e VU verificando a equagao funcional vectorial

tipo Pearson

ut , u'
(@ ,[)+Y| | =02,
U u
onde,
o= | P gy <1, () £ (L), grou i <2
P10 P11
U —

0 1 ]
2(a2) ' Bi(x) —2ab(ad) |

2
Com ¢;j(x) = Zcm(v)m”, verificam-se as sequintes condigoes:
v=0

co(vn#1 , crolv)n#2(@d)™ , n=1,2,....

c) Eziste um inteiro 0 < p < 3, tal que,

n+1
By(zr)= Y &BYx), n=pp+1,...
v=n—p (14)
El’]":p’p—i—l, :_p#o,
onde BM(z) = (v+1)"'B) 1 (z), v="0,1,... . Quando p = 3,
Sla)m#L &lay) In#£2, n=12...
DEMONSTRAGAO. Ver [43]. [

O resultado estabelecido pelo autor de P. Maroni que apresentamos a seguir da-
-nos uma féormula de estrutura. Contudo, esta nao nos da uma caracterizagao como
a féormula de estrutura (I.4) do Teorema 1.6. Podemos constatar este facto nos
trabalhos [24, 25].
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TEOREMA 1.7. Seja {B,} uma sucessao de polindmios mdnicos, ortogonal de tipo IT
relativamente ao sistema reqular de funcionais lineares {u',u®} e multi-indice dia-
gonal, Z. Consideremos as sequintes afirmagoes:

b’) Existe um polindmio mdnico ¢ e um polinémio matricial U, tais que,

ul
9 :OQXD

(¢[ZQ

com grau ¢ < 3; grau \11” <2, (i,7) # (0,1), grau oy < 1.

) + ¥
u

Quando grau ¢ = 3:
A A
grau Woo =2 e grau Vi; = 2.
d) Eziste um inteiro 0 < p < 3 e um polindmio mdnico ¢, grau ¢ =t < p, tal

que,
n+t

¢(x) Bl (z) = Z AoBy(z), n=pp+1,...

v=n—p
dr=pp+1,...:§_,#0.

Entao, temos as sequintes implicacoes:

a) =>d) <V <b).

DEMONSTRAGAO. Ver [43]. [

No Capitulo IV vamos estabelecer dois resultados que generalizam a implicacao
b) = b') do Teorema L.7.

3. Multi-indices quase-diagonais

Nesta seccao comecamos por mostrar como construir os conjuntos de multi-
-indices quase-diagonais, 7, a considerar neste trabalho. A seguir, estabelecemos
um resultado que nos da as condi¢oes de ortogonalidade de tipo II de uma sucessao
de polinémios ménicos { B, } relativamente ao sistema regular de funcionais lineares
{u',. .. ,ud} e familia de multi-indices quase-diagonais, 7. Por fim, estabelecemos
um resultado que nos dé as condigoes de ortogonalidade de tipo I de um vector de
polinémios (A, 1, ..., A, q) onde o grau dos polinémios A, ; é igual a n; — 1 relativa-
mente ao sistema regular de funcionais lineares {u', ..., u?} e familia de multi-indices

quase-diagonais, 7.
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n=|a|1=(n,...,ng)
0 0,...,0)
1 (1,0,...,0)
i 0Lk
sd—11|(s,...,8,8s—1)

TABELA 1. Bloco Padrao

3.1. Ortogonalidade multipla de tipo II. Vamos mostrar como construir os
conjuntos de multi-indices quase-diagonais, J, a considerar neste trabalho. Para tal
comecemos por considerar blocos com sd elementos de Zi na tabela 1. Consideremos
os multi-indices (k},..., k%) onde i = 0,1,...,sd — 1 ordenados de acordo com as
seguintes condicoes:

.kzj—‘rlzkzj? i:0717"'75d_27 le”d’

o KT <K, i=0,1,...,5d—1, j=1,...,d—1;
d .

o > k=i i=01...,sd—1, j=1,...4d
j=1

; =1,2,...,d—1
° kid_lz S? ] .77 Y
s—1, 7=d.

Vamos identificar J, como o conjunto cujos elementos sao os de um qualquer dos

blocos apresentados na TABELA 1, i.e.,
Jo=4(0,...,0),(1,0,...,0),...,(s,...,s8,s —1)}.

Partindo de Jy obtemos sucessivos conjuntos mantendo o mesmo padrao que deno-

taremos por, J,, n € N, através da férmula:
TIn=To+n{(s,...,s)}, neN. (L5)

Desta forma, definimos os conjuntos de multi-indices quase-diagonais a considerar

neste trabalho:

*7:{\707\71""7t7n7"'}7 n € N.
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n | (ng,ns)
0| (0.0
1] (1,0)

TABELA 2. Bloco Padrao

Para s = 1 temos J, dado por,
Jo=1{(0,...,0),(1,0,...,0),(1,1,...,0),...,(1,...,1,0)},

cujos multi-indices designamos por diagonais.

Em cada um dos exemplos que apresentamos a seguir, ilustramos a construcao
dos blocos padrao possiveis, Jy, € os conjuntos de multi-indices quase-diagonais

obtidos a partir de cada um deles.

ExemMpPLO I.1. s = 1, d = 2. Vamos identificar por J, o conjunto cujos elementos

sao os do bloco padrao da TABELA 2, i.e.,

Jo = {(07 0)7 (17 O)}
Tendo em conta a férmula (I.5) os conjuntos, J,, n € N, sdo dados por:

Tn = Jo+n{(1,1)}
= {(n,n),(n+1,n)}.

ExXEMPLO 1.2. s = 2, d = 2. Seguindo o mesmo processo vamos identificar por 7

os conjuntos cujos elementos sao os dos blocos padrao da TABELA 3, i.e.,

Jo = {(an)a(17())7(171)7(271)}
Jo = {(070)7(1’0)7(270)7(271)}'

(1, m2)

(0,0)

(n1,m2)
(0,0)
(1,0) (1,0)
(1,1) (2,0)
(2,1) (2,1)

TABELA 3. Blocos Padrao

Wl |~ |ol 3
Wi~ o3
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n|(n,ne) | | n|(n,ny) | |n|(n,ne) || n|(n,n) | |[n|(ng,mn)
o 0,00 [[o] 0.0 [[o] 0,00 [[o] 0,00 |[0] (0,0
1) Loy |[1] Loy [[1] (1,o) |[1] (1,0) |[1] (1,0)
ol (L1 ||2] @0 ||2] @0 ||2] @y ||2] 20
31 @1 3] @v |[3] @v |[3] @1 ||3] 3,0
4 22 |14 G |14 @2 |4 61 |l4] 31
51 3.2 5] 3.2 5] 32 5] 3.2 |5 32

TABELA 4. Blocos Padrao

Usando a férmula (I1.5) os conjuntos, J,, n € N, obtidos a partir dos conjuntos Jy

sao respectivamente:

T Jo+2n{(1,1)}

= {(2n,2n),(2n+1,2n),2n+1,2n+1),(2n+2,2n+ 1)}

T = jo+2n{(1,1)}
= {(2n,2n),(2n+1,2n), (2n + 2,2n),(2n +2,2n + 1)}.

ExeEmpPLO [.3. s =3, d = 2.

Seguindo o mesmo processo vamos identificar por Jy os conjuntos cujos elementos

sao os dos blocos padrao da TABELA 4, i.e.,

Jo ={(0,0),(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,2)},
Jo ={(0,0),(1,0),(2,0),(2,1),(3,1),(3,2)},
Jo ={(0,0),(1,0),(2,0),(2,1),(2,2),(3,2)},
Jo ={(0,0),(1,0),(1,1),(2,1),(3,1),(3,2)} e
Jo ={(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(3,1), (3,2)}.

De forma idéntica os conjuntos, J,, n € N, obtidos a partir dos conjuntos J, atras

apresentados sao obtidos usando a férmula:

Tn = Jo+3n{(1,1)},
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obtendo-se em cada um dos casos,

Jn = {(Bn,3n),(3n+1,3n),(3n+1,3n+ 1),
(Bn+2,3n+1),(3n+2,3n+2),(3n+3,3n+2)}
In = {(Bn,3n),(3n+1,3n), (3n +2,3n),
(Bn+2,3n+1),(3n+3,3n+1),(3n+ 3,3n + 2)}
Jn = {(3n,3n),(3n+1,3n), (3n + 2,3n),
(3n+2,3n+ 1), (3n +2,3n +2), (3n + 3,3n + 2)}
Jn = {(Bn,3n),(3n+1,3n),(3n+1,3n + 1),
(Bn+2,3n+1),(3n+3,3n+1),(3n+ 3,3n + 2)}.
J. = {(Bn,3n),(3n+1,3n),(3n + 2,3n),
(3n +3,3n), (3n +3,3n+ 1), (3n 4+ 3,3n + 2)}.

Vamos identificar os vectores @ = (ng,...,nq) € Z‘i por n € Z§ visto que
para os conjuntos de multi-indices quase-diagonais, 7, existe uma correspondéncia
biunivoca, i, entre os conjuntos Zi e Z¢ dada por, i(7) = |7i] = n.

Consideremos, Bj, polinémio ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de

funcionais lineares {ul, . ,ud} e multi-indice 7i. Identificamos By = B = B,,.

ExEMPLO 1.4. Seja { B, } uma sucessao de polinémios ménicos, ortogonal de tipo II
relativamente ao sistema de funcionais lineares {u',u?} e multi-indice quase-diago-
nal 7, onde

Jo = {(070)7 (17())’ (2’0)7 (27 1)7 (27 2)? (3’2)}‘

Considerando a Definigao 1.3, vem

u'(By) =

u'(By) = 0, u'(zBy) =0

u'(Bs) =0, u'(xBs) = 0, u*(Bs) = 0

u'(By) =0, u'(zBy) = 0, u*(By) = 0, u*(zBy) = 0

u'(Bs) =0, u*(xBs) = 0, u*(Bs) = 0, u*(zBs) = 0, u'(2*Bs) = 0

u'(Bs) = 0, u'(xBs) = 0, u*(Bs) = 0, u*(xBg) = 0, u' (2*Bg) = 0, u*(x*Bg) = 0.

Os polinémios ménicos By, ..., Bg estao definidos pelas condig¢oes de ortogonalidade

em termos de

{u!, zut, 22t u?, ou®, 2y,
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ainda que estas condicoes de ortogonalidade aparecem com a ordenacao sugerida

pelo bloco padrao Jj
{ul, 2t u? ou®, 2%ut, 2y,

Definindo as funcionais lineares

vem

'U1<Bl) =0

v'(By) =0, v*(By) =0

Ul(Bg) = 0, UQ(B;;) = 0, Ug(Bg) =0

UI(B4) = 07 UQ(B4> = 07 Ug(B4> = 07 ,04(34) =0

01(35) == 07 ’U2<B5) == 0, U3(B5) == O, ’04(B5> == 0, U5(B5) =0

Ul(B6) = 0, U2(BG) = 0, Ug(Bg) = O, ’04(36) = O, U5(Bﬁ) = O, U6(B6') = 0.
Do mesmo modo os polinémios moénicos By, ..., By estao definidos pelas condigoes

de ortogonalidade em termos de

{u!, zut, 2?0t u?, ou?, 2%u?, 23ut ) otut, 2Pt 2, ot P},
ainda que estas condicoes de ortogonalidade aparecem com a ordenacao sugerida

pelo bloco padrao J

{u, out u?, 2u?, 2?0t 2%0?, 23ut ) otut o3 ot Pt P},

que podem ser escritas em termos das funcionais v', ..., v% como

3

{v', 02 0% vt 0?08 2t P?, 230, Pt 230P, 2P,

Mais concretamente

)=0

( )=0,a=1,2

(2% Bgx143) =0, a = 1,2,3
Bex144) = 0, v*(2°Bgx144) =0, a =1,2,3,4

(°Bgxi115) =0, a =1,2,3,4,5
v ((2°)' Bexaro) = 0,...,0°((2*) Bexaro) = 0,1 =0,1.
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Em geral podemos considerar n = 6r + k onde £ = 0,1,2,3,4,5er =0,1,..., e

obtemos as seguintes condicoes de ortogonalidade de tipo II dadas por

{v]’((zi”)"BﬁM):o, i=0,1,....,r—1, j=1,2,3,4,56 16)

v*((2°) Beryr) =0, a=1,... k.

Seja I' uma funcional linear definida em P e tomando valores em C°, ie., T :

P — C®, por

As condigoes de ortogonalidade (I.6) podem ser escritas de forma equivalente por

I'((23)'Beryr) = Ogx1, =0,1,...,7r =1
{ v*((x3) Bgrsx) =0, a=1,..., k.
Seguindo a mesma técnica para cada um dos conjuntos J, associados aos restantes
blocos da TABELA 4 obtemos um novo conjunto de funcionais lineares {v', v?, v*, v*,
v, v}, do tipo
{x9u":j=0,1,2, k=1,2},
tais que,

Jo — {(0,0,0,0,0,0), (1,0,0,0,0,0),...,(1,1,1,1,1,0)}.

Facilmente verificamos que os conjuntos de funcionais lineares a considerar sao:

{ul u?, zut, ou?, 2%ut, 22y,

{u!, out ) u?, 2%ut, ou?, 2%u?},

{u u?, zut, 2*ut, 2, 2*u?} e

{u!, 2ut, 22t u?, 2u?, 2.

2. Algoritmo de construcgao de funcionais. Consideremos a sucessao de
polinémios ménicos { B, }, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema de funcionais

lineares {u',...,u} e familia de multi-indices quase-diagonais dadas na Tabela 1.

j:{\%vjla"'aj’ru"'}) n € N.

1

Seja v! = u!, vl = 2¥-1u?, i =2,... sd — 1 onde j, para cada i, é definido univoca-

mente pela condi¢do k] = k_; + 1 e v* = 2° ', Portanto:

vie{af k=0,1,...,5s—1, j=1,2,...,d}, i=1,2,..., sd.
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TEOREMA 1.8. A sucessio de polindmios ménicos {B,} onde n = (sd)r + k, k =
0,1,...,sd—1er=0,1,..., € ortogonal de tipo II relativamente ao sistema reqular
de funcionais lineares {u', ... ,ud} e familia de multi-indices quase-diagonais J se,

e somente se,

J((xs)mBsd)Tﬂ) =0,m=0,1,....,r—1,j=1,...,sd

(1) Braayss) = 0, o = 1,.. i (L7)
o't (z%)" Bsa) r+i) 7 0,

[

onde as funcionais lineares v’, j =1,...,sd sdo definidos na Subseccao 3.2.

DEMONSTRAGAO. Consideremos o conjunto de multi-indices

Jo=1{(0,...,0),(1,0,...,0), ..., (kl,....,kH, ... (s,...,8,s — 1)}.
As funcionais lineares v',...,v*¢ sdo dados na Subseccdo 3.2. Verificamos que
ol 0t e {afud 0 < k< k:f —1,j=1,...,d}, parai = 1,...,sd. Usando
as condicdes de ortogonalidade do polinémio B; e multi-indice (k;, ..., kld) temos

que v/(B;) =0,j=1,....4,parai=1,...,sd.

Vamos obter as condicoes de ortogonalidade dos polinémios By, 2 =1,..., sd.
Consideremos o multi-indice (k},..., k%) + s(1,...,1) eseja j € {1,...,d} definido

univocamente pela condicao kf = k,{_l + 1. Temos que,
J kj_ +s _ kj_ T (S _ i(..8 _
W (%17 Bygyi) = 0 < a1/ (2°Bggyi) = 0 < v'(2° Bggri) = 0.

Pela estrutura crescente dos multi-indices, Bgg4.; cumpre as condi¢oes de ortogona-

lidade de By, ..., Bsii_1, Ou seja, isto é suficiente para identificar que,

Vv (Bgsayri) =0, j=1,...,sd
V¥ (2°Bsayri) =0, a=1,...,i

Fazendo o mesmo tipo de raciocinio temos que Bgg.y; verifica
i(,.ST
v (l’ B(sd)r—i—i) =0,

e portanto,
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Resta mostrar que v ((2°)" B(sayr44) # 0. Suponhamos que,

v ((2°)"Bsayr4i) =0, m=0,1,...,r—1, j=1,...,sd
v*((2°) Bsayr4i) =0, a=1,...,1
H—l (xs) B(sd T+l) = 0.

Entao o polinémio B, verifica as condi¢oes de ortogonalidade do polinémio B,,1; o
que entra em contradicao com a normalidade dos multi-indices. Assim,
UHl((zs)rB(sd)rJri) # 0.

Reciprocamente, se

{ Uj((m's)mB(sd)r-i-i) =0, m=0,1,....r—1, j=1,...,sd
v*((2%) Bsayri) =0, a=1,...,1,

e considerando que grau de B,, é igual a n pela normalidade de cada um dos multi-
-indices que implica a unicidade do polinémio ménico, B, é ortogonal de tipo II
relativamente ao sistema de funcionais lineares {u',... ,ud} e multi-indice quase-

-diagonal n. [ |

Seja I' uma funcional linear definida em P e tomando valores em C*¢, ie., T :
P — C*¢, por
T(P(z)):=[ v"(P(z)) ... v*(P(z))]", neN.

As condigbes de ortogonalidade (I.7) podem ser escritas de forma equivalente, por

F(($S>mB(Sd)T+i) = Osdxla m = O, 1, NN 1
v*((2°) Bsayr4i) =0, a=1,...,1 (L.8)
Ui+1(($S)TB(sd)r+i) # 0.

3.3. Ortogonalidade multipla de tipo I.

TEOREMA 1.9. O wvector de polinomios (Ana,...,Anq) onde o grau dos polind-
mios A, ; € igual a n; — 1 € ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular
de funcionais lineares {u', ... ,ud} e familia de multi-indices quase-diagonais J se,

e somente se,

O (A (@2 ) (@™) =0, m=0,1,... i -2,
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DEMONSTRAGAO. Sendo o vector de polinémios (A, 1,...,A4,4) onde o grau dos
polinémios A, ; é igual a n; — 1 ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular
de funcionais lineares {u', ..., u%} e familia de multi-indice quase-diagonais, 7, pela

Definicao 1.1 vem
d
> wl(@m Ay (x) =0, m=0,1,...[i] -2

Considerando a representagao para os polinémios A, ; dada por,

Z.TkAk s’

vem,

>l (am Ay(x)
j=1
d s—1
- Z uw (™ Z xkA,]zJ(xs))
j=1 k=0
d s—1
— Z w (AL (x%)aka™)
j=1 k=0
d s—1
o k s\ kg m o —
- ( (An,](x )'I U]))(ﬂf )’ 07 17 7|n| -2
7=1 k=0
Resta mostrar que,
d s—1
O D (A @)z ) (@) # 0
7=1 k=0
Suponhamos que
d s—1
O (AL (@)a*u)) (@™) =0, m=0,1,...,|ii] -2
j=1 k=0
d s—1
O (AL (@) u)) (1) = 0
7=1 k=0
Entao o vector de polinémios (A1, ..., A,q4) verifica as condigdes de ortogonalidade
do vector de polinémios (4,411, .., Ant1,4) € tendo em conta que n; < (n + 1);,
j=1,...,d. Assim, entramos em contradicao com a normalidade dos multi-indices.
Reciprocamente, se
d s—1
Z 2*)zhu?)) (™) =0, m=0,1,...,|7] -2,

TT
o

Jj=1



4. RELACAO DE RECORRENCIA A (s(d + 1) + 1)-TERMOS 21

e sendo grau de A, ; igual a n; — 1 pela normalidade dos multi-indices concluimos
que o vector de polinémios (A1, ..., A,q) ¢ ortogonal de tipo I relativamente ao

sistema de funcionais lineares {u', ..., u?} e multi-indice quase-diagonal n. [ ]

4. Relagao de recorréncia a (s(d+ 1) + 1)-termos

Uma das caracterizacoes das sucessoes de polinémios miltiplos ortogonais de
tipo II relativamente ao sistema de funcionais lineares {u',...,u?} e multi-indice

diagonal Z, é que estas verificam uma relagao de recorréncia a (d + 2)-termos.

Nesta seccao estabelecemos um resultado que mostra que uma sucessao de po-
linémios monicos {B,}, ortogonal de tipo II relativamente ao sistema regular de
funcionais lineares {u', ..., u?} e familia de multi-indices quase-diagonais, 7, verifica
uma relacdo de recorréncia a (s(d + 1) + 1)-termos do tipo,

s(d+1)—1

s _ n+s—1
x Bn - Bn+s + E an+5717]€Bn+s—1—k'
k=0

Reescrevendo matricialmente a rela¢ao de recorréncia a (s(d+1)+1)-termos obtemos
uma relagao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais satisfeita por

vectores de polinémios.

O processo que vamos usar na demonstragao do préximo resultado foi o utilizado
pela autora J. Van Iseghem no trabalho [54] para familias de multi-indices diago-
nais Z, i.e., s = 1. O trabalho da autora J. Van Iseghem [53] foi também 1til para

a demonstracao do resultado que vamos estabelecer.

TEOREMA 1.10. Seja {B,,} uma sucessdo de polindmios monicos, ortogonal de tipo II

relativamente a um sistema reqular de funcionais lineares {u', ..., u®} e multi-indice
quase-diagonal J. Entao existem sucessoes (aZIj:}_k) cC k=0,1,...,s(d+1)—1,
tais que,
s(d+1)—1
2°Bp(x) = Buys(z) + Z aZIzj_anH,l,k(x), n=sdsd+1,...
k=0
onde a!*1 £ 0 e By, By, ..., Bsa_1 sdo dados.

DEMONSTRAGAO. Como a sucessao de polindmios ménicos {B,} é uma base do

espaco vectorial P, para cada n € N, existe uma Unica sucessao (a}”s’l) C C, tal
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que:
n+s—1
B, = Bys + E a1 B,
n — H&n+s g 7

§=0
Substituindo n por sdr + k onde k = 0,1,...,sd — 1 er = 0,1,..., na igualdade

anterior, vem

sdr+k+s—1
stserrk - Bsdr+k+s = Z a’;dT+k+37lBj' (19)
=0
Seja, i = 0, 1,.... Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por (z*)
e aplicando a funcional linear I'; vem
sdr+k+s—1
F[(xs>l+1Bsdr+k] - F[($s)lBsdr+k+8] = Z aidr+k+87lr[(xs>13j]~
j=0

Pelas condigoes de ortogonalidade (I.8), temos que,

sd(i+1)—1
Osax1 = Z ajdr+k+s_11“[(xs)iBj] para 1 =0,...,7 — 2,
5=0
Seja i = 0, temos que,

sd—1

Osax1 = Z asHETT(By),

Jj=0
que nos conduz ao sistema de equagoes lineares na forma matricial:

v'(Bo) v*(Bo) -+ v*(Bo)
v*(By) -+ v*(B
[agdr+k+s—1 . aigi—lik—&-s—l] ( 1) ( 1) = 05d><1-
| USd(Bsd—l) 1
Usando,

v'(Bg) #0,...,0"(By_1) # 0,

temos que,

sdr+k+s—1 __ sdr+k+s—1 __
ag =0,...,a5, = 0.

Seja i = 1, temos que,

2sd—1

_ sdr+k+s—1 s
Osax1 = E a; I'(x Bj)a
j=sd
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que nos conduz ao sistema de equagoes lineares na forma matricial:

1 d
v (2°Bgg) -+ 0% (2°Bgg)
sdr+k+s—1 sdr+k+s—1 _
[asd T Qoggg g } - Osd>< 1.
sd(,.s
v (ﬂU Bstfl)
Usando,
1(,..s sd(,.s
v (2°Bgg) # 0, ..., 0°(2° Baga—1) # 0,
temos que,
sdr+k+s—1 __ sdr+k+s—1 __
asd —0,...,a25d71 = 0.
Continuando o mesmo processo obtemos:
sdr+k+s—1 __ sdr+k+s—1 __ . o
Ujsq =0, s O Y sd1 =0,7=2,...,r—1
Para i = r — 2, temos que,
(r—1)sd—1
o sdr+k+s—1 s\r—2
Osax1 = E a; F((,CL’ ) Bj)’
j=(r—2)sd
que nos conduz ao sistema de equagoes lineares na forma matricial:
asdr+k+s—1 sdr+k+s—1
(r—2)sd T Y(r—1)sd—1
1 s\r—2 sd s\r—2
v ((93' ) B(er)sd) T v ((QZ' ) B(er)sd)
X . = 0sd><1 .
sd s\r—2
v (%) " B-1)sa-1)
Usando,

Ul (xSB(r—Q)sd) 7& 07 s 7U8d<<xs)rizB(r—1)sd—1) ?é 07
temos que,
sdr+k+s—1 _ O, sdr+k+s—1 _ 0

a(r—2)sd ) a('r—l)sd—l

Considerando agora as condicoes de ortogonalidade escritas em (1.8) dadas por:

e tendo em conta a igualdade (1.9), verificamos que,

¢ [(xs)i+1Bsdr+k} —© [(ms)iBsdr—Hﬁ—s} _ O,
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parat=1r—1ea=1,...,k que nos conduz ao sistema equagoes lineares na forma
matricial:
asdr+k+s—1 asdr+k+s—1
(r—1)sd o Y(r=1)sd+k—1
1 s\yr—1 k s\yr—1
v ((2°)" B-1)sa) - 0" ((2°)" Br-1)sd)
X . = Ogax1-

Uk((xs)r_lB(r—1)5d+k—1)

Usando,
1 s\r—1 k s\r—1
v ((l’ ) B(r—l)sd) 7A 07 s U ((I’ ) B(r—l)sd—i—k—l) 7é 07
temos que,
sdr+k+s—1 __ sdr+k+s—1 __
a(r—l)sd - O’ : 7a(r—1)sd+k—1 = 0.
Temos assim:
sdr+k+s—1 __ L sdr+k+s—1
Qg = = O 1)sdrk—1 — 0.
Entao,
sdr+k+s—1
s sdr+k+s—1
x Bsdr—i—k - Bsdr+k+s + E aj Bj7
j=(r—1)sd+k
ie.,
s(d+1)—1
S _ n+s—1
X Bn - Bn+s + E an+s_1_an+sflfk7
k=0
o que termina a demonstracao deste resultado. ]

TEOREMA L.11. Seja { B, } uma sucessao de polimémios monicos. Entao as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

a) A sucessao de polindmios { B,} verifica a relagao de recorréncia a (s(d+1)+1)-
-termos dada por,

s(d+1)—1
2°By(x) = Buys(z) + Z aZii:LanJrs_l_k(qr), =sd,sd+1,...
k=0

onde a"**71 £ 0 e By, By, ..., Bs1 sdo dados.
b) A sucessao vectorial de polindmios {B,,} associada a sucessao de polindmios
{B.} verifica a relagdo de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de

ordem sd X sd dada por,

B (z) = af,’ld Bi1(x) + ﬁf,’ld B, (x) + yjjbd B_1(x), m=0,1,...
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com B_1 = 041 € By dado, onde os coeficientes matriciais af,;d, ﬁﬁ,;d e

dados respetivamente por:

1

sd(m+1)
sd(m+1)

sdm+s(d+1)—2

sd(m+1)
sdm+s—1 sdm—+s—1
sdm sdm—+s—1
sd(m+1)—2 sd(m+1)—2
sdm CLsdm+sfl
sd(m+1)—1 sd(m+1)—1
sdm sdm—+s—1
sdm+s(d+1)—2 sdm+s(d+1)—
L “sdm sdm—+s—1
sdm—+s—1
sd(m—1)

25

s,d

o 500

1

sdm+s(d+1)—2 1
sdm+s(d+1)—2

1

sd(m+1)—2 1

sd(m+1)—2 ’
sd(m+1)—1 sd(m+1)—1

a
sd(m+1)—2 sd(m+1)—1
2 sdm+s(d+1)—2 sdm+s(d+1)—2
sd(m+1)—2 sd(m+1)—1 A
sdm—+s—1

sdm—1

sdm+s(d+1)—2
sdm—1

DEMONSTRAGAO. Tendo em conta a férmula de recorréncia a (s(d+ 1)+ 1)-termos

obtemos a igualdade matricial dada por,

Bn Bn+sd Bn ansd
s __ sd s,d s,d .
T = a, + 5> +7 : :
Bn+sd—1 Bn+25d—1 Bn+sd—1 | Bn—l
onde os coeficientes matriciais ¢, Z’d e vi’d sao dados respectivamente por:
1
n+sd .
an-i—sd ’
: 1
n+s(d+1)—2 n+s(d+1)—2 1
| “'n+tsd n+s(d+1)—2 |
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n+s—1 n+s—1

an T a’nJrsfl 1

n+sd—2 n+sd—2 n+sd—2 .
a,, U a’nJrsfl U an—l—sd—Q 1 )

n+sd—1 n+sd—1 n+sd—1 n+sd—1

Qy, e Apis—1 T Ap 4 sd—2 Ayt sd—1
nts(d+1)—2 n+s(d+1)—2 . n+s(d+1)—2 n+s(d+1)—2

L ay, a’nJrsfl an+sd—2 an+sd—1 .
n+s—1 n+s—1
an—sd e Ap_1

n+s(1+d)—2
Ap_1
Fazendo n = msd obtemos a relagao de recorréncia a trés termos para os vectores
de polinémios {B,,} onde
_ T
By, = [ Bisa - B(m+1)sd—1 ] , meN,
dada por,
sB _ s,dB ﬁs’dB s,dB =0.1
iy m_am m+1+ m m+fym m717m_ P
com as condigoes iniciais B_; = 0441 € By dado onde os coeficientes matriciais sao
. s, d __ _s,d s,d __ 3s,d s, d __ _sd
dados respectivamente por o, = a, ", B" = ﬁmd e Y =7

O reciproco é imediato. [ ]



CAPITULO II

Interpretacao matricial da ortogonalidade multipla

Vamos iniciar este capitulo apresentando algumas nocoes algébricas que vao
permitir operar com os novos objectos apresentados no capitulo anterior. Poste-
riormente, damos uma reinterpretacao matricial das condigoes de ortogonalidade
miultipla de tipo II de uma sucessdo de polinémios monicos { B, }, relativamente ao
sistema regular de funcionais lineares {u',. .. ,ud} e familia de multi-indices quase-
-diagonais, J, dadas no Teorema 1.8. Analogamente, damos uma reinterpretacao
matricial das condi¢oes de ortogonalidade multipla de tipo I de um vector de poliné-
mios (A, 1, ..., Ayq) onde o grau dos polinémios A,, ; é igual a n;—1 relativamente ao
sistema regular de funcionais lineares {u', ..., u?} e familia de multi-indices quase-

-diagonais, J, dadas no Teorema I.9.

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparacao para submissao
(cf. [13]).

1. Teoria algébrica

1.1. Vectores de polinémios e polinémios matriciais. Consideremos a

familia de vectores de polinémios que denotamos por P*¢ dada por:
]P)Sd:{[Pl Psd]T:Pje]P)}v

que é um espaco vectorial para adicao de vectores de polinémios e multiplicacao de

um escalar em C por um vector de polinémios.

Denotemos por Mgxsq, 0 conjunto das matrizes quadradas de ordem sd X sd

com coeficientes em C. Seja {P;} a familia de vectores de polinémios dada por
Pj=[aid ... U1 )T jeN. (IL.1)
Seja {B,,} uma sucessao livre de polinémios e {B,} onde

Bn = [ and e B(nJrl)sdfl ]T> n e N7 (112)

27
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a sua sucessao vectorial de polinémios associada. Considerando a base candnica

de P para cada n € N existe uma tnica sucessao (b)) C C, i = 0,1,...,n, tal que,
B, (z) = Z bPx'. Assim,
i=0
[ nsd 7]
b;wdflfi
2 T [
(n+1)sd—1 n+1)sd—1 n+1)sd—1 sd—
pntsd=1 i b(() : b‘(sdq) .
L =0 i
nsd nsd n—1)sd
b(nfl)sd e bnsdfl fL’( Y
(n+1)sd—1 (n+1)sd—1 nsd—1
L b(n—l)sd bnsd—l xr
[ e
+ :
(n+1)sd—1 (n+1)sd—1 n—+1)sd—1
L bnsd Tt b(nJrl)sdfl I( =
Entao,
Bn - Bjn Pj, B;J S Msdxscb (113)
§=0
onde os coeficientes B}, j = 0,1,...,n estao univocamente determinados.

OBSERVAGAO . Constatamos que para uma sucessao livre de polinémios {B,}, a

matriz B] em (I1.3) é triangular inferior e regular.

DEFINIGAO I1.1. O polinémio matricial P, de grau igual a n e de ordem N é uma

matriz cujas entradas sao polinémios de variavel complexa, dado por

pu(t) - pin(t)
P.(t) = S :
(t) (IT.4)
pnvi(t) - pan(?)
= A"+ A, "+ 4+ A,
Ap, Ay, ... A, € CV*N e A, é uma matriz regular.

DEFINIGAO I1.2. A sucessao de polinémios matriciais {P,} onde P, é para cada
n € N um polinomio matricial de grau n, é dita uma sucessao livre de polinomios

matriciais.
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Tendo em conta (I1.1) temos que P; = (2*¥)7Py, j € N. Deste modo,
B, = V,(2*)) Py,

onde V,, é o polinémio matricial de grau n e ordem sd, dado por

VTL(x) = Z B;’lmj7 Bjn € Msdxsd-

=0
1.2. Vector de funcionais.

DEFINICAO IL.3. Sejam v’ : P — C com j = 1, ..., sd, funcionais lineares. Definimos

1 sd]

o vector de funcionais U = [ v' --- v* |7, actuando em P*? e tomando valores

€m Mstsda por:

W

onde significa o produto simbélico dos vectores U e P

O vector de funcionais U anteriormente definido é linear. De facto:

e Sejam P, Q € P*’. Temos:

[ oM P+ Q) - P+ Q)
UP+Q) = : - :
Ul(Psd + Qsd) e USd<PSd + QSd)

[ vi(P) - (P v Q1) - v (Qu)
— : . : + : . :

L Ul<Psd) e USd(Psd) Ul(@sd) T USd(QSd>
= U(P)+U(Q)

Assim,

UP+Q) =UP)+U(Q), VP, QeP
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e Scja A € Myyysq € P € P*L Temos:

a1 P+ -+ + a15qPsa
UAP) =U( : )
asdlpl + -+ CLsdsclPscl

vHan P+ 4 a1saPog) o0 v an P4 -+ arsaPea)
L Ul(asdlpl + -+ asdsdpsd) e USd(asdlpl + -+ asdsdpsd)
ail  cc Glsd UI(P1) cee USd(Pl)
L Agdl  *°*  Qgdsd Ul(Psd) e USd(Psd)
— AU(P).

Assim,

UAP) = AUP), ¥ AE Myyea e ¥ PP

1.3. Operagoes com vectores de funcionais lineares.

!
DEFINIGAO I1.4. Seja A= Z Ay, 2" um polinémio matricial de grau I onde A, €

k=0
Mixsqa € U um vector de funcionais lineares. Definimos o vector de funcionais

lineares, produto a esquerda de & por um polinémio ;1, e denotamo-lo por AU , a
aplicacao de P*? em M4y ,q, definida por:
!

(AU)(P) = (AUPT)" =" (" U)(P).(A)".

k=0

O vector de funcionais AU anteriormente definido é linear. De facto:

e Sejam P, Q € P*. Temos:

(@ U) (P + Q).(A)"

MN

(AU)P + Q) =

o
[en]

= D (@ U).(P+ Q") (A"

B
Il
=)
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l

= Y (P+Q).(e"u)" (A"

= D P.EU(A)T+ Y Q.U (A)T

Assim,
(AUY(P + Q) = (AU)(P) + (AU)(Q), ¥V P,Q € P
e Seja B € Mygysq € P € P Temos:

(AU)BP) = > (@*U)(BP).(A)"

k=0
l

Assim,

(AU)(BP) = B(AU)(P), ¥V B € Mygpsa ¢ PP

DEFINICAO IL.5. Seja U um vector de funcionais lineares e P € P*?. Definimos a
deriwada, D, do vector de funcionais lineares, U, que denotaremos por DU, actuando

em P*¢ e tomando valores em Mgy sq, POI:

Dv'(P) -+ Dv(P)
DU(P) = : : = —U(P').
Dv'(Py) -+ Dv*Y(Py)
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O vector de funcionais lineares D U/ anteriormente definido é linear. De facto:

e Sejam P, Q € P*’. Temos:

DUP+Q) = —-U(P+Q))
= —UP)+uUQ))
= —U(P)-U(Q)
— DU(P)+DU(Q).

Assim,
DU(P+Q)=DU(P)+DU(Q), VP,Qc P
e Seja A € Myyysqg € P € P*L Temos:

DU(AP) = —U(APY
— —AUP)
= A(-UP)
— ADU(P).

Assim,

DU(AP)=ADU(P), VA€ Myyxsa ¢ PP

1.4. Nogoes sobre teoria da dualidade. Denotaremos por P* o espago dual
de P, i.e., o espago vectorial das aplicagoes lineares definidas em P e tomando valores
em C. Recordamos a funcional linear de Dirac no ponto ¢ € C, denotada por o,
definida por é.(p(z)) = p(c), Vp € P.

DEFINIGAO I1.6. Seja {B,} uma sucessao de polinémios ménicos. Dizemos que a
sucessdo de funcionais lineares {L,,}, onde L, € P* é a sucessio dual de {B,}, se

L(B,) = 6mm, myn € N.

(o]
Se v € P* temos que v = Z%Lz‘ onde a; = v(B;), i € N. Deste modo se v € P*

=0
-1

satisfaz v(B;) = 0 para i > [ entdo v = Z o; L.
i=0
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DEFINIGAO I1.7. Seja {L,,} uma sucessao de funcionais lineares onde L, € P*. A

sucessao {L,,} dada por
'Cm = [ Lmsd e L(m+l)sd71 ]T> m &€ N, (115)

é dita a sucessao de vectores de funcionais lineares associada a {L,,}.

Tendo em conta a Defini¢ao I1.3 vem:

Lipsa(Bpsa) ==+ Lgnt1)sa—1(Busa)

L(By) = : , .
Lysi(Bnitysa—1) - Lm+1)sa—1(Bmnt1)sd—1)

DEFINIGAO IL.8. Seja {L,,} a sucessdo de funcionais lineares duais com respeito

a sucessao de polindmios {B,}. Seja {B,} uma sucessao vectorial de polindmios.

Dizemos que a sucessao de vectores de funcionais lineares {L,,} definida por (IL.5)

¢ a sucessao dual de {B,}, se

‘Cm(Bn) = sd><sd5m,n7 m,n e N.

Se V é um vector de funcionais lineares existe uma tinica sucessao (\,;) C M gxsd,
tal que:
[o.¢]
V=Y ML, onde (A\,)" =V(B,), neN.

n=0

Deste modo se V(B,,) = Osgxsq para n=1,1+1,..., entdo

-1
V=> ML
n=0

ExempLO II.1. Seja {4,,} uma sucessdo de vectores de funcionais lineares, onde
T

(smd)
% , m€EN,

(smd)!

6[()sd(m+1)—1)

(sd(m + 1) — 1)

0, = (_1)5md (_1>sd(m+1)—1

em que {5(()k)} ¢ a sucessao delta de Dirac. Tendo em conta a nogao de derivada de

uma funcional, vem
65" () = (—1)™m(m — 1)(m —2) ... (m —n + 1)d(a™ ™).
Sendo do(z™™™) o valor da func¢do no ponto zero, i.e, dy(p) = p(0), vem

0, se n>m
5 (2™ = (=1)"n!, se n=m

0, se n<m.
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Assim,
5(”)
(—1)" 2= (2™) = Spm, m,n € N.
n! ’
Pela Definicao I1.3 vem
Toaxs , m=] .
bn(Py) =4 T e,
Ostsd) m 7é J

ie.,
6m<’P]) = lsdxsd 5m,j, m,j € N.

Ent&o a sucessao de funcionais lineares vectoriais {4,,} ¢ a sucessao dual de {P;}.

2. Interpretacao matricial da ortogonalidade miiltipla de tipo II

O objectivo principal desta seccao consiste em apresentar uma reinterpretacao
matricial das condicoes de ortogonalidade multipla de tipo II de uma sucessao de
polinémios monicos {B,} relativamente ao sistema regular de funcionais lineares

{ul,. .. ,ud} e familia de multi-indices quase-diagonais, J, dadas no Teorema I.8.

2.1. Multi-indices diagonais.

TEOREMA IL.1. Uma sucessao de polinémios monicos { By, }, € ortogonal de tipo IT
relativamente ao sistema reqular de funcionais lineares {u', ..., u®} e familia de

multi-indices diagonais I se, e somente se, a sucessao vectorial de polinomios asso-
ciada {B,,} dada por (11.2) verifica:

i) (@ U)(Bn) = Osaxsas k=0,1,...,m—1 (IL.6)
i) (" U)(B) = A, |

ondeU =[u' - u?]' e, éuma matriz triangular superior reqular de ordem

d x d.
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DEMONSTRAGAO. Pela Defini¢ao I1.3, vem

xFul !
(ka{)(Bm) = ; Buna -+ Bany1)d-t
xFud
[ ul(kamd) ce ud(kamd)
W@ Ba) e w0 B )

Usando as condigoes de ortogonalidade do Lema 1.1, temos as condigoes (I1.6), e

reciprocamente. [

2.2. Multi-indices quase-diagonais.

TEOREMA I1.2. Uma sucessao de polinomios maonicos { By, }, € ortogonal de tipo II
relativamente ao sistema reqular de funcionais lineares {u', ..., u’} e familia de

multi-indices quase-diagonais J se, e somente se, a sucessao vectorial de polinomios
associada {B,,} dada por (11.2) verifica:

i) () U)(Bp) = Ogaxsas k=0,1,....m—1

i) ((2°)"U)(B) = A, (L7)

onde U = [ o' - )T, 07§ =1,...,5d sdo definidos na Subseccio 3.2 do

Capitulo I, e A, é uma matriz triangular superior reqular de ordem sd X sd.

DEMONSTRAGAO. Pela Defini¢ao I1.3, vem

($S)kvl T
((Is)ku)(5m> = [ Bmsd ot B(m+1)sd—1 ]
(.’L’S)k’USd
- Ul((ffs)kBmsd) . Usd((xs)kBmsd>
L v ((2°) Bmarysa—1) -+ (@) Bimg1ysa-1)

Usando as condigoes de ortogonalidade do Teorema 1.8 temos as condigoes (I1.7), e

reciprocamente. [
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DEFINIGAO I1.9. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios onde cada B,, =

[Bmi -+ Bmsd', m €N, tal que B, = Z B{"P; onde B" € Mgxsa € o vector de
=0

1

funcionais lineares U = [ v v*® )7, Dizemos que {B,,} € ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U se

i) ((xs)ku)(b)m) = Osgxsa, £=0,1,...,m—1

i) ((2°)"U)(Bp) = A, (IL8)

onde A,, é uma matriz de ordem sd x sd e regular.

LEMmA II.1. Seja B, = ZBJij onde BY* € Maxsa- Se a matriz By} € regular
j=0
entdo o conjunto de polindmios {B, 1, ..., Bmsi} € linearmente independente.

DEMONSTRAGAO. Pretendemos mostrar que o conjunto de polinémios { By, 1, .. .,
Binsa} € linearmente independente para B)! matriz regular. Sejam «; € R, i =

1,2,...,sd, tais que

ale,l + -+ OésdBm,scl = 07

ie.,
Bm,l
[y sa | =0
Bm,sd
Ou seja, aB,, =0, com
a=lag ... a)
Assim,
a) BI'P; =0,
j=0
ie.,
> aBI"P; =0.
§=0
Usando a independéncia linear do conjunto {1, ... ,x(m“)“)’d’l}, vem

aB"=0, j=0,1,...,m.

Se B é uma matriz regular entao o = 0; 44, cOmo queriamos mostrar. ]
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LEMA I1.2. Seja {B,,} uma sucessio vectorial de polindmios onde cada B, =

[ Bni -+ Bmsd 1T, m eN, tal que B, = ZB;”Pj onde B]" € Mgaxsa- Se By,
§=0

€ uma matriz regular, para todo m € N, entao o conjunto de polindmios { B, ;,j =

1,...,sd,m € N} € linearmente independente.

DEMONSTRAGAO. Para mostrar que o conjunto de polinémios {B,, ;,j = 1,...,sd,m €
N}, é linearmente independente para B]" matriz regular, m € N, é suficiente provar
para cada m € N que o conjunto de polinémios { By ;},j =1,...,sd,k=0,1,...,m

¢ linearmente independente. Sejam

o = |:a1 asd:|7 O(ZER

B = |6 - Bu| BeER
vo= |:71 'st:|7 ’}/ZER
Temos
sd sd sd
Z o; By + -+ Z BiBm-1 + Z YiBmi =0,
i=1 i=1 i=1
aBy+ -+ BBn-1+ By =0,
a(ByPo) + -+ BBy Po+ -+ BTy Pont) + 1By Po + -+ + BiPm) = 0,
(@Bg + -+ BBy +Bg ) Po+ -+ BBy +yBp_1) Pt + 7B P = 0.
Usando a independéncia linear do conjunto {1,z, ... ,:E(m“)s‘l_l}, vem

(B4 -+ BB+ 4B =0

ﬁBZEii +9B,, 1 =0

| 7Bn =0.
Usando a regularidade das matrizes BY,..., B™ obtemos que ¥ = Oixsq, 3 =
O1xsdy---s@ = O1xsq¢ € portanto o conjunto polinémios {By;,j = 1,...,sd,k =
0,1,...,m}, é linearmente independente. [ ]

DEFINIGAO I1.10. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios onde B,,, = [Bn 1

m
- Bm.sa)', m € N, tal que B, = Z BJ"Pj onde B" € Maxsq- Dizemos que {B,, }
5=0
¢ uma sucessao livre se B] é uma matriz regular para m € N.
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LEMA I1.3. Seja {B,,} uma sucessio vectorial de polindmios, ortogonal de tipo IT
relativamente ao vector de funcionais linearesUd. Consideremos Q,, = Cp, B, m € N
onde C,, sao matrizes requlares de ordem sd x sd. Entao {Q,,} € também ortogonal

de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U.

DEMONSTRAGAO. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios ortogonal de

tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U, i.e.,
(@)UY (B) = Anbim, k=0,1,...,m, m€EN,
onde A,, é uma matriz regular de ordem sd x sd. De
(@)UY Brm) = (") U)(Cn) ™' ConBrn)
= (Ca) (@) U)(CriBrm)
(

= (Cm>_1 (xs)ku)(gm)>

vem
(Co) (@)UY (Qm) = A, k=0,1,...,m, meEN,
logo
((z*)*U)(Qm) = CoDSpm, k=0,1,....m, m€N,
onde C,,A,, é uma matriz regular de ordem sd x sd. Assim, a sucessao vectorial
de polinémios {Q,,} é ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais

lineares U. ]

ExEMPLO I1.2. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios, ortogonal de tipo II
relativamente ao vector de funcionais lineares U e {gm} uma sucessao vectorial de
polinémios com B,, = (By) 'B,,, m € N, onde a matriz B ¢ tal que By = By Py. A
sucessao vectorial de polinémios {gm} ¢ também ortogonal de tipo II relativamente
alUl. De facto, sendo {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios ortogonal de tipo IT

relativamente ao vector de funcionais lineares U, temos que,
(@)UY (B) = Anbim, k=0,1,....m, m¢EN,
onde A,, é uma matriz regular de ordem sd X sd, i.e.,
() U)(B) = (BY) ' Apbm, k=0,1,...,m, meN,

onde (BJ)'A,, é uma matriz regular de ordem sd x sd. Assim, a sucessdo vectorial
de polinémios {B\m} é ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais

lineares U.
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ExeEMPLO I1.3. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios, ortogonal de tipo IT
relativamente ao vector de funcionais lineares U e {Bm} uma sucessao vectorial de
polinémios com B,, = A-'B,,, m € N. A sucessio vectorial de polinémios {B,,}
¢ também ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U.
De facto, sendo {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios, ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U, vem
(@) U)(By) = Andgm, k=0,1,...,m, m €N,
onde A,, é uma matriz regular de ordem sd x sd, i.e.,
((2)*U)(Bp) = Laxsa Okm, k=0,1,...,m, meN,
logo a sucessao vectorial de polinémios, {l’;’m}, ¢ ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U.

3. Interpretacao matricial da ortogonalidade miiltipla de tipo I

O objectivo principal desta secgao consiste em, apresentar uma reinterpretacao
matricial das condigoes de ortogonalidade multipla de tipo I, de um vector de poli-
nomios (A, 1,...,An,q), onde o grau dos polinémios A, ; é igual a n; — 1 relativa-
mente ao sistema regular de funcionais lineares {u', ..., u%} e familia de multi-indices

quase-diagonais, J, dadas no Teorema I1.9.

3.1. Multi-indices diagonais.

TEOREMA I1.3. O wector de polindmios (Ana, ..., And), onde o grau dos polind-
mios A, ; € igual a n; — 1, € ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular de
funcionais lineares {u’', ... ,ud} e familia de multi-indices diagonais T se, e somente
se,

i) (GE(x)U)(P;) = Ogxa, j=0,1,...,n—1 (11.9)

ii) (G (2)U)(Py) = Sy,
ondeU = [ u' - ", S, € uma matriz triangular inferior de ordem d x d
reqular e

And—i—l,l(x) A(n—i—l)d,l(x)
Gn(z) = : : , neN.

Andﬂ,d(I) A(n+1)d,d($)
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DEMONSTRAGAO. Temos que,

(Gr@U)(Py) = (Gr)U)P;)"

= PU" G, ()
Ap Aua
An Ada
onde,
d
Ay = (ZAnd+1 k(T)u )($Jd>
k=1

d
An = O Aparip(@)u®) (@00
d .
Ag = Z Appynyap(z)u®) (277
=1

d
A = (Y Apenas(@)u) (@041,
k=1

Usando as condigoes de ortogonalidade do Teorema 1.9 temos as condigoes (I1.9), e

reciprocamente. [

3.2. Multi-indices quase-diagonais.

TEOREMA I1.4. O wvector de polinomios (Ana,...,Anq) onde o grau dos polind-
mios A, ; € igual a nj —1, € ortogonal de tipo I relativamente ao sistema regular de
funcionais lineares {u', ..., u’} e familia de multi-indices quase-diagonais J se, e

somente se,

i) (Gu(@*)"U)(P)) = Osixsas §=0,1,...,n—1

(I1.10)
i) ((Gu(@*)"U)(Py) = S,
onde U = | v 1" com
1 1 s s—1,.1 sd+s—1 d sd s—1,.d
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Sy, € uma matriz triangular inferior de ordem sd X sd reqular e

A25d+1,1(373) T Agd(n—i-l),l(xs)
AZ;%HJ@S) T Azc;(11+1),1(x8)
Gn(z®) = : : , neN.
Agsd—l—l,d(xs) T Agd(n+1),d($s)
i Afzgc}-kl,d(xs) T AZ;(11+1),d(xS> i

DEMONSTRAGAO. Temos que,

(Gu(@))'U)(P;) = ((Gn(@)U)P})"

= P,U" G, (z*)
Biy -+ B
Bsdl Bsdsd
onde,
d s—1
Bu = ()Y (Al @)z ) (@)
7=1 k=0

Bsdl - (Z

7j=1 k=0
d s—1
Biaa = O (Alyi,(@)abu?)) (2
j=1 k=0
d s—1
Bsisa = (Z (A’;d(nﬂ),j(xs)xku]))(x(jH)Sdil)-
j=1 k=0

Usando as condigoes de ortogonalidade do Teorema 1.9 temos as condigdes (I1.10),

e reciprocamente. [
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OBSERVACAO . No Teorema I1.4 podemos considerar o vector de funcionais lineares
U=U-= [ob oo ¢ )T 07§ = 1,...,5d sdo definidos na Seccdo 3.2 do Ca-
pitulo I. Nesse caso, estariamos a realizar uma reordenacao por filas do vector de
funcionais U considerado no teorema, e para obter o correspondente G, @n, devemos
realizar a mesma reordenagao por colunas do polinémio matricial G,, considerado

no teorema.

DEFINIGAO I1.11. Seja {G,,} uma sucessao de polinémios matriciais onde G,, é para

n
cada n € N um polinémio matricial com G, (z) = Z Gra®, G € Mgxsq € 0 vector
k=0
de funcionais lineares U = [ v' ... v* ]*. Dizemos que {G,} é ortogonal de tipo I

relativamente ao vector de funcionais lineares U se

i) ((Gu(x*)U)(P;) = Osaxsas 7=0,1,....,n—1
i) ((Ga(z))U)(Py) = Sn,

onde S,, ¢ uma matriz regular de ordem sd X sd.

(IL.11)

LeEMA I1.4. Seja {G,} uma sucessio de polinémios matriciais ortogonal de tipo I
relativamente ao vector de funcionais lineares U. Consideremos &, (x) = Gp(x)F,,
n € N onde F, sao matrizes requlares de ordem sd x sd. Entao a sucessao de
polindmios matriciais {€,} € também ortogonal de tipo I relativamente ao vector de

funcionais lineares U.

DEMONSTRAGAO. Seja {G,} uma sucessao de polindmios matriciais ortogonal de

tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U, i.e.,
(Gn(@*)TU)(P;) = Spbm, k=0,1,...,n, n €N,

onde 5, é uma matriz regular de ordem sd x sd.

De
(Gu(@®)TU)(Py) = (G (e U)P)T
= P;U" G, (2*)
PiU" Go(2*) Fo(F) ™
= PUT(Gu(e) ) (Fa) !
= ((Gn(xs)fn)Tu)(Pj> }—n)_l
= (& (@)UY (P (Fa)
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vem
(Ex (@ WU)(P)(Fo) " = SnOkn, k=0,1,...,n, n€eN,
logo,

(gg(xs)u)('pj) =S50 Fndkn, k=0,1,...,n, neN,

onde S,, F,, ¢ uma matriz regular de ordem sd x sd. Assim, a sucessao de polinémios
matriciais {&,} é também ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais

lineares U. ]

4. Regularidade de um vector de funcionais lineares

Apresentamos um resultado de existéncia e unicidade de uma sucessao vectorial
de polinémios ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares .
Introduzimos as nocoes de momentos e matrizes de Hankel por blocos associadas ao

vector de funcionais lineares U.

DEFINIGAO I1.12. Definimos os momentos de ordem j associados ao vector de fun-

cionais lineares (z°)"U, por:

Uy = (") U)(Py)

1(,.jsd+ks .. sd( .jsd+ks
v (@) v @) (I1.12)
= : : , J€N.
n (x(j+1)sd+k371) . Usd(l,(jJrl)sdJrksfl)
DEFINIGAO I1.13. Definimos matrizes de Hankel por

ug U
H, = e , mée N, (I1.13)

us ouym

onde L{f sao momentos de ordem j associados ao vector de funcionais lineares (z°)*U
dados por (I1.12).

DEFINIGAO I1.14. O vector de funcionais lineares U é dito regular se det H,, # 0,
m € N, onde H,, é dado por (I1.13).
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TEOREMA I1.5. Seja U um vector de funcionais lineares. Entao U € regular se, e
somente se, dada A,,, m € N, sucessao de matrizes requlares existe uma unica Su-
cessdo vectorial de polindmios livre {B,,} onde By, =[ By -+ Bmsa | »m €N,
tal que

i) ((2*)*U)(B) = Osaxsa, k=0,1,...,m—1

it) ((@°)"U)(Bm) = A,

ou seja, {B,,} € ortogonal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares U.

DEMONSTRAGAO. Seja {B,,} uma sucessdo vectorial de polindmios onde B, =
[ Bni -+ Bumsd ¥, m € N, tal que B,, = ZB}”’PJ» onde B € Mgxsa. Pelas

=0
condigoes de ortogonalidade (I1.8) a sucessao vectorial de polinémios {8,,} é ortogo-

nal de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares i se parak =0, ..., m—1

(@) U)Bn) = ((:cs)’“u)(ZB;%Pj)
- ZBT((xS)kU)(Pj) = Osdxsd;

e para todo m € N,

(@) "U)(Bm) = ((xs)mu)(z Bj"P))

= Y BM(@")"U)(P)) = An. (I1.14)
j=0
Matricialmente temos,
Uy Uy
ng T B;Z . = Osdxsd e Osdxsd Am .
u% U

Supondo a regularidade do vector de funcionais lineares U, vem

[B(’)n Bg}:[osdxw Ostsd Am
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Portanto,
up ur 1 Py
B, = [ Osaxsa *+ Osdaxsda Am ] R : : (I1.15)
Uy, Uy, Pun

definido de maneira univoca. Tomando m = 0 em (I1.14), temos
BiUy = Ay.

Usando a regularidade das matrizes Uj e Ay temos que By é uma matriz regular.

Analogamente, tomando m = 1 em (I.14), temos
By Uy + Br Uy = Osaxsa
{ ByUy + BiU} = Ay,
ie.,
By (Uy — Uy (Up) " Uy) = Ay
Usando a regularidade de U e a estrutura triangular por blocos, temos

det(Uy — U (Uy)~"Uy) # 0,

e portanto B é uma matriz regular. Usando o mesmo argumento podemos concluir
que B]" é uma matriz regular e portanto {B,,} ¢ uma sucessao livre. Reciprocamente

e de maneira analoga se B,', m € N, é regular obtemos a regularidade de U. [ ]

Apresentamos a seguir um resultado de existéncia e unicidade de uma sucessao
de polinémios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a um vector de funcionais

lineares U.

TEOREMA I1.6. Seja U um vector de funcionais lineares. FEntdao U € reqular se, e

somente se, dada S,, n € N, uma sucessao de matrizes requlares existe uma unica
sucessdo de polindmios matriciais {G,} com G, (x) = Zszk, Gl € Maxsa on-
k=0
de G}, ¢é regqular tal que
Z) ((Gn(ms»Tu)(P]) = Osdxsda j = 07 17 e, — 1
i) ((Ga(2”))"U)(Pu) = S,

ou seja, a sucessao de polindmios matriciais {Gy}, € ortogonal de tipo I relativa-

mente ao vector de funcionais lineares U.
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DEMONSTRAGAO. Seja {G,} uma sucessao de polinémios matriciais onde G, é
n

para cada n € N um polinémio matricial do tipo G, (x) = Z GZxk, Gl € Maxsa-

Assim, =
(Gu(a*))" = zn:(GZ)T(ﬂfs)’“7 Gy € Mdxsa
k=0
Fazendo actuar U(P,) onde r = 0,1,...,n a ambos os membros, vem
(Gu(@) UN(P,) = (DG (@) U)(Py),
k=0
ie.,

g -+ Ug | | Go (G (%)) U)(Po)

U, -+ Uy | [ G ((Gn(z)U)(Pn)
Pelas condigdes de ortogonalidade (I1.11) a sucessao de polindémios matriciais {G,, },

é ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U se

u(g) Tt Z/{6L GBL Osdxsd
' C = ], (1L.16)
ng_l te Z/[,,?_l G:lz—l Osdxsd
u o U Gr S,

onde S,, ¢ uma matriz regular de ordem sd x sd. Usando a regularidade do vector

de funcionais lineares U, vem

- -1 -

Gg u(()) o u(gl Osdxsd
= ' - ' : (I1.17)
Gh1 Z/{?(m)fl s Uy Osdxsd
an U ooyr S,

e portanto obtemos os polinémios (G,, de maneira univoca.

Tomando m = 0 em (I1.16), temos
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Usando a regularidade das matrizes U] e Sy temos que G é uma matriz regular.

Analogamente, tomando m = 1 em (I1.16), temos

Z/{g Gé + Z/{& G% = Ostsd
UGL+ULGL = S,
ie.,

(U = Uy (Uy) " "Uy)Gy = Sr.

Usando a regularidade de U e a estrutura triangular por blocos, temos
det(U; — U (Uy)~'Us) # 0,

e portanto G} é uma matriz regular. Usando o mesmo argumento podemos concluir

que G, é uma matriz regular. Reciprocamente, e de maneira analoga, se G),, n € N,

é regular obtemos a regularidade do vector de funcionais lineares U. ]

TEOREMA I1.7. Seja U um vector de funcionais lineares regular, {B,}, uma suces-
sao vectorial de polinomios ortogonal de tipo II relativamente a U, onde B,,, m € N
¢ definido por (I1.15) e a sucessao de polindmios matriciais {G,}, ortogonal de tipo I

relativamente a U, onde G, n € N, € definido por (11.17). Entao:
((Gn(xS»Tu)(Bm) - sdxsd(sn,mv n,m € Na

se, e somente se,
S = (Bg)_l e Ay = (Gﬁ)_1,

e portanto, a sucessio dual {L,} associada a {B,,} é dada por:

L, = (G, (2*))'U, neN.

DEMONSTRAGAO. Tendo em conta que {P,,} é uma base de P**, existe uma tinica

m
sucessao de matrizes (Bjm) C Maxsa, tal que, B, = Z B"P;. Assim,
=0

m

(Gu(@*)) U)(B) = (Gula))"U)(Y_ BI'Py)

J=0

= ZB?((Gn(xS))TU)(PJ)-
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Sendo U um vector de funcionais lineares e regular, temos que,

Bh(Gm(2*)) U)(Pm), m=n
03d><sd; m<n

(Gn(@*) U)(Byn) =

ie.,
B"S,, m=n
(Gu(@*))TU)(B) = {
Ostsda m < n.
Assim, (G (25)TU)(By) = Laxsa se, e somente se, B™S,, = ILxsq, i.6., Sy =

(B™)~!. Consideremos agora:

(Ga(@) U (Bn) = (O GHa"Y)U)(B)

J=0
Como anteriormente, sendo U um vector de funcionais lineares e regular, temos que,
((@)"U)(Bn)Gr, m=n

Osd>< sdy M <m

(Gn(z*) U)(Byn) = {

ie.,
ARG m=n

(Gn(@™)U)(Brm) = {

Assim, ((Gp(z°)TU)(B) = Lsaxsa se, e somente se, Ap,G™ = Lygysq, i.6., Ny =

(G™)~!, mostrando-se o pretendido. [

Osdxsdu m > n.



CAPITULO III

Teoremas de caracterizacao

Neste capitulo vamos estabelecer resultados relacionados com a caracterizacao de
sucessoes de polinémios ortogonais multiplos de tipos I e II. Essas caracterizacoes
sao dadas em termos de relagoes de recorréncia a trés termos por elas satisfeitas, isto
é, estabelecemos um teorema de Favard. Para além disso, provamos uma férmula

de Darboux-Cristoffel satisfeita por estas sucessoes de polinémios.

Reencontramos ainda, os problemas de Hermite-Padé para fungoes matriciais, que
mostramos coincidir com o resolvente do operador definido pela matriz de Jacobi
por blocos. Terminamos, estabelecendo um resultado de caracterizacao para suces-
soes de polinémios ortogonais multiplos de tipos I e II, em termos dos problemas de

Hermite-Padé e biortogonalidade relativamente a fungao resolvente.

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparacao para submissao
(cf. [14)).

1. Relagoes de recorréncia

TeEOREMA 1II.1. Seja {B,,} uma sucessao de polindmios mdnicos, ortogonal de

tipo II relativamente a um sistema reqular de funcionais lineares {ul,...,ud} €
multi-indice quase-diagonal J, o wvector de funcionais lineares U = [v* ... v*¢7T
onde v/, j =1,...,sd sdo definidos na Seccdo 3.2 do Capitulo I, a sucessdo vecto-

rial de polinémios associada {B,,} dada por (11.2), e ainda a sucessao de vectores de
funcionais lineares {L£,}, dual de {B,,}. Entao, as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

a) A sucessao vectorial de polinomios {B,,} € ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U, 1i.e.,

(@) U)(Bpn) = A Oy, k=0,1,...,m, meN, (I11.1)
49
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onde A,, € uma matriz triangular superior de ordem sd X sd e reqular dada por
d
Am:’Yi%d’Yf’ AOa m:1a27"'7

onde Ay € uma matriz triangular superior de ordem sd X sd.
b) Ezistem sucessoes de matrizes em Maxsa, (058, (854 e (754, m € N,
com %i;d matriz triangular superior e reqular tais que B,, € definida pela relagao de

recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd dada por
2B () = a8 Byi1 (2) + 85 Bon(z) + 754 B (z), m=0,1,... (I11.2)

com B_1 = 04x1 € By dado.
¢c) Existem sucessoes de matrizes em Maaxsa, (Vo0), (327 e (%)), n € N,
com %i’fl matriz triangular superior e reqular tais que L,, € definida pela relacdao de

recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd X sd dada por

Ly, = (7Zf1)T£n+l + (ﬁ:fd)T‘Cn + (Oésgl)T‘Cn—l? n=12,... (HI?’)

n

L= ()" (@ Laaxsa — (B3 ) UBo) U, Lo = UBo)) U,

e ainda, L, = (G, (2*))"U onde G, € para cada n € N um polinémio matricial com

Gu(x) =Y Gra®, G} € Mguaa.
k=0
d) A sucessao de polinémios matriciais {G,} € ortogonal de tipo I relativamente

ao vector de funcionais lineares U.
e) Existem sucessoes de matrizes em Mgaxsa, (1), (Iy) e (Ih_1), n € N, tais

que Gp(z%) € definida pela relagdo de recorréncia a trés termos com coeficientes

matriciais de ordem sd x sd dada por
2°G(2%) = G (@) (Iny)" + Gu(@) ()" + G (2°)(1)" (IL.4)

paran=1,2,..., com

Esquema da demonstracao:

a) = b) s c)=d) =e) =c)
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DEMONSTRAGAO. Provemos que a) < b). Comecemos por mostrar que a) = b).

Consideremos a seguinte representacao

m+1
s § m m
x Bm = Q; Bj7 Q; c Msdxsd~

Jj=0
Aplicando o vector de funcionais lineares i/ a ambos os membros da representagao
anterior, e tendo em conta que é ortogonal relativamente a sucessao vectorial de

polinémios, {B,,}, vem
agU (Bo) = (°U) (Bim) = Osaxsa, m =2,3,-+-

Assim,
m+1

2B = a'B;.
j=1
Multiplicando de seguida ambos os membros da representacao obtida atras por z°

e utilizando a mesma técnica que no caso anterior, vem

o (2°U) (By) = (xQSZ/I) (Bin) = Osaxsa, m=3,4,---

Assim,
m+1
s —
2’ By, = E o' B;
=2
Multiplicando agora ambos os membros da representacao anterior por x%° e uti-
lizando a mesma técnica que nos casos anteriores, vem
2 3
Oé72n (I Su) (BQ) = (ZE Su) (Bm) - OstSd7 m = 4757 o
Assim,
m—+1
s o mmR .
°B,, = g aj B;.
=3
Continuando o nosso processo verificamos que:
m s(m—2 s(m—1
& o (l’ ( )Z/{) (Bm_g) = (ZL’ ( )Z/[) (Bm_g) s
ie., a5 = 0sgxsq. Assim, ;" = Osaxsa para j = 0,1,---,m — 2. Temos assim:
S m m m
2B = agy By +ag By 4+ o Bt
Fazendo:

m _ _.sd m __ Qs,d m _ 8d
Qm+1_&m’ Oém_ﬁm e@m—l_ﬁ)/m7

temos a relagao de recorréncia a trés termos pretendida.
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Para mostrar que b) = a) vamos construir um vector de funcionais lineares U que
verifique (II1.1) definido de forma tinica & custa dos seus momentos U* a partir das
condigoes:
UBy) =A
(Bo) = Lo . (I11.5)
M(BJ> = Osdxsda J = 17 27 s

Como {P,,} é uma base de Ps? para cada m € N, existe uma tnica sucessao
m

(B}") C Mixsa, tal que, By, = Z BI"P;.
§=0
e Seja k = 0. Temos que,

m=20: Z/{(B(]) = BSU(P()), i.e., Z/IS = (38)712/{(80)
1
m=1: UB)=> BIUP)), ie, U =—(B)"' By
§=0

1

2
m=2: UBy)=> BUP), ie, Uy =-> (B} 'BU.
j=0

§=0
Para m = 3,4, ..., temos que,
m—1
0 ~1 0
Uy, =—> (B 'BUy.
j=0

e Seja k =1,2,.... Usando (II1.2) vem

(I‘S)kBm _ Olf,;dxs(k_l)lgm+1 + 6;Sr,ldl,s(k—1)8m + ’Ys’dflfs(k_l)Bm_l.

m

Para m = 0 temos que,
U((°)By) = ag,du(xs(k—l)lgl) +ﬁg,du(ms(k—l)80)’
i.e.,
U = (B x o BIE ™Y + (ap" By + 83 BE) | 4.

Para m = 1 temos que,

U(2*)By) = o U@ VB + 67UV B)) + 45U (2B D By),
ie.,

uf = (B B + (a1"BE + aBhu Y|

H(B) ™ [(@B] + 8By + B - B

Para m < k, temos que,

U((@)*Bi) = an U@ D B) + B U (2" VB) + U@V B),
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m+1

U((2°)*By) = ot (z**D Y = B p;)

U((2*)*Brn)

U((x

U((a*)"Br) = Z o' B 4 BB+ By Uy

J=0

m m—1
B U@ T BIPy) + (Y T B TP),
=0 Jay
m+1 m—1
sd m—+19 jk— 1 s,d m7 sk— 1 s,d m—19 jk—1
S oS S
7=0
m—1
s)kBm) _ Z(aiﬂdB;n+1 53 dBm _'_,ys dBm 1)uj]§ 1
7=0

+as dBerluk: 1 4 as dBTTrrLL:::lluk " 4 ﬁs dBmuk 1

J

( Bm+1 4 ﬁs dBm)Z/{k 1 fr,LdB:)nlilluTl;;ll

Tendo em conta que,

vem

up, =

(By)

m—1
U(2*)B,) Z By'P;j) = Bk + > BIUY,
j=0

m—1
(Bm)—l (afr,ldB;n+1 ﬁSdBm—l—’ySdBm l)uk 1

J

Il
=)

m—1

J=0

Para m = k temos que,

U((*)*By)

le.,

= aZ’dU(IS(kil)Bk%l) + 5;‘2@2/{(&38(1671)816) + ’YZ’dZ/“I
= 'l UB)

o s,d_s,d s,d 07 40
= Y Ve Boldg,

Us = (B (s - BoUs — ZB'“U’“

Para m > k temos que,

ie.,

u((xs>k8m) = 05d><sd;

gt By + BB + 0 B — S Brub)

S(kil)kal)

53
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Assim, os momentos associados ao vector de funcionais lineares U estao univoca-
mente determinados a partir de (II1.5) e usando o facto de B]. ser regular obtemos

a regularidade do vector de funcionais lineares U.

Para mostrar a implicacdo b) = ¢), comecemos por escrever a funcional linear vecto-
rial z°L,, em termos dos elementos da sucessao dual {£,}, i.e.,

n+1
2L, =Y NLjonde (X)) = (2°L,,)(B))=L,(a"B;), j€N.
5=0
Aplicando o vector de funcionais lineares £,, a ambos os membros da relagao de

recorréncia a trés termos, vem

En(ZEsBj> = ,Cn(Oé]s-’dBj+1 + ﬂ;’dBj + ’}/;’dBj_l)

= La(a}"Bi) + La(B7B;) + La(77Bjo1)

J
(

s,d . 1
Xp_1, J =N —

s,d M

n j =n

s,d .
Yng1s J=n+1
L Ostsda j#n_17n7n+17

. d -
Le, Aty = (af)", Ar = (8597 e A, = (yap1)", obtendo-se a relacdo de
recorréncia a trés termos para a sucessao de funcionais lineares vectoriais {L,}

pretendida.

Por indugao matemética, vamos mostrar que £, = (G,(z°))'U, n € N. Para
n = 0, temos que, Lo = ((U(By))")"U. Suponhamos agora que a propriedade é
valida para k = 1,...,p, i.e., L = (Gr(2*))'U com grau G, = k, k = 1,...,p
e verifiquemos que é também vélida para k = p + 1, ie., L1 = (Gpyi(2%)U,
p € N. Considerando a relagao de recorréncia a trés termos (I11.3) e tendo em conta

a hipodtese de inducgao, vem

Ly = (3!
% [ Lt = (3" Gyl = () (G @) | U

Assim, L, = (Gpi(2®)"U, p € N, i.e, se a condido for verdadeira para k =

1,...,p, também o é para p 4+ 1, mostrando-se a propriedade pretendida.
m—+1
Mostremos agora a implicagdo ¢) = b). Seja z°B,, = Z:T],Z”B’/rg onde 7;' €
k=0

Maxsa- Aplicando o vector de funcionais lineares £, a ambos os membros desta
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representagao temos 1" = (x°Ly)(B,,). Aplicando a nossa hipétese, vem

= () L + (BYN Ly + (a3 ) i) (Brn)
= Liai(Bu)rt + Lomi(B) By + Loy (Bu)ay?,
( ot k=m+1

m

d _
S k=m
s,d

vl k=m—1

L Osdxsda k‘l%m_lamym_{_l:

logo,
SR — S’dB s,dB s,dB
T By = O m+1+ﬁm m+7m m—1,
como queriamos mostrar.

Vamos agora mostrar a implicagdo ¢) = d). Pelo Teorema II.7 sabemos que
L, = (Gu(z*)'U, n € N, é o termo geral da sucessdo dual de {B,,} ortogonal
de tipo II relativamente ao vector de funcionais lineares /. Deste modo, usando a
regularidade do vector de funcionais lineares U, podemos identificar de forma tinica
a sucessao de polinémios matriciais {G,}, da alinea ¢), como a sucessao ortogonal

de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U.

Mostremos a implicagao d) = ¢). Sendo {G, } uma sucessao livre de polinémios
matriciais, para cada n € N, existe uma tnica sucessao (I)}) C Mgxsa, tal que,

n+1

2 (Gul*))" = Y LH(Gr(a®))".

Fazendo actuar U(P;), j = 0,1,... a ambos os membros da igualdade anterior, vem
n+1
(Gu(@)U)(2°Py) = (Y L (Gi() U (Py),
k=0
ie.,
n+1
(Ga(@) U@ Py) = > ((Grl@®) U (PHE)T.
k=0
Sendo,
xS,PJ' = 19]1.Pj+1 + ﬂgpﬁ 195 € Msdxsah (IIIG)
vem,
n+1

(Gn(2) UN A Pjr +9P;) =D ((Grlx) U (P;) (1)

k=0
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Tendo em conta a nossa hipétese, i.e., a sucessao de polindmios matriciais {G,} é
ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais lineares U, verificamos que:
Para j =0:
Osaxsa = ((Go(z*)TU)(P)(IH)T, n=2,3,....
Sendo,
(Go(x*))TU)(Py) = Sy (matriz triangular inferior regular),
vem, I = Osgxsd-
Para j =1:
Osaxsa = (GL(z* ) U (PHIHT, n=3,4,....
Sendo,
(G1(z*))"U)(Py) = S; (matriz triangular inferior regular),

e, 1711 = Osdxsd-

Para j=n—2:
Osixsa = (G2 (2)) " U)(Pa2) (I )"
Sendo,

(Gpo(2%))"U)(P,_2) = Sn_o (matriz triangular inferior regular),

veln, 12—2 = Osdxsd-

Assim,
25(Gn ()T = 17 (Gt (2°))T + 12(Gr(2°) T + 121 (G (%)) (IIL.7)

ie.,
2°G(2%) = G (%) (Iny)" + Gu(@) ()" + G (2°)(11)",

n

como queriamos mostrar. Vamos a seguir determinar os coeficientes matriciais [,

I, el . Fazendo actuar U(P,_1) a ambos os membros de (IIL.7) e tendo em conta
que a sucessao de polinémios matriciais {G, } é ortogonal de tipo I relativamente ao

vector de funcionais lineares U, vem:

(Gu(@*) U (@ Por) = 11 St
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Usando (II1.6), vem

IS, =1 S 1,
ie.,
Iy =078 (Snm)
De forma andloga fazendo actuar U(P,) a ambos os membros de (II1.7), vem
(Gu(@*) U (@"Pa) = LSy + 11 (G (%)UY (Pr).
Usando (IIL.6), vem
(Ga(@*) U)W Prsr + 03 Pn) = 1S + 1 ((Gaa (27)) U (Py),

ie.,
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Iy = [91((Gu(@) U)(Pas1) +9550] (Sn) ™" = [l 1 (Ga (@) U)(Pu)] (Sn) ™

Finalmente, fazendo actuar U (P,+1) a ambos os membros de (II1.7), vem
(Gu(@*) U@ Prsa) = 141 Snsa
+ I (Gu(@®) U (Pasa) + 11 (Gaea (27)) ' U) (Pasa).
Usando (IIL.6), vem
(Gu(@) UYIT T Poga + 05 Pasa) = 1S
+ L (Ga(@®) U (o) + 11 ((Goea (27)) U (Pa),

ie.,

I = [ (Ga(@”) U (Prsa) + 057 (G (@)UY (Prsr)] (Sn) ™!
— [ UGn(@®) U (Purr) + 11 (Gt (27) ' U) (Pagr)] (Sn)
Finalmente, mostremos a implicagdo e) = c¢). De (II11.7) temos
Ly =0 Lo+ 0Ly + 1 Ly com L, = (Gn(z)U, n €N.

Assim, [, = (VZlfl)T, L= (5;?d>T e ly = (af{gl)T'



58 ITI. TEOREMAS DE CARACTERIZACAO

OBSERVACAO . Em notagao matricial a relagao de recorréncia a trés termos do

Teorema anterior, (I11.2), é escrita por:

By By

B, B,

onde a matriz tridiagonal por blocos

s,d s,d 0
0 o sdxsd
s,d s,d s,d 0
71 1 (0% sdxsd
J= ; , (IT1.8)
0 s, s,d s,d 0
sdxsd ")/2 2 CYQ sdx sd

¢é designada matriz de Jacob: por blocos.

Retomamos o Exemplo I1.2. Pelo teorema anterior a sucessao vectorial de poli-
némios, {B,,}, ortogonal relativamente ao vector de funcionais lineares, U, verifica
uma relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd

dada por:

#*B() = (BY) ' B By ()
+(BY185BY B () + (BY) B By (z), m=1,2,...

com B\O = (Bg)_l B() = P() € g_l = Osdxl-

Notemos que sendo a sucessao vectorial de polindmios, {B,,}, ortogonal rela-
tivamente ao vector de funcionais lineares U, é ortogonal relativamente vector de

funcionais lineares ((U(Py))~')"U; e, consequentemente,

(UP)™)TUNBo) = ((U(P))™)U)(Py)
U(Po)(U(Po))
= [sdxsd-
Da mesma forma retomando o Exemplo II.3, temos que a sucessao vectorial de

polinémios {B,,}, ortogonal relativamente ao vector de funcionais lineares U, veri-

fica uma relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem
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sd x sd, dada por
_Q;S[;’m(g;) = (Am)_lafﬁdAm-H ém+l(x)
F(AR) BN, B () + (An) 5 A 1 B (z), m=1,2,...
com By = (Ag) By e B = 0u4x1.
OBSERVACAO . No capitulo seguinte vamos necessitar da expressao do polinémio

matricial G na representacio Lo = (Ga(2°))"U. Da relacio de recorréncia a trés

termos (I11.4), vem
Ga(*) = UB0) (" Luawsa — B3 (7)™ (2 Laasa — B7) — a5 (13" "
2. Formula de Darboux-Christoffel e nicleo reprodutor

Vamos iniciar a seccao, estabelecendo um resultado tipo Darboux-Christoffel para

sucessoes de polinémios ortogonais multiplos de tipos I e II.

TEOREMA 1I1.2. Seja U um vector de funcionais lineares e regqular, {B,,} uma su-
cessao vectorial de polinémios ortogonal de tipo II relativamente a U, e {G,,} uma
sucessao de polinomios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U. Entao, as

sucessoes de polinomios {G,,} e {B,,} verificam identidades tipo Darboux-Christoffel

(2° = 2°) Y Grl(2")Br() = Gun(2*) 03 Buna (2) = Gy (2°)951 Bun() . (11L9)
k=0

e ainda,
Gon1 (2°) Y1 B () = G (2°) a3 By (), (ITT.10)
> Gila")Bi(x) = Gy (1) 7551 B () — Gy (2°) a3 B (). (I11.11)
k=0

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema II1.1 sabemos que os polinémios B,, e G,, verificam

as relacoes de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd

dadas por:
2 B (1) = a5 By1 (x) + BB (2) + 45 B_1(x), m=1,2... (IIL.12)
G (2°) = Gt (27501 + G (2°) 5%+ Groa (2%)a5, m=1,2.... (IIL13)

Multiplicando & esquerda ambos os membros de (II11.12) por G,,(z*) e multiplicando

a direita ambos os membros de (II1.13) por B,,(z), vem

xSGm(Zs)Bm(x) = Gm(zs)a;dlgm-&-l(x) + Gm('zs)ﬂ;dlgm(l‘) + Gm(zs)’yzidlgm—l(x)a
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225G (2) B (1) = Gt (250758 B (2) + G (2°) 852 By () 4 G 1 (2°) 05 By ().

Subtraindo membro a membro de ambas as igualdades, temos que,

m

— |G (s Bun(2) = G235 B ()]

(2 = 2) G (") B () = | Gn(2") B4 (w) = G 1 (")t B2

pelo que, se tem (II1.9).

Para obter a férmula (III1.10) facamos z = x na igualdade (II1.9). Mostremos a

férmula (II1.11). Para isso, comecemos por adicionar e subtrair

Gm+1($s)%sr’f-l+13m($) - Gm+1(xs)7fﬁilsm(x)a

ao segundo membro da férmula (II1.9). Vem

m

(2° = 2°) Y Gul(2*)Bi(x) = Gun(2") a5 Brus1 () = Grogr (2°) g1 B ()

k=0
+ Gm+1(xs)72illgm<x> - Gm+1($s)7fﬁi16m(x) .

Tendo em conta a férmula (II1.10), temos

(2* = 2°) > Gr(2*)Bi(w) = [Gm(2") = Go(2”)] 03 By ()
k=0
— [Gns1(2*) = G ()] 9581 Bun ()
i.e.,
" Gn(2°) — Gp(2®) |
> Gu(z")Bi(x) = - ( ) — ( )%dzs’mH(x)
=0 4 T
Gry1(2°) = Gy (2°) s,d
+ JER—— 7m+1Bm(x) :
Considerando z a tender para x, vem
> Gila")Bi(x) = Gy (2)7551 B () — Gy (%) By (),
k=0
como queriamos mostrar. [ ]

DEFINIGAO II1.1. Seja U um vector de funcionais lineares e regular, {,,} uma su-

cessao vectorial de polinémios ortogonal de tipo II relativamente a U, e {G,,} uma
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sucessao de polindmios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U. Denotamos

por polinomios nicleo:
K, (2%, 2%) = Gr(2°)Vi(2*9),

onde V;, é o polinémio matricial de grau m dado por B,,(z) = Vi, () Py ().

TEOREMA IIL.3. Seja U um vector de funcionais lineares e reqular, {B,,} uma su-
cessao vectorial de polinomios ortogonal de tipo II relativamente a U, e {G,,} uma
sucessao de polinomios matriciais ortogonal de tipo I relativamente aU. Entao, dado

um polindmio vectorial m € P%, j.e.,
m(x) = iag Bj(x), o € Miaxsa, (I11.14)
=0
temos
m(x) = (Krpa (2%, 2%)) U ) (7(2)) Po(2).
DEMONSTRAGAO. Usando (I11.14), temos

m(r) = Z ;B;(x) com o = L;(m(2)) = (G;(2") Us)(7(2)).

Assim,

m(r) = Z((Gj(25))TUZ)(7T(2))Bj($)-

Usando B;(x) = V;(2°!)Py(x) a igualdade anterior pode ser escrita na forma:

T

m(z) = Z((Gj(zs))TUz)(W(Z))Vj(xs‘l)Po(w)

como queriamos mostrar. [
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3. Funcao resolvente

DEFINICAO II1.2. O nimero real a é um zero do polinémio matricial, B,, de grau n

e ordem N definido em (I1.4), se é um zero do polinémio det P, .

Considerando P,(t) = P, + P10t + Pn_27nt2 + -+ By ,t" e tendo em conta

a definicao e as propriedades dos determinantes resulta que
det P, (t) = det Po,nt"N + termos de grau inferior

e pelo Teorema Fundamental da Algebra, concluimos que o polinémio matricial P, (t)

tem exatamente nN zeros, considerando as suas multiplicidades. Ver [48].

TEOREMA I11.4. Seja {G,} uma sucessao de polinémios matriciais que satisfaz a
relagdo a trés termos (111.4) do Teorema II1.1. Entao, os valores préprios de J,,

n € N, de ordem (n + 1)(sd) x (n+ 1)(sd) definido por,

s,d s,d
o Qo
s,d s,d s,d
M 1 9
_ s,d - ‘.
J, = s . . ,
. s,d
Qg
s,d s,d
By

que contém os coeficientes matriciais da relagio a trés termos (111.2) do Teore-

ma II1.1 coincidem com os zeros dos polinomios matriciais Gp4q.

DEMONSTRAGAO. Reescrevendo matricialmente a rela¢ao a trés termos (I11.4) do

Teorema III.1 obtemos a igualdade:

GD(;L'S) .. Gm(xs) :| Jm + |: OSdXSd . Osd><sd Gm-i—l(xs)’}/fﬁj_l :|
=2 | Go(z®) - Gn(z*) } ‘

Assim os zeros dos polindémios matriciais G,,11, m € N, ou seja, os zeros do polinémio

det G411, sao os valores préprios do operador J,,. [ ]
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DEFINICGAO II1.3. Seja U um vector de funcionais lineares. Definimos a fungdo

matricial associada a U, F, por

1 1
v(——) u(——)
Pola) z—x z—x
F(2) = U(—2L) = : : . (I11.15)
<— I ) xsd—l J l.sd—l
nii—) - )
Sendo,
1 1S f25\*
— =3 (L) para |o°| <z,
z—x° z z
k=0
temos que,

Zk+1

Fo) = 32 (@)U Pl)

k=0

TEOREMA IIL.5. Seja U um vector de funcionais lineares reqular, {B,,} uma suces-
sao vectorial de polinomios, ortogonal de tipo II relativamente a U, e R a funcao

resolvente associada ao operador linear definido pela matriz tridiagonal por blocos J
dada em (I111.8), i.e.,

o0
R €6Jn60
(2) - Z on+l )
n=0
T
onde eg = | Iiixsd Osdxsd **° } . Entao,

R(z) = By F(2)U(Po)) ™ (B) .

onde By € o coeficiente matricial em By = BY Py.

DEMONSTRAGAO. Com vista a determinar o valor de €fJ"eq, n € N, consideremos

a igualdade matricial,
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da qual se obtém,

By () Bo(x)
0 =@ |, nen (II1.16)
Seja
m—+n
(xs)an(x) = Z 77;%83@)7 77;77}1 € Msdxsd-
j=m—n

Em particular,
z° nBO Z 7,]] .

Por (I11.16) ef.J"¢ey, n € N, é dado por 7787”. Aplicando o vector de funcionais linea-

res U a ambos os membros da igualdade anterior, vem
Mom = ((@°)"U) (Bo) (U (Bo)) ™"
Usando By = Bf Py, vem

Mo = Bo((2”)"U)(Po)(U(Po)) ™ (By) ™.

Assim,
R() = B {i ((xs)"u)(ZOle(u(Po))_l} (B0
ou ainda, -
R(2) = By F(2)U(Py)) ™ (BY)
como querfamos mostrar. n

4. Problemas de Hermite-Padé

Nesta seccao propomo-nos a apresentar, uma reinterpretagao dos problemas de
aproximacao de Hermite-Padé apresentados no Capitulo I, em termos de fungoes

matriciais.
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4.1. Problema de tipo I.

DEFINIGAO III.4. Seja {G,} uma sucessao livre de polinémios matriciais com coe-
ficientes matriciais de ordem sd x sd e U um vector de funcionais lineares e regular.
5 . o 1

A sucessao de polinémios {ngl} dada por

(Gn(2)" = (Gu(z*))"

z— a8

n-1(2) = (

onde U, representa a accao de U sobre a variavel x, designamos sucessao de polino-

ux) (Po(flf)),

mios associados a {Gp} e all.

TEOREMA 1I1.6. Seja U um wvector de funcionais lineares reqular, {B,,} uma su-
cessao vectorial de polindmios ortogonal de tipo II relativamente a U, {G,} uma
sucessao de polinomios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U . Entao,
a sucessao de polindmios associados a {G,}, {Gil_)l}, ¢ definida pela relagdo de
recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd dada por
1 s,d 1 s, 1 s,d _
G (2) = Gt G (8 + Gl (@)anh, n=12....
com G(_li(z) = Osaxsa € Gél)(z) dado, onde 737, 85 e a¥? sio os coeficientes da

relagao de recorréncia a trés termos que {G,} verifica.

DEMONSTRACAO. Da hipdtese do teorema, existem sucessoes de matrizes em

Meara, (@5%), (B5%) e (v34), n € N, com ’YZill matriz triangular superior e regu-

lar, tais que, os polindmios matriciais G,, sao definidos pela relagao de recorréncia a

trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd dada por
5 Go(2°) = Gryr ()70, + G (%) B30 + Gral?, n=1,2,... (IIL.17)

com

Assim, de (II1.17) vem
2 (Gu(@*)" = () (G () + (B3 (G (@) + (a2 ) T (G (2°)T
Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por U, vem
2 (Gu(2)) U = (1 5) " (G (2°) U
+ (B (Gule®) U + (032 (Gra () U (1T118)
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Substituindo x por z em (II[.18) e subtraindo de (III.18), vem

2 (G(2) U= (Go(@)) U = (1 5) T (G ()T = (G () U
+ (B (Gal(2))" = (Gala™))" U
+ (@) (Gar ()T = (G ()Y,

7 (Gn(2)" = (Gn(2)"

ZS_'Z'S

U

+ (8%
7 (Gn1(2°)" = (Ga(2%)"

ZS_:CS

s,d

+ (%) Uu.

Fazendo actuar ambos os membros sobre o polinémio vectorial Py, vem

(Gn(2)"=(Gn(a)"

(Gl ) 2P0 + 2 u) (P

- ((G"(ZS”Z{ ; f%”(xs))w Poni,

28 — o’

. ((Gnl(zs))T — (Gna(@))”

n ((Gn(zs))T - (Gn(ﬂfs))Tu) (Py)

zS_xS

) (oo,
Sendo {L£,} a sucessao dual de {B,,}, i.e., L,(Bm) = Lsaxsd Onm, n,m € N, vem
L,(By) = 0saxsa, n=1,2,....
Tendo em conta que,
By = B)Po, By € Maawsa € Ln=(Gn(2*))'U,

temos,
Osaxsa = Ln(Bo) = By(Gy, (x)U)(Po), n=1,2,...
ie.,

((Gn(2)) U (Poy) = Osaxsts n=1,2,....
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Assim,

(Gn(2)"=(Gn(a)"

ZS_J/-S

2%(

(P = (

(G = Gl

Zs_xs

) (Po)3y "
N <(Gn—1(zs))T — (G (2%)T

ZS_.,,US

L{) (Po)as  n=1,2,....

Finalmente, substituindo z* por z, vem

2G0 1 (2) = (f)TEW (2) +(EHTGEY (2) + (a2 )TC Y, (2), n=1,2,...

n n—1 n

com Ggi(z) = Osdxsd € Gél)(z) dado. [

LEMA TI1.1. Seja U wm wvector de funcionais lineares reqular e {G,} uma suces-
sao livre de polindmios matriciais com coeficientes matriciais de ordem sd x sd. Se
{G,} € ortogonal de tipo I relativamente a U, entao para m = 0,1,....,n —2 e
[=0,1,...,d—1, vem

((GN(*TS))TU> ((xs)lpm) = Osdxsd-

DEMONSTRAGAO. Os vectores de polinémios

()P, m=0,1,... e l=0,1,...,d—1,
podem ser escritos por

(%) P = 9P + 95 Pras1, I € Madssa-
Aplicando (G,,(z*))'U a ambos os membros da igualdade anterior, vem

(G ) UY(2°) Prm) = 97 ((Gu(2")) U (Prn) + 95 ((Gu(2)) U (Prsa)-
Sendo U ortogonal de tipo I relativamente a {G,,}, vem
(Gu(xNTU)((2°)' Pr) = Osixsa, m=0,1,...,n—2,

como queriamos mostrar. [

TEOREMA IIL.7. Seja U um vector de funcionais lineares e reqular, {Gy} uma su-
cessao livre de polinomios matriciais com coeficientes matriciais de ordem sd X

sd, {GS_)I} a sucessao de polinomios associados, e F a fun¢ao matricial definida
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m (I11.15). Entao, {G,} € ortogonal de tipo I relativamente ao vector de funcionais

lineares U se, e somente se,

[e'¢) d—1
f(Z)Gn(Z) (1) Z Z’{ )((z ) Pm(x))

de—i—l-l—l
n—1 (=0

DEMONSTRACAO. Tendo em conta a Definicao I11.4, vem

60 (2) — ((Gul2)” = (Gl

Uy)(Po())

= F)Gu(2) — (Gule) U >(7’°<§1>
Sendo, o
=i (%) wi<n
G4 (2) = FIG(:) — (Cale ) (- 3N Pofa)
L FGE) -3 <<Gn<xs>>TZ;f§<lo )Py (z)
R i § (Gule') 1) () Pa)
Assim, e
FRG) -Gy = 30 5 (G ) (@)Pu(o)
se, e somente se, U & ortogonal de sz_ll rl:l:tivamente a {G,). .

4.2. Problema de tipo II.

DEFINIGAO IIL.5. Seja {B,,} uma sucessao vectorial de polinémios e & um vector
de funcionais lineares e regular. A sucessio de polinémios {B,(?}b)_l} dada por

Vm(zd) - Vm(de)

z — a8

B (2) == Us( Po()),

onde U, representa a accao de U sobre a varidavel x, designamos sucessdo de polind-

mios associados a {By,} e al.
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TEOREMA IIL.8. Seja U um vector de funcionais lineares e reqular, {B,,} uma su-
cessao vectorial de polinomios, {Bg)_l} a sucessdao de polinomios associados e F a
fungao matricial definida em (111.15). Entao, {B,,} ¢ ortogonal de tipo II relativa-
mente ao vector de funcionais lineares U se, e somente se,

S~ s ku B

m— 2k+1
k=m

DEMONSTRACQAO. Tendo em conta a Definicao II1.5, vem
Vi (22) = Vi (259)

By 1(2) = Un( =72 Py (2))
de
V)~ th (2 ),
V() — B () = () (),
Sendo, .
1 = [z*
=23 (5) i<k,
e A kz; < z )
V() — B, () = S B D)
k=0
Assim,
2 ((2°)* x
Ve F () - Bl () = 3 ETUIEnl))

k=m

se, e somente se, a sucessao vectorial de polinémios {B,,} é ortogonal de tipo II

relativamente ao vector de funcionais lineares U. ]

4.3. Medida complexa de ortogonalidade.

TEOREMA 1I1.9. Seja U um vector de funcionais lineares e reqular, {B,,} uma su-
cessao vectorial de polindmios ortogonal de tipo II relativamente a U, {G,} uma
sucessao de polinomios matriciais ortogonal de tipo I relativamente a U, e ainda a
sucessao de vectores de funcionais lineares {L,} dual de {B,,}. Entao, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

a) As sucessoes {V,,} e {G,} sdo ortogonais relativamente a fungdo matricial F
definida em (I11.15), i.e.,

1

— | Vi (z2YF(2)Gn(2)dz = Lgxsa Onm, n,m € N.
21 Jo
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b) As sucessoes {B,,} e {Gn}, sao tais que:

((Gn<xs))Tum>(Bm> — dsdxsd 6n,m’ n,m € N.

DEMONSTRAGAO. Mostremos a implica¢ao a) = b). Tendo em conta que,

Vo (Y F(2)Co(2) = V(U 2 2)

z —x8

Vin (29)Po ()

= ( —
= (Gl ) D)

Vin (z9)Po ()

) Uy Gn(2)
)"

= ((Gn(2))"Us)(

VY FGGdz = o [ (Gul2) U

21 Jo 21 Jo z—
Sendo G,,, V,, e Py funcoes analiticas, temos pela formula do integral de Cauchy,

L (@) (FnEIPol@)

omi /. o )dz = ((Gal(@”) Ue) (Vi (@) Po ).
Usando a nossa hipétese, temos:
— V(2D F(2)Gu(2)dz = ((Gul@) Uy ) (Vi (@) Po(2))

2m Jo
= Isdxsdén,mv namEN'

Mostremos a implicagao b) = ¢). Tendo em conta que,

L, = (Gp(x*)U e By(x) = V(2D Po(z),

vem,
(Cola VU VlaPole) = 5= [ V) F ()G ()
= L.(Ba)
Sendo, L, (Bm) = Lsixsd Onm, 7, m € N, vem:
2%1—@' ; Vm(zd)]:(z)Gn(z)dz = Lsdxsd Onm, N, m €N,

como queriamos mostrar.



CAPITULO IV

Polinémios ortogonais miiltiplos classicos segundo Hahn

Como sabemos os polinémios ortogonais classicos sao habitualmente enumera-
dos como os polinémios de Hermite, de Laguerre, de Jacobi e de Bessel. Segundo
W. Hahn uma sucessao de polinomios ortogonais diz-se cldssica se a sucessao dos
polinémios derivados for ortogonal. Neste capitulo vamos comecar por apresentar a
nocao de uma sucessao vectorial de polinémios ortogonal de tipo II classica segundo
Hahn. Posteriormente damos relagoes entre bases duais associadas a sucessoes vec-
toriais de polinémios que vao ser tteis nos resultados a estabelecer neste capitulo.
A partir deste momento estamos em condigoes de estabelecer um resultado de ca-
racterizacao de uma sucessao de polinémios moénicos ortogonais multiplos de tipo I1
para multi-indices quase-diagonais classicos segundo Hahn, usando a equagao fun-
cional vectorial tipo Pearson. Este resultado permite obter outras caracterizagoes
de uma sucessao de polinémios moénicos ortogonais miltiplos de tipo II para multi-
-indices quase-diagonais classicos segundo Hahn, e ainda resultados relacionados com
a caracterizacao de polinémios ortogonais multiplos de tipo I para multi-indices
quase-diagonais. Deste modo, obtemos resultados que contéem resultados de ca-
racterizacoes de uma sucessao de polinémios ménicos ortogonais miltiplos de tipo II
para multi-indices diagonais classicos segundo Hahn, que podem ser consultados por
exemplo nos trabalhos dos autores, J. Van Iseghem [54], P. Maroni [43, 44] e no
trabalho dos autores K. Douak e P. Maroni [22]. Alguns dos resultados que obtemos

generalizam ainda resultados obtidos pelos autores A.I. Aptekarev, A. Branquinho

e W. Van Assche em [4].

Os resultados aqui descritos encontram-se em fase de preparacao para submissao
(cf. [15]).

1. Conceitos fundamentais

DEFINIGAO IV.1. Sejam v’ : P — C funcionais lineares onde j = 1,...,sd e {B,,}
uma sucessao de polindmios moénicos. A sucessao vectorial de polinémios {B,,}

71
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onde By, = [ Bygm ... Bsagms1)-1 17, m € N, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U = [ v' ... *¢ |7, é dita cldssica sequndo Hahn,

se a sucessao vectorial de polindmios {B,,} onde

T
B, = | Bemr Bltnny meN (IV.1)
" sdm + 1 sdim+1) | 7 ’

é ortogonal de tipo II relativamente a um vector de funcionais lineares que desi-

gnamos por U.

1.1. Sucessoes duais. Seja {B,,} uma sucessao de polinémios ménicos e {L,, }
a sua sucessao dual, i.e., L,,(B,,) = 65m, n, m € N. Como observamos no Capitulo II,
sendo {B,,} a sucessao vectorial de polinémios associada, onde B,, = [Bsm - - -
Bsd(mﬂ),l]T, m € N, e {£,} a sucessao de vectores de funcionais lineares onde
]T

‘Cn = [ Lsdn t Lsd(nJrl)fl

Y

n € N, vem
ﬁn(Bm) = lsdxsd 5n,m7 n,mec N,
ie., {L£,} é a sucessao dual de {B,,}.
Denotemos a sucessao de vectores de funcionais lineares {£,} como sendo a su-

cessao dual de {B],}, i.e.,

‘C;z(B;n) = Lsixsd 5n,ma n,m € N.

Seja {B,,,1/(m+ 1)} uma sucessao de polinémios ménicos e {L; } a sua suces-

sio dual, i.e, L) (B, ,/(m+1)) = dum, n,m € N. Sendo {L£,} uma sucessdo de

/

vectores de funcionais lineares onde £, = [L,, -

- Ligininy]", n €N, vem
ﬁn([;’m) = Lsaxsd Onm, 1n,m €N,
ie., {£,} ¢é asucessio dual de {B,,}.
Considerando a sucessao vectorial de polinémios {3} onde
B, = [ Betms1 - Bsa(m+1) ", meN, (IV.2)

e a sucessdo de vectores de funcionais lineares {£}} onde

‘Ciz, = [ Lsdn+1 o Lsd(nJrl) ]T’n € Na
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vem
Ei(Bﬂn) = Lsaxsd Onm, n,m €N,
i.e., {£}} é a sucessdo dual de {B}}.

As sucessoes de polinémios vectoriais {B],} e {B,,} estdo relacionadas pelas

seguintes férmulas:

Bn= A B, + A, B,

B, = Al B, +A° B, 1, meN, (IV.3)
onde para todo m € N as matrizes pertencentes a Mgy .q acima representadas sao
dadas por:

_ 1 -
sdm + 1
- - 0
0 1
Am — 1 9 Am = 1
sd(m+1) sd(m+1) -1
0
_ . -
sdm
4l sdm + 1 4
m O m
i sdim+1)—=1 0 |
Verificamos ainda que,
B, =d,(B), meN,
onde d,, ¢ a matriz escalar dada por:
1
sdm + 1
dy, = , meN. (IV.4)
1
sd(m + 1)

1.2. Relacoes entre sucessoes duais. Vamos apresentar algumas relagoes

entre as sucessoes duais atras apresentadas:

J

eDL, =) arL; onde (o))" =DL,(B)) = —L},(B}) = —6n i uaxsa;
7=0
le.,

DL, =-L, neN. (IV.5)



74 IV. POLINOMIOS ORTOGONAIS MULTIPLOS CLASSICOS SEGUNDO HAHN

oL, = Za? L onde (o) = [jn(lg;) = L,(A}B; + A2B;_y),

J J

. =0
le.,
L,= A )L+ (AN L neN. (IV.6)
o L = iag‘ L; onde (o) =L, (B)) =L, (AYB,, +A}B)),
ie., =
L= AN L, +(A°_ )T L,y, neN.

e Tendo em conta (IV.6), temos
D Ly = (A3,1)"D L1 + (4,)'D L,
ou ainda por (IV.5),

DL, =—[(A%,)" Loy + (AN L], neN.

J
Jj=0
e Tendo em conta que,

temos,
DL, =—d;' L. (IV.7)
e Usando,
L, =[ Lgns1 - Lsan+1) ", neN,
vem,
Ll =AL,+BL,, (IV.8)
onde,
(0 1 | [0 0 0 |
A= e B=
0 1 00 0
0 1 0
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1.3. Relacao de recorréncia. Vamos estabelecer um resultado que mostra
que a sucessdo vectorial de polinémios {B} }, ortogonal relativamente a um vector
de funcionais lineares ', verifica uma relagao de recorréncia a trés termos com
coeficientes matriciais de ordem sd x sd, e portanto {L£.} verifica a relacdo de re-

corréncia dual desta.

TEOREMA IV.1. Seja {B,,} uma sucessio de polindmios mdnicos que verifica a

relagdo de recorréncia a (s(d + 1) + 1)-termos

s(d+1
2°By(x) = Bpys(x Z aZij:LanJrs_l_k@), n=sdsd+1,....
onde aﬁfjgl # 0 e By, By,...,Bsq1 sao dados. Entao a sucessdo vectorial de po-

linémios {BL} dada em (IV.2) é definida pela relagio de recorréncia a trés termos

com coeficientes matriciais de ordem sd X sd dada por

2* BL(2) = a5 BY 1 () + 850 Bl (2) + 450 BY .y (2) (IV.9)

com B (z) = [0 --- 0 1]'. E, portanto, é ortogonal relativamente a uma

funcional U*.

DEMONSTRACAO. Substituindo n por n + 1 na primeira igualdade matricial da

demonstracao do Teorema I.11, vem

Bn+1 Bn+1+sd Bn+1 Bn+1—sd
a’ : =, : T é:’j-l : T 1:11
Bn—l—sd Bn+2$d Bn—l—sd Bn
Fazendo n = sdm obtemos a relacao de recorréncia a trés termos para os vectores
de polinémios {B; }, onde

s,d

am,l - sdm+17 /6 = sdm+1 ’me - Zs;lm—i-l’

sao os coeficientes matriciais de ordem sd x sd. ]

2. Teorema de equivaléncia para a ortogonalidade de tipo II

TEOREMA IV.2. Seja U um vector de funcionais lineares reqular, { B,,} uma suces-
s@o de polindmios monicos e a sucessao vectorial de polindmios {B,,} onde B,, =
[ Bsam * Bsagm+1)-1 ¥, m € N, ortogonal de tipo II relativamente ao vector de

funcionais lineares U. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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a) A sucessao vectorial de polinomios {B,,} é classica sequndo Hahn.

1

. - . 0
b) Existem sucessoes de matrizes em Maaxsd, Tpyi1s T € r?

m € Tm_1, M €N, tais que

{BL} € definida pela relagdo de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais

de ordem sd X sd dada por

525 BL (2) = 10 Bysa () + 78 Bo() + 12, Boa (), m = 1,2,
(IV.10)

L respectivamente

m?

e d,, € a matriz dada em (IV.4).

sd s,d

r2 tém as estruturas de o%, 357, ’ym ,

com B_1(x) = Oggx1, 10,
c) A sucessao vectorial de polinomios {lg’m}, ¢ ortogonal de tipo II relativamente

a um vector de funcionais lineares U, tal que
sz 7Y = O(x)U, (IV.11)

com, ®(z) = ¢o(2%)* + ¢12° + o, onde as matrizes ¢y e ¢ sGo matrizes em Mgy
e tém as estruturas das matrizes oz},;bd e ﬁ,l,;d, respectivamente.
d) Ezxistem polindmios matriciais ®1 e ¥y, verificando a equagdo funcional vecto-

rial tipo Pearson:

D (®y(x)U) = Vy(2)U, (IV.12)
com, ®1(z) = s 'z ®(x) e U (z) =25V (x) + O(z), onde, U(x) = thox® + 1y, onde
as matrizes Vo e Y1 sao matrizes em Mgixsq € tém as estruturas das matrizes ald
e m’d, respectivamente.

Esquema da demonstra¢ao: a) < b) = ¢) = d) = a)

DEMONSTRAGAO. Comecemos por demonstrar que a) < b). Pelo Teorema IV.1
sabemos que a sucessdo vectorial de polinémios {B},} verifica uma relacio de recor-
réncia a trés termos com coeficientes matriciais de ordem sd x sd do tipo (IV.9).

Derivando ambos os membros de (IV.9), obtemos:
se* ! By, = apy (Bha) + 05 (B) + 7 (B, ) — 2°(B,,)', m e N.
Temos assim,

st,1 Brln . Sd dmﬂ»ldm+1<8m+l> /8Sd d ld (Brln)/
+7m1 m— 1dm 1(8 ) ':ES(B'rlny? mGN,
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ie.,
2T B, = oy dm+1 B + ﬁ;{id;@l B, +Vfﬁ(?1d7;1—1 By —2*(B),)', meN.

Multiplicando ambos os membros por d,, vem, para todo o m € N,

sz d,, B

= dpapidy iy By + dn B0 d) By + dpyiidyt By — 28 By, . (IV.13)

Consideramos a representacao

m—+1

s—1 1 m+1—k 12 m+1—k
ST dm Bm - § Tk Bk, Tk € Msdxsd~

Substituindo em (IV.13), vem

z° By, = (dmas " m+1 - T9n+1) B + (dm frfldr_nl —T) B

m—2
+ (dm'ym 1d 2 _1> Bm,1 — Z Tzwrlik Bk . (IV14)
k=0
Assim {l’;’m} é ortogonal de tipo II se, e somente se, r?“_k = Oggxsds K =0,...,m—2
e dmfym 1 —r2 | étriangular superior e regular, como querfamos mostrar.

-1
m—1 "

s,d 3—1 1
Usando (IV.14) temos que dpa? L = A B d ) e dim 1
_, tém as estruturas de a;; ﬁs 4 e 77,; , respectivamente. Assim, 0,
s d s d

r2
rm e rm tem
também as estruturas de a; e ’ym , respectivamente. Esta informacao vai ser

util ao longo da demonstracao deste teorema.

Para demonstrar a implicacdo b) = ¢), comecemos por multiplicar ambos os
membros de (IV.10) por d,', i.e.,

st* ' B =d o Bpsr + )tk B+ d b2 By (IV.15)

Vamos escrever o vector de funcionais lineares vectoriais sx®* 'Y em termos dos

elementos da sucessao dual {£}} de {B},}, i.e.,

se* " U = le L} onde (I;)" = Zjl(sxs’1 B}), jE€N. (IV.16)

J
j=0
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Tendo em conta (IV.15), e que a sucessao vectorial de polinémios {B,,}, é ortogonal

de tipo II relativamente U, temos que,

~

(L))" = U(sz* ' B)
= 0 UBsr) + AL UB) + A2 UBy)
= Osdxsda m:2,3,....

Assim, a representagao (IV.16), toma a forma,

s U = 1o £+ LLL

Analogamente,
(Io)T = U(sz* L BY) = dy ' ri U(By)
()T = U(sz* P BY) = d; 2 U(By).
Assim,
so* U = (&(Bo))T(Té)T(d(?l)Tﬁé (U(Bo)) T (dhHT L. (IV.17)

Por (IV.8), temos que,
ﬁ(l) :A£0+B£1 [§ £% :A£1—|—B£2,

logo,

52" U = U(Bo))" (r3)" (dg )T A Lo

+ UB) [(r0) (dg )" B + (r)T(dT )T A] Ly + UB)) () (d )T B L,
Pelo Teorema III.1, temos que,
,Co = (G()(IS))TU s £1 = (Gl(xs))TL{ (§ £2 = (GQ(xS))TU,

onde,

Go(z*) = (U(By))™

Gi(2®) = (UB)) 2 Laansa — ByH (PN

G2($8) = (U(Bo))_l [($5[sdxsd 8d)(71 ) 1($S[sdx$d 61 )_ o ('72 ) h.

s~ U = d(2)U, (IV.18)
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onde ® é um polinémio matricial da forma ®(x) = ¢o(2°)* + ¢12° + ¢o, onde,

= UBo)" (r}) () By ") () T U(Bo)) "

L{
— UB))" [(r5) (g B + () ()T A] (1) T (U(By)) "

Bo)) ()7 () BT (e B+ sy ]
>

)
)

-T

UB,)

<&<B N (rd)"(dg" )T AW (B) T

( (Bo))T [T (") B + () ()T A] ()7 (55 (o))
FUB) (D (@ B3 T |8 ) B - e B

Como conhecemos as estruturas das matrizes intervenientes em ¢q e ¢, verificamos

QZ ||

que estas tém as estruturas das matrizes 041 4 e 1 ,d , respectivamente.

Para demonstrar a implicagao ¢) = d) comecemos por escrever o vector de fun-

cionais lineares vectoriais DU em termos dos elementos da sucessao dual {L£,} de
{Bn.}, ie.,
DU = D eiLy, ()" = DU(B,), jEN,

onde,
()" = DUB) = —UB)
— —U(AB; + A"B; ;) por (IV.3)
= Osgxsd, J =2,3,....
Assim,
DU = —(U(BY)" Lo~ UB)" L1,
Analogamente,
U(By) = U(AL Bo) = ASU(By)
UB}) =U(AL By + AL By) = ASU(By),
tendo-se,

DU = —(U(By))" ((A))" Lo+ (AD) L)
Como anteriormente, i.e., tendo em conta as representacoes dos vectores de fun-

cionais lineares vectoriais Ly e £, vem
DU = U(z)U, (IV.19)

com,

V() = oz’ + 9,
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onde,

o = (U(Bo))" (AN (1) T (U(By)) T
= UB) (— (A + (AN ()T (B U(Bo)) "

De forma analoga ao caso anterior, i.e., sabendo as estruturas das matrizes interve-

nientes em vy e 11, verificamos que tém as suas estruturas de ozl 4 e 1 .d , respecti-
vamente.

Multiplicando ambos os membros de (IV.19) por z°, vem, DU = a* (x)U.
Tendo em atencdo que, 2D U = D (2*U) —sz° ‘U e 2°U = s x®(z)U por (IV.18),
temos que, D (®(2)U) = ¥, (x)U, onde &, (z) = s 'a®(x) e ¥y (x) = 2°V(2)+P(7).

Finalmente, mostremos a implicagdo d) = a). Para isso, mostramos que a su-
cessao vectorial de polinémios {ém}, ¢é ortogonal de tipo II relativamente a U, i.e,
(%) U)(B,,) = ApOpm, K =0,1,....m, m € N, tal que, sz 'U = ®&(z)U e
D (®,(x)U) = ¥ (z)U onde, ®1(z) = s 'a®(x) e VU (x) = 2°V(z) + ®(x). Notemos
que

(@) U)(Bn) = (@) (s 'z 2U))(Bwm)

= ()" (s 2 @U))(A}, Blpiy + Ay, Br)

= A (s @U) ()" Blyyy) + AL (s 2 @U) () B),)
= AU Ba) — s(h— DSV B, )
+ Al (s7'ax®U)(((2*)F 1 B,) — s(k — 1)z**=D=1 ).

Tendo em conta a nossa hipdétese temos que,
(@) U)(Brn) = — A% (W U) (2°)5 7 Byus) — (k — 1A% (@®U) (¢ D71 Byyy)
— AL (W U) (21 By) — (k= DA (zdU) (z*F D71 B,,) .
Sendo,

Uy = (o + ¢o)z™ + (Y1 + 1) + ¢, e 1@ = dpz” ! + 2" + Pz,

vem,

() U) (Bo) = — A, (10 + 60)2* W) (z"* VB, 41)
— A2 (W1 + ¢1)2* + o)) (z** VB, 1)
— (k= 1A ((poa® ™ + 12! 4 o )U) (z** V71 B, 40)
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— AL (Yo + ¢o)a® ) U) (@D By, ) — AL (1 + d1)7° + o) U) (2*FY B,
= (k= DAL (902 + 012°H! + o) U) (V71 B)
i.e,

() U) (Brn) = =45, [( xs)k+1u)(6m+1)<¢0) + (@) U) (B (¥1)" ]
—k A, [((@) 1 U) (B (00)" + () U (Brsr) (61)7]
—kA((2*)* )( Bini1)(é2)"
= AL (@) U) (B (o) + () U (B) (41)"]

U
(

s

—kAL (@)UY (B) (60)T + ((2°) U) (Bu) (61)"]
—k A, ((z)" " U)(Br) (62)"
Sendo a sucessao vectorial de polinémios {B,,}, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U, e sabendo qual a estrutura das matrizes interve-

nientes acima, vem:
(@)UY (Bo) = Osarcsas k = 0,1,...,m — 2
(@)™ U) (Bo) = —AL (@)™ U)(Byn) [(0)" — (m — 1)(90)"] = Ouarcsa
(@)UY (B) = =A% (@)™ U) (Brsr) (00)” — m A% dy ()™ U) (Brir) (00)”
— A ()" UN (B (00) " — AL ()™ U) (B ) (1)
— mAL ()™ U (Bpn) (90)" — mAL((2°)™ U) (B ) (61)"
— A, (matriz triangular superior e regular).
Mostrémos assim que,
(@) U)Bu) = A Sy k=0,1,..., m, meN,
mostrando-se o pretendido e terminando a demonstracio deste teorema. -

COROLARIO IV.1. Considere-se s = 1 no enunciado do teorema anterior. Entdo a
sucessdo {B,} € cldssica tipo Hahn se, e somente se, a funcional de ortogonalida-

de, U, verifica a equacdo funcional vectorial tipo Pearson,

DEMONSTRACAO. A demonstracao é andloga a apresentada no teorema anterior,
tendo em conta que quando s = 1 em (IV.11) temos U = ®(z)U onde P(x) =
Por? + Pz + ¢y com ¢; € Mgyg. Agora por (IV.19), ie., DU = U(z)U onde
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U(x) = thox 4101 com ¢; € Mgya, temos que, D (®(z)U) = ¥(z)U, como queriamos

mostrar. -

TEOREMA 1V.3. Sejam {B,} uma sucessio livre de polindmios vectoriais, e {B}},
{B.}, definidas respectivamente por (IV.2) e (IV.1), com sucessoes duais, {LL},
{L,}. Entio, {B,} ¢ clissica tipo Hahn se, e somente se, existem sucessoes de

2 3

matrizes em Miaxsa, (L), (s2) e (s2), n € N, com s> matriz inferior e reqular, tais

que,

L= L+ so Ly s Ly, neN

DEMONSTRACAO. Pelos Teoremas III.1 e IV.1, existem sucessoes de matrizes em
Maaxsas (1), (B e (a?11), n € N, com 3¢, | matriz triangular superior e
regular, tais que paran = 1,2,..., {£}} é definida pela relacdo de recorréncia a trés
termos
L, = (’Yfffu) £1+1 + (B )T L, + (QZ’E1,1)T L ;.
Multiplicando & esquerda ambos os membros da igualdade por d,' e usando (IV.7),
e ,DL,= —d ' L} n €N, vem

—2°D ﬁn:dﬁl(ﬁ;ﬁm) Ly +d (B DELy+dy (o 11) Ly,
ie.,

0D Ly = d (0 ) da D Lo + A (35970, £+ d M0, ) du DLy,

Sendo,
DL, =D (z° ﬁn) — sz ' L,, neN,
temos,
L= —d, () dua D Loy — 4N (87)duD Ly
~d; (a3 )'dy 1D Ly +D (2° L),
i.e.,

s* 'L, =D [—dﬁl(%i’il D) dnia Lo — dy, (5 )Td L,
_d_l( Zdl 1)Tdn 1 ‘C 1+’ 'Cn]’

n
Assim, {£,,} verifica uma relacdo de recorréncia a trés termos com coeficientes ma-
triciais do tipo:

2 Lo = ()" Lo + By Lo+ (630)" Loy, n=1,2,..
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se, e somente se,

Ly = [ ) s + ()| D Lo

[ B T+ (BT D Lo+ | =M 0p ) s+ (@0)] D Loy

ie.,
1L, =s2 Ll +sa Ll +sh L, nEN,
onde,
3 - A N\T ~
Sp = dnl(’}/;gz—&—l,l) (’yn—i-l)Tdn-ﬁ-l
sno= A (BT = ()T
1 -1 ,d T d _
Sp = dn (afL—l,l) - ( " )Tdn 1
0 que termina a demonstragao do teorema. [ ]

3. Teorema de equivaléncia para a ortogonalidade de tipo I

Vamos obter féormulas que vao ser tuteis na demonstracao de um resultado a
apresentar. Para deduzir a primeira férmula vamos usar (IV.17) do Teorema IV.2,
ie.,

a1 = (U(Bo)" (r) ()7 L5+ U (Bo))" () () 1.
Considerando a sucessdo vectorial de polinémios {B! }, ortogonal de tipo II relati-

vamente a um vector de funcionais lineares &', pelo Teorema III.1, vem
Lo=(Gy)'U" e Ly=(G)" U
Por substituicao na férmula anterior, vem
sz~ = &y (x)U*, (IV.20)
onde &)1 ¢ um polinémio matricial de grau 1 definido por:
) (x) = UB))" [(rg)" (dg )T (Gp)T + (r)T(d )T (G1)T] -

Com vista a obtencao de uma formula que descreva DU, em termos dos elementos
da sucessdo dual {£}} de {B. }, i.e.,

DU = Zg] DU(Bl), jeN.
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Sendo,
(e,)7 =DU(B}) = ~U(BLY = ~U(d;' B)) = —dy ' U(By) ,
vem,
DU = —(U(By))" (dy")" L3,
ie.,
DU = U(z)U', (IV.21)
onde,

~

V(w) = —(U(Bo) (dy )" (Go)"
Multiplicando ambos os membros de (IV.21) por x*, vem
DU = U (x)U'.

Usando,

vem,

ou ainda,

onde, U (z) = z°W(z) + & (x).

TEOREMA 1V.4. Sejam {B,} uma sucessio livre de polindmios vectoriais, e {B}},
{Z’S’n}, definidas respectivamente por (IV.2) e (IV.1), com sucessoes duais, {L}},
{L.}. Se {B,} ¢ cldssica tipo Hahn, entdo as sucessoes de polindmios matriciais

{G.} e {GL} definidas por:

Lo=(G)TU e £} =(GHTU', neN,
sao tais que,

(21)"Gn = Gra(s)" + Go(s)" +Gy(s7)T, n=1,2,... (IV.22)

onde,
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st (@) (G) + ()T = (21)) G
= =G (L)' = Gul)" = G (), n=1,2,... (IV.23)

onde,

(lg)T: —d,, l%szjrin ) (l111) = —d, ! nl € (li)T: _d#o‘f{fl,r
DEMONSTRAGAO. Comecemos por mostrar a férmula (IV.22). Consideremos a
representacao:

n+1
(Go)'®y = st MG, S € Mg

k=0

Fazendo actuar U 1(BJI-) a ambos os membros da igualdade anterior, vem

n+1
(G U (B)) = () sit (G U (B)).
k=0
Sendo £ = (GL(z*))T U e LL(BL) = Laxsa Onm, n,m € N, vem

(Go) & UM)(BY) = (s )T

Como sz*~U = S U e L, = (én)TZjl, n € N, vem
En(sxs_l le) = ("t
Usando (IV.10) do Teorema IV.2 e ENn(Bm) = Lsaxsd Onm, N, m € N, vem

En(dj_lr;-)ﬂ Bj-f—l + dj_l’l“; Bj + dj_lTJQ-_l [;)j—l)
( d, Ly,

n’

j=n-—1
d'ry, j=n

d,yrn, j=n+1

| Osaxsa, J#n—1n,n+1
Assim,

(21)"Gn = Gy (s)" + Grls)" + Gy (s7)T,
onde,
(sp)" = dylirn,  (s2)" =dy'ry e (sp)" =doiry,

como queriamos mostrar.
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Mostremos (IV.23). Consideremos a representagao:

n+1
Tra((GR)) By 4 (G)T (U — By) Zl”“’f@l TR e Maasa:

Multiplicando a direita ambos os membros da igualdade anterior pelo vector de

funcionais vectoriais ¢', vem

n+1

a((Gn)) R U+ (G) U — (G U =D R G U
k=0
Sendo sz*~'U = ®,U' eD (a:sljl) = TUY’, vem
- _ - ~ - n+1
(G (@U) + (Ga)"D (2°U) — sz*H(G) U =Y L MG U,
k=0
le.,
B - R -~ n+1
D ((Go)" (2°U)) — sz* 1 (Ga) U = (YL MG U
k=0
Usando £, = (én)T&, n € N, vem
~ ~ n+1
D(z°L,) —sa* 'L, =) ' Fa)Tu',
k=0
Le.,
~ n+1
stﬁn — l:LLJrlfk(G’lc)Tul
k=0
Sendo D £, = —d;* £} por (IV.7), vem
n+1

_msdgl E}L _ leﬂ—k(GbT“l

Fazendo actuar ambos os membros da igualdade anterior sobre um polinémio vecto-

rial BJI-, vem
n+1
7 £ BY) = (3 G U (B,
k=0
Sendo L} = (GL(z*)) U e LL(B)) = Lsixsd Onm, n,m € N, vem

—d, ' L, (2 B) = (I )"

Sendo a sucessdo vectorial de polinémios {8}, ortogonal de tipo II relativamente

ao vector de funcionais lineares U', vem

=yt L3 (03 By o+ G5 By 43 Bl = ()T
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Usando L] (B}) = LaxsiOnm, n,m € N, vem
—d;! Sdll se j=n—1
— s,d
_dnlﬁi( +1 +6 +Yh 3]1;1) =4q —d;? nl se j=n
—d;! +1 L se j=n+1,

e portanto,
T2 (1) (Ga) + (1) = (1)) G = —Grpn () = GLL)T = G (1),

onde,

(lg) = anVfLﬁn ) (ll)T:_d_l fff € (l2>T:_d la;d1 1

n

como queriamos mostrar. ]

OBSERVAGAO . Tendo em conta (IV.22) constatamos que obtivemos uma férmula
de estrutura que envolve os polinémios matriciais G,, e G!. Da mesma forma con-
siderando (IV.23) vemos que obtivemos uma férmula de estrutura que envolve a

derivada dos polinémios matriciais G,, e os polinémios matriciais G .

Vejamos agora a forma que as férmulas (IV.22) e (IV.23) tomam no caso parti-

cular de s = 1.

COROLARIO IV.2. Considere-se s =1 no enunciado do teorema anterior. Se a su-
cessio {B,} € cldssica tipo Hahn, entdo as sucessoes de polindmios matriciais {G, }
e {GL} definidas por:

Lo=(G)TU e L1 =(GHTUY, neN,
sao tais que,

(®)7G = GL (9T +GL(sHT+GL ()T, n=1,2,... (IV.24)

onde,

(52) = dn+17”n ; (S:JT = d;zqulz € (SZ)T = d;;lrg?

(®)T(G) + (VTG = -GLdt, n=1,2,.... (TV.25)

n-n 7
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DEMONSTRAGAO. Comecemos por mostrar a férmula (IV.24). Consideremos a

representacao:

(Gn) 1 = Z sp M GHT, SR € Magxsa.

k=0
Fazendo actuar U 1(ZS']l-) a ambos os membros da igualdade anterior, vem

n+1

(Gu) UM (B}) = (Y si MG UM (B)).

k=0

Sendo L} = (GL(z*)) U e LL(B}) = Lsixsd Onm, n,m € N, vem

(Go)" 01U (B)) = (s )"

n

Como para s = 1, U = D1 U", vem

n

(G UY(BL) = (s )T
Usando £, = (én)TZj{, n € N, vem

Lo(BY) = (s77179)7

n

Considerando (IV.10) do Teorema IV.2 e ﬁn(lgm) = Lsaxsd Onm, N, m € N, vem

Lo(d; ') By +d; 'l B+ d 'y Bioy)

( -1 0 .
n—1Tn, J =N — 1
1 .

d'rl j=n

doire, j=n+1

L Ostsd7 .] 7£ n— 1)n7n+ L.
Assim,
(©1)"Go = Gpa(s0)" + Go(sn)" + G ()",
onde,
(s0)" =dppiry 5 (s)" =d,'ry e (s;)" =d, Ly,
como pretendiamos mostrar.
Mostremos (IV.25). Consideremos a representagao:

n+1

((Gn))"®1 + (Gn) Zl”“ HGDT, IR € Magxad:
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Multiplicando a direita ambos os membros da igualdade anterior pelo vector de

funcionais lineares &', vem

n+1

((ény)T&)lul é T‘I;ul Zanrl k Gl

Como para s = 1 vem = d,U" e por (IV.21) temos DU — U, vem

n+1

((G))U + (G)™DU = Y 1M G U
k=0
ie.,
~ - n+1
D ((G)72h) = 314G U
k=0
Sendo £, = (GH)T&, n € N, vem
~ n+1
DL, Z n+17k(G]1€)Tu1.
k=0
Sendo D £, = —d;' £} por (IV.7), vem
n+1
—d, Ly = NG U
k=0

Fazendo actuar ambos os membros sobre um polinémio vectorial le., vem

n+1
—d, M LL(B}) = (D 1THGH) UM (B)).

k=0

Sendo 5711 = (G’i(:zcs))TL{1 e ﬁ}l(B}n) = Lsaxsd Onm, N, m € N, vem
—d,' L, (B)) = (Ipt )T

Por outro lado,

_d;17 j =n

—d; LB =
Osdxsda ]%n
logo,
(@)7(G) + (9)7 G, = —GAd Y,

como queriamos mostrar.

Como consequéncia deste corolario estabelecemos o seguinte resultado.
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COROLARIO 1V.3. Considere-se s = 1 no enunciado do teorema anterior. Se a

sucessao {B,} € cldssica tipo Hahn, entdo:

()" = wihdyt = d s
~1,d
(sD)T = ghdd;t —d;'3, > n=12.... (IV.26)

N\T _ 1d 3—-1 -1 x1d
(Sn) _7n+1dn _dnJrl’YnJrl

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema III.1, existem polinémios matriciais G, e G, tais

que
Ll = (GTU e £, = (Go)TU, neN,
que verificam, respectivamente, para n = 1,2, ... as relacoes de recorréncia a trés
termos:
2Gy =G o + G+ Gt (Iv.27)
e
2Gp = Gl + G + G dnt. (IV.28)

Multiplicando & esquerda ambos os membros de (IV.28) por (V)7 vem
Oaxd = —2(W) TGy + (W) Grral?, + (W) CLBM + (0 Gt (IV.29)
Derivando ambos os membros de (IV.28), vem
G = —2(G) + (G r V&b, + (G) B + (Gt )71,
Multiplicando a esquerda ambos os membros por (<i>1)T, vem

(21)7 G = —a(1)T(Gn) + (1) (Gor)'
+(@)7(Ga) By + (21)T(Gr)3nty (1V-30)
Adicionando membro a membro das igualdades (IV.29) e (IV.30), vem
(21)"Gr = —2(V)"G,y + (9) ' Crr &, + () Gy + (9) Gt
— 2(2)T(G) + ()T (Grr) ay s + (21)7(Gr) BE + (21)T (Gt A0t
Por (IV.25) do corolério anterior, i.e.,

(TG, = —(®)7(G,) — GLd;t, neN,

n-n

vem,

()7G, = 2GLd;t — G dt bt — Gra B — G d A n=1,2,.

n—1%n—-1 =
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Por (IV.24) do Corolario anterior e (IV.27), vem
Gl (s0)7 + Gh(sh)” + Ghy(52)T = Gl [, = d b

+ G [t — a2 ) + Gl [adtdt —d Gt ] n=12,

n—1%n—1

Sendo {G}.} uma familia livre de polinémios, obtemos as relagdes entre os coeficientes

matriciais (IV.26). |

4. Comparagao de resultados

No Capitulo I apresentamos alguns resultados relacionados com a caracterizagao
de sucessoes de polindmios ortogonais classicos segundo Hahn para multi-indices dia-
gonais que podemos encontrar em [43]. Usando o Corolario IV.1 e o Teorema IV.2
vamos apresentar dois resultados que sao extensoes da implicagao b) = ') do Teo-
rema [.7. Ambos os resultados dao-nos uma condi¢ao necessaria para que se tenha

uma sucessao de polindmios moénicos ortogonal classica segundo Hahn.

TEOREMA IV.5. Seja {B,,} uma sucessio vectorial de polindmios cldssica sequndo
Hahn onde s = 1,2,3,.... Entao, eziste um polindmio ¢ de grau (sd(s+ 1)+ s) e

um polinomio matricial ¥ com coeficientes de ordem sd X sd, tais que

D (¢(z) U) = T(x)U. (IV.31)

DEMONSTRAGAO. Sendo {B,,} cldssica segundo Hahn, pelo Teorema IV.2 existem
polinémios matriciais ®; e ¥; com coeficientes de ordem sd x sd verificando uma
equagao funcional vectorial tipo Pearson
D (®(x)U) =V (z)U.

Multiplicando ambos os membros pela adjunta do polinémio matricial ®4, i.e., por
adj(Pq), vem

adj(®1)D &1 U + adj(P1)P:DU = adj(Py) ¥, U .
Somando e subtraindo (adj(®;))'®; U no primeiro membro, vem
adj(®1)(P1)' U + adj(P1)D:DU + (adj(Py))' P U — (adj(Py))' @1 U = adj(P1) T U .
ie.,

D (adj(®1)®,; U) = (adj(P) ¥y + (adj(Py)) Py U .
Assim,
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Denotando por, ¢ = det(®P) e U= (adj(®1) ¥y + (adj(P1))'®1), temos, D (pU) =

U . Resta mostrar que o polinémio ¢ tem grau sd(s + 1) + s. De facto, sendo

¢ = det(®q) = det(s ™ (gor™ ™ + p12°T! + ho2))

s,d s,d

m ) m )

que grau (¢) =grau (det(®y)) = sd(s+1) +s. [

e como ¢g, @1 em Mgysq tém as estruturas de « respectivamente, temos

COROLARIO IV 4. Seja {B,,} uma sucessdo vectorial de polindmios cldssica sequndo
Hahn, com s = 1. Entao, existe um polinomio ¢ de grau d + 1 e um polinomio

matricial U com coeficientes matriciais de ordem d X d, tais que
D (¢p(x)U) = ¥(z)U. (IV.32)

OBSERVAGAO . Os autores, A.I. Aptekarev, A. Branquinho e W. Van Assche em [4]
estudam polinémios ortogonais multiplos relativamente a um conjunto de d =
2,3, ... funcoes peso, {w', ..., w?}, satizfazendo uma equacao funcional tipo Pearson
do tipo:

(B()0;(2)) = Uy(2wy(=), j=1,....d (1V.33)
onde ¢ e 1; sao coeficientes polinomiais. Em notacdo matricial (IV.33) toma a

forma:

0 wy (0 w1

¢ Wy Ya Wy
que é um caso particular das equagoes funcionais vectoriais tipo Pearson (IV.31)
e (IV.32), apresentadas nos resultados atréas estabelecidos, na medida em que neste
caso temos uma matriz diagonal no segundo membro. Em particular, as funcoes
peso wj, 7 = 1,...,d, associadas aos polinémios ortogonais multiplos cldssicos que
verificam a equagao (IV.33) e o coeficiente polinomial ¢, constam na tabela 1. Assim,
os polinémios ortogonais multiplos classicos satizfazem uma equacao funcional vecto-
rial tipo Pearson, que é um caso particular das equagoes funcionais vectoriais tipo
Pearson (IV.31) e (IV.32). Os autores atréas referidos mostram em [4] que estes
polinémios ortogonais multiplos cldssicos podem ser definidos por uma formula do

tipo Rodrigues.
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o {wk}izl Caso

22 2% exp(v/z) Bessel
z2(z—1) 2% (z — 1) Jacobi-Pineiro

z 2% exp(fz) Laguerre 1

z 2% exp(fr2) Laguerre 11

1 exp(6/22° + By2) Hermite

TABELA 1. Classicos multiplos
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