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(8.0) 1. Representacao de Fungoes.
e —1

(a) Classifique quanto as singularidades a fungao

(b) Justifique que pode representar em série de poténcias numa vizinhanga

da origem a funcao . Determine o raio de convergéncia da re-

presentacao em série de poténcia dessa funcao, i.e.
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(¢) Tendo em atencao que
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conclua que
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(d) Mostre que

o0

b2n
z cotan z = E (—1)m2mz?n
|
— (2n)!

e calcule by, by € bg. Indique a regiao de convergéncia da representagao
em série anterior.

(e) Sabendo que
tan z = cotan z — 2cotan 2z,

obtenha o desenvolvimento em série de poténcias numa vizinhanca da
origem para a fungao tangente.

v.s.f.f.



(f) Enuncie o teorema de Mittag-Leffler e aplique-o para obter a repre-
sentagao
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Indique a regiao de convergéncia uniforme.

(g) Conclua que a representacéo de Mittag-Lefller para a func¢ao z cotan z
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(h) Utilize as alineas anteriores para calcular

(4.0) 2. Aplicagoes do Teorema de Rouché.

(a) Mostre que as raizes de z* — 2 +5 estdo na coroa circular {z € C: 1 <
2] < V/3}. Verifique também que as raizes nio se encontram nos eixos
real e imaginario.

(b) Deduza a férmula de Lagrange:

7T(§) o G u” n n
P ~ @)+ X D@ @)

onde as fungoes F(z) = z—a—uf(z) e w sdo analiticas numa vizinhanga

de a € C.

(c¢) Aplique a férmula de Lagrange para calcular a funcao geradora dos
polinémios de Hermite, H,,(z) = D"(e™*"), n=0,1,....

(5.0) 3. Teoremas de Unicidade.

(a) Sejam f e g duas fungoes analiticas no dominio D C C e que nao se
anulam ai. Mostre que, se o derivado de

{rep: 2B -291

for um subconjunto nao vazio de D entao existe uma constante, o, nao
nula tal que f(z) = ag(z), z € D.

v.s.f.f.



(b) Enuncie o Lema de Schwarz e aplique-o para mostrar que os auto-

morfismos do disco unidade sdo as aplicacoes do tipo e’
la| <1ef €0, 2n].
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(¢) Se uma sucessao de fungoes analiticas definidas num mesmo dominio
D C C é uniformemente limitada em D e converge num conjunto que
tem ponto de acumulagao em D, entao converge uniformemente em D.

(3.0) 4. Funcoes Elipticas.

(a) Defina fungao eliptica.

(b) Justifique que o conjunto dos periodos de uma fun¢do meromorfa e
nao constante nao tem ponto de acumulacao.

(c) Se f é uma fungao eliptica impar e w um seu periodo, entdao w/2 é um
zero ou um pélo de f de ordem impar.

(d) Estabelega um resultado andlogo para fungoes elipticas pares.




