Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra
Anélise Complexa Il

Folha de Exercicios

1. Identifique analitica e geometricamente os seguintes pontos:

() || (e) (4"

(b) V14 (f) (—i)~*
(c) Vi (g) log(—)

(d) <1\7§Z) . (h) log(1 + i)™

2. Mostre que

__a‘zlse]z|:1e1—dz7£0.
z

3. Mostre que a equacao
2> — 2Re(az) + |a|? = p?

representa uma circunferéncia centrada em a e de raio r.
m m

4. Most > =R, R>1.
ostre que | = _Rn+1para|z| :

5. Mostre que a distancia esférica de z; a 23 é dada por

2|21 — 2o

RV Fa PN P

6. Descreva a superficie de Riemann para w = z'/3.

7. (a) Seja F' uma fungdo complexa, definida em D x D onde D é um dominio de
C. Se F' é analitica em D como fungao de cada uma das varidveis e F(z,w) = 0
para (z,w) € E x E, onde E C D com derivado E' # (), entdao F(z,w) = 0 para
(z,w) € D x D.

(b)Mostre que | cos z|* = cosh®y — sin*z, z = x + iy.

(c) Indique os zeros de cos z e os seus periodos.

(d) Mostre que cos™'(z) = —ilog(z + /22 — 1).

(e) Determine uma férmula semelhante para a funcao sin, e a partir dela os seus
zeros e periodos.

8. Determine a imagem pela aplicacdo w = 2% do sector {z € C:0 < argz < 6p}.
Represente-a.

9. Que condicoes temos de impor sobre a, b por forma a garantir que a funcao 2%(1—z)®
estd univocamente determinada. Nesse caso descreva a superficie de Riemann de
22(1 — 2)°.

10. Para que valores dos parametros a, b, ¢ é a funcao az? + bzz + cz? analitica.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) Mostre que se f é analitica num dominio D de C, entao f(Z) é analitica em
D*={zeC:zeC}.

(b) Mostre que, se f é analitica num dominio de C e Smf =0 em D, entao f é
constante sobre D.

(c) Mostre que, se f é analitica num dominio de C e |f| é ai constante, entao f é
também constante.

(d) Enuncie o teorema do prolongamento analitico por simetria.

Sejam P, () duas fungoes complexas, continuas sobre um arco suave I'. Seja dado

um dominio D de C tal que I' N D = (). Mostre que,

F(w):/FP(z)dx%_ Q(z)dﬂv7 r= iy

Z2—w r Z—w

¢ analitica sobre D. Calcule a funcao derivada de F'.

Um dominio em C é convexo se e somente se for estrelado relativamente a cada
ponto do dominio.

Seja u a fungao complexa definida sobre C por u(z) = Sm1/z? se z # 0 e u(0) = 0.
Mostre que:

(a) existem todas as derivadas parciais de u relativamente a x, y.

(b) 24+ 54 =0.

(c) u ndo é uma fungao harménica em C.

(d) Mostre que toda a fun¢ao harmonica é C*°.

(a) Mostre que log |z| é harménica em 0 < |z| < 0.

(b) Determine a sua harménica conjugada em C\| — oo, 0].

(c) Mostre que log |z| ndo tem harménica conjugada em C \ {0}.

(a) Seja f um ramo analitico de 2%, definido em C\| — oo, 0]. Mostre que, f'(z) =
af(z)/z

(b) Mostre que, qualquer ramo analitico da fungao log z definido em C \ [—o0, 0]
tem a mesma funcao derivada.

Represente a familia de curvas de nivel de u, v para:

() f(2) =u(z) +iv(z) =2° (b) f(z) =u(z) +iv(z) =1/z
Transformag¢des Homograficas: Considere a fungao

az+0b
f(z)—m, ad—bc#0, a,bc,deC,

com f(—d/c) =0 e f(o00) = a/c. Verifique:

(a) A funcado f é uma aplicacao bijectiva de C* = CU {oo} em C* = C U {o0}.
(b) A composicao de fungdes homograficas é homogréfica.

(c) Dados trés pontos z1, 29, 23 € C* e trés pontos wy, wy, w3 € C*, existe uma unica

transformagao homogréfica f, que verifica f(z;) = w; para j = 1,2, 3. Determine-a.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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(d) Toda a transformacdo homogréfica é a composigdo de uma translacgao, dila-
tacao e inversao.

(e) A imagem de circunferéncias e rectas por uma transformacao homogréfica é
ainda uma circunferéncia ou uma recta.

(f) Determine os possiveis pontos fixos de uma transformacao homografica.

Calcule explicitamente as transformacoes homograficas que levam:
(a)l—1, —-1——1lei—0 (c)14+i—0,2—~00e0—i—1
(b)) 0—o00,00—0e1l+— —1 (d)i—0,0——1eoo—1

Para a transformagao homogréfica definida no exercicio 18 (c) determine, sem fazer
uso da sua expressao analitica, as imagens por ela dos seguintes conjuntos:

(a) {zeC:|z—-1]=1} (c) {zeC:Qmz=0}

(b) {zeC:|z—1]| < 1} (d) {z € C:Rez =0}

Para a transformacao homografica definida no exercicio 18 (d) determine, sem
fazer uso da sua expressao analitica, as imagens por ela de qualquer recta vertical
ou horizontal, assim como dos semi-planos {z € C:Rez > 0} e {z € C:Sm z > 0}.
Toda a transformacao homogréfica f com um ponto fixo é conjugada da translaccao
z+ z+ 1, i.e. existe uma transformagdo homogréfica, h, tal que h(f(h7'(2))) =
z+ 1.

Toda a transformacao homografica f com dois pontos fixos é conjugada duma
dilatacao z — az para a # 0, 1.

Aplicando o teorema de Green calcule |, ap T dy, onde D é um semi-circulo centrado
em 0 eraio R.

Determine, usando integragao ao longo de um caminho, a conjugada harmoénica de
u(z,y) = 3%y — .

Calcule os seguintes integrais ao longo de um caminho:

dz dz
— N — N
@) =1 2™ "e (c) jz=1 [2™ e
(b) @,mEN (d) M,mEN
lo)=1 2" o=1 2™
Mostre que,

27TRn+1
Rm—1"

<

R>1, m2>1.

Z?’l
dz
‘/|;’=R zm — 1

Sejam, 7, 72 dois caminhos unindo —im a im, contidos nos semi-planos {z €

C:Rez > 0} e {z € C:Rez < 0}, respectivamente. Calcule/ f(z)dze / f(z)dz
7 2

para as seguintes funcgoes:



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

(a) f(z) =€ (c) f(z) =1/z

(b) f(2) =cosz

Seja D = C\|—o00, 1], e considere o ramo de /22 — 1, definido em D e que é positivo

m |1, 00[.

(a) Mostre que {z+ V22 —1:2€ D}N{z€C:Imz=0, Rez <0} =0.

(b) Mostre que log(z + V22 — 1) é uma primitiva de 1/v22 — 1 em D.

(c) Calcule / _ &
V21

0}.

(a) Mostre que

onde y é um caminho que une —i aiem DN{z € C:Rez >

L /+°° e R dy = /2 —00 < 5 < 00
N , :
Ideia: Integre exp(—2%/2) ao longo de um rectangulo devidamente escolhido,
aplique o teorema de Cauchy, e tome o lado do rectangulo tao grande quanto queira.
(b) Se h é uma funcdo continua em [—M, M|, entdo, é inteira a sua transformada

de Fourier dada por

M
H(z) = / h(t)e=i* dt
-M
Demonstre o teorema fundamental da algebra. Como aplicacao, mostre que se f for
uma fungao inteira, tal que f(z)/z" é limitada, entdo f é um polinémio de grau
quando muito n.

Seja f é uma fungao continua em {z € C: |z| < R} e analiticaem {z € C:|z| < R}.
Mostre que / f(z)dz =0.

Seja f uma f{i‘n:(;};o analitica em C\ {0}. Mostre que, existe uma constante ¢ tal
que f — ¢/z tem uma primitiva em C \ {0}. Dé uma férmula para ¢ em termos de

um integral de f.

Calcule os seguintes integrais:
n

sin z
a dz, n >0 c dz
@) =2 # — 1 () =1 2
e” dz
(b) —, =00 < m < 00 (d) _
lzl=1 2™ =1 22(2% — 4)e?
Determinar o raio de convergéncia dos seguintes desenvolvimentos em série:
N 2n
2m2" d
@Y (@ z ok
o0
b 2" t 1
(b) Zn 2 (e) Z yTv (com a parametro real)

>, 3
n=0

Determine o raio de convergéncia para os desenvolv1mentos em série das seguintes

funcgoes, centrados nos pontos indicados:



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

(a) — (=) (@) = (== —in)
(b) —— (==0) () 7 (=)
() —— (:=0) () 5 yg -=0)

Classifique as singularidades isoladas das seguintes fungoes em C*. Indique também
a ordem dos seus polos e a parte principal do seu desenvolvimento em série de

poténcias na vizinhanga do polo.

z COoS 2
a) ———— c) ————
(a) (22 —1)2 () (22 —7m2/4)
1
(b) tanz (d) log (1 - —)
z
+o0o
Considere o desenvolvimento em série de Laurent E a,z" de secz que é conver-

gente em {z € C: |z| = 3}.

(a) Indique uma coroa circula onde a série converge.

(b) Calcule os coeficientes a_3,a_o,a_1, ag.

Se f, g sao duas fun¢des meromorfas no dominio D, e zy € D, entao:

(a) ordem(fg, zo) = ordem(f, z9) + ordem(g, zo);

(b) ordem(f + g, z9) > min{ordem(f, zo) , ordem(g, zo) };

(c) Temos igualdade na alinea anterior quando ordem( f, zy) # ordem(g, zo).
Considere o ramo de \/m que é positivoem {z € C:Smz =0, Rez > R >
0}. Mostre que f é meromorfa numa vizinhanga de co. Determine a parte principal
do seu desenvolvimento em série e o seu residuo no infinito.

Calcule o residuo em cada singularidade isolada no plano complexo, das seguintes

funcoes:
z
OF © e
(b) tan z (d) 212
Aplicaﬂio o teorema dos residuos calcule os segggontes igg(?;gila;s
(a)/ 1—|—x4 (f)/ J:+a x—i—b) a,6>0

oo % sin(ax) dz
o | W © /) e

(c )/+°° cos(ax dx7a>0 (h)/ 41dfx

1+a;4

2m 400
(d)/ cos? 6 dQ,a>1 1)/ \/_logxd:v

a + cos (1+ x)?
400 % dx
(e) / —.,0<a<1
o 1+=x
Seja g uma fungao continua no circulo unitario. Mostre que g pode ser aproximada

uniformemente no circulo unitario por polinémios se, e somente se, g se poder



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

estender de forma continua a respectiva circunferéncia e for analitica no interior do
circulo.

Seja f analitica em {z € C:|z| < p}, verificando |f| < M, f(0) = 0. Mostre que,
|f'(0)] < M/p. Determine todas as fungoes analiticas para as quais se tenha a

igualdade.

Z—w
1—wz
unitario. Mostre que para esta métrica se tem d(f(2), f(w)) < d(z,w), para toda

Mostre que d(z,w) = , |z < 1, Jw| < 1, define uma métrica no disco

a funcao analitica, limitada por 1, no disco unitario.
2|dz|

=22 ¢é invariante sobre os automorfismos analiticos
— |z

Mostre que métrica de Poincaré

do disco unidade.

Mostre que:

(a) 22° + 6z — 1 tem quatro raizes na coroa circular {z € C:1 < |z| < 2}. Onde é
que se encontra a quinta?

(b) 2% 4+ 222 — 2 + 1 tem uma rafz por quadrante.

(c) Seja D um dominio limitado com fronteira suave. Se as fungoes f, g, analiticas
em D, verificam |f + g| < |f| + |g| sobre D, entao f,g tém o mesmo nimero de
zeros em D.

(d) Sejam f, g duas funcoes analiticas em D, com f # 0 sobre 0D e zeros de f,

zj € D, je&N,repetidos de acordo com a sua multiplicidade. Entao,

1 'z,
% BDg(Z) f(Z) dZ—Zg(Zj).

Seja f uma funcdo analitica em D = {z € C:0 < |z| < 1}. Defina-se a sucessao de

fungoes f,(z) = f(z/n) para z € D e n € N. Mostre que { f,,} é uma familia normal
em D se, e somente se, a singularidade de f em 0 for regular ou um polo.
Seja f uma fungao analitica em {z € C : Rez > 0} e tal que Re f > 0. Considere

que a sucessao das iteragoes de f, {f,} definida por

fQ(Z) :f<f(z))7 S fn:f<fn—1(z))7

¢ normal. Se {f,} tiver uma fungao de acumulac¢do nao constante, entdo f é uma
funcao homografica.

Seja GG a transformacdo de Riemann de um conjunto simplesmente conexo D C C
sobre o disco unidade, verificando G(zp) = 0 e G'(zy) = A > 0. Mostre que, se f é
uma funcdo analitica sobre D verificando |f| < 1 entao |f’| < A; temos igualdade
somente quando f é um maultiplo unimodular de G.

Os automorfismos do disco unidade, {z € C: |z| < 1}, sao as funges da forma

—a

f(z):ewlz — com |a] <1e0 <0< 2.
—az




52.

53.

o4.

25.

26.
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Toda a transformacao conforme do semi-plano superior no disco unitario toma a
6() zZ—a

forma w = ¢’ —.
z—a
Determine a transformagao, sobrejectiva e conforme, w, de C\] — oo, 0] no disco
unitério, tal que w(1) = 0, w(—1+10) =4, w(—1—1i0) = —i. Represente a imagem
de {z€C:|z|=r, —m<argz <} por esta transformagao.
Mostre que w(z) = 1/2(z 4+ 1/z) transforma conformemente e sobrejectivamente o
interior do disco unitario num dominio D da esfera de Riemann C* = C U {oo}.
Identifique D. Represente as imagens por esta aplicacao da circunferéncia de cen-
tro 0 e raio r. Identifique a transformagao inversa (indicando o ramo que estd a
considerar).
Suponha que sao dados quatro parametros reais a,b,c,d tais que 0 < a < b e
0 < ¢ < d. Mostre que existe uma transformacao conforme e sobrejectiva da coroa
circular {z € C:a < |z| < b} sobre {z € C: ¢ < |z| < d} se, e somente se, a/b = ¢/d.
Descreva as transformagoes conformes e sobrejectivas duma coroa circular sobre si
mesma.
Seja g a transformagao conforme e sobrejectiva, g, do quadrado {z € C:0 < Re z <
1, 0<SQmz < 1}sobre o disco unitario, verificando ¢g(0) = 1, g(1) =4, g(1+1) =
—1 e g(i) = —i. Mostre que g admite uma extensao meromorfa a todo o plano

complexo que é duplamente periddica, com periodos 2 e 2¢. Localize os zeros, polos

e os pontos de ramificacao de g.



