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(6.0) 1. Seja f a funcao real de varidvel real definida por

23
xd—1

fz) =

(a) Determine o dominio de continuidade de f.
(b) Determine a regiao onde f é positiva.

(c) Diga, justificando, se o conhecimento do grafico de f em [0, 00[, lhe
permite representar f em toda a recta real.

(d) Sabendo que f é decrescente nos intervalos de definigao, represente
graficamente f.

(e) Decomponha f em fragdes elementares.

(f) Calcule/f(x) dx.

(a) Estabeleca a identidade
log, blog, clog.a =1.

para quaisquer a, b, ¢ reais positivos.
(b) Determine o dominio de f(z) = log,..; z.
(c) Calcule f'.

(a) Prove usando uma mudanca de varidvel adquada que

1
———dzr =In(x + V1 + 2?).
/ V1+ 22 ( )
(b) Determine a funcao inversa da fungao sinh.

(¢) Deduza, usando o teorema da derivada da funcao inversa, a derivada
da fung¢ao definida na alinea anterior.

v.s.f.f.



1
1
(d) Calcule/ — .
o va(l —x)
(e) Calcule, recorrendo as somas de Riemann de um certo integral o
seguinte limite

I 1 1 1
nLH;On 12+n2+22+n2+"'+n2+n2 '

(3.0) 4. Um rapaz estd no topo de uma escada com cinco metros de compri-
mento, que esta encostada a uma parede num beco com trés metros de
largura. A escada desliza, com o topo a deslizar ao longo da parede (e o
rapaz segura-se a ela), e a base desliza no pavimento até bater na parede
oposta. Sabendo que a velocidade atingida pela base quando bate na parede
oposta é de 0.8 metros por segundo, determine a velocidade com que o rapaz
esta cair nesse instante.

(2.5) 5.

(a) Descreva analicamente em coordenadas polares a seguinte regiao do
plano

{(x,y)ERQ:nggl,Ogygx} )
(b) Identifique a regiao do plano limitada pela curva de equagao
p = 24/cos(20).

(c) Calcule a area da regiao representada na alinea anterior.
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(4.0) 1. Considere a fungao definida por

1 2
fla) = xsin;, xG]O,;]
0, =0

(a) Verifique se se pode aplicar o Teorema de Lagrange a fungao f no
intervalo considerado.

(b) Mostre que existe zy €]0, 2 [ tal que f'(zg) = 1.

(c¢) Enuncie o Teorema de Rolle.

(d) Determine o nimero de zeros da funcao derivada de f em |0,

[.

3o

(4.0) 2. Indique, justificando convenientemente a sua resposta, quais das seguin-
tes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:

(a) Se f'=¢', entao f =g.

(b) Se f existe, entao f” também.
)
)

(c) Pela regra de L’Hopital, lim ST i 222

r—oo I T—00

, que nao existe.

(d) Para fungoes f e g duas vezes derivaveis, a segunda derivada de f + g
é dada por f"+ ¢".

(6.0) 3.

(a) Recorrendo a definigao de integral, calcule:

1 e1/7’L 262/71
lim — l + +...+e

n n

(b) Determine a natureza do seguinte integral impréprio

-2 2x 6x
3** +3 .
/_00—23&:_'_312:553 dx .
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(c) Dé uma interpretagdo geometrica de

/Oam(a—x)dx.

(d) Usando apenas resultados da geometria elementar, calcule o valor do
integral apresentado na alinea anterior.

(2.0) 4. Verifique se a série

¢é simplesmente convergente.

20 — 1
4.0) 5. Consid funca ==\
(4.0) onsidere a fungao f(x) P —-
(a) Decomponha f em fracgoes elementares.

(b) Represente f em série de poténcias centrada em z = 0, utilizando
somente o desenvolvimento de ﬁ em série de poténcias.

(c¢) Determine a regiao de convergéncia da série obtida.

(d) Mostre que os coeficientes do desenvolvimento em série de poténcias
de f verificam a seguinte relacao

6an40+api1—a, =0, n=01,....
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(2.0) 1.

(a) Dé um exemplo de uma fungao continua num intervalo I C R, que
tenha um méximo em a € I, mas cujas derivadas laterais em a existam
e sejam diferentes.

(b) Dé um exemplo de uma func¢ao descontinua num ponto a do seu
dominio, que tenha um maximo local em a e que seja estritamente
decrescente a esquerda de a e estritamente crescente a direita de a.

OBSERVACAO: Apresente também o esboco dos graficos das funcoes
pedidas.

(9.0) 2. Das afirmagoes seguintes, indique quais sao verdadeiras e quais sao fal-
sas, justificando devidamente:

o0

1 2w

n=1
(b) Uma série numérica cujo termo geral tende para zero nao é necessa-
riamente convergente.

(c¢) Sejam a, > 0, n € N. Uma condi¢ao necessiria e suficiente para a

n n
convergencia da sucessao <E ak> é que (E ak> seja limitada.

k=1 k=1
(d) / sint dt = arctan®(2z — log |z — 7| + sinh 2z).

(e) Seja f uma fungao continua, positiva e crescente em [0, a] com f(a) =

b. Entao
/f dx—ab—/ f(z
1

(f) lim 1 [(1/n)* 4+ (2/n)* + ...+ (n/n)*] = 3

n—oo 1

[e.e]
(g) Se a é uma constante real entao / xe® dx converge sempre.
0

v.s.f.f.



o0
(h) Se a é uma constante real entao Z ne® dr converge sempre.
n=1
(i) Uma fungao continua num intervalo fechado pode ser sempre obtida
como limite uniforme de uma sucessao de polinémios.

(1.5) 3. Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b]. Se / f(t)dt = 0 para

todo o = € [a, b, entdao quais das seguintes afirmagoes sdo necessariamente
verdadeiras:

(a) f é nao é constante em [a, b);
(b) f>0em [a,b];

(¢) f énula em [a, b];

(d) f<0em [a,bl.

(2.5) 4.

(a) Efectuando a mudanga de varidvel z =t + m/2 e usando propriedades
dos integrais, mostre que

/2 sin® z /2 cos®
P . dr = a3 L ind e dz .
0 COS’x + s’z 0o COS°T +sSIn”x

(b) Utilize o resultado da alinea anterior para calcular

/2 sin® x
0 COS° T + sIn” x

(a) Defina fungao inversa da funcao tangente.

1
(b) Diga em que condigoes ¢'(yo) = m onde g = f' e f(xo) = vo.
Lo
(c) Utilize o resultado da alinea anterior para determinar a derivada da
fungao arctan definida na alinea (a).

(d) A partir do desenvolvimento em série de poténcias da fungao . ,
-
determine o desenvolvimento em série de poténcias e respectiva regiao

de convergéncia da funcao arctan.

o (D"
(e) Calcule o valor da soma infinita —
; 3n(2n + 1)




