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(3.0) 1. Considere m funcdes reais, fi,..., fm, definidas e de classe C* num aberto
D CR" comn>m.

(a) Defina jacobiano da fun¢ao F': D C R"™ — R™ de expressao analitica

(b) Enuncie uma condi¢ao necesséaria para a dependéncia funcional das m
funcoes consideradas.

¢) Suponha que as m fungoes consideradas no enunciado, i.e. f; com j =
j
1,...,m sao funcionalmente independentes. Complete a frase:

— Seja g uma funcdo real definida e de classe Ct em R™. Existem pard-
metros reais \i, ..., \ym tais que os pontos criticos, °, da funcdo
¢: D CR"— R de expressao analitica

¢(@) = g(@) + M fr(@) + - + A fm (@)

que verifiquem as condigées f;(z°) =0, j=1,...,m, sdo ...

(7.0) 2. Considere o sistema de equagoes

f1(137y,2) = 07 fQ(IayaZ) = 0,

onde f; e f, sdo duas funcdes reais definidas em R® por
iy, z) =2 —ay+y* =2 =1, fola,y,2) =2 +¢* — 1.

(a) Mostre que o sistema dado define, nas condigoes do teorema das fungoes
implicitas, y e z como fungodes de x numa vizinhanca do ponto de coorde-
nadas (—v'2/2,v2/2,v2/2).

(b) Justifique que o sistema dado define duas curvas diferencidveis em R* x
[0, +00[, uma C; que passa pelo ponto (—v/2/2, v2/2, v/2/2) e a outra
Cy que passa pelo ponto (v/2/2, —v/2/2, v/2/2).

(c) Determine a equagao cartesiana do plano normal a curva C; no ponto
(—V2/2,V2/2, V2/2).
(d) Mostre que
x=cost, y=sint, z=/—sin(2t)/2, te [3/2m, 2n],
define uma parametrizagao da curva C .

(e) Identifique o lagrangiano que lhe permite determinar os pontos de Cy que
estdo mais préximos e mais afastados de (0,0,0).

(f) Justifique que o problema enunciado em (e) é equivalente a determinar os
extremos da funcao real de variavel real de expressao analitica

f(t)=1—sin(2t)/2, te€ [3/2n, 2n].

(g) Resolva o problema enunciado em (e).
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(3.0) 3. Considere o campo de vectores F': D C R* — R? de classe C'(D).

(a) Dé uma condigao necessaria e suficiente para que F' seja conservativo.

(b) Diga em que condigoes se tem

/F!fds:/rotF\ﬁdS.
o7 r

(¢) Defina curva integral associada ao campo de vectores F'.

(6.0) 4. Seja v a curva de equagao
4yt =32, P4yt + (-1 =1.
(a) Estabeleca o integral que lhe permite calcular o comprimento de .
(b) Calcule / F|tds, onde F é o campo de vectores definido em R® por
F(z,y,2) L (2zyze™ | ze® + 2ye’ | ye).
(c¢) Descreva em coordenadas cilindricas e esféricas a regiao
T={(z,y,2) e R 2>+ + (2 —1)* <1, 2> 1/2}.
(d) Estabelega o integral que lhe permite calcular o volume de 7.
(e) Calcule o integral / G|7n dS, onde G é o campo de vectores definido
por G(x,y,2) = (xygl,usjy?’, 2(5+2y%)), S; é a superfice de equacdo
x=rcost, y=rsint, z=r/V3, (t,r) € [0,2n[x]0,V3/2],

e Sy é o interior geométrico da curva 7.

(1.0) 5. Considere a equagao com derivadas parciais

1 0%z 1822_

RN AL}
x2 0 x? +y28y2

Diga em que regiao ¢é esta equacao eliptica, e mostre que a mudanca de variavel

2 2

E(ryy) =y, nlxr,y) =27,

a reduz a sua forma candnica.
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(7.0) 1. Considere as fungoes reais, fi, fo, f3, definidas em R, por

fi(z,y,z) = e Fcosy, folz,y,2) =—e “siny, f3(z,y,z)= 22,

(a) Calcule o jacobiano da fungio F: R® — R® de expressdo analitica
F(Iv Y, Z) = (fl(xv Y, Z)7 fQ(IJ Y, Z)J f3(I7 Y, Z)) .

(b) Analise a dependéncia funcional das fungdes fi, fa, fs.

(c¢) Defina a fungao g = div F', i.e. indique o seu dominio, contradominio e
expressao analitica.

(d) Determine a equagao cartesiana do plano tangente a superficie de equagao
g(x,y,z) =0 no ponto (—1,7/2,0).

(e) Mostre que a equagao g(z,y,2) = 0 define implicitamente, y como fungao
de x, z numa vizinhan¢a do ponto (—1,7/2,0).

(f) Calcule o gradiente da fungdo h definida na alinea anterior no ponto de
coordenadas (—1,0).

(3.0) 2. Considere a curva, C', de equagao
gi(z,y,2) =0, go(z,y,2) =0,
onde g; e g sao duas funcoes reais definidas em R® por
g(z,y,2) =2 + 2 + 20+ 4y — 9, go(r,y,2) =y — 2.

(a) Identifique o lagrangiano que lhe permite determinar os pontos de C' que
estao mais préximos de (0,0,0).

(b) Mostre que
z=—-14+2V3cost, y=—1++6sint, z=—1+V6sint, t e [0, 2n[,

define uma parametrizagao da curva C'.

(c) Justifique que o problema enunciado em (a) é equivalente a determinar os
extremos da funcao real de variavel real de expressao analitica

f(t) =15 —4(V3cost + V6sint), te [0, 2x].
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(5.0) 3. Considere o campo de vectores F: D C R®> — R® de expressdo analitica
F(x,y,z) = (y,2,2).

(a) Verifique se o campo de vectores F' é conservativo.

(b) Aplicando o teorema de Stokes, calcule o integral / F|tds,onde Céa
c
curva de equacio 2 + 2y + 22 +4y =9, y==z.

(c) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento de C'.

(d) Defina curva integral associada ao campo de vectores F'.

(4.0) 4. Seja T a regiao de R* dada por
T={(z,y,2) € R*: 2 + 9+ 22 <1, 2°+9y*<2*, 2<0}.

(a) Descreva em coordenadas esféricas a regiao 7T'.

(b) Estabelega o integral que lhe permite calcular o volume de T'.

(¢) Mostre que / (y,z,2z) |1 dS =0, enunciando os resultados que aplicar e

oT
identificando a fronteira de T', 9T .

(1.0) 5. Considere a equagao com derivadas parciais

0% 2 0% 2 0% 2

-2 2 =0.
0 x? 8x8y+ 0y? 0

Classifique esta equagao, e mostre que a mudanca de varidvel

§(ryy)=z+y, nlzy) =,

a reduz a sua forma canodnica.
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(5.0) 1. Considere as funcdes f: R* =R e ¢: R* — R*, de expressio analitica
f(xvyuuvv) = (.’L‘ - U)2 + (y - U>27 (p<57t> = (COSta (Sll’lt)/\/ﬁ, S, 4 — S) :
(a) Defina a funcao g = fog, i.e. indique o seu dominio, conjunto de chegada

e expressao analitica.

(b) Aplicando o teorema da derivada da fungdo composta calcule a matriz
jacobiana de g .

(¢) Identifique o lugar geométrico dos pontos de R? que verificam a condicdo
Cy = x=cost, y=(sint)/v/2, te[0,2n] ou
Cy u=s, v=4—s, seR.
(d) Identifique o lagrangiano que lhe permite determinar os pontos de C que
estao mais préximos de Cs .

(5.0) 2. Considere as funcdes reais definidas em R* por
gi(z,y.2) =2 + 20" =1, galw,y,2) =v+y+z—4.
(a) Mostre que o sistema

gl(w,y,z) = 07 92(x>y7 Z) =0

define, nas condic¢oes do teorema das funcgoes implicitas, x e z como fungoes
de y numa vizinhanca do ponto de coordenadas (vV/6/3, vV6/6, (8—v6)/2) .

(b) Determine a matriz jacobiana da fun¢ao definida na alinea anterior no

ponto v6/6.
(c) Analise a dependéncia funcional das fungoes g1, g -
(d) Determine a equagao cartesiana do plano normal a curva definida por
gl('ra Y, Z) =0 ) 92('1:7 Y, Z) =0 )
no ponto (vV6/3, vV6/6, (8 —6)/2).
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(4.5) 3. Considere o sélido
T={(z,y,2) eER*: 2*+2y° <1, 0<z<d—x—79y}.

(a) Estabeleca o integral que lhe permite calcular o volume de T.

(b) Estabelega o integral que lhe permite calcular a area de superficie de 0T
situada entre os planos z =0 e 2 =1.

(c) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento da curva C'
de equacao cartesiana, 22 +2y* =1, vz +y+z2=4.

(4.0) 4. Seja F um campo de vectores de classe C* em R? .

(a) Mostre que div(rot F) = 0.

(b) Calcule o seguinte integral, por defini¢ao e aplicando o teorema de Stokes,
/G|th, onde v ={(z,9,2) €R®: 22 +2y° =1, 2 =0},
”

e G é o campo de vectores de expressao analitica G(z,y, z) = (—y,z, 2) .

(¢) Mostre, enunciando os resultados que aplicar, que / rot F|lndS =0,
L
onde L = {(sinscost, sinssint, coss), s€[0,n], te€[0,2n]}.

(1.5) 5. Considere a equagao com derivadas parciais

s 0% 2 o 0z 0z
2 -3 2— +6—=0.
8x2+ dxdy 8y2+ 8x+ oy

Classifique esta equacgao, e determine a mudanca de variavel que a reduz a forma
canonica.




