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(2.5) 1. Sejam f uma funcdo real continuamente diferencidavel em R? e ¢: R? — R?
definida por ¢(u,v) = (2u + 3v, —3u + 2v).

(a) Escreva a matriz jacobiana de F' = fog¢, em termos das derivadas parciais

de f.
: of ., of .
(b) Mostre que, f verifica 3 Iz +2 Foie 0 se, e somente se, F' = fo¢ verifica
Z Y
a equacao diferencial — = 0.
v

(¢) Conclua da alinea anterior que f(z,y) = h((2x — 3y)/13), onde h é uma

qualquer funcao real de variavel real continuamente diferenciavel.

(4.0) 2. Considere o conjunto C = {(z,y, z) € R*: 2*(y*+2*) =0, (z—y)*—2* =T} .

(a) Enuncie o teorema da fungao definida implicitamente por
F(x,,2) =Og: onde F: D C R® — R?.

(b) Mostre que numa vizinhanga do ponto (1,—1,1), o conjunto C define

implicitamente y, z como funcao de x .
(c) Complete a frase:
— Numa vizinhanga de (1,—-1,1), C € ...

(d) Determine um vector tangente a C em (1,—1,1).

(3.5) 3. Sejam g: R* — R? definida por g(z,y) = (2> —y, 2z) e o conjunto
S={(z,y)eR:2*<y<a®+1, 0<a<1}.

(a) Justifique que g define uma transformacao de coordenadas em R? e calcule
|Jg*1| .
(b) Descreva o conjunto S no sistema de coordenadas associado a g .

(¢) Descreva o conjunto {(z,y) € R*: 2> <y <z, 0 < x < 1} no sistema de
coordenadas polares.
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(3.0) 4. Seja T a regido de R® definida por
T={(r,y,2) €R®: 2,9,2>0, (x/2)* +y* + (2/3)* < 1}.

(a) Identifique a regiao T'.
(b) Utilizando a mudanga de coordenadas
r=2Vu, y=+v, z=3vw, uv,w>0,

calcule o integral xyzdV .
T

(c) Interprete geometricamente o resultado obtido na alinea anterior.

(5.0) 5. Considere as superficies S1, .Sy definidas por
Sy ={(x,y,2) eR®: z=—/3(z2+¢?), -3 < 2<0},
Sy ={(z,y,2) eR®: 2 +92 =1, —V/3<2<0}
e o campo de vectores, F, de classe C' em R?® de expressao analitica
F(x,y,2) = (e¥*, sin(a® + 2%), 32).

(a) Determine o rotacional e a divergéncia de F'.
(b) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento da curva
interseccao de S; com S5 .

(¢) Mostre que / rot F'|ndS = / F|tds, enunciando os resultados que

S1 ¥
aplicar e identificando todos os elementos do problema.

(d) Escreva / div FdV , em termos de dois integrais de superficie, onde
G

G={(z,y,2) €ER*: 0> 2> —/3(@2+y?), 2° +9* < 1}, enun-
ciando os resultados que aplicar e identificando todos os elementos do prob-

lema.

(2.0) 6. Mostre que a solucao geral da equacao
0z 0z 5
z )

T— +y-— =
ox y@y
é uma funcao de expressio analitica z(x,y) = z*f(y/z) , onde f é uma qualquer

funcao real de varidvel real de classe C.
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(3.0) 1. Sejam f uma funcdo real de classe C' em R? e ¢: R* — R? definida por

¢u,v) = (", "),

(a) Escreva a matriz jacobiana de F' = fo¢, em termos das derivadas parciais
de f.
of  of

(b) Mostre que, f verifica =z Iz + Yoy = 0 se, e somente se, F'= fo¢ é
Z Y

OF
tal — =0.
al que EW

(4.0) 2. Considere as superficies de R*, S;, Sy, definidas, por
Sl :{(IJyVZ) ER?)ZZE:S—t, y:S+t7 z = st, (87t> €R+XR+}7
Sy ={(z,y,2) € R¥: 2* —y* 4+ 2* =5},

respectivamente.

(a) Mostre que a superficie S; é descrita em coordenadas cartesianas por

y: — =4z,

(b) Determine uma equagao da recta tangente a curva C', intersecgao de S;
e Sy,em (2,0, —1).

(¢) Determine uma equagao do plano tangente a superficie S; em (2, 0, —1).

(d) Dé uma interpretagao do resultado da alinea (b) em termos do teorema da

funcao definida implicitamente.

(3.0) 3. Sejam g: R* — R? definida por g(z,y) = (v —y*, y — 2°) e o conjunto
S={(z,y) eR*:y>2* y* —1<x<0}.

(a) Justifique que g define uma transformagao de coordenadas em R~ x R*
e calcule |Jg-1(—2,0)]|.

(b) Descreva o conjunto S no sistema de coordenadas associado a g .
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(2.0) 4. Sejam g: R? — R? definida por g(z,y) = (r —y*, y — 2°) e o conjunto
S={(z,y) eR*:y>2* ¢y~ 1<z <0},

(a) Identifique a regiao S'.
(b) Calcule o integral

// 1+ yi_ixy)d e

no sistema de coordenadas associado a g .

(6.0) 5. Sejam E = {(z,y,2) € R*: 2 + y* < z < 4z} e, F, 0 campo de vectores
de classe C' em R? de expressdo analitica F(z,y,2) = (2, 2+ 4z, 32 + ™).
(a) Determine o rotacional e a divergéncia de F'.

(b) Estabelega o integral em coordenadas cilindricas que lhe permite calcular
o volume de E.

(c) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento da curva, C',
interseccio das superficies de R® de equacio 2°+y?> =2 e z=4zx.
(d) Identifique geometricamente a fronteira de E, como a uniao de duas su-

perficies S7 e Ss.

(e) Supondo a fronteira de E, 51 U Sy, orientada positivamente com a normal

exterior m , mostre que

/F|ﬁdS:3v01ume(E)—/ F|lrds.
51 SQ

(2.0) 6. Mostre que a solucao geral da equagao

é uma funcdo de expressao analitica z(z,y) = f(y/z), onde f é uma qualquer

funcao real de varidvel real de classe C*.
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(2.5) 1. Sejam f uma fungao real continuamente diferenciavel em R e ¢ definida

analiticamente por ¢(z,y) = y*/2+ f(z~' +1ny).

(a) Escreva a matriz jacobiana de ¢ .

0 0
(b) Mostre que ¢ verifica a equacio z? e +y 7= _ y2.
ox dy

(5.0) 2. Considere as superficies Sy, Sy, definidas por
S ={(z,y,2) ER*: 2 + 9 —2* =1} e
SQZ{(.CE,y,Z) eR*: r=t,y=2t, z=s, (Sat) ERZ}.

(a) Identifique geometricamente as superficies S; e S,.

(b) Determine uma equacao da recta tangente a curva C, interseccao de S

e Sy, em (2/V5,4/V5, —V3).

(¢) Determine uma equagao do plano tangente a superficie S; no ponto de

coordenadas  (2/v/5, 4/vV5, —V/3).

(d) Enuncie o teorema da funcao definida implicitamente por
F(x,y,2) = Og: onde F: D C R® — R?.

(2.5) 3. Sejam g: R® — R’ definida por
g(u,v,w) = (U(l - U)a UU(l - UJ) ) UU’UJ)
eoconjunto S={(z,y,2) R 2 4+y+2<1,2>0,y>0, 2>0}.

(a) Justifique que g define uma transformacdo de coordenadas em (R")* e
calcule |Jg-1(z,y,2)|, (z,y,2) € (RT)?.

(b) Descreva o conjunto S no sistema de coordenadas associado a g .
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(2.5) 4. Seja T a regido de R® definida por
T={(z,9,2) eER*: v +y+z<1,2>0,y>0, 2>0}.

(a) Identifique a regiao T.
(b) Utilizando a mudanga de coordenadas
r=u(l—v), y=w(l —w), z=uww, wu,v,w>0,

calcule o integral / exp(—(z +y+2)*)dV.
T

(5.0) 5. Considere a superficies G1, Gy definidas por
Gi={(z,9,2) eR*: z=1—-2—¢*, 2>0},
Gy ={(z,y,2) eR*: 2 + 2 + 22 =1, 2<0}
e o campo de vectores, F, de classe C' em R® de expressao analitica
F(x,y,2) = (y+ 2%, 2%, 2® +y* + 222 + 2y2).

(a) Descreva em coordenadas cilindricas as superficies G e Ga.

(b) Estabelega um integral triplo iterado que lhe permite calcular o volume do

solido cuja fronteira ¢ G; U Gs.

(c) Estabelega o integral que lhe permite calcular a drea da superficie Gy .

(d) Mostre que / rot F | dS = / rot F |71, d S, enunciando os resultados
G1 G2
que aplicar e identificando todos os elementos do problema.

(2.5) 6. Mostre que a solucao geral da equagao
z? % =+ % =y’
oz 7 oy v

é uma funcio de expressdo analitica z(z,y) = 3?/2+ f(z~' +Iny), onde f é

uma qualquer funcao real de varidvel real de classe C'.




