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Calculo Il = Eng. Electrotécnica
Exame — 9/01/2001
Duracao: 3H

(3.0) 1. Seja f afuncdo real definida em R? por f(z,y) = (2®+y?) sin(1/y/22 + 32)
se (r,9) # (0,0) ¢ f(0,0) = 0.
(a) Determine o seu dominio de continuidade.

(b) Defina as fungoes g—i e g—i indicando os respectivos dominios de con-
tinuidade.

(c) Estude f quanto a diferenciabilidade.

(14.0) 2. Diga, justificando o valor l6gico das seguintes afirmagoes:

(a) Seja f uma fungao real de varias varidveis reais. Entao, f é continua
se e somente se f for diferenciavel.

(b) Sendo ¢: R* — R? definida por ¢(z,y) = (x+y, z —y). Entao ¢! é
bijectiva e ¢~ (z,y) = ((x +¥)/2, (x —y)/2).
(c) Seja M = {(x,y,2) € R®: /22 + 32 < z < 4}, entao

2w w/4 4/ cos(0) 3 .
/ \/x2+y2+22dV:/ d@/ dqb/ p°sin ¢dp .
M 0 0 0

(d) Uma fungao real continua definida em
N={(z,y,2) eR®: a2+ 49> =22 — 1, 2(2% + 4%) = 22}

atinge em N o seu valor maximo e minimo absolutos.

(e) Um vector normal & superficie de equagdo © = ucosv, y = usinuv,
z = v, (u,v) € R? no ponto de coordenadas (v/2/2,v/2/2,7/4) é
(vV2/2,—v2/2,1).

(f) Seja f: R* — R com derivadas parciais de primeira ordem continuas,
e F': R? — R definida por F(z,y) = fo¢(r,y) e ¢: R? — R?

com ¢(x,y) = (log(z + y), log(z — y)). Se g(log 2,0) = 1, entdo

ou
oF oF

v.s.f.f.



(g) A area de superficie do triangulo de vértices A = (a,0,0), B = (0,b,0)
e C'=(0,0,c) com a,b,c € R é igual a Va2b? + a2c® + b2c2/2.

(h) Seja f uma funcdo real de varias varidveis reais, com derivads parciais

continuas de primeira ordem. Entéao rot(gradf) = 0.

(i) Seja M um conjunto conexo cuja fronteira é uma curva diferencidvel,
fechada e simples, v. Entao

Luv(daz +dy) = //M {v(% — g—Z) + u(% — g—Z)} dxdy

onde u, v sdo funcoes de classe C!.

3.0) 3. Seja F:R® — R? definida por F S R -
(3.0) eja — efinida por F(z,y, z) x2+y22+x2+y2‘7+e

x
————dy + e “dz, quando:
el q

Calcule o / T+ —
T

c x? +y?
(a) C={(z,y,a) e R3: 22 +y* =72} com a € R.

(b) C for uma qualquer curva no espago que nao contiver nenhum ponto
do eixo OZ no seu interior geométrico.

(¢) C'é uma qualquer curva fechada, simples, parcialmente suave no plano
z = a, que contém o ponto (0, 0,a) no seu interior geométrico.
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(3.0) 1. Para uma funcao f a funcao real definida em R3. Dé uma definigao de:

(a) Diferenciabilidade de f num ponto zy € R3.
(b) Extremo global.

(c) Matriz jacobiana e hessiana.

(3.0) 2. Seja f: R? — R definida por
322y — 223
x? 4yt
(a) Verifique que f admite em (0,0), derivada direccional segundo qual-

quer vector unitario, u = (cos#,sin 0), dada por

a9f(0,0) {3sin6—26089 , cosf #0

f($7y>: ) (may)#(()?()) e f(O’O):O'

ou 0 ,cosf=0"

(b) Mostre que f nao é diferencidvel em (0,0). Comente o resultado
obtido.

(11.0) 3. Diga, justificando o valor légico das seguintes afirmagoes:
(a) Sejam h: R — R e ¢: R? — R funcgoes diferencidveis e G: R* — R
definida por G(z,y) = h ot (x,y). Sendo ¥(x,y) = 2% + y?, entao
0G 06 _
r oy
(b) Sendo F': R* — R3 um campo de vectores de classe C?, entao
div(rot(F)) =0.
(c) Seja f: R?® — R definida por

0.

f(z,y, 2) = ax’y + by*z + c2’x.

Para que o valor maximo do médulo da derivada direccional seja 13
na direc¢ao do vector (1,5,0), a,b,c terdo de ser iguais a b = 2a =
—c=,/13/2.

v.s.f.f.



(d) Seja f: R?® — R, definida por
2 2, 2.3
flz,y,2)=z"2+y z—|—§z —4r —4y — 10z + 1.

Entao f atinge nos pontos (1,1,2) e (—1,—1, —2), o seu valor minimo
e maximo relativos, respectivamente.

(e) A area de superficie terrestre (de raio ) compreendida entre os meri-
dianos de longitude 61, 05 e os paralelos de latitude ¢1, ¢o é dada por

72(0y — 0;)(sin ¢y — sin ¢y) .
(f) Sendo C' = {(z,y,2) e R®: 22 +y°+ 22 < 1, 22 +y*—22 <0, 2z > 0},
entao / zdV = —.
e, 3

(g) Sendo v a curva definida pelas equagoes

x=cost, y=-cos2t, z=cos3t, tel0,2n],

entao /+(y + 2)dx + (z + x)dy + (x + y)dz = 0.
ol

(3.0) 4. Seja M um conjunto conexo cuja fronteira é uma curva diferenciavel,
fechada e simples, 7.

(a) Se u,v sdo fungoes de classe C?, entao:

ou ov ov ou
A {(va—y - ua—y)dx + (u% - Uﬁ_x)dy} = //M(UAU — vAu)dxdy

_ 0 4 9
onde A = 75 + 997

(b) Se u é tal que Au = 0, entao /

Y
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(3.0) 1. Seja f uma funcao diferenciavel em (0,0), e tal que

of of
5 (0.0)=1= ay(o,()).

Calcule a derivada direccional de f em (0, 0) segundo os seguintes vectores:

(a) @ = (cosf,sinf) com 6 = /6.
(b) Na direcgao do qual é méxima a derivada direccional.

(¢) Na direcgao do qual é nula a derivada, indicando o vector.

(5.0) 2. Seja f uma fungao real definida num dominio, D, de R™ e ¢ uma fun¢ao
real de variavel real definida num intervalo, I, de R.

(a) Mostre que, se ¢ for monétona e f(D) C I, entao os extremantes
relativos de f e g = ¢ o f coincidem.

(b) Supondo f e ¢ diferencidveis, dé uma condigao necesséria e suficiente
para que os pontos estacionarios de f e g = ¢ o f coincidam.

(c) Tendo em atencao as alineas anteriores, justifique que as fungdes reais,
f, g, definidas em |a, +00[x]b, +00[, com a,b € R* por
23y
flay) = ——=—
(z —a)(y —b)
g(x,y) = 3lnzr+3lny—In(z —a) —In(y — b)

tém os mesmos pontos estacionarios.

(d) Mostre que o ponto (3a/2, 3b/2) é um minimizante relativo da fun-
¢ao g definida na alinea anterior.

(e) Sem efectuar os calculos, mostre que (3a/2, 3b/2) é minimizante rela-
tivo de f.

v.s.f.f.



(3.0) 3. Calcule /(3: +y)dx + (x — y)dy ao longo dos seguintes caminhos I' que
r

unem os pontos O = (0,0) e M = (7, 7):

(a)
(b)

Segmento de recta OM.

Curva y = x + sinx.

Comente o resultado obtido.

(9.0) 4. Seja M = {(m,y,z) c R3: 22/a® + o2 /b + 2% /c* = 1},

(a)
(b)

Represente geometricamente a regiao M.

Justifique que pode tomar (6, ¢, p) como um sistema de coordenadas
em R?, onde

x =apsingcost , y=bpsingsinh, z=cpcose.

Descreva o interior geométrico da regiao M neste novo sistema de
coordenadas.

Calcule o volume da regiao descrita na alinea anterior.

Indique um vector normal unitério, (cosa, cos 3, cos7y), a regiao M
em cada um dos seus pontos.

Calcule o integral de superficie

// (xcosa + ycos B+ zcosy)dS
M

onde (cosa, cos 3, cos7y) é o vector normal unitario a regiao M.




