Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra
Célculo I
Prova Modelo

. Averigue se a funcéo f : R? — R? definida por

o) — (2 +a?sinly) |, x#0
f( Jy) {(07y) , .I':O

é diferencidvel em R2.

. Determine uma equacgao do plano tangente e da recta normal a superficie de
equacoes paramétricas

r=s4+t, y=s-—1t, 2232—752,

m (s,t) =(1,0) e (s,t) = (1,1).

. Determine os extremos relativos da funcao
flx,y)=zlnz+ylny+ zlnz

definida para z,y, z > 0 e sujeita a seguinte condicao x + y + z = 3a.

o

a) Calcule x¥ dx (1}7 sendo
( )
M

M={(r,y) eR*:0<x<1,a <y <b}.
b a

-
dx=In(b+1)—-1 1).
- x=In(b+1)—In(a+1)

Y
(b) Mostre que /
0

(S8

r+z=1

. Counsidere a curva ~v definida por

(a) Identifique a curva 7.

(b) Calcule o comprimento da curva a partir do integral de comprimento de
arco.

(c) Calcule / zdx 4 dy +y* dz.

Y

v.s.f.f.



6. Calcule / T -7 dSonde S éa superficie definida parametricamente por :
S

r=u-+v
— w <u<l1
Y s o 0<0v<1
Z=u"—

e ?(z,y,z) = (z,2,y).

7. Sendo T' = {(z,y,2) € R® : 22 + 9*> + 22 < r?, 2® +y? — roz < 0}, mostre que

1

V(T):§/S(x,y,z).ﬁds

onde S é a superficie que limita 7', orientada com a normal exterior n.
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(6.0) 1. Diga, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmagoes:

(a) Seja f uma fungao real de variaveis reais. Se f nao é diferenciavel entao f
nao ¢é continua.

a 2m
(b) // (a*3 =2 —y*3)? dxdy = 3/ (a?P—u?/?)?y du/ sin? v cos® v dv,
D 0

0
onde D = {(z,y) € R*: 2*3 + 4*/3 <4**} com a > 0.
Indicacgao: Justifique que pode efectuar a mudanca de variavel

r=wucos’v, y=usin’v.

(c¢) O plano tangente a superficie de equagoes paramétricas
r=s4+t, y=s-—1t, 2 =352 —t2.

em (s,t) = (1,0) tem equagao cartesiana z +y — z = 1.
(d) A funcao real de duas varidveis reais, definida por
sinz — siny

L YF
fz,y) = T —y
cos T , Y=

é continua em R2.

(8.0) 2. Seja C' a curva de intersecgao das superficies de equagao
P24y + =1, x+z=1.

Identifique geometricamente a curva C'.

~
o

Determine as equacoes paramétricas da curva C.

Determine um vector tangente a curva C' em cada um dos seus pontos.

/—\/—\
oo
N N N N

Determinar os pontos de C' que estao mais préximos de (0,0, 2).

—
@D

Calcule o comprimento da curva C a partir do integral de comprimento de
arco.

(f) Calcule / zdx 4z dy +y* dz.
c

v.s.f.f.



(6.0) 3. Considere o sélido definido por
S={(z,y,2) eER*: 2? + 9y + 22 <2, 2* +9° + 22 <2z, y < 0}.

a

(
(b
(

Represente-o graficamente.

Descreva S em coordenadas cilindricas.
(c

d) Calcule / / / dV e interprete o resultado obtido.
S

)
)
) Descreva S em coordenadas esféricas.
)
)

(e

Seja F' a uniao das superficies nao planas que limitam S, orientada com a
normal exterior 7. Mostre que

V(S) = % /F(x,y,z)|ﬁ ds
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(5.0) 1. Diga, justificando, o valor logico das seguintes afirmagoes:

(a) A fungao real de duas varidveis reais f definida por
flz,y) =2*(1 +sin(1/z))sex #0 e f(0,0)=0
é diferenciavel em (0, 0).
Indicacao: Defina funcao diferenciavel.
// z¥ dxdy =In(b+ 1) — In(a + 1), onde D = [0, 1] X [a,b] com a > 0.
) A funcao real de duas varidveis reais definida por

flay) =2 +y* =2z —y)?,

atinge em (v/2, —v/2) e (0,0) valores de minimo e méximo relativos, res-
pectivamente.

(d) Sejam f uma funcao real de duas varidveis reais (u,v) com derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas, e F' uma funcao real de duas variaveis
reais definida por F(z,y) = f o ¢(z,y) onde ¢: R* — R? tem expressio
analitica

¢(v,y) = (log(z +y), log(z —y)) .

Se g(lOgZO) =1, entao grad F(3/2,1/2)|(1,1) = 1.
u

(5.0) 2. Seja C' a curva de intersecgao das superficies de equagao
Pyt ri=1, P*+2=2, em y>0.
(a) Determine um vector tangente a curva C' em cada um dos seus pontos.

(b) Indique o integral que lhe permite calcular o comprimento da curva C.
Indicagao: Descreva a curva em coordenadas cilindricas.

(¢) Verifique se o campo de vectores F : R* — R? definido por
F(z,y,2) = (22° + 2 — y* — 229,2y° +y — 2> — 22y, —1)
¢é conservativo.

(d) Calcule / (22° + & — y* — 22y) dx +(2¢° + y — 2° — 22y) dy — dz.
c

v.s.f.f.



(10.0) 3.

(a)
(b)

(2)

Seja S a superficie de equacao

Identifique geometricamente a superficie S.

Justifique que pode tomar (6, ¢, p) como um sistema de coordenadas em R3,
onde

x =2psingcosf , y=psingsinf, z=3pcose¢.

Mostre que a equagao cartesiana do plano tangente a S em (a,b,c) €
SN (R*)3 é dada por

ax CzZ
o
L Tty

Mostre utilizando calculo integral que a drea de superficie do triangulo de
vértices (A,0,0), (0,B,0) e (0,0,C) com A, B,C € RT é igual a

VAZB? + A2C? 4+ B2C?)2.

Utilize este resultado para calcular a area de superficie de

ax cz
Q={(z,y,2) ER’: 2,y,2>0, o Tt =1
Indique o integral triplo iterado que lhe permite calcular o volume, V', do
sélido
ax cz

R={(z,y,2) €R®: 2,y,2>0, — + by +

n.
1 g <1

Note que V' é funcao de (a, b, c).
Determine o minimo de V' sobre S, onde V é o volume de R.

Indicagao: Caso nao tenha calculado o integral da alinea (e), considere

que V(a,b,c) = %
abc

Relacione o volume do sélido R com o integral

// (xcosa+ycosf+ zcosy) dS,
Q

onde (cos v, cos (3, cosy) é o vector normal unitario exterior a R.




