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Caderno de Exercicios

NOCOES GEOMETRICAS DO CALCULO DIFERENCIAL

Limite, continuidade e diferenciabilidade de funcoes vectoriais

1. Considere o campo de vectores F' definido por

1 3%y
_ 2 2\ s
F(m7y) - ((ZU +2y )Slnx—y’ﬁ2y2_|_171 /x2_|_y2) .
(a) Indique as fungdes coordenadas.

(b) Determine o dominio de defini¢ao de F'.

c¢) Mostre que lim F(x,y) = (0,1,0).
(©) Mostre que | lim  F(z.y) = (0,1,0)

2. Considere o campo de vectores F' definido por

_y €T

Identifique as fungoes coordenadas.

(a
(b
(c

(d) Construa a matriz jacobiana de F' e indique o seu dominio de definicao.

Determine o dominio de definicao de F'.
Determine o dominio de continuidade de F'.

)
)
)
)

3. Considere o campo de vectores F' definido por

IR VR R T
’ (0, y) , =0
(a) Identifique as fungoes coordenadas.
(b) Determine o dominio de defini¢ao de F.

(c) Calcule, caso exista,

lim  Fl(z, e lim  F(z,y).
(z,9)—(0,0) (@9) (z,9)—(0,1) (@9)

(d) Determine o dominio de continuidade de F'.



Calcule as matrizes jacobianas das seguintes funcoes:

(z,y) € R?;

f(x,y) = (x sin y, y*e®),
g (,y,2) € RY;

)
y,z) = (2* + y* + 2%, sin(z 2))
(t) =costi+sint ], te€l0,2n];

(u,v,w) = e*(cosvsinwi + sinvsinwj + coswk), (u,v,w) € R3.

Construa as matrizes jacobianas das seguintes funcoes, e calcule o seu determinante:

(a) F(r,0)=(rcos@,rsinf), r>0, 0€]—mmxl;

(b) G(p,0,¢) = (p cos 0 sin ¢, p sin § sin ¢, p cos ¢) ,

Seja @ = 3i — 5. Determine Dgzg(m, —2,1) e Dgp(0,5,7) sendo g e ¢ as fungdes definidas no

PZO, ¢€[077T]a 06]_7T77T]'

exercicio 4.

7. Considere a fungao vectorial
f: R — R?
(x,y) = (z+y*ay.e’)
Para Py = (1,0) e @ =i — j calcule J¢(Fy) e Daf(Fp).

8. Calcule aproximadamente:

in2 1.015.
(a) \/sm (1.55) 4+ 8e : () 1.024%5,
1.02
(b) arctan [ —— |; (d) In (0.009" 4 0.99%).
0.95
9. Diga, usando o Teorema de Schwarz—Young, se existe alguma funcao f:R? — R tal que:
0 0 0 . 0 .
(a) %:ny%—l eygjjzyQ; (c) Fizxsmyeygzysmx;
0 0 0 o) x
(b)a—£:2$+yea—£:—2y+x; (d)8_£:10g(1+y2)68_£:1%r52
10. Determine todas as funcoes f:R? — R tal que:
0 f 0 f 0*f 0*f
—5 =12z —4 = —4g = — = 60y* + 2.
o0x? S OxOy . oyox’  Oy? vt
21>
y & % -y
11. Considere a fungao f : R? — R definida por f(z,y) = T+ .
0 , T =y

(a) Calcule f,(z,0) e f.(0,y); (b) Mostre que f,,,(0,0) # f,(0,0).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Derivada de funcoes compostas

Calcule ¢ sendo u = In (sin Z )e v o= s
dt B Yy Yy = 1 + t2

Calcule g; sendo z = f(z2 +y*,x +y) e x = ¢d(y).

Sendo u = :c?’F(% ) , prove que x u, + yu, + 2 u, = 3u.

’—‘ HIN

Sendo z = 7 + ¢(5 +Iny) , prove que y z, + vz, = y*.

Considere a fungao h definida por h(z,y) = f(1/(2* +y?)), onde f é uma funcio real de varidvel

real diferenciavel. Se g(u,v) = h(z(u,v),y(u,v)) e z(u,v) = ucosv, y(u,v) = usinv:
. ag . 89 / _
(a) Verifique que %(u,v) =0; (b) Calcule %(1, 0), sabendo que f'(1) =

Sejam f e g fungoes de uma varidvel de classe C?. Sendo ¢ € ZT, prove que a funcao u(z,t) =
. . - 3 _ . 0%u 82
f(z+ ct) + g(x — ct) verifica a seguinte equagao (dita equagdo de propagacdo) 2= o
x
Seja w(z,y,2) = fly — 2,2 — x,x — y) com f fungdo real admitindo derivadas parciais continuas
de todas as ordens.

ow Odw Ow Pw  O*w
JE— JE— _ = .
(a) Mostre que . + + 0; (b) Calcule Dy0r € 555

Seja g : R? — R uma fungao de classe C®. Sendo F(z,y) = In(g(2z, y?)),

(a) Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de F' em fungao das derivadas parciais de g;

(b) Sabendo que g e as suas derivadas satisfazem as seguintes relagoes: ¢(0,3) = 25 e g.,(0, 5) =

94(0,3)9,(0, 3) = B. Mostre que O°F (0,1) = 1.

Oyox

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes fungoes reais definidas por:

(2) f(x,y) = [T g(t)dt+ [ g(t) dt; (b) fla,y.2) = [5C0D gy ar;

onde g é uma fungao real de variavel real, continua em R.
Seja f:R?2 — R de classe C? . O laplaciano de f é dado por

82 2
A fa) = 5 (o) + 5 o). (o) € B

Exprima o laplaciano de f em coordenadas polares, isto é, sendo
x=rcosf e y=rsinf, r>0, 0€l—mmn], e g(r0) = f(rcosb,rsin ),

exprima A f(r cos 0,7 sin ) em fungao das derivadas parciais de g.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Seja f:R?> — R de classe C? . O laplaciano de f é dado por
82 2 62
Af(xay7z):a_xj;.(may> ) 8£<x Y,z ) aJ;(‘T Y,z )7 (l‘,y,Z) ERS'
Exprima o laplaciano de f em coordenadas esféricas, isto é, sendo

r=psingcosl, y=psingsinf e z2=pcos¢p, p>0, ¢el0,r],0€]—m77],

e g(p.0,8) = f(p sin ¢ cos 8, p sin ¢ sin 6, p cos o),

exprima A f(p sin ¢ cos 6, p sin ¢ sin 0, p cos ¢) em fungao das derivadas parciais de g.

Sejam f : R? — R diferenciavel e F' : R?> — R definida por F(z,y) = f(sin z,cos y). Sabendo

que 9f 0,1) = gf (0,1) =1, calcule Jg (0,0).

ox

Seja h : R* — R diferencidvel em (0,¢,0), e [e — 1 €] a matriz jacobiana de h em (0,¢,0).

Mostre que a aplicacao g definida, para (x,y) € R?, por
glx,y) =h (sin (ny) €Y, In (1 + :L‘2)) ,
¢ diferenciavel em (0,1) e que

dg
ox

dg

0.1)+5,0.1) =0.

Sejam ¢ : R? — R? definida por g(z,y) = (e®™,2%y) e f: R* — R? definida por f(r,s,t,u) =
(r? +t2,2su). Utilize o teorema da derivada da func¢io composta para concluir que g o f é

diferenciavel em R* e calcular J,or (1,1,1,1).

Considere as funcoes f : R?> — R e g : R? — R? definidas por f(x,y) = sin(2? — 4?) e g(z,y) =

(x +y,z — y). Calcule as matrizes Jacobianas de f, g e f o g no ponto (z,y).
Calcule a matriz Jacobiana de g o f no ponto (z,y, z), sendo:

f R3 — R? g : R — R3
(z,y,2) = (z+y%2y%2) (s,8) = (s*+tste).

Seja f : R — R uma fungdo de classe C' tal que f(1) = f'(1) =2 e f(2) = f'(2) = 1.

Considere as funcoes h: R? — R e g : R® — R? definidas por

[ f @)+ f (2 + )

Wz, y) =& gla,y,z) =
f?(yz)

Prove que h o g é diferencidvel em R? e determine a matriz jacobiana de hog em (1,1,2).

1 0 2
Seja f : R — R? uma funcio diferencidvel tal que J; (¥%2,%20) = , e seja I
202 011

definida por F(r,0,¢) = f (r cos 6 sin ¢, r sin 6 sin ¢, r cos ¢).
Caleule Jp (1,7,7).



30. Considere a funcao real f definida em R? por

2

Ty
2 (z,y) # (0,0)

flz,y) =
0 se  (x,y) =(0,0)

(a) Prove que f é continua em (0,0).

0 0
(b) Calcule a—f (0,0), para qualquer vector nao nulo v de R? e indique o valor de 8_f (0,0) e
v x
af
—(0,0).
50,0

(c) f é diferencidvel em (0,0)7 Justifique convenientemente a sua resposta.
(d) Considere a fungao g(t) = (3¢,2t), t € R.
i. Prove que f o g é diferencidvel em R e que

12
(f09)'(0) =1
ii. Mostre que
V f(0,0) - g'(0) = 0.

Explique porque é que este resultado nao contraria o teorema da derivada da funcao

composta.

Teorema da funcao implicita. Teorema da funcao inversa. Dependéncia funcional

31. Para que pontos (zg,%o) (e nas respectivas vizinhancas), define a equacao y* — 2zy = 1, nas

condicoes do teorema da fungao implicita,

(a) y como funcdo implicita de x ;
(b) x como funcao implicita de y .

32. Considere a funcio F definida em R3 por F(x,y,2) =2*+y*> -2 —zy.

(a) Mostre que a equagao F(z,y,z) = 0 define z como fungao implicita de x e y numa vizinhanga
2
do ponto (1,1,1) e calcule %(1, 1), %(1, 1)e %(1, 1).
(b) Determine, indicando o dominio de definigao e a expressao analitica, trés fungoes, z = f(z,y)

, y=g(x,z) e x = h(y, z), definidas implicitamente pela equacao F(z,y,z) = 0.

(c) Analise as condigoes do teorema da fungao implicita em (0,0,0) e diga se é possivel explicitar

alguma das variaveis em funcao das restantes, numa vizinhanca deste ponto.

Yy z
T
condigoes do teorema da funcao implicita, z como funcao implicita de = e y. Mostre que entao

x%(%yﬂy%(%y)ﬂ(%w :

33. Seja f : R? — R uma fungao de classe C?. Suponha que a equagao f( ) = 0 define, nas



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Considere a equagao x — 2z + (y + 2)? — 6 = 0.

(a) Mostre que a equacao dada define z como fungao implicita de x e y numa vizinhanga do
ponto (3,—3,1).
0% (a2 _ 0% (o %z (o0
(b) Calcule %(3, 3), Fy(?), 3) € my(?), 3)

Considere a equagao

log(zyz) + ¥ T 2y—ez_g,

(a) Prove que numa vizinhanga de (1,1/2,2/e) esta equagao define z como funcdo implicita de

yez.

or (1 2 P (1 2
b) Caleule 2% (=2 - 2.
(b) Caleule oy (Z’e)e 020y (2’6)

Seja @ : R — R uma fungao de classe C? tal que ®'(1) # 0.

(a) Mostre que a equagao ® (2% + y?) — ®(2x + z) = 0 define implicitamente z em fungao de x

e y numa vizinhanga do ponto (1,0, —1).

(b) Averigte se (1,0) é ponto critico da fungao z = z(x,y) definida na alinea anterior.
Considere a funcao F definida em R?® por
F(z,y,2) =22 +29y° + 2> —8xy — 22

(a) Mostre que a equagao F(z,y,z) = —7 define, nas condi¢oes do Teorema da fungao implicita,
uma fungdo y = h(z, z), numa vizinhanca do ponto (2,1, 1).
(b) Mostre que (2,1) é um ponto critico de h e classifique-o.

Seja F(z,y,2) =2 —-3y22+xyz—1.

(a) Mostre que a equagao F(z,y,z) = 0 define, nas condigoes do Teorema da fungao implicita,

z como fungao g de x e y numa vizinhanga de (1, 1,0).

(b) Seja h(u,v) = g(v? —u,1 —uv) onde g é a fungao considerada na alinea anterior. Calcule
huw(0,1).

Considere o sistema

42y = 283
r—y* = t2+3t

(a) Mostre que o sistema dado define, nas condigbes do teorema da funcdo implicita, = e y

como fungoes de ¢ numa vizinhanca de (z,y,t) = (0,0,0).

(b) Sendo H(x,y) =sin(3xz —y) e g(t) = H (x(t),y(t)), calcule g’(0).
Considere a funcao F' definida em R* por

F(z,y,u,v) = (2> +y* +zv,uv+2y) .



41.

42.

43.

44.

45.

(a) Mostre que a equacao F'(x,y,u,v) = (3,1) define, nas condi¢oes do Teorema da fungao
implicita, uma funcao (x,y) = h(u,v), numa vizinhanca do ponto (z,y,u,v) = (1,1,0,1).
Ox 0%x

Ox
(b) Calcule ™ 0,1), " (0,1) e 50 u

(a) Mostre que o sistema

(0,1) .

2 4+2y*+322 = 5
20 +y—=z =

define, nas condigoes do teorema da fungao implicita, y = f(x) e z = g(x), numa vizinhanga
de (z,y,2) =(0,1,1).

(b) Calcule f'(0).
(c) Seja h a fungao real definida por

h(s,t) = " Fls — g(In )]

oh
onde f e g sdo as fungoes referidas na alinea anterior. Calcule — (1,1).

ot

(a) Prove que o sistema de equagoes

et —t*—t =1
yt* +y*t+y—t = 0
define implicitamente, nas condi¢oes do teorema da funcao implicita, x e y como funcoes de
t, numa vizinhanca de (x,y,t) = (0,0,0).
(b) Sejam h,g : R* — R diferencidveis com Jj, (0,1) = [0 0] e = e y as fungdes de t consideradas

na alinea anterior. Se f(t) = g (x(t)y(t),h (x(t),1)), calcule f'(0).

Mostre que a funcao vectorial definida por f(x,y, z) = (2*>—y?, 2y, €*) é invertivel numa vizinhanga
de qualquer ponto (g, yo, z0) € R? tal que 22 + 32 # 0 e determine a matriz Jacobiana, no ponto

(1,0,1), da funcdo g que é a inversa de f numa vizinhanga de (1,0, 0).

Determine os pontos P, para os quais o teorema da funcao inversa garante, numa vizinhanca de

Py, a existéncia de uma inversa local para as seguintes fungoes:

(a) f(z,y) = (2® +y?sinz), (z,y) € R?

(b) ¢(u,v,w) = e*(cosvsinwi + sin v sin wj + cos wl;:) , (u,v,w) € R
Seja h a funcao definida em R? por
h(z,y) = (z2 + 2:13y,2x+2y) .

(a) Determine para que pontos P, a fungao h é, pelo teorema da fungao inversa, localmente

invertivel numa vizinhanca de Fj .

(b) Inverta localmente a restri¢ao da funcdo h a B = B((2,1),7).



46. Considere a funcdo f definida em R? por f(z,y) = (2% y).
(a) Mostre que f ¢ de classe C' em R? e que det J; (0,0) = 0.
(b) Mostre que f & bijectiva e defina f~!.

47. Considere a fungao F : R? — R? definida por F(z,y) = (e® cos y,e” sin y). Mostre que F é
localmente invertivel numa vizinhanga de (a, b), para qualquer (a,b) € R?, mas nao admite inversa
(global) em R2.

48. Considere a fungao vectorial f = (f1, f2) definida em R?\ {(0,0)}, por fi(z,y) = 2z/(z* + y*) e
fa(z,y) = =2y/(@* + ?).

(a) Mostre que f é de classe C' em R2\{(0,0)} e que detJ; (z,y) #0, (z,y) € R*\ {(0,0)}.
(b) Averigtie se f admite inversa e, em caso afirmativo, determine-a.

49. Seja (u,v) = f(x,y) com f:R? — R? definida por:

flz,y) = (", 2 +y).

(a) Mostre que f ¢ localmente invertivel numa vizinhanca de (1,2).

(b) Calcule detJs-1 (f(1,2)).

50. Considere o sistema
r+y’—utt+v =
> —y+u—10? = 0

(a) Mostre que o sistema define, nas condigdes de Teorema da funcdo implicita, (u,v) como
fungao ¢ de (z,y), numa vizinhanga de (zo, yo, w0, v0) = (0,0,0,0).
(b) Calcule a matriz Jacobiana da funcao ¢, definida na alinea anterior, no ponto (0, 0).

(c) Sendo g:R?* — R? definida por:
g(u,v) = (v cos u,u sin v),
calcule Jyo, (0,0).
(d) Justifique que ¢ é localmente invertivel numa vizinhanga de (0,0) e calcule detJ,-: (0,0).
51. Considere o sistema de equagoes

e +yv+3 = 0
vt —zu =0

(a) Mostre que o sistema define, nas condigbes de Teorema da funcdo implicita, (u,v) como

fungao ¢ de (x,y), numa vizinhanca de (x¢, yo, o, vo) = (1,2, 1, —2).
(b) Calcule a matriz Jacobiana da funcao g, definida na alinea anterior, no ponto (1, 2).

(c) Justifique que g é localmente invertivel numa vizinhanca de (1,2) e calcule detJ -1 (1, —2).



52. Seja F : R? — R? a funcao definida por F(xz,y) = (y + €%, x — e™),

(a) Mostre que F' é localmente invertivel numa vizinhanga de (0,0) e calcule Jp-1 (1, —1).
(b) Seja G a funcao definida por G(u,v) = (u+In|v|,v+1In|ul).

1. Determine o dominio de G.

ii. Calcule Jgor (0,0) e Jp-1,6(1,—1) .

53. Sejam f uma funcao real continuamente diferencidvel em R? verificando:

oo
oy Yor =71

e ¢ uma fungao vectorial de R? definida em R? por ¢(6, p) = (pcos b, psinf). Mostre que:

oF
(a) A fungao F' = f o ¢ verifica a equacao 5= F.

(b) F(0,p) = g(p)expd, para uma qualquer fungao, g, real de variavel real continuamente difer-

enciavel.
(c) A funcdo inversa de ¢, ¢!, estd definida por ¢ '(x,y) = (arctan(y/z), /22 + y2).
(d) Conclua que f(z,y) = g(v/2? + y?) exp(arctan(y/x)).

54. Mostre que as funcoes
filz,y) =27, folz,y) = V71"

sao funcionalmente dependentes em R?. Sendo f = (fi, f2), determine f (R?).

55. Verifique que sao funcionalmente dependentes em R?, as funcoes
flz,y) =22y +20+1, g(x,y) =22y +22%y+2° -1
e que estao ligadas pela relacao
f2=2f—-Xg+v=0

com A e v constantes a determinar.

56. Determinar a constante A € R que torna as fungoes
filz,y,2) =x+y—2, folw,y,2) =2 +y*+ 2%, falz,y,2) =2 +9° — 2° + \wyz

funcionalmente dependentes.

57. Verifique se as funcoes

fl(x7y>:§7 fQ(Ian):i_T_:Z

sao funcionalmente dependentes. Determine o dominio A de defini¢ao de f = (fi, f2) em R? e

identifique f(A).



Curvas e superficies

58. Faca um esboco da curva definida por:

59. Determine equagoes cartesianas de cada uma das curvas consideradas no exercicio anterior.
60. Determine uma parametrizacao da curva C' definida por:

(a) C={(z,y,2) eR’ 1z =2’ +y’ ey =z}
b) C={(z,y,2) eER*: 2’ +¢y* -2 =1l ey =21}
(c) OC={(z,y,2) ER’: z =2+ ¢y’ e 2 = 1}.

61. Determine uma equacao da recta tangente a curva C' no ponto Py indicado:

(

T = cost

(a) C: ¢ y=2sint , te€][0,2n]; Py=(-1,0,7);
| 2=t
(=12

(b) C:{ y=2 , te[0,2; Py=(1,2-1).
2=t

\

62. Considere as curvas I'y e I'y definidas por:
Ty : 7(t) =t + cost]+sinthk
Iy @ 23 +220y—3y2=0,y>0
Determine as equacoes da recta tangente e do plano  recta normal as curvas I'; e I's nos pontos

t =% e (1,1) respectivamente.

, _ 222 4+ 3y? + 22 =47
63. Determine as equagoes da recta tangente e do plano normal a curva Y no
) 224+ 2y =2

ponto Py = (—2,1,6).

64. Identifique e escreva uma equacao cartesiana da superficie de equacao vectorial:

(a) )

(b) )

(¢) M(u,v) =ui+wu cosvj+u sinvk;
) )

(d

10



65. Determine uma representagao paramétrica para o plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém

os vectores 1+ j+ ket — J+ A.

66. Determine uma representacao paramétrica para a porcao de superficie de equacao —z2—y?>+2% = 1,
com (z,y) € [-1,1] x [-3,3].

67. Considere a superficie parametrizada por

. : 1
mu,v) = (veosu,vsinu, —), 0<u<2m, v>0
v

(a) Determine uma equagao do plano tangente e da recta normal a superficie no ponto Py =

(5.2 D)

(b) Represente geometricamente a superficie dada.

68. Considere a superficie S parametrizada por
S i (u,v) = (u,v,u* +0v?), (u,v) € R?

(a) Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal a superficie S no ponto Py =
(1,1,2);

(b) Represente geometricamente a superficie dada.

69. Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal a superficie S definida por
S i (u,v) = (u—v,u® + 02, w), (u,v) € R?
no ponto Py tal que OP, = (1, 1).
70. Determine uma equacgao do plano tangente as seguintes superficies nos pontos indicados:
(a) 2z =2%+y? no ponto Py = (1,-2,5);
(b) (x—1)*+ (y — 2)? 4+ 2? = 3 no ponto Py = (0,1, —1);
(c) 2% +y* + 22 = 2rz no ponto Py = (rcosf,rsinf,r) com r > 0;
) @

(d) 2%+ y? = 25 no ponto Py = (3,4,2).

71. Mostre que as superficies de equacao

1—6+% =22 e 22+y"+(2-10>=90
sao tangentes nos pontos (0,3,1) e (0, —3,1).
72. Prove que toda a recta normal a uma esfera passa pelo seu centro.

73. Considere a superficie S definida por S = {(z,y,2) € R* : 22 +y* — 22 = 0}. Determine os pontos

de S nos quais o plano tangente é paralelo a um dos planos coordenados.
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74. Determine os planos tangentes & superficie de equacao z2 + 2y? + 322 = 11 paralelos ao plano de

equacao r +y + z = 1.

75. Em que ponto do eplipsoide z?/4 + y*/4 + 2% = 1 a normal forma angulos iguais com os eixos

coordenados.
76. Seja f uma funcao diferenciavel e S a superficie de equagao z =y f (%)

(a) Mostre que S admite plano tangente em cada um dos seus pontos.

(b) Mostre que todos os planos tangentes a S passam em (0,0, 0).

77. Seja G(u,v,w) uma fungao de classe C? em R? tal que

oG oG oG
G(0,1,1) =0 —(0,1,1) = -2 —(0,1,1) =2 —(0,1,1) = —1.
( Y ) ) Y au ( Y Y ) ) 81} ( Y ) ) € aw( Y ) )
Considere a funcao definida por F(z,vy, z) = G(zy, z + y, 2°).
oOF OF O*F
(a) Determine —, — e — em funcao das derivadas parciais de G.
oy’ 0z  0x?

(b) Seja S a superficie de equagao F(z,y,z) = 0. Determine uma equacao do plano tangente a
S no ponto (1,0, —1).

78. Seja ¢(u,v, w) uma fungio de classe C! em R? e tal que
buw(u,v,w) = 2¢,(u,v,w) #0, V(u,v,w) € R?,

$(1,1,0) =0, ¢,(1,1,0)=—1 e ¢,(1,1,0) = —2.

Considere a superficie S de equaciao ¢(x + 2y, 222, 2zy) = 0.

(a) Mostre que, numa vizinhanga de (1,0, , S é o grafico de uma funcao diferenciavel z =

f(x,y).

(b) Calcule g—i(l, 0)

b
\/5)
of

(§] 6_y(170)

).

1
(c¢) Determine uma equagao do plano tangente a S no ponto (1,0, 7
79. Seja f : R? — R uma funcao de classe C* verificando

0 0
wa—i(fﬂ,y) + ya—‘g(% y) =3f(z,y) ,V(z,y) € R?

e considere a funcao F : R? — R definida por F(u,v) = f ((u+v)?, (u —v)?).

(a) Mostre que ug—F(u, v) + vaa—F(u, v) = 6F(u,v),V(u,v) € R%
u v

(b) Suponha que F(1,1) = 0. Mostre que a superficie de R de equagao w = F(u,v) admite

plano tangente no ponto (ug, v, wy) = (1,1,0) e que este passa na origem.
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