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Calculo Integral

Calculo do integral triplo em coordenadas cartesianas.

(1) Calcule os seguintes integrais triplos:

1
(a) ///D Gtytot1) dV com D ={(z,y,2) € R 1z +y+ 2 <1};

(b) / / / y dxdydz onde D é limitado pelas superficies de equacoes y = 22 + 22 e
D

m'
/// 2dV onde D = {(z,y,2) € R® : 42 > 22 + 2 A2 +y? + 2% < 12}

/// z dVondeD:{(:v,y,z)GR?’:x2+y2+22§9/\x2—|—y2+22§6z}.
D

(2) Em cada um dos seguintes exercicios identifique o dominio de integracao, escreva, se

posswel 0s mtegrals dados por uma ordem de integracao diferente e calcule-os.

| VIS p2raay?
/// Iy+$yz dz dx dy; (c) // / ! dz dy du;
2z 01 04—:62 g—z
x dz dy dx; (d) [1/3 . /0 dy dz dx.

Mudanga de Varlavel no integral triplo.

(3) Usando uma mudanga de varidvel conveniente calcule os seguintes integrais triplos:
1
2) /// 7 dV com D = {(z,y,2) €R® 1 a? +y* <2 <2-2? —y°};
D (1—a22—y?)2

1
) ///D (x2+y2—|—22)% dV com D = {(z,y,2) e R3: 4 < 2? +y? + 22 < 9},

c) /// \/mdxdydzcoml):{(%%z)€R3:x2+y2+22§1/\x2+
D
4+ (z—-1)2 <1
(d) ///DdecomD:{(g;ijZ)€R3:x2+y2+22§1/\22_@};

(6) ///DZdvcomD:{(m’y’Z>€R3:x2+y2§22§22—$2—y2};

2 2
D
8) /// (y+2)>—2*)dV com D = {(z,y,2) eR’: =1 <z +y+2<le —2<
D
—r4+y+z<4e —2<3zr+2z<3}

(4) Considere o integral triplo I escrito na seguinte forma

2T 1 2—rcosf
1:/ / / Ar?sin® dz dr df .
0 0 Jr2—1

(a) Represente graficamente o dominio E de integracao;
(b) Calcule o valor de I;



(c) Escreva I como um integral iterado usando coordenadas cartesianas.
Calculo de volumes usando integrais triplos.

(5) Usando integrais triplos, calcule o volume das regices de R? definidas por:

(a) 22 + 2+ 22 < 7% r > 0; (e) 22 +y? < 2 < Va? + yZ;
b) 22 +y? <1, -1<2<1; (f) 22+ 9>+ 22 <8, 22 > 2% + 9%

() 2412 < (2—1)2,0<2<1; (g) 22 +92+22<4, 22+ 9>+ (2 —2)? < 4;
() 0<2<2, 22+ 2 —22<1; (h) 2?2 +92+22<2z, 22 +92+ 22 <3, y > .
(6) Seja @ ={(z,y,2) ER*: =1+ V22 + 32 < 2 <1 - Va? +¢7}
(a) Calcule o volume de Q);
(b) Calcule o volume de T(Q), onde T : R — R? é definida por T(x,y,2) = (v —
Y,y + 2,2 —x).
Integral curvilineo de fungoes escalares.

(7) Calcule o /Cf(x,y, z) ds, onde:
(a) f(x,y,2) = v+ y+ 2z e C éa curva de equagdes paramétricas x = sint, y =
cost, z=t,t e [0,2r];
(b) f(x,y,2) =xcosz e C éa curva de equagoes paramétricas r =t, y =t*, z = 0,
t e 0,1].
(8) Seja f : D C R* — R uma fungao continua e C' uma curva seccionalmente regular
contida em D, de representagao paramétrica 7(t), t € [a, b]. Sendo —C' a curva formada

pelos mesmos pontos de C', mas percorrida em sentido contrario, prove que / fds=
-C

/Cfds.

(9) Calcule:
(a) /C . i ; ds, em que C' é o segmento de recta de equacao y =
entre os pontos A(0,—2) e B(4,0);
(b) /Cx—yds, onde C = {(z,y) e R?: (y=2>Vy=4)Al|z| <2}

(10) Sejam Cy e Cy as curvas de equagoes paramétricas © = cost, y = sint, t € [0,27], e

1
2

x—2, compreendido

r = cosdt, y = sindt, t € [0, 27|, respectivamente. Faga um esboco das curvas C; e
Cs e calcule o comprimento de cada uma delas.

(11) Pretendem-se caiar ambos os lados de uma cerca que tem por base a curva
C = {(z,y) € R?: (2/30)** + (y/30)** = 1 e y > 0}

e em que a altura é dada em cada ponto (x,y) € C por a(x,y) = 1+y/3. Desprezando
os encargos com a cal, e sabendo que o pintor leva 1000$00 por caiar 25 u.a., determine

o preco a que fica o trabalho.

Integral curvilineo de campos de vectores.
(12) Calcule / F - di onde
c

(a) ﬁ(x, y) = (22 — y?)i+ xj e C é o arco da circunferéncia de equacao x? + y? = 4,
orientada no sentido directo, que vai de A(0,2) a B(2,0);

(b) F(z,y,2) = (y+ 2)i+ (z + 2)j + (x + y)k e C é 0 arco da curva de equagio
y=x?, 2 = 2* que une os pontos A(0,0,0) e B(1,1,1) e orientada de A para B;
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(c) ﬁ(x, y,2) = 2x — 2)i+yj+ zk e C' é a curva que se obtem por justaposiciao do
segmento de recta de extremos (0,0,0) e (1,0,0) com a curva parametrizada por
r=cost, y=sint, z=t/m, t € [0, 7];

(d) ﬁ(m, y,2) = —yi+xj+ zk ¢ C é a curva definida pela condicoes z2 + y% + 22 = 1,
z = /22 + 32 e estd orientada no sentido directo.

(13) Calcule os seguintes integrais curvilineos:

(a) /C(y —sinx) dx + cosz dy, onde C' é o triangulo de vértices P(0,0), Q(7/2,0) e
R(m/2,1) , orientado no sentido positivo;

(b) /C(y+ 1) dr — 2* dy, onde C = {(z,y) € R?: (y =22 Vy =4) Az € [-2,2]} estd
orientada no sentido directo.

(14) Sendo Q = {(x,y,2) €ER? : /22 + 32 < 2 < 2 e 2® +9* > 1} e C a curva fechada definida
pela interseccao de () com o plano z = 1 e orientada no sentido directo, calcule

/ydx+a:dy+zdz.
c

(15) Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas ﬁ(a:, y,z) = xi + 2yj — 2k, no
deslocamento ao longo da curva C' definida por: z = y*, 2 = 1 desde (1,0,0) a (1,1, 1).

(16) Considere as duas superficies de equagdes Sy : 224+ 22 +22 =4 e Sy : 2 =+/3, ¢
seja I' a linha de interseccao de S; com S;. Calcule o trabalho realizado pelo campo
é(m, y,2) = —y* i+ oyj+ (2 + 1)]2:, para deslocar uma particula material ao longo da
curva I', orientada no sentido directo.

(17) Calcule /Ce“ siny dx + e” cosy dy, onde C' é uma curva entre o ponto P(0,0), e o
ponto Q(7/2,m/2).

(18) Calcule /C(y—xQ) dr +x dy, onde C = {(z,y) € R? : (y =2z — 2> N0 < z <
V(x+3y=4A1<x<4)} e estd orientada no sentido directo.

(19) Calcule o integral / w

c oy

suave, que nao intersecta o eixo das abcissas.

onde C' é uma curva simples, fechada e parcialmente

Teorema de Green.

(20) Por aplicagao do Teorema de Green, calcule o integral / —zy dx + 2y* dy, onde C é
c

2 orientada no sentido directo.

a circunferéncia de equacao 22 + 4% =r
(21) Sendo R = {(z,y) € R* : z > y* ex < y*/2 + 2}, use o Teorema de Green para

calcular o integral y* dudy.
R

(22) Seja K = /C y dx + e¥y* dy onde C é a fronteira, orientada no sentido directo, da regido
plana R determinada pelas condigoes x < 2 e y* < 2(x +2). Apresente o valor da drea
de R em fungao de K.

(23) Seja I' a curva que se obtém por justaposi¢ao da curva definida por 2% + y*> =4 e
r >0 ey >0, orientada de A(0,2) para B(2,0), com a curva definida parametrica-
mente por x =2 — 2t , y = 4t — 8¢, t € [0,1]. Calcule /Fe”‘”2 dz + (14 y?) dy.

(24) Considere a regido plana R = {(z,y) € R* 1y >z e 2° +7* < —2z2}.
(a) Calcule o valor da constante k dada por k = / / LY dA.



(b) Sendo C' a curva com orientagao positiva, que é fronteira da regido R, mostre que
/C(x +2y°%) dx + (zy + y°) dy = —3k .

(25) Considere a regido plana R = {(z,y) € R*:0<y <1—(z+1)*} eacurva C que é a
fronteira de R orientada positivamente.
(a) Calcule, usando a definigao, /c —z? dy — y* dz.
(b) Use o resultado anterior para determinar o volume do sélido £ = {(z,y,z) € R3:

(x,y) eRe 0 < z<y—ux}.

(26) Recorrendo ao Teorema de Green, determine as equagoes das superficies que definem
a fronteira do sélido cujo volume é dado por / (v® + 2y2?) dx + (22 + y*z) dy, onde C
representa a circunferéncia de equacao % + yQC: 1, percorrida no sentido directo.

.8 y . x N
(27) Seja F(x,y) = e yQZ + o y2]'

(a) Prove que / F - d7 tem sempre o mesmo valor, qualquer que seja a curva C'

fechada, simples, seccionalmente suave e orientada positivamente que circunda a
origem Calcule esse valor.

Prove ainda que, se a curva C nao circundar nem passar na orlgem entao

/F 47 = 0.

Integral de superficie de fungoes escalares.

(28) Calcule os seguintes integrais de superficie
(a) / / z*dS, onde S é a porcao da superficie cénica z = /22 + 32, limitada pelos
S

planos z =1 e 2z = 3;
22 P 22
(b) // z dS, onde S é o elipsdide de equacao — + 5] —|— — =1

(c //s 2% + %) dS, onde S é a superficie esferlca de equacdo 2% + y* + 2% = a%;
(d) //S(:c2 +9?) dS, onde S é a reunido da porcio do paraboldide z = 1 — (2% + %),
situada acima do plano XOY, com a porcao desse mesmo plano definida por
a? 4y < 1
) // x dS, onde S = {(I,y, 2)ER 2P+ =2re0< 2 < \/x2+y2}.
(29) Calcules(; integral de f(z,y, z) = zyz sobre o rectangulo de vértices (1,0, 1), (2,0,0),
(1,1,1) e (2,1,0).
(30) Considere a superficie S definida por S = {(z,y,2) € R® : 2*+3* =4 e 0 < 2 < x+3}.
Calcule os seguintes integrais:
a) //Sm2dS; (b)//SdeS; (c)//sz2d5.
(31) Calcule a area de superficie de S quando:
(a) S é um cubo de aresta igual a a > 0;
(b) S é uma superficie esférica de raio igual a a > 0;
(¢) S é composta pela por¢ao do paraboléide 2° 4 y* = 4 — z, situada acima do plano
XOY, e pela porcao da superficie esférica 2* + y? + 2* = 4 situada abaixo desse

mesmo plano;
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(d) S é a superficie que limita o sélido @ definido por Q = {(z,y,2) € R®: 2? +¢* —
(z—6)2<0e0<2<6}.

Integral de superficie de campos vectoriais.

(32) Calcule / / 1 dS quando:

(a) ﬁ(m, y,z2) =yl —xj+ 8k e S é a porcao do paraboldide z = 9 — 2® — ¢y que fica
situada acima do plano XOY', com n dirigida para cima;

(b) ﬁ(m, y,z) =xt— ]+ 22°k, sendo S a por¢ao do paraboléide z = 22 + 32, limitada
pelas superficies x = 1 —y? e x = y?> — 1, orientada com a normal n dirigida para
baixo;

(c) ﬁ(x, y,2) = —yi+xj+ 'k e S é a superficie esférica 2 + 3 + 2% = 4, orientada
com a normal n dirigida para dentro;

(d) ﬁ(m,y,z) = 220+ 2yj + yzk, S é definida por S = {(z,y,2) € R® : 2* +y* =
Az > OANy>0A0<z<h}comr >0, h>0,eorientada com n a apontar
para o exterior.

(33) Seja F(x,y,2) = 21+ 2°] + yzk o campo vectorial que representa a velocidade (em
m/s) de uma corrente de fluido. Determine quantos metros ciibicos de fluido atrav-
essam, por segundo, o plano XOY através do quadrado definido por 0 < x < 1 e
0<y<L

Teorema de Stokes e Teorema da Divergéncia.

(34) Usando o Teorema de Stokes, transforme o integral de superficie / / ; rotF* - dS num
integral curvilineo e calcule o seu valor, para cada um dos casos seguintes.

(a) ﬁ(m,y,z) =2yi+ 2]+ 3k e S é a superficie do paraboléide z = 1 — (22 + y?),
situada acima do plano XQOY, com a orientacao candnica.

(b) Fz,y,2) =y*i+ayj+azkeS={(z,y,2) e R®: 2 +12+22=1e 2z >0}, com
a orientacao candnica.

(c) ﬁ(x, y,2) = x2i —yj — 2?yk, S é composta pelas 3 faces, nao situadas no plano
XOZ, do tetraedro limitado pelos 3 planos coordenados e pelo plano 3z+y+32z = 6,
com orientacao determinada pela normal unitaria exterior do tetraedro.

(35) Usando o Teorema de Stokes, mostre que cada um dos seguintes integrais curvilineos
tem o valor indicado. Em cada caso diga em que sentido é que é percorrida a curva C'
para obter o resultado pretendido.

(a) j{C(xQ —yz) dv + (y* — zz) dy + (2* — wy) dz = 0, com C uma curva simples, fechada
e parcialmente suave.

(b) 7{ ydx + z dy + x dz = —7, sendo C a circunferéncia 22 + 3> =1, z = 0.
C

(c) 72 ydr+ z dy+ x dz = w3, sendo C' a curva de intersecgao da superficie esférica
22 +9y*+ 22 =1com o plano x +y + z = 0.

(d) ?{C(y +z)dr+ (z+ ) dy+ (x+y) dz =0, sendo C a curva de intersec¢ao da su-
perficie cilindrica x? 4+ y* = 2y com o plano y = 2.

(36) Utilizando o Teorema da Divergéncia, calcule:



(a) // (yzcosa + xzcos 4 xycosy) dS onde S é composta pelas faces do tetraedro
limitado pelos planos x =0, y =0, 2 =0ex+y+ 2z =3, e cosa, cos 3 e cos~y
sao os cossenos directores da normal unitaria exterior a S,
(b) //S(azz cosa + y? cos 3+ 2% cosy) dS onde cosa, cos3 e cosy sdo 0s cOSSENos
directores da normal unitaria exterior a S e
(i) S é composta pelas faces do cubo de vértices (0, 0, 0), (a, 0, 0), (0, a,0), (0,0, a),
(a,a,0) e (a,a,a), com a > 0;
(ii) S ¢ a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) € R : 2? +¢* + 22 <
lez>0}
(iii) S é a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) € R® : 4(z* + ¢?) <
Z2e<z< 1}.
(37) Considere o sélido V' definido por V = {(z,y,2) € R® : 2 + ¢ + 2> < 25e 2 > 3}. A
superficie S que limita V' é composta por uma superficie esférica S; e por outra plana
S,. Sendo 7t = cosa i+ cos 3 j+ cosy k a normal unitdria exterior a S, calcule o valor
de //S(xzcosa + yzcos 3+ cosy) dS:
(a) utilizando a defini¢ao; (b) usando o teorema da divergéncia.
(38) Seja F(z,y,2) = (x —1)i—1y je S a superficie definida por z =4 — y® ¢ 22+ ¢2 < 1.

(a) Calcule F-dS supondo S com a orientagao canodnica;
s

(b) Use a alinea anterior para calcular jé G- di com G(z,y,2)=2>i+z]+ayke
C' a curva definida por 22 +y? = 1, 2 = 4—1y? para ambas as orientacoes possiveis
para C.

(39) Seja S a fronteira da regiao @ de R?® definida por Q = {(x,y,2) € R® : 22 +¢* <
4,2<6—22—y*e0 < z}. Seja ainda F(z,y,2) = exp(ayz)sinz i + cos(z + y +
z)exp(2?/2) j+sin(exp(z®+y2+2)) k. Determine //S rot F' - fi dS sendo f a normal
unitdria exterior a S.

(40) (a) Calcule o volume do sélido @ determinado por 2z < 22+y%+2? < 4z e x?+y? < 2%

(b) Seja F(z,y,2) = (2 +¢?) i+ By + 2°) j+ (42 + exp(z?)) k e sejam ainda S a
fronteira do sélido ) e n a normal unitaria exterior a S. Recorrendo ao resultado
obtido na alinea anterior, determine o valor de / / < F-fdsS.

(41) Seja S a fronteira da regido D definida por D = {(z,y,2) € R® : 2> > 2 + y* e 2 +

y® 4+ 2 < 2z}, e suponha S orientada pela normal unitdria exterior. Seja ainda
F(x,y,2) = (exp(yz)sin® z + 2) i + (exp(sinz) — 3y) j + (22 + 2z + xsiny exp(zy) k.
(a) Calcule // F-ndS; (b)Calcule // 3rot F-n dS.

s S

Exercicios de Exame

(42) Seja C' uma curva do espago, seccionalmente suave, com ponto inicial (0,0, ¢) e ponto
final (2,2, ¢). Calcule /C(m3 +y) dz + (y* + ) dy + exp(—2) dz.

(43) Seja @Q o subconjunto de R? definido por Q = {(z,y,2) € R® : 22+ y? + (z — 1)? <
4ez>0}.

(a) Faga um esbogo de ) e calcule o seu volume.



7

(b) Seja S a porgao de superficie esférica que limita @, orientada pela normal unitéria
n que em cada ponto aponta para o exterior de (. Sendo ﬁ(m,y, z) = 3x(x +

2)1— (6x+4)y7+9 k, calcule // F -7 dS, em funcdo do volume de Q.
S

(44) Calcule /C ry de + x* dy e diga, justificando, se o campo de vectores é(:c,y) =
xy 7+ 22 j é conservativo.

(45) Considere a regiao de R?, E = {(z,y,2) € R?: 22 < 2% + y* + 2% < 4z}. Descreva a
regiao F em coordenadas esféricas e utilize esse resultado para calcular o volume de
E.

(46) Considere a regiao de R? definida por Q = {(x,y,2) € R® : =2+ 2% + ¢ < 2 <
VET T}

(a) Faga um esbogo de ) e mostre que / / / o xy drdydz = 0.

(b) Considere o campo de vectores de R3 dado por F(z,y, z) = (z+2%y) i—zy? j—= k.
Seja S7 a porcao de superficie conica que delimita () e Sy a porgao de paraboldide
que delimita (), ambas com a orientacao canoénica. Mostre que / / < F.dS =

1
/ / F-dS.

(47) Consideré%a regiao de R? dada por Q = {(z,9,2) e R® : 2?2 + 9> + 22 <4, 22 +¢*> <
22 <322+ 3y? e y > 0}. Faga um esbogo da regiao @Q, descreva-a em coordenadas
esféricas e utilize esse resultado para calcular o seu volume.

(48) Seja C' a curva do espago definida por 22 + (y — 1)> =1 z =9 — 22 — y? orientada no
sentido directo.

(a) Parametrize C' e calcule o valor da constante k dada por
k:/(e””qu) dr — xzydy + yz dz.
c

onsidere a superficie e efinidda por z = 9 — 2 —y*, 2° + (y — <1,
b) Consid ficie S de R? definid 9 2 2 2? 12 <1

com a orientacao canonica. Use o resultado da alinea anterior para calcular
//S(zi+(—y— k) - dS
em funcao de k.

Exercicios de Revisao
2

(49) Seja f uma funcdo real definida em R por f(z,y) = xfﬁy—y? se (z,y) # (0,0) e
£(0,0) = 0.
(a) Verifique se f é continua em R.
(b) Calcule as derivadas parcias de primeira ordem de f em (0, 0).
c) Justifique que f é diferencidvel em R\ {(0,0)}.
(d) Calcule a derivada direccional de f em (0,0), e conclua que f nao é diferenciavel
em (0,0).
(50) Considere a seguinte equacao diferencial com derivadas parciais verificada por uma

funcao real de duas vardveis reais de classe C?, —= — —— = 0.
x



(a) Sendo ¢:R? — R? definida por ¢(z,y) = (z +y, x — y), mostre que ¢ é injectiva
e determine ¢~ 1.

(b) Mostre que F(u,v) = f o ¢(u,v) verifica aﬁzF = 0.

(c) Mostre que existem funcoes g, h € C?(R) galvque F(u,v) = g(u) + h(v).

(d) Determine a solugao geral da equagao dada.

(51) Determine os extremos relativos da funcao f(x,vy, z) = 2+ y?+ 22 sugeitas & condicao
(r,y,2) € R? tal que 22 + 4> + 2> + 2y + vz +yz = 1 e x + 2y — 3z = 0. Para tal
proceda do seguinte modo:

(a) Dé condigbes necessarias para a existéncia de extremo e calcule os candidatos a
solugao do problema.

(b) Dé condigdes suficientes de extremo do problema dado, em termos das derivadas
de segunda ordem. Faga o estudo correspondente.

(c) Dé uma interpretacdo geométrica do problema. Para tal, explique o significado
de extremar a funcao f e identifique as superficies de R? dadas.

(d) Diga justificando se os candidatos a extremo local obtidos na alinea (a) sdo ex-
tremos globais de f sobre a curva dada.

(52) Seja F:R® — R? definida por F(x,y,2) = Y

- A
1+
2y atty

25 + e k. Calcule o

/C x2_+yy2 dr + p ji " dy + e *dz, quando:

(a) C={(z,y,2) eR3: 2?2 +y* =12, 2 =¢}.

(b) C' é uma qualquer curva fechada, simples, parcialmente suave no plano z = e,
que contém o ponto (0, 0,e) no seu interior geométrico. Que pode dizer se C' for
uma qualquer curva no espaco que nao contiver nenhum ponto do eixo OZ no seu
interior geométrico.

(53) Considere os pontos P = (1,0,1), @ = (2,0,0), R=(1,1,1) e S = (2,1, 0).

(a) Identifique geometricamente o rectangulo de vértices nos pontos P, Q, R, S, e es-
creva a equagoes paramétricas e cartesianas do plano que passa por estes pontos.
Dé um vector normal a esse plano.

(b) Calcule o integral de arco de superficie de f(z,y,z) = zyz, sobre o rectangulo de

vértices P,Q, R, S.



