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Equacoes com Derivadas Parciais.

Campo de direcgoes e curvas integrais.

(1) Determine o campo de direcgoes correspondente a familia de curvas:

(a) y=a2?, x4+y+2="0, a,bcR;
b)) x—y—2z=a, 2> +y* + 2> =1 a,b R,
(¢) z = ax?, 2* = bry, a,b € R;
(d) Para as quais as superficies equipotenciais sao dadas por

2 .2 _
r+y"+cy=1, ceR.

(2) Considere a familia de superficies de equacao f(x,v,2) = ¢, onde f € C'. Determine o

campo de direccoes associado a familia de curvas ortogonais a esta familia de superficies
em cada um dos seus pontos.

(3) Determine as curvas integrais dos seguintes campos de vectores definidos em dominios

de R3:
(a) F(z,y,2) = (1,0,0); (¢) F(z,y,2) = (y,—x,0);
(b) F(z,y,2) = (2,9, 2); (d) F(z,y,2) = (zyz, (x +y)/z exp(z + y + 2)).
(4) Resolva os seguintes sistemas de equagoes diferenciais:

dxr dy dz dx dy dz
@) —=—=——7—==; (¢ =—=—

r oy wy(+1) AR e A

dx d dz x Y z
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yP+z2? oz xy rly—2) ylz—z) z2(r-—y)

(5) Determine as solugdes integrais dos seguintes campos de diregdes que passam pelas
curvas, (', indicadas:

(a) F(z,y,2)=(z,y,2) e C:y=x+1, 2=2% x €R;
(b) F(z,y,2) = (z,—y,0)e C:x=t, y=t, z=1%1>0.

Equacgoes com derivadas parciais de primeira ordem.

(6) Determine a solugao geral das seguintes equagoes com derivadas parciais lineares:

() xg—xtga—ym?z +1)g—z:0; (g) (y+z)?+y8—y+(;—y)@=g;
@ EEE T G S =0 () oly=2)g, +—alyg +ale-y)g =0



(7) Mostre que a solugao geral da equagao
(’3 z n 0z
Tox y@y

vem dada por z(x,y) = 2" f(y/x) onde f é uma qualquer fungdo de classe C'.

(8) Determine a solugao geral das seguintes equagoes quasi-lineares:

ou ou ou
27" 277 — 2 . d 7 3 2.
(a) xaax+yaay y; (d) ag ya,
u u u u
(b) u%+y6_y = (e) $8—+ya— = (u® + Dzy;
ou du ou ou
(c) 2*5— +y26—y = (z+y)u; (f) (y+2)8— Ty, =@y
(9) Determine as solugoes das seguintes equagdes que passam pela curva C:
ou ou
(a) (y+2)8—+y(9 = (z—y), u(z,y) =1+ ;
(b) %—F%:u,uzconst. sobre arectax =t, y=0,t € RT;
oxr Jdy
(c) a—u—xa—u—nyueuztz sobre arectaxz =t, y=1t,t € R";
Yo oy
(d) u@—%y%:xeuEQtsobrearectax:t, y=11t€R.
ox dy

(10) Determine uma aproximacao de ordem trés para as solu¢ao dos seguintes problemas de

valor inicial:

(a) Gy =+ 5oy u(0,w) = 1420 (@ 2 - (Smu)g_u, w(0,2) = /6 +
T
8u ou)” 8u a
62 32 8

Equacgoes com derivadas parciais de segunda ordem.

Pu  Pu
11) Considere a equagao das ondas, — — — = 0:
(11) Consider quag n 02 o
82
(a) Determine uma mudanga de varidvel que a leva a sua forma candnica e au = 0.
n

(b) Mostre que, a soluacao geral da equagao das ondas vem dada por, u(z,y) = F(z +
y) + G(x —t) onde F,G € C*.
(12) Para cada uma das seguintes equagoes descreva a regiao do plano onde as equagoes sao

hiperbdlicas, parabdlicas ou elipticas:

0% u 0*u 0*u 0% u 0% u 0% u ou

2 4 — - _2 x 2_:
(a) 0 12 * 8x8y+38y2 w (c) iy 8x8y+e 012 T oz

O*u v u 0*u O’ u ,0%u

_ . 20" U _ 0
(b) 6w2+2x8:p6y+8y2 = —sin(zy)u; (d) = 6x2+2xy6x8y+y I 0;

du  du\’
(13) Seja P o operador nao-linear definido por Pu = (a_u + 8_u) —u?.
xr Yy

(a) Mostre que e e e~ ¥ sao solugoes da equacao Pu = 0.
(b) Mostre que e® + e~¥ nao é solucao da equagao Pu = 0.

(c) Contradizem estes resultados o principio da sobreposigao?



Pu  0*u
14) Seja P dor de Laplace Pu= | — + — | w.
(14) Seja P o operador de Laplace Pu 5.7 + I U

(a) Mostre que u(z,y; A) = exp(—Ay)cos(Az) A € R, é uma solugdo da equacao de
Laplace Pu = 0.

du
(b) Calcule BB\ e verifique que é também uma familia de solugoes da equagao de
Laplace.

(c) Mostre que o integral / u(z,y; \) dX é convergente e define uma fungao de

0
expressao analitica v(x,y). Verifique que v é ainda uma solu¢do da equagao de

Laplace.
(15) Tendo em atencao o resultado do problema 185 resolva os seguintes problemas de valor
inicial:2 )
0" u 0" u du
— —4—=0,u(0,y) =0e —(0,y) =
(a) o2 Yo, u(0,y) = ¢ 5 0,9) =y;
0*u ,0%u du
(b) 5z~ a0 (Oy)—smyea—(oy)—l
© T8 2P0, u0,y) = 6(u) © 22(0,5) = 6(u), com 6, ¥ funges conti
¢) — —a? =0,u e — = com ungoes continuas.
(16) Aplicando transformada de Fourier mostre que, a solucao geral do problema de valor
inicial
0 0?
a—?:a2@—;;, uw(0,2) = f(z), reR, t e R,
é dada por

u(t,x) =

0 (T

(17) Aplicando transformada de Fourler mostre que, a solucao geral do problema de valor

inicial
ou 2(92u
gw_ 2¢ ¥ _ _ R R
at sz w0, 2) = f(z), ul(t,0)=0¢() zeR, teR,
é dada por

u(t,x) = 2@\1/H /OOO f(&) <exp (—%) — exp <(€4J;2?2)) d¢

+ QG\I/R /Dteb(n) exp (#2_77)) (t—n)"3% dy.

(18) Mostre que em coordenadas polares a equagao de Laplace se escreve na forma

, 0% u . ou 82 0
rPe—4+r—+—=0.
ar? or 8 62
(19) Mostre que a solugao da equagao de Laplace que verifica u(6, R) = f(0) vem dada por
RZ - 7,.2

u(®,r) = %/_Wf(g)RQ —2Rrcos(§ —0) + 12 d¢.

(20) Determine a solugao da equagao de Laplace que no interior da coroa circular 1 < r < 2

que verifica as seguintes condicoes

w(@,1) =0, u(h,2)=



