Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra 2005-06
Caderno de Exercicios Calculo (Vectorial) Diferencial e Integral
Matemética IV ENG. QUiMICA E DE MATERIAIS

1. CALCULO DIFERENCIAL

Limite, continuidade e diferenciabilidade de fungoes vectoriais de varias variaveis.

, ) —y x
1. Considere o campo de vectores F' definido por F(z,y) = , :
P P (z,9) (.9:2+y2 x2—|—y2)

2. Calcule as matrizes jacobianas das seguintes fungoes:

z,y) = (zsiny, y*e’), (z,y) € R
2) = (2" +y* + 2% sin(w2)),  (2,y,2) €RY;
h(t) =costi+sintj, te€0,2n];
o(u,v,w) = e*(cosvsinwi + sinvsinwj + coswk), (u,v,w) € R®.
3. Construa as matrizes jacobianas das seguintes fungoes, e calcule o seu determinante:
(a) F(r,0)=(rcos@,rsinf), r>0, 0€|—mmnl;
(b) G(p,0,6) = (p cos B sin 6, psin B sin 6,pcos §), p>0, e[0x], 0e—mnl
4. Seja u = 3t — 5]. Determine Dgzg(m, —2,1) e Dzp(0,7/4,7/4), com g, ¢ funcoes do exercicio 2.

A

5. Considere a funcdo vectorial f: R* — R* com f(z,y) = (z+y* vy, e¥). Para Py = (1,0) et =i —j
calcule J¢(Fy) e Dy f(F) -

Derivada de fungoes compostas.

6. Sendo u(x,y, z) = 2° F(y/z,z/) , prove que T u, + yu, + 2 u, = 3u.
7. Sendo z = y?/2 + ¢(1/z +In y) , prove que y z, + 2%z, = y*.

8. Considere a fungdo h definida por h(z,y) = f(1/(z* + y*)), onde f é uma funcio real de varidvel

real diferenciavel. Seja g(u,v) = h(z(u,v),y(u,v)) com z(u,v) = ucosv, y(u,v) = usinv.

(a) Verifique que ?(u,v) =0; (b) Calcule ?(1,0), sabendo que f'(1) = 2.
v u
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sejam f e g funcdes de uma varidvel de classe C2. Sendo ¢ € Z", prove que a funcdo u(x,t) =
. . L N _ . Q% 82
f(z + ct) + g(x — ct) verifica a seguinte equacao (dita equagdo de propaga¢ao) 72 = g2
x

Seja w(z,y,2) = f(y — 2,z — x,x —y) com f funcao real admitindo derivadas parciais continuas de
todas as ordens.
ow Ow 0%w 0w

ow
Most — +=—+=—=0; .
(a) Mostre que o + Jy + P 0; (b) Calcule Dy0r ¢ 5o

Seja g: R* — R* uma funcdo de classe C*. Sendo F(z,y) = In(g9(2z,%?)),

(a) Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de F' em fungao das derivadas parciais de g;

(b) Sabendo que g e as suas derivadas satisfazem as seguintes relagoes: ¢(0,3) = 25 e gu,(0,5) =

0 M O°F 0,1)=1
gu( 75)91}( ﬁ) ﬁ ostre que 8y8x< ) )_ :

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes fungoes reais definidas por:
sin(z sin(y sin z))

muuwz/mﬂwwﬁfﬁww @f@%@:/ g(t) dt;

4

onde g é uma fungao real de variavel real, continua em R.

Seja f: R? = R de classe C? . O laplaciano de f é dado por
0*f 0*f
Afly) =55y + 82(:v y), (z.y) € R%.
Exprima o laplaciano de f em coordenadas polares, isto é, sendo
x=rcosf e y=rsinfg, r>0, O€—mn], e g(r,0)=f(rcosb,rsinb),
exprima A f(r cos 0,7 sin #) em fungao das derivadas parciais de g .

Seja f: R* = R de classe C* . O laplaciano de f é dado por
2 2 2

Bf2) = S0 + 5w n ) + SEwne), () € B
Exprima o laplaciano de f em coordenadas esféricas, isto é, sendo
r=psingcosh, y=psingsinf e 2=pcos¢p, p>0, ¢el0,r],0€]—m7]
e g(p,0,0) = f(psin ¢ cos 0, p sin ¢ sin 6, p cos @), descreva, em funcao das derivadas parciais

de g, A f(p sin ¢ cos 6, p sin ¢ sin 6, p cos @).

Sejam f: R* — R diferencidvel e F': R* — R definida por F(z,y) = f(sin z, cos y). Sabendo que

gi (0,1) = gf (0,1) =1, calcule Jg (0,0).

Seja h: R* — R diferencidvel em (0, ¢,0), e [e —1 €] a matriz jacobiana de h em (0, e, 0). Mostre que

a aplicacdo g definida, para (z,y) € R? por g(x,y) =h (Sin (:E y2) €Y. In (1 + xz)) , é diferenciavel

m(O,l)equeg (0, 1)—1—@(0 1)=0.

dy
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17. Sejam g: R* — R? definida por g(z,y) = (ea”y,xQ y) e f: R* — R? definida por f(r,s,t,u) =
(7’2 +1%2s u) . Utilize o teorema da derivada da funcao composta para concluir que g o f é diferen-

cidvel em R* e calcular J,of (1,1,1,1).

18. Considere as funcées f: R*> - R e g: R* — R?, definidas por f(z,y) = sin(z? — 3?) e g(z,y) =
(x +y,x — y). Calcule as matrizes Jacobianas de f, g e f o g no ponto (z,y).

19. Calcule a matriz Jacobiana de g o f no ponto (z,y, z), sendo:
f R3 — R? g : R — R3
(z,9,2) — (z+y°2y%2) (s,t) — (s°+t,ste).

20. Seja f: R — R uma funcio de classe C" tal que f(1) = f'(1) =2 e f(2) = f/(2) = 1. Considere
as funcoes h: R = R e ¢g: R* — R? definidas por
f @)+ f (@ +y?)
f? (y2)

Prove que h o g ¢é diferencidvel em R® e determine a matriz jacobiana de ho g em (1,1,2).

2443
h(z,y) =" | g(z,y,2) =

1 0 2
21. Seja f: R® — R? uma funcio diferencidvel tal que J; (v2/2,v2/2,0) = 01 1]°¢ seja F

definida por F(r,0,¢) = f(r cos 0 sin ¢, r sin 0 sin ¢, r cos ¢). Calcule Jp(1,7/4,7/2).

2

22. Considere a funcio real f definida em R?* por f(z,y) = se (z,y) # (0,0) e f(0,0)=0.

.’E2+y2

(a) Prove que f é continua em (0,0).

0 0
(b) Calcule 8_f (0,0), para qualquer vector ndo nulo v de R* e indique o valor de a—f (0,0) e
v T
af
—(0,0).
5 0.0

(c) f é diferenciavel em (0,0)? Justifique convenientemente a sua resposta.
(d) Considere a funcao g(t) = (3t,2t), t € R.
i. Prove que f o g ¢é diferencidvel em R e que (f o g) (0) = 12/13.
ii. Mostre que V f(0,0) - ¢'(0) = 0. Explique porque é que este resultado nao contraria o

teorema da derivada da funcao composta.
Teorema da fungao implicita. Teorema da funcgao inversa. Dependéncia funcional.

23. Para que pontos (g, yo) (e nas respectivas vizinhangas), define a equagao y*—2zy = 1, nas condicdes

do teorema da funcao implicita,

(a) y como funcao implicita de x ; (b) « como fun¢ao implicita de y .

24. Considere a funcio F definida em R® por F(z,y,2) = 2> +y* — 2> —zy.
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(a) Mostre que a equacao F(x,y,z) = 0 define z como funcao implicita de z e y numa vizinhanga

% 0z 0%z

ax(lu 1)7 a_y(la 1) € mo-u 1) :

(b) Determine, indicando o dominio de defini¢ao e a expressao analitica, trés funcoes, z = f(z,v),

do ponto (1,1,1) e calcule

y=g(x,z) ex = h(y, z), definidas implicitamente pela equagao F(z,y,z) = 0.

(c) Analise as condigbes do teorema da fungao implicita em (0,0,0) e diga se é possivel explicitar

alguma das variaveis em funcao das restantes, numa vizinhanca deste ponto.

25. Seja f: R? — R uma funcdo de classe C?. Suponha que a equacdo f(y/x,z/r) = 0 define, nas

condigoes do teorema da fungao implicita, z como funcao implicita de z e y. Mostre que
Oz (2, y) _92 (2, y) = z(z,y)
x x,y) + x, z(x,y) .
Yy) Ty y Y Y

26. Considere a equacio x — z + (y + 2)? — 6 = 0.

(a) Mostre que a equagao dada define z como funcdo implicita de x e y numa vizinhanca do ponto
(3,-3,1).
0 0 0?
(b) Calcule S2(3,-3), 25(3,-3) e o~ 5y

ox oy
ea:+2y—ez =0.

(3,-3).
27. Considere a equagao log(zyz) +

(a) Prove que numa vizinhanga de (1,1/2,2/e) esta equacdo define  como fungao implicita de vy, 2.

0%z

oz
(b) Calcule a—y(l/Q,Z/e) e 9205 (1/2,2/e).

28. Seja ®: R — R uma funcio de classe C? tal que ®'(1) # 0.

(a) Mostre que a equacdo ® (2° + y*) — ®(2z + z) = 0 define implicitamente z em func¢do de z e y

numa vizinhanca do ponto (1,0, —1).

(b) Averigte se (1,0) é ponto critico da fungao z = z(x,y) definida na alinea anterior.
29. Considere a funcdo F definida em R? por F(x,y,2) = 22% +2y* + 2> —8xy —22.

(a) Mostre que a equagao F(z,y,z) = —7 define, nas condi¢oes do Teorema da fungao implicita,
uma funcao y = h(x, z), numa vizinhanga do ponto (2,1, 1).

(b) Mostre que (2,1) é um ponto critico de h e classifique-o.
30. Seja F(x,y,2) =2 —3yz* +xyz—1.

(a) Mostre que a equagao F(z,y,z) = 0 define, nas condigoes do Teorema da fungao implicita, z
como fungao g de x e y numa vizinhanga de (1, 1,0).
(b) Seja h(u,v) = g(v? —u,1 — uv) onde g é a funcdo considerada na alinea anterior. Calcule

haw(0,1).

31. Considere o sistema z° +2y =23, 2 —y* =t* +3¢.
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32

33.

34.

35.

36.

37.

38.

(a) Mostre que o sistema dado define, nas condigdes do teorema da funcao implicita, e y como

fungoes de ¢ numa vizinhanca de (z,y,t) = (0,0,0).

(b) Sendo H(z,y) =sin(3z —y) e g(t) = H (x(t),y(t)), calcule ¢'(0).
. Considere a funcdo F' definida em R* por F(z,y,u,v) = (z2 +y 4+ zv,uv+ my) .

(a) Mostre que a equagao F'(x,y,u,v) = (3,1) define, nas condigdes do Teorema da funcao implicita,
uma fungao (z,y) = h(u,v), numa vizinhanga do ponto (z,y,u,v) = (1,1,0,1).
ox ox 0%z

(b) Calcule 7 0,1), o (0,1) e 50 u

(0,1) .

(a) Mostre que o sistema 22 4+23?+322 =5, 22 °4y—2=0 define, nas condicdes do teorema
da fungao implicita, y = f(z) e z = g(x), numa vizinhanca de(z,y,z) = (0,1, 1).

(b) Calcule f'(0).

(c) Seja h a fungao real definida por h(s,t) = ¢ " f(s—g(lnt)), onde f e g sao as fungoes

referidas na alinea anterior. Calcule — (1,1).

ot
(a) Prove que o sistema de equacdes z° +e” —t* —t =1, yt* +y*t+y —t = 0, define

implicitamente, nas condi¢oes do teorema da funcao implicita, z e y como fungoes de t, numa
vizinhanca de (z,y,t) = (0,0,0).
(b) Sejam h, g: R* — R diferencidveis com J, (0,1) = [0 0] e x e y as funcdes de t consideradas na

alinea anterior. Se f(t) = g(x(¢t) y(t), h(z(t),1)), calcule f'(0).

Mostre que a funcio vectorial definida por f(z,y,2) = (2* — y*, 1y, €*) é invertivel numa vizinhanca
de qualquer ponto (zo, %o, 20) € R? tal que x% + yg # 0 e determine a matriz Jacobiana, no ponto

(1,0,1), da funcao g que é a inversa de f numa vizinhanca de (1,0, 0).

Determine os pontos Fy para os quais o teorema da func¢ao inversa garante, numa vizinhanca de F,

a existéncia de uma inversa local para as seguintes funcoes:

(a) f(z,y) = (2> +y*sinz), (z,y) € R?;

(b) @(u, v, w) = e*(cos v sinwi + sin v sinwj + coswk), (u,v,w) € R?.
Seja, h, a funcdo definida em R* por h(x,y) = (:1:2 +2xy,2x + 2y) )

(a) Determine para que pontos Py a fungao h é, pelo teorema da funcdo inversa, localmente in-

vertivel numa vizinhanca de F .

(b) Inverta localmente a restrigao da funcao h a B = B ((2,1),7).

Considere a funcao f definida em R? por f(z,y) = (ZL‘S,y). Mostre que:
(a) f éde classe C' em R? e que det J; (0,0) =0. (b) f é bijectiva e defina f'.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Considere a funcio F: R? — R? definida por F(z,y) = (e” cos y,e” sin y). Mostre que F é lo-
calmente invertivel numa vizinhanca de (a,b), para qualquer (a,b) € R? mas nao admite inversa
(global) em R2.

Considere a funcio vectorial f = (fi, f2) definida em R?\ {(0,0)}, por fi(x,y) = 2z/(2* + 3?) e
fa(z,y) = =2y/(2* + ).

(a) Mostre que f é de classe C' em R*\ {(0,0)} e que det J; (z,y) #0, (z,y) € R*\ {(0,0)}.
(b) Averigtie se f admite inversa e, em caso afirmativo, determine-a.

Seja (u,v) = f(z,y) com f: R* — R? definida por f(z,y) = (¢*Y, 2 + ).

(a) Mostre que f é localmente invertivel numa vizinhanga de (1,2).
(b) Calcule det J-1 (f(1,2)).
Considere o sistema v + 3> — v’ +v =0, 2 —y+u—v>=0.
(a) Mostre que o sistema define, nas condigoes de Teorema da fungao implicita, (u,v) como funcao
¢ de (z,y), numa vizinhanca de (xg, yo, v, vo) = (0,0,0,0).
(b) Calcule a matriz Jacobiana da funcdo ¢, definida na alinea anterior, no ponto (0, 0).
(¢) Sendo g: R? — R? definida por, g(u,v) = (v cos u,u sin v), calcule J,o, (0,0).

(d) Justifique que ¢ ¢é localmente invertivel numa vizinhanca de (0,0) e calcule det J,-1 (0,0).
Considere o sistema de equagoes €* “+yv+3=0, e —zu=0.

(a) Mostre que o sistema define, nas condig¢oes de Teorema da fungao implicita, (u,v) como fungao
g de (x,y), numa vizinhanca de (x¢, yo, o, vo) = (1,2,1,—-2).
(b) Calcule a matriz Jacobiana da funcdo g, definida na alinea anterior, no ponto (1, 2).

(c) Justifique que g é localmente invertivel numa vizinhanca de (1,2) e calcule det J,-1 (1, —2).
Seja F': R? — R? a funcdo definida por F(z,y) = (y + €™, x — ™).

(a) Mostre que F' é localmente invertivel numa vizinhanga de (0, 0) e calcule Jg-1 (1, —1).

(b) Seja G a fungao definida por G(u,v) = (u+Injv|,v +In|u]).

i. Determine o dominio de G. ii. Calcule Jgor (0,0) e Jp-1o6(1,—1).
: . . : y 2 of of
Sejam f uma funcao real continuamente diferenciavel em R* verificando T Y = f, epuma
Yy x

funcdo vectorial de R? definida em R? por ¢(6, p) = (pcosf, psin@). Mostre que:

F
(a) A funcao F = f o ¢ verifica a equagao E;—e =F.

(b) F(0,p) = g(p)exp, para uma qualquer funcao, g, real de varidvel real continuamente diferen-

ciavel.
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(c) A funcdo inversa de ¢, ¢~ ', estd definida por ¢ '(x,y) = (arctan(y/z), /22 + y2).
(d) Conclua que f(z,y) = g(1/2? + y?) exp(arctan(y/x)) .

46. Mostre que as funcdes fi(z,y) = e** ¥, fo(z,y) = €*¥™** sdo funcionalmente dependentes em

R?. Sendo f = (fi, f2), determine f (R2).

47. Verifique que sao funcionalmente dependentes em R?, as funcoes
flz,y) =2xy +2x+1, g(z,y) =22y + 2%y +2° — 1,
e que estdo ligadas pela relacio f2 —2f —Ag+v =0, com A e v constantes a determinar.

48. Determinar a constante A € R que torna funcionamente dependentes as fungoes
fl(x7y7z) =r+ty-—z, fz(x,y,z) = C(]2+y2 +Z27 f3<l’,y72> = x3 +y3 _Z3 +/\(L’y2
49. Verifique se as fungoes fi(z,y) = x/y, fa(z,y) = (r —y)/(x +y), sdo funcionalmente dependen-
tes. Determine o dominio A de definicao de f = (fy, f2) em R? e identifique f(A).

Algumas nogoes geométricas do calculo diferencial: curvas e superficies.

50. Faca um esboco da curva definida por:
(a) 7(t) = 4ti + 2costj+ 3sintk, t € [0, w]; (c) 7(t) = (3exp(—2t) — 1,exp(—t)) , t € R;
(b) 7(t) = 4ti+2costj+3sintk ¢t € [0, 2x]; (d) 7(t) = V2sinti+V2sintj+2costh,t € [0, 2n].

51. Determine equacoes cartesianas de cada uma das curvas consideradas no exercicio anterior.

52. Determine uma parametrizacao da curva C' definida por:
(a) C={(n,y,2) €ER*: z=2+y*ey=2a}; (b) C={(2,9,2) ER*: z=a?+y*ez=1}
(c) C={(z,y,2) ER*: 2? + 9> — 2> =1ey=2x}.
53. Determine uma equagao da recta tangente a curva C' no ponto Py indicado:
(a) x =cost, y=2sint, z=t, te[0,2n], B=(-1,0,7);
M) z=t*, y=2, z=—t3, t€]0,2], P =(1,2-1).
54. Considere as curvas I'y e I'y definidas por:
[y: 7(t) = ti+ costj+sinth, Dy:a®+22y—3y>=0, y>0.

Determine as equagoes da recta tangente e do plano/recta normal as curvas I'; eI’y nos pontos t = /4

e (1,1), respectivamente.

55. Determine as equacoes da recta tangente e do plano normal & curva 222 +3y%+2% = 47, 2242y = 2z,
no ponto Py = (—2,1,6).

56. Identifique e escreva uma equacao cartesiana da superficie de equacao vectorial:
(a) Mu,v) = (1+2u)i+ (—u+3v)j+ (2+4u+5v)k; (¢) T(u,v) =ul+ucosv)+usinvk;

(b) 7(u,v) =u cosvi+u sinvj+ u’f; (d) #(u,v) = ui+ cosvj+sinv k.
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o7.

98.

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Determine uma representacao paramétrica para o plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os
vectores 1+ j+ Aet— ]+ k.

2

Determine uma representacao paramétrica para a porcao de superficie de equacdo —z? —y? 422 =1,

com (z,y) € [-1,1] x [-3,3].
Considere a superficie parametrizada por 7(u,v) = (vcosu,vsinu, 1/(v?), 0<u <27, v>0.

a etermine uma equacao O P ano tangente e a recta normal a super 1C1€ NO pon O 0 =
Determi cdo do plano tangente e d t 13 fici to P,
(v2/2,v/2/2,1);

(b) Represente geometricamente a superficie dada.
Considere a superficie S parametrizada por S: 7(u,v) = (u,v,u* +v?), (u,v) € R?.

(a) Determine uma equagao do plano tangente e da recta normal a superficie S no ponto Py =
(1,1,2);

(b) Represente geometricamente a superficie dada.

Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal a superficie S definida por
S (u,v) = (u—v,u? +02, w), (u,v) € R?,
—
no ponto Py tal que OF, = 7(1,1).

Determine uma equacao do plano tangente as seguintes superficies nos pontos indicados:

z = 2 + y? no ponto Py = (1, -2,5);
x—l) (Z/—Q) + 22 = 3 no ponto Py = (0,1, —1);

(a
(b
(c
(d) 2* +y* = 25 no ponto Py = (3,4,2).

2%+ y* 4+ 2% = 2rz no ponto Py = (rcosf,rsinf,r) com r > 0;

)
)
)
)
Mostre que as superficies de equacio 2°/16+5?/9 =2 e 2°+y*+(2—10)? = 90, sdo tangentes
nos pontos (0,3,1) e (0,—3,1).

Prove que toda a recta normal a uma esfera passa pelo seu centro.

Considere a superficie S definida por S = {(z,y,2) € R*: 2° + y* — 2z = 0}. Determine os pontos

de S nos quais o plano tangente é paralelo a um dos planos coordenados.

Determine os planos tangentes a superficie de equacio z® + 2y* 4+ 322 = 11 paralelos ao plano de

equacao r +y +z = 1.

Em que ponto do eplipsoide 2°/4 4+ 3?/4 4+ 2> = 1 a normal forma angulos iguais com os eixos

coordenados.

Seja f uma funcao diferencidvel e S a superficie de equacao z =y f(z/y) .
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(a) Mostre que S admite plano tangente em cada um dos seus pontos.

(b) Mostre que todos os planos tangentes a S passam em (0,0, 0).

69. Seja G(u,v,w) uma funcdo de classe C* em R? tal que

oG oG oG
1,1) = —(0,1,1)=-2, —(0,1,1)=2 ¢ —(0,1,1) =—1.
G(07 Y ) 0 Y au <O7 7 ) 7 81) (07 Y ) e aw (07 Y )
Considere a funcdo definida por F(z,y, z) = G(zy, = + y, 2°).
oF OF O*F
(a) Determine —, — e — em funcao das derivadas parciais de G.
oy’ 0z  0x?

(b) Seja S a superficie de equagao F'(x,y,z) = 0. Determine uma equagdo do plano tangente a S

no ponto (1,0, —1).

70. Seja ¢(u, v, w) uma funcio de classe C' em R? e tal que

¢w<u7v7w) :2¢v(u7v7w> #07 ¢<17 17O> :07 (bv(l’l,o) = _17 e ¢u<17 170> = _2.
Considere a superficie S de equaciao ¢(x + 2y, 222, 2zy) = 0.

(a) Mostre que, numa vizinhanca de (1,0,1/ \/5), S é o gréfico de uma funcao diferencidvel

Z = f(ZL', y)
0 0
(b) Calcule (9_£(1’0) e 8—5(1,0).

(¢) Determine uma equacéo do plano tangente a S no ponto (1,0,1/v/2).

0 0
71. Seja fv: R? — R uma funcao de classe C! verificando xa—i(x, y)—l—y—f(x, y) = 3f(z,y), e considere

dy
a funcdo F': R* — R definida por F(u,v) = f ((u +v)?, (u—v)?).

(a) Mostre que uaa—F(u, v) + vaa—F(u, v) = 6F(u,v),V(u,v) € R%
u v

(b) Suponha que F(1,1) = 0. Mostre que a superficie de R® de equacio w = F(u,v) admite plano

tangente no ponto (ug, vo, wy) = (1,1,0) e que este passa na origem.

2. CALCULO INTEGRAL

Superficies Quadricas.
72. (a) Descreva e represente o subconjunto de R? definido pela equacdo z = y*.
(b) Descreva e represente o subconjunto de R* definido pela equacdo z = ¢
73. Considere as superficies de equacio 2> +2¢y* + 22 =1, y* =22+ 2%,

(a) Determine o traco em planos de equagdo x =k, y =k e z = k.

(b) Identifique e faga uma representagao grafica das superficies.
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74. Identifique e esboce as superficies quédricas definidas pelas seguintes equagoes:

(a) 22 +22=09; (f) 2 +42* —y =0;
(b) 2® —y* + 22 =4 (g) ® +y*+ 2= -2z
(c) 42 +9y* + 36 2° = 36; (h) y = 2* — 2%

(d) 422 —2* —y* = 1; (i) 22+ > =4z

(e) (z—4)*=2" + ¢ () 2 =2+

75. Considere as superficies S; e Sy definidas por
Si:a? 42y — 2 4+3x=1; Sy: 222 4+4y>—22>2—-5y=0.

(a) Identifique cada uma das superficies e represente-as graficamente.

(b) Mostre que a curva definida pela intersec¢ao de S; e Sy é uma curva plana.
76. Considere as superficies S; e Sy definidas por S;: z = 2% +y*; Sy: 2 =1 — 9>,

(a) Identifique e esboce cada uma das superficies.

(b) Determine a curva C de intersec¢ao de S; e Sy e indique a projecgao de C em cada um dos
planos coordenados.

77. Represente geometricamente o sélido S definido pelas condigoes:
(a) 2 +y* <z2<2—2" —y% d) 0<z<2ex’+y>—22<1;
(b) e +y’ <dea’+y* > (2-6)  (e) 0<z<2+ytelx|<2 A [y <L
() P +y*<le0<z<uz+y;

78. Faca o esboco grafico dos seguintes subconjuntos de R?:

(a) S={(z,y,2) €R*: >0,y >0,2>0, e 62+ 3y + 22 < 12};
() S ={(z,y,2) eR*: 2* + 9> =6y e 2° +y* + 2% < 36};
() S={(z,y,2) ER*: d+ 2> +y* e 2— 2> /a2 +y2}.

Integral Duplo. Definicao e propriedades.
79. Calcule cada um dos seguintes integrais duplos depois de os identificar como volume de um sélido:
(a) // 3dA, R={(z,y) eR*: —2<2<21<y<6};
R
(b) //}%5—di, R={(z,y) eR*: 0 <z <5,0<y<3};

(c) //Rél—deA, R=1[0,1]x[0,1];
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)/R\/él—y?dA, R=104]x[0,2].

80. Se R =1[0,1] x [0,1], mostre que Og// sin(rx +y)dA<1.
R

81. Sejam D,R e B as regides planas definidas por D = {(z,y) € R*: 2® +y*> < 1}; R =
{(z,y) eR*: 2*+¢y* <1,2>0}; B={(z,y) eR*: 2> +¢y° <1,y <0}.

Sem calcular o valor do integral diga se é positivo, negativo ou nulo o valor do integral:

(a) //D dA:; () //B Yy’ +y° dA; (1) //D cos y dA;
(b) / /B dA; (h) / /R Yy’ +y° dA; (m) / /D e dA;

() //}%5di; (1) //By—y?’dfl; (n) //Dxe”dA;
(d) //Bz):ch; () //Dy—?f’dA; (o) //D:cyﬁdA;
) //DfmdA; (k) //D sin y dA; (p) //BxcosydA;
f) //Dy3+y5dz4;

Calculo do integral duplo em coordenadas cartesianas.

82. Calcule os seguinte integrais iterados

) / /0x2<x+2y>dydx; (b) / /:xydxdy; (©) / /zj_xu?—y)dydx.

83. Esboce o dominio de integracao e inverta a ordem de integracao

7/2  psinz Lopm/4
a) / / F(z,y) dy do; (e) / /arcta”f(xay) dy dz;
04 20 Vi—zZ/\/2
b) /0 » f(z,y) dx dy; / /—\/W/f z,y) dy dz;
o [ [ e, @ [ [ s
d) /01 /yj—y f(z,y) dzx dy; (h) /01 /012 f(z,y)dy da:—i—/lg /0333/2 f(z,y) dy dz.

84. Inverta a ordem de integracao e calcule os seguintes integrais:

1 1 1 w/2
a) / / V1 —v2dvdu; (b) / / cos V' 1+ cos? xdx dy;
0 u 0 arcsin y

1 1 1 2
/ /ycos 2?) dx dy; (d)/ / Va3 + 1dz dy; (e)/ / e’ dydzx .
0 VY 0 2z
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85. Calcule/ f(z,y)dA, sendo
R

(a) flz,y)=zy—1;, R={(z,y) eR®: y >’ A x>y},

(b) flzy) =2y R={(z,y) eR*: 2>0,y>0,y> 1/a,y>z,y<2x, y<2/z};
(© f<x,y>={;‘“"y LTS R=(0ax (o

(d) flz,y) =4y/(2°+8); R={(r,y) eR*: 0<y <4, y/2<z <2}

(e) flw,y) =€, R={(z,y) eR*: 1<z <y’ y<2,y<az};

(f) f(z,y) =x\y?—a% R={(r,y) eR*: 0<z<1,2<y<1};

(&) fx,y)=lez+yl; R={(z,y) eR*: |z <1, |y| <1};

(b) flz,y) =1/V6—2; R={(z,y) eR*: 0<2<3,0<y<3, (z—3)>+(y—3)>>9}.

Mudanca de variavel no integral duplo.

86. Calcule os seguintes integrais passando a coordenadas polares:

)//a:da:dy onde D = {(z,y) eR*: y > x>0,z +9y* <9ea’+1y* >4}
D

b) //dxdy onde D = {(z,y) € R*: 1 < 2% +y* < 4};
D

2 VAa—x2
0 / / (2 + )2 dy do
—2J0

1 pvV1-a?
)// er2+y2dydx;
o Jo

e) //dmdy onde D = {(z,y) € R?: 224+ > — 20> 0,2 +¢* <4 ey < V3z}.
D

2zy

87. Considere o integral duplo I = //
& D (22 4+ y?)\/ 2% — 2

de R? limitadaporyzo,y:\/§/3x7x2—|—y2:1/4 ex?—yt=1.

dxdy sendo D aregiao do primeiro quadrante

(a) Mostre que, usando uma mudanga para coordenadas polares se tem

w/6 pl/Vcos 260
1_/ / sin 20 5 0.
Vicos 260

(b) Calcule o valor de I.

(c) Inverta a ordem de integracao no integral iterado da alinea anterior.

88. Usando uma mudanca de coordenadas conveniente, calcule:

) / / eW=0/W+2) qrdy onde D é o triangulo limitado pelas rectas de equacdo z =0 ,y =0 e
D
T4y =2;
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(b) // (z — y)*sin?(x + y) dody onde D é o poligono de vértices nos pontos de coordenadas (r,0) ,
(), (m.27), (0,7):
c) // vy drdy onde D= {(z,y) €eR*: (2 +y* <4 ANz>0Ay>0)V{da>+y* <4 ANz<
0 /\Dy >0)}.

89. Usando a mudanca de coordenadas definida por x +y = u, y = uv, mostre que

1 1-x
/ / V@) dyde = 1/2 (e — 1)
o Jo

Algumas aplicagoes do integral duplo: Areas de regioes planas.

90. Determine, usando integrais duplos, as dareas dos dominios planos definidos por:
€R?*: y <6z —2?ey>a?—22);
ER*: y>e " y<eel<aw<2}

€R2:x2+y2§2x,y§\/§xey2x};

R={(z,y)
R={(z,y)
R={(z,y)
d) R={(z,y) eR*: 22" +y* <1, y<wey >0}
() R={(z,y) €ER*: 2?/4+ 1> > 1, 2*/4+¢y*/9< 1, y<z, 2>0ey >0}
(f) R={(z,y) eR*: y* <dwey>2z—4}
(g) R={(z,y) eR*: z+4y <5, zy>1ey>0}

91. Usando integrais duplos, calcule a drea de R = {(x,y) € R*: 2°+¢* <1, (v —1)*+¢y* <ley>0}.

arccos r

V2/2
92. Considere o integral iterado I = / / r dfdr .

arcsin r

(a) Inverta a ordem de integracdo no integral dado.
(b) Esboce, no plano XOY | a regidao R cuja area é dada pelo integral I.
(c¢) Calcule a medida da éarea de R.

93. Considere a regido R = {(z,y) € R*: 2® + ¢* < 4,2 +y* < —da,2* +9° < 4y} .

(a) Represente-a graficamente.

(b) Diga quais dos seguintes integrais iterados representa a medida da drea da regiao R:

™ —4 cosf —24 V3 —24+/4—y2
1. / / rdr db; 1v. / / d(ﬂ dy —I—/ / dx dy;
/2 J4 4- (y 2)2

sin 6

m—arcsin(r/4) 4 (z+2
/ / rdf dr; / / dy dx —I—/ / dy dz;
arccos( r/lj +\/W
arccos(—r/4 o 47y
/ / rdf dr; vi. / / dx dy + / / dx dy;
arcsin(r/4) I (y 2)? 1 _\/@

http://www.mat.uc.pt/~ajplb/teaching/m4.htm p- 13




Caderno de Exercicios 2005-06 Matematica IV

5/6m 2 ™ 4sin6
vii. / / rdr df + / / rdr db,
w/2 0 5/6mn JO
2/3n —4cosf 5/6m 2 w 4sin 6
viii. / / rdrd9+/ / rdr9+/ / rdrdo .
x2  Jo 2/3x Jo 5/6n Jo

(c) Calcule a medida da drea de R.

94. Seja R a regiao plana cuja medida da area, A, é dada, em coordenadas polares, por

arctan 2 3 sec 6
A= / / rdrd.
w/4 0

(a) Exprima R em coordenadas cartesianas e ilustre a resposta com um esbogo de R.

(b) Calcule o valor de A.
Volumes.

95. Usando integrais duplos, calcule o volume dos seguintes subconjuntos de R?:

(a) 22 +1y*<1,0<z2<z+y; (e) 2® +9* <2z, 2® +9° + 2* < 3;
(b
(c

(d) 2+ 92+ 22 <4, 2? +y* < 2r;

4yt <2 <2—2% — 9P, (f

<
v

)
) 2, x>y, 0<2<3,;
) 2P /A+yP <1, 1<2<12-32—4y; (g) (2—16)° <a2*+y*, 2* +y* < 4;
) (h) <2 (2" +y°), y+z2>2.

96. Seja E = {(x,9,2) €ER®: 22+ 22 <1, 2 + 2> < y? e 0 < y < 2}. Determine o volume de E usando

integrais duplos.

Massa, Momentos e Centro de Massa.

Sendo L uma lamina fina, ocupando uma regiao R do plano e cuja densidade é dada pela funcao p(z,y),

continua em R, entao:

e A massa total m de L é dada por m = // p(x,y) dedy ;
R

e Os momentos M, e M,, de L, em relacao respectivamente ao eixo OX e ao eixo OY, sao dados por

sz//yp(x,y) drdy e Myz//rrp(m,y) drdy:;
R R

e O centro de massa de L é o ponto de coordenadas (zo, yo) dadas por xo = M,/m e yo = M,/m.

97. Utilizando integrais duplos, determine a massa, m, os momentos M, e M, e o centro de massa

C(z0,Y0), de uma lamina T, cuja densidade em cada ponto P(x,y) de T é dada por p(zx,y), quando:

(a) T é um triangulo rectangulo isésceles, cujos catetos medem a, e p(z,y) é directamente propor-

cional ao quadrado da distancia de P ao vértice do angulo recto;
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M) T={(r,y) eR*: 2> <y<1Axz>0}ep(r,y)=z+y;
(¢) T={(z,y) eR*: 0 <y <+Va%—22} (a € R") e p(x,y) é a distancia de P ao ponto O(0,0);
(d) T=10,3] x [0,2] e p(z,y) = zy*.

Integral triplo. Calculo do integral triplo em coordenadas cartesianas.
98. Calcule /// f(z,y,z)drdydz, em cada um dos seguintes casos:
1%
1

(:E+y+z+1)3;
b) V={(z,y,2) eR*: 2 <4N2<2 (1—y’) Az >0Ay>0A2>0} e f(z,y,2) =xy;

(a) V={(z,y,2) ER*: 2 +y+2<1Az>0Ay>0A2>0} e f(z,y,2)=

() V=A(z,y,2) eR*: 2<3—-2> -y’ N’ + " <1 A2>0} e f(z,y,2)=z+y.

2 2z paSdz—y?/2
99. Considere o integral triplo I = / / / xdx dydz escrito na forma / / / rdz dy dz .
E o Jo 0

(a) Inverta a ordem de integracao de modo a que a primeira integragao se faga em ordem a
1. x; ii. y.
(b) Calcule o valor de I.

Mudanca de variavel.

100. Usando uma mudanca de varidvel conveniente calcule os seguintes integrais triplos

1
(a) ///D(l—x?—y2)3/2 chomD:{(%y,Z)eRS:x2+y2§232_x2_y2};

1
(b) ///D (x2+y2+22>3/2 dVComD:{(m,y,z)eRi’»: 4§1’2+y2+22§9};
) /// Va? +y? + 22 dedydz com D = {(z,y,2) € R*: 2®+y*+22 < 1A2? +y+ (2 —1)% < 1}
D
@) ///deCOmD:{(%yaZ)GR?’: P+ 2 <Az >~ + 2}
D

(e) ///decomD:{(x,y,z)E]R?’: o2+ <22 <22 -2 — o)
D

(f) // V1= (22/4+y2 + 22/9) dV com D = {(x,y,2) € R®: 922 + 36y + 42 < 36} ;
D

©) /// (y+2)?—2?) dV com D= {(z,y,2) eR*: —1<a+y+2<1A-2<—x+y+z<
D
4N —-2<3x+2z<3}.

27 1 2—rcos@
101. Considere o integral triplo I escrito na seguinte forma [ = / / / 472 sinf dz dr df .
0 0 Jr2-1
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(a) Calcule o valor de I;
(b) Represente graficamente o dominio de integracdo F;

(c) Escreva I como um integral iterado usando coordenadas cartesianas.

T w/3 1
102. Considere o integral descrito em coordenadas esféricas por T = / / / p® sin ¢ dpdeodb .
o Jo 0

Escreva T' como um integral iterado em coordenadas cartesianas.
Aplicagoes do integral triplo. Volumes.

103. Usando integrais triplos, calcule o volume das regices de R? definidas por:

(a) 2+ + 22 < r>0; (d) 2?2 +192 <2< a2 +y%
b) 2*+9y* <1, -1<2<1; (e) 2® +9° + 22 <8, 22 > 2%+ ¢%;
(c) 2?* +9°<(z—1)?*, 0<2<1; () 22+ 2+ 22 <4, 22+ + (2 —2)? < 4.

104. Determine o volume dos seguintes so6lidos
(a) V={(r,y,2) ER*: 0<2<2ea® +9°—2* < 1};

M) V={(z,y,2) ER*: 2* +y* + 22 <2z, 2* +y* +2* <3 ey >}

Massa, Momentos e Centro de Massa.

Sendo E um sélido cuja densidade é dada pela fungao p(z,y, z), continua em E, entao:

e A massa total é dada por m = /// p(x,y, z) dedydz
E

e Os momentos em relagao aos planos coordenados YOZ, XOZ e XOY sao dados, por

M,, = /// zp(z,y, z) dedydz , M,, = /// yp(z,y, 2) dedydz, My, = /// zp(x,y, 2) dedydz ;
E E E

e O centro de massa, (%o, Yo, 20) com xg = My./m, yo = M,./m e zy = My,/m.

105. Determine a massa do sélido Q = {(z,y,2) € R*: 1 < 2® +y* + 2 < 4}, sabendo que a densidade,

em cada ponto, é directamente proporcional ao quadrado da distancia desse ponto a origem.

106. Supondo que o sélido V limitado pelas superficies de equacoes z = Va2 +y2 e z = 22 + ¢y* é
homogéneo, determine as coordenadas do centro de massa e o momento em relacao ao plano XOY'.

107. Determine as coordenadas do centro de massa de Q = {(x,y,2) € R*: 1 <z <5-2? 3 e 22 +9* >
1}, sabendo que p(z,y, z) = k|z|.

108. Considere o sélido S = {(z,y,2) €R*: >0, y >3z, 2>4(@*+y) el <a?+y?+22<4}.
Determine a massa total de S, sabendo que a densidade em cada ponto (z,y,z) de S, é dada por

p(x,y,2) =1/ 2> +y*.
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109. Seja E o sélido definido por 2 > 4(z* +4?), 2*+y*+(2—6)>>17, 0< 2z <5. Calcule a massa
total de E, sabendo que a densidade, em cada ponto (z,y, z) de E, é proporcional a distancia desse

ponto ao plano de equacao z = 6.
Integral curvilineo: Integral curvilineo de fungoes escalares.

110. Calcule:

(a) / y?ds, onde C é a curva de equacdes paramétricas z =t y =e', t € [0,1];
c

(b) /Cl/(:v—y)ds,ondeC’:{(x,y)ERQ:x—2y:4,x€[0,4]};
(c) /Cm—yds,ondeC:{(m,y)ERQ: (y=2"Vy=4) A|z|<2};
(d) Lmyds,onde@z{(m,y)€R2: ?+y?—6r—4y+12=0}.
111. Calcule:
(a) /x+y+zds, onde C' é a curva de equagoes paramétricas = sint, y = cost, z = t,
FE[0,27];

(b) / yzds, onde C' é o segmento de recta que une os pontos (0,0,0) e (0,1,2);
c

(c) / 2 ds, onde C' é a curva de interseccio do cilindro de equacio 22/9 4 4*/25 = 1 com o plano
c

de equagao 3z +4x =1;
(d) /m2d3,ondeC:{(x,y,z)€]R3: P+yi+ =1 Ac+y+2=0}.
c

112. Sejam C; e Cy as curvas de equagdes paramétricas x = 2cost y = 3sint, t € [0,27] e

x=2cos 4t y=3sin4t, t € [0,27], respectivamente.

(a) Faca um esbogo de C; e Cy; (b) Mostre que ¢(Cy) = 44(Cy) .

113. Seja C a curva definida por C = {(:U,y,z) ER: 2+ +2=1AN0+2= 1}.

(a) Determine equagoes paramétricas de C;  (b) Calcule o comprimento de C .

114. Calcule a area da superficie S definida por

(a) S={(z,y,2) eR’: (z,y) eCAN0<2z<2’},ondeC={(z,y) eR*: 2’ +y* =1 A y>0};

(b) S={(z,y,2) €eR®: (z,y) eC AN 0<z<]|y|/V3—2x},ondeC éo arco da curva de equagio
2(1 —x) = y* que une os pontos A(0, —v/2) e B(0,V?2).

115. Pretendem-se caiar ambos os lados de uma cerca que tem por base a curva
C= {(x,y) eR%: (2/30)° + (y/30)° =1 ¢ y > 0}
e em que a altura é dada em cada ponto (z,y) € C por a(z,y) =1+ y/3. Desprezando os encargos
com a cal, e sabendo que o pintor leva 100 euros por caiar 25 u.a., determine o preco a que fica o
trabalho.
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116. Se C representa um fio fino de espessura desprezavel, cuja densidade é dada pela funcao p(zx,y, 2),

continua numa regidgo D C R3 contendo C, entdo a massa total, m, de C é dada por m =
/ p(x,y,z)ds, e o centro de massa do fio é o ponto P (xg, 3o, 20) em que

C
xoz/xp(x,y72')d8/m; yoz/yp(%y,Z)dS/m; Zoz/Zp(l’,y?Z)dS/m
C C

c
Um anel de arame, com a forma da curva de equacdo >+ = 9, tem densidade f(x,y) = |z |+]|y].

Determine a massa e o centro de massa do anel.

Integral curvilineo de fungoes vectoriais. Calculo e aplicagoes.

117. Calcule / F - ds onde
c

a T,y) = (7 — 1+ xje C € o arco da circunferencla de equacao x° + y~ = 4, orlentada no
F(x,y 2 it zjeCé da circunferéncia d cdo z? + y* = 4, orientad
sentido directo, que vai de A(0,2) a B(2,0);

(b) F(z,y,2) = (y+ 2)i+ (x + 2)j+ (x + y)k e C é 0 arco da curva de equacio y = 22, z = z*,
que une os pontos A(0,0,0) e B(1,1,1) e orientada de A para B;

(¢) F(z,y,2) = 2x — 2)i+yj+ zk e C' é a curva que se obtem por justaposicao do segmento de
recta de extremos (0,0,0) e (1,0,0) com a curva parametrizada por x = cost, y =sint, z =
t/m, 0<t<m;

(d) F(z,y,2) = —yi+zj+ zk e C é a curva, orientada no sentido directo, definida por

C= {(x,y,z) ER: 2+ P+ =1lez= \/xg—l—yz}.

118. Calcule os seguintes integrais curvilineos:

(a) /(y —sinz) dz + cosx dy, onde C é o triangulo de vértices P(0,0), Q(7/2,0) e R(7/2,1),
C

orientado no sentido positivo;
(b) /(y—z) dr + (2 — x) dy + (z — y) dz, onde C ¢é a elipse definida por 2* +¢y* =lex + 2z = 1.
c
119. Determine o trabalho realizado pelo campo de forgas F(x,y, z) = zi + 2y] — 2k, no deslocamento ao
longo da curva C definida por z = y*, x = 1, desde (1,0,0) a (1,1,1).

120. Considere as duas superficies de equacoes S;: z2+2y>+22 =4 e Sy: z =13, esejal alinhade
intersecgao de Sy com Sy. Calcule o trabalho realizado pelo campo G(z,y, z) = —y2i+xyj+(z2+1)l% ,

para deslocar uma particula material ao longo da curva I'; orientada no sentido directo.

Campos conservativos. Independéncia do caminho.

121. Calcule/ (e“siny +3y) dv + (" cosy + 3z —2y) dy,onde C = {(z,y) € R*: 42’ +y* =4 A 1 <
c
0}, orientada de (0,2) para (0, —2).
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122. Seja F(z,y,z) = yzi+zzj+ayk
(a) Determine um potencial g para F,ie. g: R® =R tal Vg =F em R®.
(b) Calcule / F -ds onde C ¢é a curva definida parametricamente por

c ~
r(t) =€ sinti+t’e* j+cos’th, 0<t<1.

123. Calcule/(y—xz) dr + 1z dy,onde C = {(r,y) €R*: (y=20—-2°AN0<2<1)V(r+3y=4A1<
c
x <4)}, e estd orientada de A = (4,0) para B = (0,0).

124. Determine a fungdo ¢(z), com primeira derivada continua, que se anula para r = 2 e tal que o

integral / 2y dx + ¢(x) dy é independente do caminho de integracao .
c

125. Seja I' a curva que se obtém por justaposicao da curva definida por 2°> + 4> =4, ex > 0ey > 0,

orientada de A(0, 2) para B(2,0), com a curva definida parametricamente por x = 2—2t, y = 4t*—8t

t €10,1]. Calcule /63”2 dr + (14 y%) dy.
r

Teorema de Green.

126. Por aplicagao do Teorema de Green, calcule o integral / —2%y dx + zy* dy, onde C é a circunferéncia
c
de equacdo 2* + y* = 4, orientada no sentido directo.

127. Sendo R = {(:c, Y ER*: x>y ex <yt/2+ 2} , use o Teorema de Green para calcular o integral

// y? dady .
R

128. Seja K = / y dx + eYy? dy onde C é a fronteira, orientada no sentido directo, da regido plana R de-
c

terminada pelas condicoes z < 2 e y* < 2(z+2). Apresente o valor da drea de R em funcio de K .

129. Considere o campo de vectores definido por ﬁ(:v, y) = (1/arccos x, x + 1), (z,y) €] —1,1[xR.

Calcule o trabalho realizado pelo campo F para deslocar uma particula desde o ponto A = (0, —1/2)

até ao ponto B = (0,1/2), ao longo do arco de circunferéncia definido por #*+y* =1/4 e x>0.
130. Considere a regido plana R = {(z,y) € R*: y >z e 2 +¢* < —2z}.
(a) Calcule o valor da constante k dada por k = // y dA.
R

(b) Sendo C' a curva com orientagao positiva, que é fronteira da regiao R, mostre que

/(x+2y2) dz + (vy +y*) dy = —3k.
c

131. Considere a seguinte regido plana R = {(z,7) € R*: 0 <y < 1— (z + 1)’} e a curva C que é a

fronteira de R orientada positivamente.
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(a) Usando uma parametrizacao, calcule, / —2? dy — y* do .
C

(b) Use o resultado anterior para determinar o volume do sélido E = {(z,y,z) € R*: (z,9) €
Re0<z<y—uz}.

132. Seja C' a curva de equagoes paramétricas z(t) = acost, t€[0,2n] e, y(t)=asint,set € [0,7]
e y(t) =0 set €]m, 2r]. Usando o Teorema de Green, determine g por forma a que

xdr+zydy =18.
c

133. Considere a curva £ definida parametricamente por r(t) = (sin(2t) cos ¢,sin (2¢) sint) , ¢t € R.

Calcule a area da regiao plana limitada por uma pétala de L.
134. Considere a curva C definida parametricamente por ¢(t) = (2 cos t —sin ¢,sin t) , t € [0,27].

(a) Calcule a area da regiao plana limitada por C.

(b) Calcule o valor de / (e”“o — y2> dr + 2* dy .
c

135. Seja r um parametro real positivo e diferente de v/2. Discuta, para os diferentes valores de 7, o valor

—yd d

de / w , sendo C' a curva plana de equagdo (z — 1)* + (y — 1)* = r2.
c ey

-y . r+1 .

136. Seja F = |
36 Seja (Z‘,y) (x+1)2+yzz+($+1)2+y23

a) Calcule -ds,onde C = {(z,y) € 424+ 9y° =36 A x > 0}, orientada de B = (0, —2
Calcule [ F -ds,ondeC R?: 427 =3 da de B
c
para A = (0,2).

(b) Calcule / F-ds,onde L ={(x,y) € R*: 42% +9y* = 36}, orientada no sentido directo.
c

Integral de superficie: Integral de superficie de campos escalares.
137. Sejam S; e, S, as superficies definidas respectivamente por

Slz{(x,y,z)€R3: z:—m}, Sy ={(z,y,2) ER*: 2® +y* + 2> =1}.

Sem calcular o integral, diga se é positivo, negativo ou nulo o valor de:

(a) //Sla:dS; () //Slxde; () //SQst;
(b) //S e*dS: () //SlzvyzdS; ) //S 22+ 2dS;
© [[ =as @ [[ wis: W [[ wyis:
(d) //S 2 4 2dS; (h) //S ¢ dS: () //SzxyzdS;
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// Pyl 1001/1000 dS // “y+z2—1 1001/1000)
Sl 52

138. Calcule os seguintes integrais de superficie

) // 2% dS, onde S é a porcio da superficie cénica z = v/22 + y2, limitada pelos planos z = 1 e
s

z =3
b) // zdS, onde S é o elipséide de equacdo z%/4 + y* + 22/9 = 1;
S
) // 2 dS, onde S é a superficie de equacdo r(0,z) = (2 cos §,2sin 6,2), 0 € [0,27], z €
S
[0,2];

) //(x2 +9?) dS, onde S é a superficie esférica de equagao x* + y* + 2 = 4;
S

e) // Va2 +y2dS, onde S = {(z,y,2) ER*: 2? +y* =5e0< 2z <4}
S

f) //(a:2 +4?) dS, onde S é a reunido da porcao do paraboléide z = 1 — (2 4 y?), situada acima
s

do plano XOY, com a porcao desse mesmo plano definida por z? + y* < 1;
g) //l"dS, onde S = {(x,y,z) ER*: 2?4+’ =21e0< 2 < \/x2+y2}.
s

139. Considere a superficie S definida por S = {(z,9,2) € R*: 2 +y* =4 e 0 < z <z + 3} . Calcule os

seguintes integrais:

a) / /S 2% dS; (b) / /S y? dS; (c) / /S 22 dS

140. Considere a superficie S de equagao paramétrica
r(0,a) = (cos 0 (342 cos a),— sin O (3+2 cos a),2sina),de€[0,27], «a€[0,27].

Calcule //zdS.
S

Aplicacgoes.

141. Calcule a area da superficie de S quando:

(a) S é uma superficie esférica de raio igual a a > 0;

(b) S é composta pela porcao do paraboléide z* 4+ y* = 4 — z, situada acima do plano XOY’, e pela

porcao da superficie esférica z? + y? + 2% = 4 situada abaixo desse mesmo plano;

(c) S é a superficie que limita o sélido @ definido por Q@ = {(z,y,2) € R*: 2?2 + ¢y* — (2 — 6)?
0e0<z<6}.

142. Calcule a area da superficie S definida por:
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(a) S={(z,y,2) eER*: 2*+y’ =1z +y<z<9+2z—y};
(b) S={(z,y,2) ER’: 2 =9+ 2z —y,2° +y* <1};
(c) S={(z,y,2) eER*: 2 +y*+2°=1,0< 2 <y/2,1/2 < 2 < 1}.

o

143. Considere as seguintes superficies S; = {(x,y, 2)ERY: y+z=1,2>/222+ 2y2} ,
SQZ{<ZL',y,Z) ERB: = \/2$2+2y2,y+z§ 1}

(a) Determine uma parametrizagdo para cada uma das superficies.

(b) Calcule as dreas de S; e S5.

144. Considere a superficie S ( toro ) representada parametricamente por
r(s,t) = (2 cost+cost cos s, —2sint—sintcos s, sins), s€[0,27], t€[0,27].

(a) Calcule a drea de S'. (b) Calcule / / 2 dS.
s

Integral de superficie de campos vectoriais: Definigao, propriedades e calculo.

145. Considere as seguintes superficies orientadas:

Si={(z,y,2) ER*: 2 =0 A (y,2) €[0,3] x[0,—-3]} e 11 =(1,0,0);
Sy ={(z,y,2) ER*: 2 =0 A (y,2) €[0,3] x [0,3]} e 15=(1,0,0);
Sy={(z,y,2) €ER*: 2=0 A (z,y) €[0,4] x [0,4]} e 1i3=(0,0,-1);
Sy={(z,y,2) ER*: 2=2 A (z,y) €[0,4] x[0,4]} e 14=1(0,0,-1);
552{(x,y,z)€R3: y=0 A (x,z)6[0,3]x[0,3]} e 1n5=1(0,1,0);

Sem calcular o integral, diga se o fluxo de F' através de S é positivo, negativo, ou nulo, quando

(a) F(x,y,z) =21 (b) F(x,y,z)zwi+yj+z/%.
146. Calcule // F-ndS quando:
S

a) Fle,y,2) =yt —=x i+8keSé a porcao do paraboldide z = 9 — 22 — y? que fica situada acima
Y Y J G Y
do plano XOY, com n dirigida para cima;
b) F(z,y,z) =x1— )+ 2x2l%, sendo S a porcdo do paraboléide z = 2% + 2, limitada pelas su-
Y J G )
perficies = 1 — y? e = y? — 1, orientada com a normal 7 dirigida para baixo;
(c) F(z,y,2) =—yi+xj+ 2*k e S ¢é a superficie esférica 22 + y* + 2% = 4, orientada com a normal
n dirigida para dentro;
(d) F(z,y,2) =2i+yj e S é definida por S = {(z,y,2) € R*: 2>+ =9 A 0< 2<2}, e
orientada com a normal n a apontar para o exterior;
e) F(x,y,2) = e~ (v +2?) zi+yji+zk)eS éasuperficie esférica de equacao 22 +y>+22 =1,
Y yJ Y

e n é o campo normal unitario que aponta para o exterior;
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(f) F(z,y,2) =x7 e S éasuperficie definida por S = {(2,9,2) € R*: 2? +y* +22 =1 A 22 +9° <
2% A z > 0}, orientada com a normal unitéria 7 dirigida para o exterior;
(g) F(x,y,2) =xi+yjeS édefinidapor S = {(2,9,2) ER*: 2 + 2 + 22 =4 N 1<2<2}, e

n ¢ o campo normal unitario com componente segundo z positiva.

147. Calcule o integral de F(x,y,z2) = (y,—x,1) sobre a superficie S representada parametricamente
por r(t,0) = (t cos 0,t sin 6,0) , onde t €[0,1] e 6 €[0,27].

148. Seja F(z,y,2) = xi+ 2% )+ yz k o campo vectorial que representa a velocidade (em m/s) de uma
corrente de fluido. Determine quantos metros ctibicos de fluido atravessam, por segundo, o plano
XOY através do quadrado definidopor 0 <x <1le0<y<1.

149. Uma carga eléctrica ¢, colocada na origem, gera um campo eléctrico £ dado por
E(x,y,2) =q(@i+yj+zk)/ (Va2 +y2+ 22)°.
(a) Seja S; a superficie esférica com centro na origem e raio R, R > 0, orientada com a normal

unitaria exterior n; . Determine o fluxo de E através de S .

(b) Seja S, a superficie definida por Sy = {(z,y,2) e R*: 2 +y>=R* A —H<2<H}, R >
0, H > 0, orientada com a normal unitaria exterior n,. Mostre que o fluxo de E através de
Sy é dado por dmq H/VH? + R?.

(c) Seja S3 a superficie definida por S3 = {(x,y, 2)eER: 2® 4y  =R* A —H< 2 < H}
U{(z,y,2) ER*: 2=H A 2+ <R’} U{(2,y,2) ER*: 2= —H A 2 +y* <R’} com
R > 0, H > 0, orientada com a normal unitaria exterior ng. Calcule, usando o resultado

obtido na alinea anterior, o fluxo de E através de Sjs.

3. TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO CALCULO VECTORIAL

Teorema de Stokes e Teorema da Divergéncia.

150. Seja D um aberto de R® e f: D — R uma funcao de classe C'. Mostre que, se a é um vector
constante, div (fa) =V f-a.

151. Seja D um aberto de R*, g: D — R e F: D — R® funcdes de classe C*. Mostre que
div(gF)=Vg-F+gdiv F.

152. Seja E = /|7 ||’ comr =zi+yj+zk#0.

(a) Obtenha uma expressao para div E .
(b) Determine, caso exista, p € R de modo que E seja incompressivel.
153. O campo magnético gerado por um dipolo magnético com momento p é dado por

B=—u/||lr|P+3 (u-r)r/||r|?, comr=zi+yj+zk#0.
Mostre que div B = 0.
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154. Utilizando o Teorema da Divergeéncia, calcule:

(a) //(:v y,yz,zx) -1 dS onde S é composta pelas faces do tetraedro limitado pelos planos = = 0,
S

y=0,z2=0ex+y+2=3,en éanormal unitaria exterior a .S;
(b) // (xz, v, z2) -n dS onde . é a normal unitdria exterior a S e
S

i. S é a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) € R?®: 2 + 3> + 22 <1lez>0};
ii. S ¢é a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) € R*: 4(2* +¢y*) <2 e 0< 2z < 1}.

155. Considere o sdlido V definido por V = {(x,y,2) € R*: 2 + ¢y* + 2> <25 e 2z > 3}.

(a) Calcule o / / /V zdV .

(b) Seja Sy = {(x,y,2) € R*: 2% +9? + 2> = 25 e z > 3} orientada com a normal unitaria 7; com

a componente segundo z positiva.

Utilizando o resultado da alinea anterior, calcule / / (xz,yz1) -1y dS.
S1

156. Considere o sdlido @ definido por Q = {(z,y,2) €R*: y* + 22 <le —1 <2 <2}.

(a) Calcule /// v+ 22 dV .
Q

(b) Seja S; = {(z,y,2) €R*: y* + 2 =1 e —1 <2 <2} orientada com a normal unitéria exte-
rior ny . Seja F(x,y,z) = 3zylitae’j+ k.

Utilizando o Teorema da Divergeéncia, calcule / / F-nydS.
S1

157. Seja S a superficie definida por S = {(z,y,2) € R*: 22 = y*> + 2% e v < 2}, orientada com a
normal unitaria exterior n .

(a) Sendo F(z,y,z) = (1,0,32), calcule // F-ndS.
S

(b) Usando o resultado da alinea anterior, calcule o volume do sélido
E={(r,y,2) eR*: 20 >y* +2* e v < 2}.

158. Seja I = (I, Fy, F3) com F3(x,y,z) = 2z, um campo de vectores de classe C* em R* e tal que
div F =10, e S a superficie definida por S = {(x,y,2) €R*: 2° +9* =4 e 0 < z < 4}, orientada

com a normal unitaria exterior n. Determine o fluxo de F' através de S'.

159. Seja S a fronteira da regido @ de R® definida por Q = {(z,y,2) € R*: 2* +¢y* < 4,2 < 6 —

2 2 2 .
2 —y* e 0 < z}. Sejaainda F(z,y,2) = e"“sinx i + cos(z +y + 2)e’ /Qj—i-sin(ex TY AL

Determine rot F'-n dS, sendo n a normal exterior a S'.
S

160. (a) Calcule o volume do sélido @ determinado por 2z < 2* +y* + 22 <4z e 2% +9* <27,
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4.
(b) Seja F(z,y,2) = 2z +9*) i+ By +2°) j+ (42 + eV ) k e sejam ainda S a fronteira do sélido

(@ e n a normal exterior a S. Recorrendo ao resultado obtido na alinea anterior, determine o

Valorde//F~ﬁdS.
s

161. Seja S a fronteira da regido D definida por D = {(z,y,2) € R*: 22 > 2 +¢y* e 2 + > + 2% < 22},
e suponha S com orientagao positiva. Seja ainda
F(z,y,2) = (e¥%sin® z 4+ x) i + (7 — 3y) j+ (22 + 22 + asinye™) k.

a) Calcule // F-nds. (b) Calcule // 3rot F'-n dS.
s s

vi+yj+zk

162. Calcule o fluxo de F(x,y, z) = ,
( ) (2442 + 22)3/2

através de S, sendo

(a) S={(z,y,2) e R*: 2?2 + (y — 3)* + 2* = 1}, orientada com a normal unitdria exterior 7.
(b) S ={(r,y,2) €ER*: 42° +9y* + 6 2° = 36}, orientada com a normal unitéria exterior 7 .

163. (a) Seja ¢ uma funcdo harménica num aberto W de R?. Seja E C W uma regido nas condicdes do

Teorema da Divergeéncia, e S a superficie fechada que limita F. Mostre que / / Vo-dS=0.
s

(b) Seja ¢(z,y,2) =1/(2" +y* + z2)1/2.

i. Mostre que ¢ ¢ harménica em R*\ {(0,0,0)}.

ii. Calcule // V¢-dS,onde S éa fronteira de Q = {(z,y,2) €R®: 2 <4 —2® — 3> A 2>

s
—2}.
164. Seja D um aberto de R® e sejam g: D — R e F,G: D — R?, funcoes de classe C*. Mostre que

(a) rot (Vg) =0.
(b) rot (g F)=grot F+VgxF.
(c) rot (F+ G) =rot F + 1ot G.

165. Seja S C R* uma superficie nas condicoes do Teorema de Stokes, orientada com a normal unitaria
n,eC =05, o0bordo de S com a orientagao induzida pela orientagao de S'. Sejam f e g fungoes

de classe C? numa regido D de R® que contém S . Prove que
// VfxVg)-dS— /fvg /C(gi).ds

o) [ (V-

@)K}ng+gi%d8=0-

166. Em cada uma das seguintes alineas, use o Teorema de Stokes para transformar o integral de superficie

/ / rot F' - dS num integral curvilineo e calcule o seu valor.
S
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(a) F(z,y,z) =2yi+ zj+ 3k e S é a superficie do paraboléide z = 1 — (22 +y?), situada acima do

plano XQOY, com a orientacao candnica.

(b) F(z,y,2) =i+ ayj+azkeS = {(z,y,2) € R*: 2 +y*+ 2> =1e 2> 0}, com a orientacio

canonica.

(¢) F(z,y,2) =x2i —yj — 2?yk, S é composta pelas 3 faces, nio situadas no plano XOZ, do te-
traedro limitado pelos 3 planos coordenados e pelo plano 3x + y + 32 = 6, com orientacao

determinada pela normal unitaria exterior do tetraedro.

167. Usando o Teorema de Stokes, mostre que cada um dos seguintes integrais curvilineos tem o valor
indicado. Em cada caso diga em que sentido é que é percorrida a curva C' para obter o resultado

pretendido.

(a) / yde+ 2z dy+x dz = —mn, sendo C a circunferéncia 2> + y> =1, z=0.
c

(b) / y dx + z dy 4+« dz = 73, sendo C' a curva de interseccio da superficie esférica x> +y> 422 =
C
1 com o plano z +y + z = 0.
(c) /(y +2)dr+ (z+2) dy + (x + y) dz =0, sendo C a curva de intersecgao da superficie cilin-
C

drica 2* + y* = 2y com o plano y = z.
168. Seja F(x,y,2) = (x —1)i—yj e S a superficie definida por z =4 —y* e 2* + > < 1.

(a) Calcule / / F -dS supondo S com orientagao positiva;
s

(b) Use a alinea anterior para calcular / G-ds com G(z,y,2) =2 i+zj+ayk e C a curva
c
definida por 22 +y* =1 2z =4 —3>.
169. Seja F(z,y,2) = (8yz —2) 1+ (3 —42?) k.
(a) Mostre que G(z,y, z) = 4yz*1 + 3z ) + zzk é um potencial vectorial para F' em R?, isto ¢ que
rot G = F em R?.
(b) Calcule // F-dS onde S = {(z,y,2) € R®: 2 + 9?4+ 2> = 25 A z > 0}, orientada com a
S

normal unitéria exterior 7 .

y+zz Yz —T 1 -

170. A velocidade de uma corrente de fluido é dada por F(z,y,z) = — Zr1) 71— EFEE 1= % 1

(a) Determine o fluxo de F' através de S; = {(z,y,2) € R®: 2 =0 A 2? +5* < 1}, no sentido da
normal unitaria iy = —k = (0,0, —1).

(b) Calcule a divergéncia de F'.

(c) Calcule o fluxo de F' através de Sy = {(z,y,2) € R*: 2?2 +y*+ 2> =1 A 2 <0}, no sentido da

normal unitaria n, com componente segundo z negativa.
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171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

(d) Sendo G(x,y,2) =1/2(y/(z* +1)i—z/(z> +1)j— (2> +4*)/((z* + 1)*) k) , calcule rot G .
(e) Usando os resultados das alineas anteriores, calcule / G - ds, onde

f c
C={(z,y,2) eR®: 2 +9y* =1 A z =0},

orientada no sentido horario.

Seja F(x,y,2) = (—y—i—cos (xQ)) 1+ (:U—i—sin (y2)) jeC={(r,y,2) ER*: 2® +?+ 2 =1 Az =

1/2}, orientada no sentido directo. Calcule / F-ds.
c

Seja C' a curva de interseccdo do paraboléide de equacdo z° + y> = z com o plano de equacao

4x+2y+ 2z =1, orientada de modo que a sua projeccao no plano XOY seja percorrida no sentido

hordrio. Sendo F(x,y,z) =zi+x ]+ y k, calcule / F-ds.
c

(a) Calcule o volume do sélido @ definido por Q@ = {(z,9,2) € R*: 22 +¢y* <1 A 0< 2 < y}.

(b) Usando o Terema de Stokes, calcule / F -ds, onde C' ¢ a curva definida parametricamente
c

por r(t) = (cos t,sin t,sin t) , t € [0,27], e F(z,y,2) = (2:1:3/22, 2x2yz,ez2) )
Considere a superficie S definida por S = {(x,y,2) € R*: 2 +9* + 2> =4 A z > —1}, e orientada

com a normal unitaria exterior n. Calcule / / V x G-ndS, onde
S

G(z,y,2) = 2’yz1 — 2°2% ]+ cos (2°) k.
Seja S a superficie definida por S = {(z,y,2) € R*: 2 +y* + 22 =4 A2 >0,y > 0, z > 0},
orientada com a normal unitaria exterior n. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas
F(x,y,z) = (:vm + 22y 2?2 + yz) , para deslocar uma particula ao longo do bordo de S com

orientacao induzida pela orientacao de S'.

Considere o campo de vectores definido por F(z,y, z) = yz*i + 222 ) + cos (zy2) k,eacurva C =

{(z,y,2) €ER*: 2 =2 +9*> A 2 =10 — 2* — y°}, orientada no sentido positivo. Calcule / F.ds.
c

Calcule / (y + sin z) dx + (22 + cos y) dy + 2*dz, onde C' é a curva definida por
C
r(t) = (sin t,cos t,sin 2t) , 0 <t < 27.

Seja C' uma curva fechada e S uma qualquer superficie, nas condi¢oes do Teorema de Stokes, que

tem por bordo a curva C'. Seja F(x,y,z) = (ax3 — 3x22, 2%y + by?, 023) )

(a) Determine a, b e ¢ para os quais / / F - dS é independente de S'.
s

(b) Paraa=—-1/3,b=0ec=1,
i. Determine um potencial vectorial, G, para F'.
ii. Calcule [ G-ds,onde C = {(z,9,2) ER®: 2 =+/16 — 2% —y2 A 2+2 =1/3 (2% +9°)},

c
orientada no sentido directo.
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