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Parte I. Nogoes Geométricas do Calculo Diferencial
1. LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNCOES VECTORIAIS

1.1. Pontos, vectores e abertos. Desde o ponto de vista da Algebra Linear podemos
considerar R" como um espaco vectorial ou como um espaco afim, mas que ninguém se
assuste com este comeco, pois isto nao é mais de que uma forma aristocratica de dizer,
que os seus elementos podem ser considerados como vectores ou como pontos. Ficara

claro esta ambiguidade, denotando os pontos e os vectores com letras mais escuras.

Quando se fixa o sistema de referéncia candnico, cada x € R", esta representado pelas
suas coordenadas. No caso dos pontos escreveremos x = (1, .. ., Z,), enquanto que para
vectores as convencoes da algebra linear exigem que estes sejam descritos por matrizes
nx1em vez de 1 Xn, i.e. sejam vectores coluna. Por razoes tipograficas seremos forcados
a escrever & = [x1 -+ ,]!, onde o superindice ¢ indica a operacao de transposicao. O
simbolo 0 representard o ponto ou o vector com todas as suas coordenadas nulas. Além
disso, no espacgo vectorial R” podemos medir comprimentos e angulos, através da nocao

de produto interno definido por z|y = z'y, pelo que R" é um espago euclideano. A norma

de um vector z é dada por ||z|| = \/z|x, e 0 dngulo entre dois vectores z e y é o ntimero
real a € [0,7] tal que z|ly = ||z|||ly|| cosa. Com estes conceitos podemos estabelecer

uma geometria, que designaremos por R"”-metria, onde a distancia entre dois pontos,

estd determinada pelo comprimento do vector que determinam, i.e. se @ = (ay, -+, ay)

eb= (b, - ,b,), entdo a distancia entre @ e b é a fungao real de expressao analitica
d(a,b) = ||b —al = \/(bl —a1)?>+ -+ (b, —ap)?.

Desta forma expressamos a nossa fé no importante teorema de pitagoras para além

do caso bidimensional.

Enunciados todos estes entes mateméaticos conhecidos, vamos pronunciar uma palavra
que costuma causar pavor entre estudantes da Licenciatura em Matematica: topologia.
Este conceito marca a diferenca abismal entre o calculo de uma e varias variaveis, e
impede ou dificulta enormemente a escrita de um livro de este dltimo tipo de calculo,

que satisfaca igualmente a estudantes com ambicoes utilitarias e a matematicos agudos.

A dificuldade topolégica em R"™ reside no facto de para n > 2 existir muito espaco,
que permite aos objectos geométricos que la vivem o poder retorcer-se e desenfocar de

muitas formas, criando com tais contorcionismos uma variedade complexa.

Também as propriedades locais de R", que sao basicas para estudar a continuidade

e diferenciabilidade, se vem afectadas pelas mudancas qualitativas topoldgicas no caso

http://www.mat.uc.pt/~ajplb/teaching/m4.htm p. 1



Caderno Tedrico 2005-06 Matematica |V

multidimensional. Por exemplo, os tnicos subconjuntos de R de uma peca sé, sao os
intervalos, pelo que ao aproximar-nos de um ponto, somente podemos fazé-lo pela sua
direita ou pela sua esquerda, se esta na fronteira, e pelos dois lados se estd no interior.
No entanto, por exemplo, em R? nao podemos aproximar-nos de (0,0) por elementos
do conjunto A = {(z,y) € R*: 2* <y < 2%}, pelo norte, pelo sul, pelo este, pelo oeste,
ou por outra qualquer direccao linear (cf. figura 1). Desta forma, existem nao somente
infinitas direcgoes, mas também caminhos curvos que nao nos podemos esquecer. Neste

3 /
b i

FicurA 1. Conjunto A

curso nao vamos estudar a estrutura de espago topoldgico genérico, mas tao somente os
abertos, que sao as pecas basicas, no caso particular de R”. Estes conjuntos sao os que
contém de alguma forma o que podemos designar pela vizinhanca de cada um dos seus

pontos. Geometricamente sao os que nao contém pontos da sua fronteira.

Defini¢do 1.1. Definimos bola aberta em R" de centro a e raio r como o conjunto B,.(a) =
{x € R": d(z,a) < r}. A partir delas criamos a definicao geral, i.e. dizemos que
U C R™ é um aberto se para todo a € U, existe r > 0 tal que B,(a) C U.

1.2. Exemplos de funcgoes vectoriais. Vamos apresentar alguns exemplos de funcoes
reais de varias variaveis reais que correspondem a nocoes geométricas, fisicas, algébricas

ou puramente matematicas, que os estudantes ja conhecem.

Exemplo 1.1. A drea de um rectangulo expressa-se em termos do comprimento, x, e da
largura, y, por s(z,y) = xy. Da mesma forma, o volume de um paralelepipedo rectangulo
vem dado por v(z,y,z) = xyz, onde x,y,z correspondem ao comprimento, largura e

altura do paralelepipedo.

Exemplo 1.2. A férmula pv = RT expressa a relacao entre o volume v de uma quantidade

de gés a temperatura 1" e pressao p.

Exemplo 1.3 (Definicdo por composi¢do). A funcgao de expressao analitica
flz,y,2) =In(1 — 22 — y* — 2?)

estd definida em D = {(z,y,2) € R*: 2° + ¢* + 2

(0,0,0) de raio 1.

? < 1}, que é a esfera centrada em
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Exemplo 1.4 (Soma Algébrica de fungdes). A fungao de expressao analitica

f(,y,2) = o(z) + oy) + 6(2) ,
onde ¢ é uma funcao real de variavel real definida em [0, 1], estd definida no cubo
D ={(z,y.2) ER*: x €[0,1], y € [0,1],2z € [0,1]}.

Definicao 1.2. Definimos funcdao vectorial, F', em R™ com dominio D C R", n,m € N a
uma aplicagao de D em R"™ com expressao analitica

F(xl,...,xn) = (fl(ﬂfl,u-,xn),---;fm(xla---axn»:

onde as fungoes f; com j = 1,...,m sao reais, com dominio D.

Para representarmos o grdfico de fungoes reais de duas varidaveis, f, num referencial
ortonormado, OXY Z, i.e.
_ 3., _
g_ {(I,y,Z) ER : Z_f(a:ay)a (Iay) S D}7
devemos comecar por representar as suas curvas de nivel, i.e a interseccao de G com

planos paralelos a OXY. Bem como a interseccao com os planos OXZ ou OY Z.

Exemplo 1.5. Identifique geometricamente o grafico da funcao real de duas variaveis reais,

definida pela expressao analitica f(z,y) = 2% + 3>

As curvas de nivel do gréfico de f sao circunferéncias centradas na origem e raio ,/z;
com z; € RT. Além disso, a intersec¢@o do grafico de f com o plano OXZ ¢é a pardbola
z = 22, e com o plano OY Z é a pardbola z = 2. Sendo assim, o grafico de f é um

paraboloide de revolucao.

Vemos assim que é fundamental a introducao de conceitos geométricos como o de
curvas e superficies, bem como o de vectores, rectas e planos para o estudo de funcgoes

reais ou vectoriais de varias variaveis reais.
1.3. Limite e continuidade de funcoes vectoriais.

Definicao 1.3. Sejam f uma funcao real definida num aberto D de R" e a € D. Dizemos

que b € o limite de f quando x tende para a, e denotamo-lo por lim f(z) = b, se para
r—a
toda a sucessdao nao constante de pontos de D, (") que converge para a, se tem que a

sucessao (f(z")) converge para b.

Observagdo (Limite de fungdes vectoriais). Na defini¢ao de limite de fungdes reais definidas

em abertos D C R", dizemos que o vector de R" x = (x1,...,x,) tende para a =

(ai,...,a,), quando e s6 quando z; — a; com j =1,...,n. Da mesma forma dizemos

que existe lim f(z) =b onde b = (by,...,by) e f = (f1,..., fm) é uma funcao vectorial
r—a
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definida no aberto D C R" e a € D, se e somente se existirem os limites lim f;(z) = b;
r—a

paraj=1,...,m.
Teorema (Cauchy). Sejam f uma funcao vectorial definida num aberto D de R" ea € D.
Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia do limite de f quando x tende
para a, € dada por

Ve>030>0: |flx)—fly)|<e<= (x,ye D, |[zr—a| <de |[y—al <9).

Teorema (Sandwich). Sejam f, fi, f- trés funcoes reais definidas numa vizinhanga do
ponto a, tais que f- < f < fi. Se existem os limites lim f_(x) e lim f,(x) e forem
r—a r—a

iguais, entdo existe o limite im f(x) e coincide com os limites anteriores.
r—a

Observacao . Este teorema tem uma versao vectorial, i.e. supondo que a funcao f: D C
R™ — R™ com D aberto, tem expressao analitica f(x) = (fi(x),..., fi(x)), onde as
funcoes f; sao reais definidas em D para j = 1,...,m. Se existirem funcoes fj+ e f;
tais que f;7 < f; < f;’ numa vizinhang¢a de um ponto a € D, e os limites 9101211 fj_(ar:) =

lim fj*(:):) = /(; para j = 1,...,m, entao existe o limite lim f(x) = (¢1,...,4n).
IT—a T—a

Definicdo 1.4. Sejam f uma funcao vectorial definida num aberto D de R" e a € D.
Dizemos que f é continua em a se para toda a sucessao (") que converge para a em D |

se tem que a sucessao (f(z")) converge para f(a).

Teorema (Composicdo de fungdes). Sejam f e g duas fungoes vectoriais definidas por
f:UCR"—-R", ¢g:VCR" >R

com U eV abertos em R" e R™, respectivamente. Seja a € U tal que f(a) € V. Se

f € continua em a e g continua em f(a), entio a funcao h definida de U para RP por

h(z) =go f(x) =g (f(x)), é continua em a.

Teorema (Limite por curvas). Sejam f uma fungao vectorial definida numa vizinhan¢a do
ponto a € R", e h uma funcao vectorial definida num intervalo aberto I C R, e continua

em ty € I com h(ty) = a, que designaremos por curva continua. Eziste o limite lim f(x)
r—a

e € igual a ¢, quando e sé quando existir e for igual a ¢ o limite lim f o h(t), sobre todas

as curvas continuas h que passam por a . o

Exemplo 1.6 (Limite direccional). Sejam f uma func¢ao vectorial definida num aberto D
de R", a € D e w um vector de norma um. Suponhamos que uma vizinhanca de a € D,
U C D, contém o segmento de recta de equacao € = a + tw com t €] — ¢y, to[. Considere
a fungao vectorial ¢, definida em | —tg, to| por ¢(t) = foh(t), onde h é a fungao vectorial
definida em | — tg,to[ por h(t) = a + tw. O limite 11_1}1(1) @(t) é um caso particular da

definicao anterior e sera designado por limite de f em a sequndo o vector w.
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Observacdo . Ainda que nao exista um algoritmo que nos permita decidir sobre a exis-
tencia de limite, ou sobre a continuidade, de uma funcao num ponto, podemos comecar
por calcular os limites direccionais nesse ponto. Se o resultado alcancado depender da
direccao ou do sentido do vector dado, entao nao existe limite. Caso contrario, teremos
de procurar curvas mais complexas que os segmentos de recta dos limites direccionais ou

tentar aplicar o teorema da sandwich.

Definicdo 1.5. Seja f uma funcao vectorial definida num aberto D de R". Dizemos que f

¢ uniformemente continua em A C D se
Ve>030>0: @)~ fy)l <c « @yeA, -yl <o)

Exemplo 1.7. Seja f a func@o real de variavel real definida em ]0,1[, com expressao

analitica f(x) = sin(1/z). Sabe-se que f assim definida é continua. Considerando a

sucessao de pontos z,, = 1/(nm 4+ 7/2), n =1,2,... temos

f(xon) =1, f(zony1) =—1 e opp1 — 22y — 0,
no entanto |f(zoni1) — f(z2n)| = 2, n = 1,2,..., pelo que f nao é uniformemente
continua.

Definicdo 1.6. Dizemos que A C R" é um compacto, se toda a sucessao (z,) C A tem

uma subsucessao convergente com limite em A.

Teorema (Continuidade uniforme). Seja f uma func¢do real, definida e continua sobre um

conjunto compacto A. Entdo, as sequintes condi¢coes sao equivalentes:
(a) O conjunto {y e R: f(x) =y, x € A} € limitado;
(b) 331,32 € A+ sup f(o) = f@1) e inf f(&) = f(@)

zcA
(¢) f € uniformemente continua.
Observagdo . A condigao (c¢) do teorema anterior é conhecido na literatura como teorema

de Weierstrass.
2. DIFERENCIABILIDADE DE FUNCOES VECTORIAIS

2.1. Derivada parcial e gradiente. Interpretacao geométrica. Considere-se a fun-
cdo de expressdo analitica z = f(x,%), denfinida num aberto D € R?. Para ¥ fixo, temos

uma funcio real de varidvel real z = f,(z). A derivada desta funcio designamos por

derivada parcial de f relativamente a x, e denotamo-la por —f = f;. Note-se que a

ox

derivada parcial é ainda uma funcao real de duas variaveis reais.

Para cada y fixo, o gréfico de z = f,(x) representa uma curva que ¢ a interseccao do
grafico de z = f(x,y) com o plano paralelo a OXZ e distando y unidades dele. Desta
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forma, a deriwada parcial de f relativamente a x, representa geometricamente o declive

que a tangente a curva de equacao z = f,(x) faz com a direccao positiva de OX.

Definicdo 2.1. Seja f uma fungao real de n variaveis reais (z1, ..., z,) definida num aberto

D C R". Definimos derivada parcial de f relativamente a varidvel x;, e denotamo-la por

af
——, a derivada da funcao real de varidvel real de expressao analitica

Y
(9.1:j

Z = fxl,...7$j,1,$j+1,...,$n (xj) .

Vimos ja que a derivada parcial de f relativamente a z; nos d& a variacao de f na
direc¢ao do eixo OX}, para cada j = 1,2,...,n. Faz entao sentido definir derivada de f

segundo uma qualquer direccao.

Definicdo 2.2 (Derivada direccional). Sejam f uma fungao real definida num aberto D de
R", @ € D e w um vector de norma um. Suponhamos que uma vizinhanca de a € D,
U C D, contém o segmento de recta de equacao € = a + tw com t €] — ¢y, to[. Considere
a fungao real ¢, definida em | — tg, to[ por ¢(t) = f o h(t), onde h é a fungao vectorial
definida em | — to, to[ por h(t) = a+tw. A derivada ¢'(0) designamos por derivada de f

em a sequndo o vector w, e denotamo-la por ¢'(0) = ——(a).

ow

2.2. Diferenciabilidade. Para estudar, como primeira aproximacao, uma funcao real
na vizinhanca de algum dos seus pontos procuramos, caso exista, a funcao linear que
melhor aproxima o seu incremento. Definido este objectivo analisemos um resultado que

nos guiara no estudo que agora iniciamos.

Teorema (Incrementos finitos). Seja f uma funcao real continua definida num conjunto
aberto D de R". Se existem as derivadas parciais de primeira ordem de f em qualquer
ponto de D, entdo dados a € D eb € B.(a) C D, existem pontos ty,...,t, € D e

constantes reais oy, ..., tais que
_of of
f(0) = fla) = angm(b) + - + O‘”axn(t”) :

Demonstragcao. Comecemos por relembrar a definicao de conjunto convexo, i.e. conjunto
que contém os segmentos de recta entre cada par de pontos do conjunto. Como exemplo

de conjunto convexo temos B,.(a) C D.

Considere os n+1 pontos de B,(a), s; = (b1,...,b;,aj41,...,a,) comj=1,... ,n—1,
a=(ay,...,a,) eb=(by,...,b,). Note que por definicdo sy = a e s, = b. Assim,
f) = fla) = (f(sn) = f(sn—1)) + (f(sn-1) = f(Sn—2)) + -+ + (f(s1) — f(s0))-
Definindo as n fungoes reais de variavel real continuas, ¢; com j =1,...,n por
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pj: [minfa;, b;}, max{a;, b;}] — R,
de expressao anlitica ¢;(t) = f(b1,...,bj-1,t,a41,...,a,). A expressdo anterior toma a

forma
n

FB) = fla) = (;(b)) — wjlay)).

j=1
_9f
- 8&7]'

que as fungoes ¢; sao derivdveis no seu intervalo aberto de definigao.

Tendo em atencao que gog(t) (b1,...,bj_1,t,a541,...,a,), j =1,...,n, vemos

Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange a cada uma das fungoes ¢; no
intervalo [min{a;, b;} , max{a;, b;}], temos que existe [; € | min{a;, b;} , max{a;,b;}[, j =
1,...,n tais que

pi(bj) —pj(a;) = (bj —aj)¥;(l;), 7=1,....n.

Assim,
n (9f ;
f®) = fla) =) (b — a’j)%(lj) ,
j=1 !
onde no enunciado do teorema temos a; = b; —a;, et; = l; j=1,....n. c.q.d.

Estamos em condicao de definir o conceito fundamental do Célculo Diferencial.

Definicao 2.3. Dizemos que a funcao real f definida no aberto D C R" é diferencidvel em
a € D se existem duas fungoes reais, uma linear que denotamos por d f(a) definida em
R", e a outra € definida numa vizinhanca da origem, V' C R", tais que

fla+h) — fla) = d f(a)(h) + [[klle(h), e lime(h)=0.

Nestas condigoes, dizemos que d f(a) é o diferencial de f em a.

Observacao .

(1) Por definigao de func¢ao linear, d f(a) : R” — R, tem expressao analiticad f(a)(h) =
[a1 ... ay] |k, pelo que passaremos a denotar a expressao analitica de d f(a) por
d f(a)h.

(2) Se f ¢é diferencidvel em a existe uma tunica diferencial de f em a.

(3) Tomando limite quando h tende para 0 em ambos os membros da igualdade anterior
vemos que se [ é diferenciavel em a, é também continua nesse ponto. O reciproco é
falso, em geral. Dizemos assim, que uma condicao necessdaria de diferenciabilidade
de uma funcao real f em a € que [ seja continua em a.

(4) Tomando h = [h1 0 ... 0] na defini¢ao anterior

fla+h)— f(a) = anhy + |h1|e(h1,0,...,0),
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com hlimoe(hl,(), ...,0) = 0. Pelo que, dividindo ambos os membros por hy e
1—)
tomando o limite quando h; tende para zero, obtemos que a; = a—(a) :
T
Tomando h = [0...0h;0 ... 0] e procedendo como no caso anterior obtemos

of .
= — =1,...,n.
637]((1)7] Y 7n

(5) Se a fungao real de n varidveis reais for diferenciavel em a entao
df(a): R" — R
h — df(a)h =grad f(a)|h.

(6) Se f é diferenciavel em a, entdo a derivada direccional de f em a segundo um

&

0
qualquer vector, u, de norma um, vem dada por —f(a) = d f(a)u, ou em notagao

ou
.. Of
matricial %(a) = grad f(a)|u.

(7) Interpreta¢do geométrica do diferencial: Dizemos que a superficie, S, de equagao car-
tesiana z = f(x,y) tem o plano, m, como plano tangente no ponto Py = (xg, Yo, 20)
de S, se 0 angulo que 7 faz com uma secante PyP onde P = (z,y,z) € S, tende
para zero quando (x,y) tende para (zg,yo). Assim, f, como funcao real de duas
varidveis reais, € diferencidvel em (xo,y0) quando e sé quando a superficie, S de
equacdo z = f(x,y) tem plano tangente em (xg,yo, 20) € S. Neste caso, o plano w

tem equacao cartesiana
of 9f
- - = 9 - _|— ~ ) - .
Z =20 ax(ﬂfo Yo)(x — o) ay(fo Y0)(y — Yo)

Problema 2.1. Seja f : R — R definida por

flz,y,2) = any + byzz + ¢z’ . Determine as constantes a,b,c para que o
valor mdzimo do mddulo da derivada direccional no ponto (1,1,1) seja 13, na direc¢ao
do wvector (1,5,0).

Resolucdo. Como a funcao f é diferencidvel em R? a derivada direccional de f segundo
0

o vector v = (1,5,0)/4/26, vem dada por 8_1J:<1’ 1,1) = (2a + ¢,a + 2b,b + 2¢)|u, e é

maxima quando o angulo entre estes dois vectores for zero. Assim,

20+c=a, a+2b=5a, b+2c=0,1ie. a=2b=—-c=a,

0
e como a ||a—£(17 L, 1| =13, ie. |lgrad f(1,1,1)|| = ||(a,3c,0)]] = Va?+9a? = 13 ¢
portanto, a = 1/v/26. c.q.d.

Definicdo 2.4. Dizemos que a funcao vectorial f: D C R" — R™ é diferencidvel ema € D
se existem duas fun¢oes em R™, uma linear definida em R" que denotamos por d f(a), e

a outra € definida numa vizinhanca da origem, V' C R"”, tais que
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fa+h)—f(a)=df(a)h+ ||hleh), e }Lirr(l)f(h) =0.

Nestas condigoes, dizemos que a fungao d f(a) é o diferencial de f em a.

Observagdo . Tendo em atencgao que f tem expressao analitica f(z) = (fi(z),..., fi(Z))
onde as funcoes f; sao fungoes reais definidas em D C R", a condicao de diferenciabilidade
reescreve-se como

fila+h) — fi(a) = d fi(a)(h) + |lhlle;(h), j =1,...,m,

e portanto f é diferencidvel em a se e somente se as funcoes reais f; o sao, para todo o

j=1,...,m. Além disso, a matriz que representa o diferencial de f em a vem dada por
of of
4 ... b
Jf(a) = : :
Ofwm ... Ofm

6.’171 83@1
e designa-se por jacobiano de f em a.
Definicdo 2.5. Seja f uma funcao vectorial em R™, definida num aberto D C R", por
f(x) = (fi(x),..., fu(x)). Dizemos que f é de classe C' num ponto a € D se as funcées
derivadas de primeira ordem de f; com j = 1,...,m forem continuas em a. Dizemos que

f é de classe C' em D se esta propriedade se tiver em todos os pontos de D.

Teorema (Condicdo suficiente de diferenciabilidade). Se f ¢ de classe C* em a € D onde

D ¢ um aberto de R", entao f € diferencidvel em a.

Demonstracao. Seguindo o processo descrito no teorema dos incrementos finitos e pela

continuidade das fungoes derivadas parciais temos o resultado desejado. c.q.d.
Problema 2.2. Seja f : R> — R definida por

2 5.3
Fla) = 2 @) #(0.0) e F0.0)=0,

(a) Verifique que f admite em (0,0), derivada direccional sequndo qualquer vector umni-
tario.
(b) Mostre que f nao € diferencidvel em (0,0). Comente o resultado obtido.

Resolug¢ao. (a) Por definigao de derivada direccional de f segundo um vector u unitério,

i.e u = (cos a,sin a) temos

df(0,0) _ f(tcosa,tsina) — f(0,0)
oy ‘9 |
pelo que /(0,0) =0 secosa=0 e 1(0,0) = —2cosa+ 3sina se cosa # 0.
ou ou
. . . 0 f 0f
(b) As derivadas parciais de f em (0,0) vém dadas por 8_(0’0) = —2e (9_(0’0) =
L Y

0. Assim, se f é diferenciavel em (0,0) entdo a derivada direccional f segundo um
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9£(0,0)
0

resultado nao coincide com o calculado em (a), pela alinea (6) da observagao que aparece

vector unitario u vem dado por = (—2,0)|(cosa,sina) = —2cos a. Como este

a seguir a definicao 2.3, temos que f nao é diferenciavel. c.q.d.

Teorema (Composicdo de fungdes). Sejam f e g duas fungdes vectoriais definidas por

f:UCR"—R", g:V CR" —RP,
com U eV abertos em R"™ e R™, respectivamente. Seja a € U tal que f(a) € V. Se f
¢ diferencidvel em a e g diferencidvel em f(a), entao a funcdo h definida de U para RP
por h(z) =go f(x) =g (f(x)), é diferencidvel em a e

Jr(a) = Jy(f(a)) . Jt(a).
Problema 2.3. Seja f a funcdo real definida em R? por

Floy) = (2% + ) sin(1//22 + %), (z,y) # (0,0)

0 (@y) = (0,0)

(a) Determine o seu domz’m’o de continuidade.

(b) Defina as fungoes gf e 3 L indicando os respectivos dominios de continuidade.
(c) Estude f quanto a diferenciabilidade.

Resolugao. (a) A funcado f é a composigao das fungdes continuas, g real de variavel real
definida em R com expressao analitica g(z) = 2%sin(1/x), x # 0 e g(0) = 0, e a funcao
real, h, definida em R?, com expressdo analitica h(z,y) = \/x?2+y> Assim, f =goh
em R?, e portanto é uma funcao continua.

af

ay(0,0) ¢

0
(b) As funcdes derivadas parciais estdo definidas em R? por a—f(O, 0)=0=
x
e (z,y) # 0

= 2usin(1/V/22 + 32) — 2/ Vo + P cos(1/ Va4 ),
9y — 2ysin(1/y/22 + y2) — y/V/a? + 2 cos(1/ /2% + 12) .

\Q’Q’\
R =

Note-se que o calculo de —gf((), 0) e de —gf(O 0) tem de ser efectuado por definicao, i.e.
x
of f(h,0) — f(0,0) af f(0,k) — f(0,0)
(‘3:(:(0 0) = }L—>O h =0 8y(0 0) = llg—>o k =0

Pode ver-se que as funcdes que acabamos de definir sdo continuas em R?\ {(0,0)}.

(c) Como a funcao h é diferencidvel em R?\ {(0,0)} e g diferencidvel em R\ {0}, f é
diferenciavel em R\ {(0,0)}.

A andlise da diferenciabilidade de f no ponto (0,0) vai ser feita por definigao:

f(h1,ha) = f(0,0) = (h¥ + h3)sin(1/4/h3 + h3)
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assim €(hy, hy) = y/h? + h3sin(1/4/h? + h3) . Verifica-se assim que f ¢ diferencidvel em

0,0) pois i hi,hy) = 0. .q.d.
(0,0) pois (hhh;)rg(o,o)d 1, ho) c.q

Observacdo . Acabamos de apresentar um exemplo de uma funcao diferenciavel num

ponto que nao é de classe C! nesse ponto.
Problema 2.4. Averigie se a func¢do f : R> — R? definida por
v? + 2?sin(1/z),y) , x#0
f(z,y) = ( )
0,v) , =0

é diferencidvel em R2.

Resolucao. Aplique as ideias apresentadas na resolucao do problema anterior. c.q.d.

2.3. Polinémio de Taylor. E sabido que para funcoes reais de variavel real, f, uma
funcao analitica em I C R é aquela que admite uma representacao em série de Taylor,

uniformemente convergente numa vizinhanca de cada ponto o € I, i.e.

() (g
f(x)zzf (0)(9[;—1‘0)”, {reR: |x—xo|<r}ClI.
n=0

n!

Vejamos como estender este tipo de representacoes para funcoes reais de n variaveis reais.
Para tal considere-se uma funcao real f analitica definida num aberto D C R". Defina-se
para cada z° € D a funcao auxiliar ¢ como a composicao de f com a funcao vectorial X
definida em [0, 1] por X (¢) = 2° +t(x — z") com X([0,1]) C D, i.e.

¢: [0,1] — R

b () = FX(1)

Assim, como ¢ é uma funcao real de variavel real analitica, pois é a composicao de
funcoes analiticas f e X, temos que

rxe) =2 20 frer: <y

o n! ’ ' ’

onde ¢(0) = f(z%), ¢'(0) = grad f(z°)(z — 2°)! = d f(z°)(z — 2°),

0% f 9 f
_"E% 81'1 8xn
¢"(0) =d* f(a”)(x —2°), =(x—2")| : (x —2"),
9% f 9% f
Ox, 0x ox2 20

e mais geralmente,
o™ (0) =d" f(2")(x —2°), n=0,1,....
Tomando ¢t = 1 e denotando h = z — z° temos que a série de Taylor de f em x° vem

dada por ,
Oh n Oh
fl@) = 1)+ dfah+ TLER L TTEIh
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e o polinémio de Taylor de ordem n de f em x° é dado por

T,(f;2°%) = f(2%) +df(x0)h+w—|—~ +m.

2! ' n!
Definicdo 2.6. A matriz da forma bilinear d* f(z), i.e.
>f _f
a3 tt Ox 0z,
Hf(:L‘O) = : :
0 f )
OxnOx1 oz 20

designamos por hessiana de f em z°.

3. APLICACOES DA DIFERENCIABILIDADE

3.1. Teoremas da funcgao implicita e da funcao inversa. Dada uma funcao real di-
ferenciavel de duas varidveis reais, f, considere-se a equacao f(z,y) = 0. Em geral esta
equacao define em R? um conjunto que designaremos por curva. Estes conjuntos repre-
sentam frequentemente graficos de funcoes reais de variavel real de expressao analitica
y = ¢(r) ou x = P(y). Neste caso, dizemos que estas funcies, ¢,1, estio definidas

implicitamente pela equagdo F(z,y) = 0.

Exemplo 3.1. A equacdo 22 4+ v — r? = 0 define, por exemplo, as funcoes de expressao

analitica fi(z) =vr2 —a2em x €] —n,r[, e fo(y) = —\/r? —y?’ em y €] — 1, 7]

Note-se que uma equacao pode nao definir nenhuma funcao real de variavel real, como
é 0 caso de 22 + 2 +1=0.

Teorema (Existéncia da fun¢do implicita). Considere a fun¢ao real, F, definida e continua
numa vizinhang¢a do ponto (a,b). Se F(a,b) = 0 e F € estritamente mondtona consi-
derada como fung¢do da varidvel y, entdo a equacio F(x,y) = 0 define y como fungao
implicita de  numa vizinhanga de (a,b), Uy, i.e., existe uma unica fun¢ao real continua,
f, tal que

b= f(a), F(z,f(x)=0, z€U,.

Observacao . Se a condicao de monotonia da fun¢ao F' considerada como funcao de y,

for substituida por, a funcao derivada parcial de F em ordem a y € continua numa

vizinhanga de (a,b) (a,b) # 0, e existirem as derivadas parciais de F' relativamente

o,
Y
a x; em (a,b), entdo existem as derivadas parciais de f, numa vizinhanga de a, e sdo

dadas para j =1,...n, por

@) = - |G @) e fa). 2 el
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Teorema (Diferenciabilidade da fungdo implicita). Seja a funcgao real, F', definida e conti-

oF
a—(a7 b) #0 e F ¢ diferencidvel
Y

em (a,b), entao a equagdo F(x,y) = 0 define y como funcao implicita de x, diferencidvel,

nua numa vizinhanga do ponto (a,b). Se F(a,b) =0,

numa vizinhanga de (a,b). Além disso, as derivadas parciais da fun¢do assim definida,

y = f(z1,..

., L), Sao tais que

a f OF oF ,
)= — | == -— =1,...n.
@) =~ G @) G e, =1
Observacdo . Desta forma se vé que as condigoes de regularidade de F' passam direc-

tamente para a funcao definida implicitamente pela equacao F(z,y) = 0, i.e. se F é
de classe C* numa vizinhanca de (a,b) entdo existe uma vizinhanca de a onde f é de

classe CF.

Estes teoremas vao ser agora estendidos ao caso de m € N equacoes.

Teorema (Fungdes implicitas). Sejam U C R" x R™ uma vizinhan¢a de um ponto (a,b) =

(CLl, -
(Fi(z,y),...,En(z,y)), onde as fungoes F; sao reais, definidas em U. Se F € de classe

Sy Qn, b1, b)) e Fouma fungdo vectorial definida de U para R™, por F(z,y) =

C' em U, F(a,b) =0 ¢ o determinante do jacobiano de F considerado como funcdo de

Yy € nao nulo, i.e.

o oF
F F,....F, on O
3y 0] = (G| = |0
0y Y1, Ym) OF, dF,,

oy OYm (a,b)

entao a equacio F(a,b) = 0 define implicitamente y como fun¢io de x, de classe C!
numa vizinhanca de (a,b), i.e existem uma vizinhanca de a, U,, e uma unica fun¢ao
de classe C', f, em R™, definida em U, pory = f(@) = (fi(@),..., fu(®)) tal que
F(z, f(x)) =0, x € U,. Além disso, a matriz que representa o diferencial de f em U,

7= I f1y--y [m)
f= )
8($1, SN ,$n)
vem dada por
R oF 7! OF Gy
o OYm RET 0z,
Jp=—1| : : : N
dFy OE, O Fny OFm
Iy OYmd (z.f(z)) Loz Dy,
AF,....F)] ok, ... F,
ou em notagdo funcional Jy = — [ (i, m>] (i, Fn) .
Ot )| Oans )

Definicdo 3.1. Dizemos que a funcdo f definida do conjunto C' para D, é bijectiva, se

cada elemento de D é a imagem de um s6 elemento de C. Neste caso definimos funcao
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inversa de f, e designamo-la por f~! a funcao de D para C, que a cada elemento d € D

corresponde um tnico ¢ € C tal que f(¢) = d, e portanto f~!(d) = ¢ é equivalente a

fe)=ad.

Vamos analisar a existéncia de inversa local de uma funcao vectorial, i.e. a existéncia

de inversa na vizinhanca de um ponto determinado de C', considerado aberto de R".

Teorema (Funcio inversa). Sejam f uma funcio de V C R" definida e de classe C* num
abertoU C R", ea € U. Se o jacobiano de f ema, Jg(a), for invertivel, i.e. |J¢(a)| # 0,
entao f admite inversa local em a, i.e. existem vizinhancas, Uy, C U dea e V CV de
b= f(a) tais que f considerada como uma funcao de U, em Vy € bijectiva. Além disso,

a fungio =1 inversa de f € de classe C' em U, e tem-se

I (fl@) = [Jp@)] ™, Jple) = [Jp(fl@)]

Problema 3.1. Considere o sistema de equacoes
ey +3=0, & —au=0.

(a) Mostre que o sistema define, nas condi¢oes do teorema das funcoes implicitas, (u,v)
como fungdo de (x,y) numa vizinhan¢a do ponto (xg, Yo, ug, vo) = (1,2,1, —2).

(b) Calcule a matriz Jacobiana (ou o diferencial) da funcdo, g, definida na alinea
anterior no ponto (1,2).

(c) Justifique que g € localmente invertivel e indique sem calcular |Jg-1(1, —2)]|.

Resolugao. (a) Considere as fungoes reais fi, fo definidas em R* por filz,y,u,v) =

"+ yv + 3, folx,y,u,v) = ¥ — zu, que sdo funcoes diferencidveis em R*. Além

disso,
f1(1,2,1,-2) =0 = f5(1,2,1, —2)
0
e %(1, 2,1, —2)| = —1 # 0, como queriamos demonstrar.
LY
(b) Aplicando o teorema da fungao implicita temos
-1
B et—u v —eru y
G
(z,y.9(x.y)) (z.y.9(x.y))
-3 4
tanto J,(1,2) = .
e portanto Jy(1,2) !2 3]
(c) |Jg21(1,=2)] =1/]J4(1,2)] = —1. c.q.d.

3.2. Dependéncia funcional.
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Definicdo 3.2. Sejam D € R" um aberto e f;, j = 1,..., m fungoes reais definidas em D
de classe C' em D. Dizemos que fi,..., fm S80 funcionalmente dependentes em D, se
existir uma funcao real F' # 0 definida em R tal que

F(fi(z),...,fm(x)) =0, zeD.
Dizemos que fi,..., f, sao funcionalmente independentes em D, se nao forem funcio-

nalmente dependentes.

Observagdo (Linearmente independente). Note-se que se um conjunto de fungdes é fun-
cionalmente independente, entao também ¢é linearmente independente. No entanto o
reciproco nao se tem. De facto, as funcoes sin : R — R e cos : R — R sao linearmente
independentes, mas verificam sin?z + cos’>z —1 =0, z € R, pelo que existe uma funcéo
F: R? — R nao constantemente nula, tal que F(sinz, cosz) = 0, x € R. Basta tomar

F com expressao analitica F'(z,y) = 2> +y?> — 1. Logo sin e cos sdo funcionalmente

dependentes.
Teorema (Condigdo necessaria). Sejam D € R" um aberto e f;, j = 1,....m fungoes
reais definidas em D de classe C' em D, com m < n. Se as funcoes fjecomj=1....m
sao funcionalmente dependentes em D, entao o determinante do jacobiano das funcoes
fi, ..., fm relativamente a m das n varidveis x1,...,x, € nulo em D, i.e.

O(fi,...y fm

o fm) (x)':o, zeD,

8($j1, ce ,.I‘jm)

onde os jr € {1,...,n} e sao todos diferentes.

Definicao 3.3. Seja A uma matriz de dimensao m x n. Dizemos que A tem caracteristica
r < min{n,m} se todos os determinantes de ordem 7 + 1 que se podem formar com
linhas e colunas de A, i.e. os menores de ordem r + 1, sao nulos e existe um menor de

ordem 7 nao nulo.

Teorema (Condigdo suficiente). Sejam D € R™ um aberto e f;, j =1,...,m fungoes reais
definidas em D de classe C' em D, com m < n. Se a caracteristica do jacobiano da
fungdo vectorial, G, definida em D por G(x) = (fi(x),..., fm(x)) ér < m, ie. carJg =
r, entao para cada a € D existe uma vizinhanca U, C D tal que r das fungoes fi,..., fm
sao funcionalmente independentes e as m — r restantes dependem funcionalmente das

PTIMELTas.

3.3. Curvas e Superficies diferenciaveis. Definimos ja o significado de curva continua
em R" (cf. teorema limite por curvas). Vamos somente acrescentar que as curvas que
considerarmos sdo de classe C! e simples, i.e. sendo h uma curva em R" definida em
I C R por h(t) = (hi(t),...,h,(t)) onde as funcgdes h; sdo todas continuas em I,
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|\h(t1) — h(t2)]] # 0, t; # to € I ou admitem um nimero finito de pontos que nao
verifiquem esta condicao que sao designados por pontos multiplos.

O vector t = h/(ty), ty € I de coordenadas (hy(ty),..., R (ty)) é designado por vector

tangente a curva h em t.

Definicdo 3.4. Sejam fi, ..., f, funcdes reais de classe C! definidas num aberto D de R.
Definimos superficie diferencidvel S C R?® ao conjunto dos pontos & de coordenadas

x1 = fi(s,t), o= fo(s,t), x3= f3(s,t), (s,t) € D,
para os quais a caracteristica do jacobiano das fungoes f; ¢ igual a dois,

O(f1, f2, f3)

car ——————~= = 2.

J(s,t)
Observacdo . Nas condicoes anteriores sabemos pelo teorema da condicao suficiente da
seccao 3.2, que existe numa vizinhanca, U, C S, de cada ponto @ € S, uma funcao
F' real de classe Cl(Ua) tal que a equacao cartesiana da restricao de S a U, é dada
F(x1,29,23) = 0 com || grad F|| #0.

Esta observacao é fundamental, pois é um exercicio simples demonstrar que um vector
normal a uma superficie de equagao cartesiana F'(x1,...,z,) = 0 num ponto 2" é n =
grad F(2°). Na verdade basta tomar uma curva de classe C', ¢ C S que contenha
¥, de equacdo z; = g;(t), t € I, j = 1,2,3, ie. 2° = (q1(t0), 92(t0), g3(t0)), para
algum to € I. Entao, F(g1(t),92(t0),93(t)) = 0, t € I, e diferenciando obtemos
grad F'(gi(to), ..., gn(to))|t = 0, onde t é o vector tangente & curva C' em z°, logo um

vector normal & superficie S em z° é o vector grad F'(zV).

De forma geral temos que para superficies em R?® o vector n normal a S em 2" € S é
dado por
n — (|0(f2,f3) _ ‘8(f17f3) |a(f1,f2)

d(s,1) d(s,t) || 9(s,1) ) |
Problema 3.2. Um wvector normal a superficie de equagao x = ucosv, y = usinv, z = v,

(u,v) € R? no ponto (v/2/2,7/2/2,m/4) é dado por (v/2/2, —/2/2,1).

Resolucao. Vimos ja que os vectores normais a uma superficie sao multiplos escalares do

vector n definido anteriormente, considerando que

fi(u,v) =ucosv, folu,v) =usinv, f3(u,v)="0.
Assim, em cada ponto da superficie o vector normal é dado por n = (sinv, — cosv,u). O
ponto dado é atingido quando (u,v) = (1,7/4), assim n = (v/2/2, —v/2/2,1). c.q.d.

Problema 3.3. Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal a superficie

de equacoes paramétricas
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r=s4+1t, y=s-—1t, ZZSQ—tQ,
e

em (s,t) = (1,0)

Resolucao. As equacoes do plano tangente e da normal a superficie no ponto que corres-
ponde aos parametros (s,t) = (1,0), i.e. o ponto de coordenadas Py = (1,1, 1) sao dadas
em termos do vector n normal a superficie em P, por
(x—1y—1,z—1)n=0, (zr—Ly—1,z—1)=tn, teR,
respectivamente.
Das consideracoes efectuadas aquando da resolucao do problema anterior temos que

o vector n é um miultiplo escalar de (1,1, —1). c.q.d.

Problema 3.4. Determine as equacoes da recta tangente e do plano normal a curva C de
equacao cartesiana

20 + 3> + 22 =47, 2+ 2% =z,
no ponto Py = (—2,1,6).

Resolugao. Temos de calcular um vector tangente a curva C no ponto Py, que denotare-
mos por t. Comecemos por ver que o ponto Py pertence a curva. De facto,
2(=2)* 4+ 3(1)* 4 (6)> =47, (-2)*+2(1)*=6.
A equacoes pedidas viriam dadas por:
Recta tangente: (r+ 2,y — 1,2 —6) = at, a € R.
Plano normal: (x+2,y— 1,z —6)|t =0.

Determinacao do vector tangente, t.

Primeiro método: Suponha que a curva C esta parametrizada por
r=X(s), y=Y(s), z2=2(s), sel CR,
e que Py = (X (s9),Y (s0), Z(s0)). Entao o vector tangente a C vem dado por
(X"(s0),Y"(s0), Z'(50)).
O calculo destas derivadas faz-se a partir do sistema
AXX'+6YY' +227' =0, 2XX' +4YY' - 7' =0,
resultante das equacoes cartesianas da curva C, por derivacao. Resolvendo este sistema
obtemos

X/(SO) _ _4Z(80) +3 Z(so) +1

Z/(SU) )
2X($0) Y(SO)
pelo que um vector tangente a C em Py viria dado por t = (27,28, 4).

Z'(s0), Y'(s0) =

Segundo método: Determine dois vectores, nq, perpendicular a superficie de equacao
20 4 3y* + 2% = 47 no ponto Py, i.e. n; = (4x,6y,22)p,, e outro ny, perpendicular

a superficie de equacio 2% + 2y> = z no ponto Py, i.e. ny = (2z,4y,—1)p,. O vector
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tangente a C em Py vem dado pelo produto vectorial destes dois vectores, i.e.

(A I
t=mn) Xny= |4 6y 2z
2z 4y —1
Py
Assim, t = —2(27,28,4). c.q.d.

4. CAMPOS DE VECTORES E CURVAS INTEGRAIS
Seja
F:DCR> — R?
(z,y,2) — (P(z,y,2), Qx,y,2), R(z,y,2))

uma funcdo vectorial ou campo de vectores de classe C! definida num dominio D e
verificando F(x,y, z) # Ogs.

Exemplo 4.1.
(a) F(z,y,2) = (1,0,0), D = R?
(b) Fla,,2) = (2,3, %), D = R\ {(0,0,0)}
(¢) F(z,y,2) = (y,—,0), D =R’\ {(z,,2) e R’: 2 =y = 0};
(d) F(z,y,2) = (zyz, (z +y)/z,exp(z + y + 2)), D = {(z,y,2) €R®: z > 0};
(e) F(x,y,2) = (x,2y, —(x +2y)), D =R3*\ {(z,y,2) e R®: . = y = 0}.

Definicao 4.1. Dizemos que C' C D é uma curva integral ou linha de for¢a do campo
de vectores F' se C for tangente ao grafico de F' em cada um dos seus pontos. F' diz-se

também o campo de direc¢coes que corresponde a familia de curvas C.

Assim, as solugoes do sistema

dor dy
1 J—
() dt 7 Q? 7

sao as curvas integrais do campo de vectores F'.

O sistema (1) pode descrever-se na forma:
dy Q dz R

d: P dr p D70
dax P dz R

5 T Ay 7T A Q 0
iy~ 0 day g 97
d P d

de P dy @ poy

dz R’ dz R’
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ou ainda
de _dy _d:
P @Q R’

Exemplo 4.2. As curvas integrais dos campos de vectores do exemplo 4.1 sao as solucoes

dos seguintes sistemas:

der dy dz
(a) —— == =7
£' é) £
x Y z
() =L
Y z
dr d dz
©) ===
Y x 0
dx dy dz
zyz (v +y)/z  exp(z+y+z)
dx__gg__ dz

(e) —

v 2y —(v+2)
4.1. Sistemas de equacoes diferenciais. Podemos descrever as curvas integrais asso-
ciadas a um campo de vectores I’ como a interseccao de duas superficies
(2) ui(x,y,2) =c1, us(x,y,2) =ca.
Para tal as funcoes terao de verificar as seguintes condigoes:
grad u; X grad us # Ogs
gradui|F' =0, gradus|F = 0.

Observacao . Note que se gradu; x gradus # Ors entao u; e us sao funcionalmente

independentes.

Definicao 4.2. As funcoes u tais que u € Cl(D), sao ditas solucoes integrais do campo de

vectores F' se

ou ou ou
(3) Pax+Qay+Raz—O,x€D.

A equagoes do tipo (3) designamos por equacdes com derivadas parciais lineares de pri-

meira ordem.

Teorema 4.1. Sejam uq,us duas solugoes integrais, funcionalmente independentes, asso-

ciadas a F' em D. Entao as equagoes (2) descrevem o espaco das curvas integrais de F
em D.

Enunciemos alguns resultados fundamentais.
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Teorema (Geragdo de solugdes integrais).
(a) Seja f uma funcao real de varidvel real de classe C' e u uma solugdo integral de F
em D. Entao w(zx,y,z) = fou(z,y,z) é ainda uma solugao integral de F' em D.
(b) Seja g uma funcdo real de duas varidveis reais, de classe Cl e w,v duas solucoes

integrais de F em D. Entao w(z,y,z) = go ¢(x,y,z) onde
¢:DCR — R?
(x7 y7 Z) — (u(x7 y7 Z) J v(x7 y’ Z)) Y

¢ ainda uma solucao integral de F' em D.

4.2. Equacoes com derivadas parciais lineares de primeira ordem. Vamos ver
que as curvas integrais tém um papel fundamental no estudo das equacoes com derivadas

parciais de primeira ordem.

Teorema 4.2. Sejam ui, us duas solucoes integrais de F' em D, funcionalmente indepen-
dentes. Seja u uma qualquer solugdo de (3) e (o, Yo, 20) um qualquer ponto de D. Entdo

existe uma vizinhanca V de (o, yo, 20) em D e uma fungdo f de classe C! tal que

onde Qb(x, Y, ’Z) - (U1<£U, Y, Z)) u2<$7 Y, Z))
Observagado . Este resultado diz-nos que, localmente a solucao geral de (3) vem dada por

(4) para uq, us solugoes funcionalmente independentes de (1).

Problema 4.1. Determine a solucao geral da equacao

ou ou ou
= D.
xax+yay+zaz 0, z €

Resolucdo. Considere-se o campo de vectores em R? | de expressao analitica F (x,y,2) =
(z,y,2) definido em D = {(z,y,2) € R*: x,y, 2 > 0} e determinemos as curvas integrais
de F', i.e. as solucoes do sistema diferencial

de dy dz

Ty oz

Pode ver-se que as curvas integrais sao descritas por
y/lr=c1, z/xr=co, c1,c9 €ER.
Assim temos como exemplos de solugoes integrais

u(z,y,2) = z/x, yz/x, x/z, sin(y/x), cos(z/x)*.
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A solucao geral da equacao vem entao dada por
u(z,y,z) = fod(x,y,z), feC
e p(x,y,2) = (y/x,z/x). c.q.d.

5. EQUACOES COM DERIVADAS PARCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM
Comecemos por definir o objecto principal do nosso estudo.

Definicao 5.1. Uma equacdao com derivadas parciais de primeira ordem nas variaveis in-

dependentes x,y, z, é uma relacao da forma

0z 0z
(5) G (%y’Z’%’@_y) =0

onde G é uma funcdo de classe C' num dominio Q C R®, considerada nas varidveis

x’ y? Z’ p7 q'
Uma soluc¢do da equagdo com derivadas parciais, de (5) é uma funcao z = f(z,y) de
classe C! que verifica:

(a) Para cada (z,y) € D, (z,y,2,p.q) €

(b) G (rv,y,f(x,y),ﬁ ﬁ) =

5.1. Caso quasi-linear. Vamos analisar agora um caso particular de (5).

Definicao 5.2. Uma equacdao com derivadas parciais do tipo

0z

0
(6) P(r,y, 2)5 -+ Ql,y, =) = Ry, 2)

é dita quasi-linear.

Note-se que neste caso a fungdo G em (5) é linear nas varidveis p, g, i.e.

G(z,y,2,p,q9) = P(z,y,2)p+ Q(z,y,2)g — R(x,y, 2) .

Exemplo 5.1.
A dz\° -
(a) (%) + (8_y> = 1 — Caso nao-linear.
0z 0z ,
(b) a(z)% + 9y 0 — Caso linear.
0z 0z

(c) T + yﬁ_y = nz — Equacao de Euler.
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(d) Seja g de classe C' com grad g # Ogs; entdo g(z,y,2) = ¢, define uma familia de
superficies diferenciaveis.
As superficies ortogonais z = f(x,y) a cada elemento desta familia de superficies

verifica a equacao com derivadas parciais

0g0z N dgdz dg
dxdx Oydy 0z’

que é quasi-linear.

Teorema (Solucdo do caso quasi-linear). Seja u € C' e suponhamos que em cada ponto da
suerficie u(x,y, z) = 0 as sequintes condi¢oes se verificam:

(a) u verifica a equagao (6).

du

b) — # 0.

(b) =5 #
entao u(x,y, z) = 0 define implicitamente z como func¢do de xz,y, i.e. z= f(x,y) e esta
funcgao € solugao de (6).

Sejam w1, us funcoes funcionalmente independentes de classe C' que verificam (a) e (b)

do Teorema anterior, entao a solugao geral de (6) vem dada por uy(z,y, z) = fous(x,y, 2),

onde f e C.

Problema 5.1. Determine a solugao geral de

Resolucao. Para tal comecemos por determinar a solugao geral do sistema de equacoes

diferenciais
dzx B @ B dz

x Y z
Vimos ja (cf. problema 4.1) que a solugao geral deste sistema vem dada por
y/lr=c1, z/x=co, c1,c9 €R.
Assim, a solugao geral da equacao dada vem dada por z = xf(y/x), f € cl. c.q.d.

Problema 5.2. Determine a solucao geral de

ou du

E—Ua—x—o, U(O,Qf):1+ﬂf2
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Resolucao. Comecemos por determinar a solucao geral do sistema de equcgoes diferenciais
dt dx du
1 —u 0

Assim, u = ¢; e tu + © = ¢o verificam estem sistema, pelo que a solucao geral do nosso

problema vem dada por
u(t,r) = f(tu(t,z) +z), feC.
Mas u(0,x) = 1 + 2%, e portanto, f(s) = s* + 1, i.e. u estd definida implicitamente pela
equacio u(t,z) = 1 + (tu(t, ) + )% ie.
B 2(1 + %) /2
1—2tx + /(1 — 2tw)2 —4(1 + 22)

é a solucao do nosso problema. c.q.d.

u(t, x)

5.2. Caso geral. Sistema de Charpit-Lagrange. Toda a solucdo de classe C! da
equacao (5) é tal que

7 der dy dz B dp B dq
oG — 090G~ _0G 0G 0G oG\ 0G 0G
o, ac Paytame —(Grtrgr) (5 tTagt)

O sistema de equagoes diferenciais (7) é dito de Charpit-Lagrange.
Problema 5.3. Serd que as solugoes de (5) e (7) coincidem?

Resolucao. A resposta é negativa, pois
ds drds Odyds 0dzds OJpds 0Jqds
e portanto, G(x, vy, z,p, q) = ¢ sobre qualquer solucdo de (7). c.q.d.

0,

No entanto, a resposta sera afirmativa para problemas de valor inicial.
Problema 5.4. Determinar a solucao geral da equacao
(7) () -
0w 0y '
Resolucdo. Neste caso G(z,y,2,p,q) = p* + ¢> — 1 e o sistema de Charpit-Lagrange

associado vem dado por

de dy dz _dp dg
20 2¢ 2(p*+¢%) 0 0
0 0
Assim, p = ¢ e ¢ = 09, l.e. gc c e g _ co. Daqui se conclui que z(z,y) =
ox oy
c1T + coy + ¢3 com ¢ + ¢35 = 1. c.q.d.
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5.3. Teorema de Kowalewsky-Cauchy. Considere o seguinte problema de valor ini-
cial

du
(8) = f{t,u), u(0) = uo,

onde f é uma funcao anahtlca numa vizinhanga do ponto (0,u). Entao, existe uma
solucao definida e analitica num intervalo contendo o ponto ¢ = 0.

Método (Kowalewsky-Cauchy para equagdes diferenciais).
u(0) = up — Condigao inicial
u'(0) = f(0,ug) — pora(S)
u"(0) = a{(o ug) + a—f(O ug)u'(0) — derivando em ordem a ¢, (8)
Procedendo desta forma obtemos w(t Z u e que é uma série uniformemente

convergente numa vizinhanca da origem.
Considere-se agora o problema de Cauchy
0 0
(9) 812;6 G <t T, u, 8Z> u(0,x) = ¢(x)

Método (Kowalewsky-Cauchy para equagbes com derivadas parciais).

ugﬁ), x) = ¢(x)

T 0,0) =67 (a)

20 0,2) = (0., 6(a), ()

9 0,2) = 2%(0,0,6(0). ¢ ()

+29 0,2,000), ) 200.2) + 2% 0,2, 012, 0 0) ot 0.0
Nesta dltima expressio somente necessitamos calcular 8t28u:c (0, 2).

Para tal temos de derivar em ordem a z a equacao (9).

Procedendo desta forma obtemos
= 9" u "
T) = Zﬁ(oax)aa
n=0
que é uma série uniformemente convergente numa vizinhanga do ponto (0, 0).

Problema 5.5. Determine uma aproximacao para a solucao geral do sequinte problema

— —u— =0, u(0,z)=1+2%,
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usando método de Kowalewsky-Cauchy

Resolugao. A funcao G(t,z, z,p) = zp é analitica pelo que podemos aplicar o método de

Kowalewsky-Cauchy. Assim, procuremos a solucao na forma

= 9"y t"

0 0% u 0"
Agora, u(0,2) = 1 + 2%, 8—u(0,x) = 2, 57 2(O xr)=2re 5 u((),x) =0,n€N. Com
T x"
est%s dados podemos comecar a calcular
(9_?;(0’ r) = 22(1 4 2%,
0 u ou ou ou?
ﬁ(o,x) 815(0 x)a (0, ) + (0, x)a 875(0 x).
0% u du ? 0% u
Como 5. 875(0 x) = (8_(0’ x)) + u(0, :1:)a 2(0 r), temos que
0
au(O r) = 202" 4 627 + 2. Assim,
£2
u(t,r) =1+ 2% + 22(1 + )t + (202" + 627 +2)2, +.
Por este processo dificilmente obteriamos a solucao exacta do problema que pode ser
consultada no problema 5.2. c.q.d.

EXERcicIOS DE REVISAO

1. Para uma funcao f a funcdo real definida em R3. Dé uma definicao de:
a) Diferenciabilidade de f num ponto zy € R?.
b) Extremo global.
c) Matriz jacobiana e hessiana.
2. Seja F um campo de vectores de classe C? definido em R3.
a) Defina rotacional de F.
b) Defina divergéncia de F
0* 82 0*

¢) Mostre que rot(rotF) = grad(dvF) — v2F , onde v? = = 9.2 6y2 + 5.2

3. Seja f uma funcao diferencidvel em (0,0), e tal que

of of
0,0) =1=—=—(0,0).
GH0.0) = 1= 5(0.0)
Calcule a derivada direccional de f em (0,0) segundo os seguintes vectores:
a) 4 = (cosf,sinf) com 0 = /6.
b) Na direc¢ao do qual é méxima a derivada direccional.

¢) Na direcgao do qual é nula a derivada, indicando o vector.
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4. Diga, justificando o valor légico das seguintes afirmacoes:

a) Seja f uma funcao real de varias varidveis reais. Entao, f é continua se e
somente se f for diferenciavel.

b) Sendo ¢: R* — R? definida por ¢(z,y) = (z+y, v —y). Entao ¢! é bijectiva
e 67 (@,y) = ((x +1)/2, (z— )/2).

¢) Um vector normal a superficie de equagao x = ucosv, y = usinv, z = v,
(u,v) € R? no ponto (v/2/2,v2/2,7/4) é (v/2/2,—/2/2,1).

d) Seja f: R? — R com derivadas parciais de primeira ordem continuas, e I : R? —
R definida por F(z,y) = f o ¢(z,y) e ¢: R? — R? com ¢(z,y) = (log(x +

of B . O0F OF B
y), log(z —y)). Se %(log 2,0) = 1, entao %(3/2, 1/2) + 8—y(3/2, 1/2) =1.

e) Seja f uma fungao real de vérias variaveis reais, com derivads parciais continuas
de primeira ordem. Entdo rot(gradf) = 0.
f) Sendo F: R® — R3 um campo de vectores de classe C?, entdo
div(rot(F)) =0.
g) Sejam h: R — R e ¢: R? — R fungoes diferencidveis e G: R? — R definida
por G(x,y) = ho(z,y). Sendo ¥ (z,y) = 2% + 3%, entdo
0 oG
y% - xa—y =
h) Seja f uma funcao real de variaveis reais. Se f nao é diferenciavel entao f nao
é continua.

i) A funcao real de duas varidveis reais, definida por
sinx — siny
, YF

flz,y) = T =y
Cos T , Y=

é continua em R2,
j) A funcao real de duas varidveis reais f definida por
flz,y) =2*(1 +sin(l/z)) sex #0 e f(0,0)=0
¢ diferenciavel em (0, 0).
Indicacao: Defina funcao diferenciavel.
5. Considere o sistema de equacoes
ey +3=0, eV —2u=0.

a) Mostre que o sistema define, nas condi¢oes do teorema das fungdes implici-
tas, (u,v) como funcdo de (x,y) numa vizinhanga do ponto (zg, Yo, ug, Vo) =
(1,2,1,-2).

b) Calcule a matriz Jacobiana (ou o diferencial) da fungao, g, definida na alinea

anterior no ponto (1,2).
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c) Justifique que g é localmente invertivel e indique sem calcular |J,-1(1, —2)|.

6. Seja C' a curva de equacao cartesiana
7

3
z:x3+y, —x2+y2:1.

Verifique que :
x=+/T/6cost, y=T/2sint, == (7/6)*%cos®t + /7/2sint,
t € [0,27] é uma parametrizagdo da curva C. Calcule um vector tangente a C' no
ponto (1,1/2,3/2).
7. Considere o sistema de equagoes fi(x,y,2) =0, fol(z,y,2) =0, onde fi e fo
sao duas funcoes reais definidas em R? por
filz,y,2) =z +2°+9y* =2, folz,y,2) =2y +2—2.
a) Mostre que o sistema dado define, nas condigoes do teorema das fungdes impli-
citas, y, z como fungdes de x numa vizinhanga do ponto (g, yo, 20) = (0,0, 2).
b) Verifique que grad f; x grad f # Ogs, para todos os pontos que verificam o
sistema dado.
c) Justifique que o sistema dado define uma curva diferencidvel C' em R3, que
passa pelo ponto (0,0, 2).
d) Determine as equagoes paramétricas da recta tangente a curva C' definida pelo
sistema dado, no ponto (0,0, 2).
8. Considere a curva C' de equagoes cartesianas
r=—2— P42, Y+2=2.
Mostre que z = cost, y = 1 +sint, 2z = —2sint, t € [0, 27|, define uma
parametrizagao da curva C.

9. Considere as funcoes reais, fi, fo, f3, definidas em R3 | por

fl(x7y7z) = e_x CosYy, f2<xayaz) = _e_x Sinya f3(x7y7z) = 22'

a) Calcule o jacobiano da funcio F': R® — R? de expressiao analitica
F(x,y,z) = (fi(z,y, 2), fao2,y, 2), fs(2, 9, 2))

b) Analise a dependéncia funcional das fungoes fi, fo, f3.

c¢) Defina a fungdao g = div F', i.e. indique o seu dominio, contradominio e ex-
pressao analitica.

d) Determine a equagao cartesiana do plano tangente a superficie de equagao
g(x,y,z) =0 no ponto (—1,7/2,0).

e) Mostre que a equacao g(x,y,z) = 0 define implicitamente, y como funcao de
x, z numa vizinhanga do ponto (—1,7/2,0) .

f) Calcule o gradiente da fungao h definida na alinea anterior no ponto de coor-
denadas (—1,0).
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10. Determine o campo de direccoes correspondente a familia de curvas:
a) y = az?, x—l—y+z:b a,beR;

b))z —y—22=a,2*+y* +2°=0b* a,bER;

¢) z = az?, 2> = bwy, a,b € R;
)

d) Para as quais as superficies equipotenciais sao dadas por
2 2 _
r+y +cy=1, ceR.

11. Considere a familia de superficies de equacao f(z,y,z) = ¢, onde f € Cl. Deter-
mine o campo de direcgoes associado a familia de curvas ortogonais a esta familia
de superficies em cada um dos seus pontos.

12. Determine as curvas integrais dos seguintes campos de vectores definidos em do-

minios de R3:

a) F(z,y,z) = (1,0,0);
b) F(r,y,2) = (af,y,Z)
¢) F(x,y,2) = (y, —,0);

d) F(z,y,z) = (zyz, (fv +y)/zexp(z+y+ 2)).
13. Resolva os seguintes sistemas de equacoes diferenciais:
dr dy dz
a) = =
x y  wy(z?2+1)
yde dy  dz

9

b —
) Y2+ 22wz xy’
) dx dy dz
y+z oy a-y
Q) de dy dz

wy—2) yl—-z) zz-y) o
14. Determine as solugoes integrais dos seguintes campos de diregoes que passam pelas

curvas, C', indicadas:
a) F(z,y,2) = (z,y,2) e C:y=x+1, 2=2° 2 €R;
b) F(z,y,2) = (x,—y,0)e C:ax=t, y=t, 2=1>t>0.
15. Determine a solucao geral das seguintes equacoes com derivadas parciais lineares:

ou

) a_axuzojau

b) ya—x—xa—y:(),

c) x% +yg—z + zy(2* + 1)% =0;
2, .2

d) i ;;Z % ng—Z—xy%—O,

http://www.mat.uc.pt/~ajplb/teaching/m4.htm p. 28



Caderno Tedrico 2005-06 Matematica |V

ou 50U
e) 8_ 3y %_07
ou ou du
f 27" 27" D
) x 3a:+y ay+z(x+y)az 0;
ou ou ou
g) (?J+Z)a—§+ya—y+($a—y)8——0, )
U U U
h) z(y — 2)% + (2 — x)ya—y + z(x — y)@ = 0;
16. Mostre que a solucao geral da equacao
a:%jL %—nz
ox yay_

vem dada por z(z,y) = 2" f(y/x) onde f é uma qualquer funcio de classe C'.
17. Determine a solu(;éo geral das seguintes equagoes quasi-lineares:

2) z 8u+ _ oy
a@x %a v
U U
b) u— =
)uﬁax+y8% v
¢) xzaz +y28—Z = (7 + y)u;
ou
d) — = 3y
)853{ ya,
u u )
i - = 1
e) x8x+y6y (u” + 1)zy;
ou ou
f _ —_ = —
)(y+z)8x+yay (z —y);
18. Determine as solucoes gerais das seguintes equagcoes
)+ 290 4y 20 = (o~ y), () = 14
a Z)— — =T - ul(x = X,
5 88:17 yay y? 7y )
b)—u+—u:u,uzconst.Sobrearectaxzt,y=0,t€R+;
or 0y
c)yau—x@_2xyueuzt2sobrearectax:t, y=t,teR";
ox oy
ou ou

d) u 8x+y8 =xeu=2tsobrearectar=t, y=1,1tecR.

19. Determine uma aproximacao de ordem trés para as solucao dos seguintes problemas

de valor inicial:

gu_ 24 2t _ .
a) 57 ~ U +8952’ u(0,2) =1+ 2x;
ou Jou
— =1+ 2z — 32%
b) u ugy (633) u(0, x) + 2z — 327,
0P ,0%u
)yaxQ x@+2(fv —y)u,
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du ou

d) 57 = (smu)%, u(0,z) =m/6 + x;
ou ou 9
e) 57 = exp(t:c)%, uw(0,z2) =1—x+ 2

ou B B 5
%(O,y) =0eu(0,y) = exp(—y°).
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Parte II. Calculo Integral
6. INTEGRAL PARAMETRICO DEFINIDO

6.1. Definicao. Vamos aplicar resultados de calculo diferencial ao estudo de fungoes de

expressao analitica

b
(10) f(x) = / g(z,9) dy

onde g é uma fungao real definida em R"” x R. A fungdes do tipo (10), desigamos por

integrais parameétricos.

Observacado . O estudo que aqui vamos realizar é também valido no caso em que g é uma

funcao vectorial.

6.2. Propriedades do integral paramétrico. Comecamos por enunciar, sem demons-

tracao, alguns resultados fundamentais sobre integrais paramétricos.

Teorema (Continuidade de integrais paramétricos). Seja g uma fun¢do continua definida
em D xR C R" x R, onde D é um conjunto compacto. Entao f definida por (10) é

continua em D.

Teorema (Diferenciabilidade de integrais paramétricos). Seja g uma funcdo de classe C*
definida em D x R C R" x R, onde D é um conjunto compacto. Entao [ definida por
(10) € diferencicivel em D e

af _ [*og

dy, j=1.2.....n.
ox; ), 0x; vo "

Teorema (Integrabilidade de integrais paramétricos). Seja g uma fun¢do continua definida
em D xR C R" xR, onde D é um conjunto compacto. Entao é vdlida a sequinte

1gualdade

/f dx—/dy/ (r,y)dx,

onde I C R" tem a forma I = [c1,dq] X -+ X [cy, dy)].

Observacdo . Este resultado é valido para regides I C R? simultaneamente vertical e
horizontalmente simples, i.e. I admite as seguintes representacoes

[={(z,y) eR*:a <z <0, ¢(z) <y <)},
onde ¢, sdo fungdes continuas em [«, (], e

I={(z,y) eR*:a<y<b, h(y) <z <k(y)},

onde h, k sao fungoes continuas em [a, b], respectivamente.
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6.3. Aplicagoes.

Problema 6.1 (Limites de integraco varidveis). Seja g uma fungdo de classe C' definida
em D xR C R" xR, onde D ¢ um conjunto compacto, e o, 3 duas funcoes reais de
classe Ct em D, verificando a < a(x) < B(x) < b, x € D. Entdo f definida por
()
Jﬂ@=/ﬁ 9(z,y) dy,

(z)
¢ diferencidvel em D e para j = 1,2,...,n temos

ofi [P ag 003 O
(‘3—:cj = /Oé(x) EP dy+9(%ﬁ(£))a—% _g(x’a(x))(‘?—a:j'

j
Resolugao. Podemos escrever a funcao

(=) a(z)
ﬁuﬂz/‘ ﬂ%wdy—/i 9(z,y) dy
pelo que ’ ’ t
fi(x) = Fo¢(x)— Fowy(xr), onde F(x,t):/ g(z,y) dy.
e ¢ e Y sao fungoes definidas em D com contradominio enci R?, com expressao analitica
o(x) = (x,B(x)) e Y(x) = (x,a(x)). Aplicando o teorema da derivada da fungao definida

por composicao obtemos o resultado desejado. c.q.d.
N “ dzx m . . .
Problema 6.2. Tendo em atencao que P =1 calcule os sequintes integrais
0 T2+ a a

/a dz /“ dz neN
o (@2+a®)?’ Jy (22 +a®)’ '

Resolucdo. Como a funcio real definida em R? de expressdo analitica g(x, a) = 1/(2?+a?)
é de classe C' podemos aplicar o teorema da diferenciabilidade de integrais paramétricos.

Assim,
/ “© 2a dao+ 1 T
- x - =
o (22 +a?)? 2a2 a?’

a
e portanto, = :
P /0 (22 + a?)? 8a3
Tendo em atencao que g € de classe C* podemos aplicar o mesmo resultado de forma

repetida. c.q.d.

Problema 6.3. Calcule os sequintes integrais

1 L N 1
I:/ dx/ e ¥ dy, J:/ dy/ Varsine dx.
0 T 0 y?

Resolucao. Qualquer das fungoes integrandas nao é elementarmente primitivavel, pelo
que temos de inverter a ordem de integracao. Podemos efectuar esta operacao pois esta-

mos nas condicoes do teorema da condigao de integrabilidade dos integrais paramétricos.
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Assim,

1 2 e—1 T .
I = e Vydy= , J = rsinxdr=m. c.q.d.
0 0

2e

7. INTEGRAL PARAMETRICO IMPROPRIO
7.1. Condicgoes suficientes de convergéncia.

Definicao 7.1. Seja g uma funcao real descontinua em b € R, considerada como func¢ao de
b

y. O z’ntegml/ g(z,y) dy é dito uniformemente convergente sobre o conjunto A C R",
a
para uma fungdo f, se para cada o x € A tivermos, Ve > 039 = d(¢) > 0 tal que para

0<b—t<d entao

/ g(ory) dy — (@)

< €.

Teorema (de Cauchy). Seja g uma fungdo que tem uma descontinuidade no ponto b € R.

b
Uma condicao necessdria e suficiente de convergéncia do integral/ g(x,y) dy sobre um
a

Y2
/ 9(z,y) dy| <

Y1

conjunto A € que, para todo o x € A,

Ve>03d=0d(e) >0: 0<b—y1 <6, 0<b—y <=

€, se b#+o0, e
Ve>0dc=cle)>0: 1y >c, yp>c =

Y2
/ 9(z,y) dy‘ <,

Y1
se b= +o0.

Teorema (Condicdo suficiente). Seja g uma fungdo que tem uma descontinuidade em
b

(x,b) € AxR. Uma condi¢do suficiente de convergéncia do integral | ¢g(z,y) dy sobre
a
um conjunto A € que, exista uma fungao real ¢ com |g(x,y)| < o(y), para © € A,

b
y € [a,b] e/ o(y) dy < oo.

Observacdo . Uma vez demostrada a convergéncia uniforme do integral paramétrico im-
préprio, passam a aplicar-se as propriedades de continuidade, diferenciabilidade e inte-

grabilidade dos integrais paramétricos.
7.2. Aplicacoes.

o}
Problema 7.1. Considere o ’mtegml/ e ' cos(zt) dt .
0

(a) Verifique que € uniformemente convergente para todo o x € R.
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o0 1
b) Calcule/ dt/ e 'cos(zt) dx
0 0

Resolucao.

(a) A convergéncia do integral é uma consequéncia imediata da desigualdade

le " cos(at)| < e, valida para todo o z em RT, e da convergéncia do integral

1
/ et dt.
0

(b) Invertendo a ordem de integragao e tendo em atengao que
e~ '(— cos(xt) + x sin(xt))

—t
t) dt =
e ' cos(xt) e

9

obtemos

/ dt/ tcos(xt) dx—/ do,
0 1+$2

cujo valor é /4. c.q.d.

8. INTEGRAIS MULTIPLOS

8.1. Conjuntos mensuraveis a Jourdan. Para conjuntos em espacos multidimensi-
onais, podemos introduzir nocoes andlogas as de comprimento de um segmento. Surge

assim a no¢ao de medida de um conjunto.

Vamos introduzir a nocao de medida em R™ para conjuntos simples, que designaremos
por paralelepipedos rectangulares multidimensionais, A, i.e.
A={(z1,...,2p) ER": q; <2x; <aj+h;, j=1,...m}
m

Dizemos que a medida de A é dada por M(A) = H h;. Para a uniao disjunta de para-
j=1

lelepipedos A = U Ay, temos M(A) = ZM(Ak) A medida do conjunto vazio é, por
k=1 =

definicao, zero.
Teorema (Propriedades da medida). A medida de conjuntos elementares, i.e. que se
decompoem em paralelepipedos rectangulares cuja interseccao é quando muito o bordo,

verifica as sequintes propriedades:

(a) AC B = M(A) < M(B);
(a) A, B conjuntos elementares de R™ entao
A+B={zeR": z=a0+y, x €A, ye B}
¢ elementar e M(A+ B) < M(A) + M(B).
(c) Se cortarmos um conjunto elementar A por hiperplanos ortogonais xj = ¢ ficamos

com dois paralelepipedos elementares Ay, Ag tais que M(A) = M(A;) + M(Ay).
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Esta nogao permite-nos definir medida de um conjunto qualquer. Para tal considere-se
num espaco de dimensao m (por exemplo R™), uma rede de cubos
Py={xeR": kh <z; <(kj+1)h, kj==x1,..., j=1,...,m,eh =
1/2¥, N € N}.
Note que quando passamos da rede Py para a Py.1, cada cubo transforma-se em 2™

cubos.

Seja A um subconjunto limitado em R™. Considerem-se agora os conjuntos elemen-
tares Ay, conjunto dos cubos que contém A e pelo menos um ponto de R™\ A, e Ay,
conjunto dos cubos que contém unicamente pontos do interior geométrico de A. For-
mamos assim duas sucessoes de conjuntos tais que as sucessoes (M(Ayx)) e (M(Ay))
sao mondtonas decrescente e crescentes, respectivamente e M(A ) < M(Ay). Como as
sucessoes, (M(Ay)) e (M(Ay)) sao limitadas, a primeira superiormente por M (A;) e
a segunda inferiormente por M (A,), existem os limites

Jim M(Ay) = M(4), Jim M(Ay) = M,(4)
que desiganremos por medida interior de A, M;(A) e exterior de A, M (A).

Definicdo 8.1. Um conjunto, A C R™, é dito mensurdvel a Jourdan se M;(A) = M.(A) e
neste caso caso M(A) = M;(A) = M.(A).

Teorema (Resultado fundamental de conjuntos mensuraveis). Um conjunto limitado A C

R™ € mensurdvel a Jourdan quando e sé quando, o seu bordo fr(A) tiver medida de
Jourdan nula, i.e. M(fr(A)) = 0.

Teorema (Estabilidade de conjuntos mensurdveis).
(a) Sejam A um conjunto limtado de R™ ! mensurdvel o Jourdan e f uma funcdo
real continua definida em A. Entdo o conjunto A x f(A) tem medida, M, nula.
(b) Considere a sucessio de conjuntos mensurdveis a Jourdan, A;, j = 1,...,n.

Entao, sao também mensurdveis a Jourdan os conjuntos
n n

A=J4;, N4

J=1 J=1

(c) Além disso, se os conjuntos A; se nao intersectarem, entao M(A) = ZM(Aj) :

8.2. Nocao de integral multiplo a Riemann. Vamos comecar por estender o conceito

de integral a fungoes reais de varias variaveis reais definidas em regioes de R".

Sejam A C R" um conjunto mensuravel a Jourdan e f uma funcao definida em

A. Considere-se a particao, I?, de A em conjuntos mensuraveis A; cuja intersec¢ao de
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dois quaiquer elementos é quando muito o bordo. Em cada elemento, A;, da particao

considere-se um ponto &; e formemos a soma integral de f sobre R

Sa(6) = Y HEG)MAY), €= (€, &),

Considere-se agora o maior dos diametros dos A; € R, i.e.

A= max sup ||z —yl.
j=1,...n TYEA,

Dizemos que S é o limite das somas integrais, Sg(§), quando A — 0, se Ve > 030 =
d(e) >0: VRecom A< e e Ay = [S:(§) — 5| <e.

Desta forma, f é uma funcao integrdvel a Riemann sobre A, se as somas integrais
desta funcao, S convergem para S quando A — 0. Desigamos S por integral multiplo

de f sobre A e denotamo-lo por

S:/fda::/f(a:)dxl...da:n.
A A
Exemplo 8.1.

(a) Se f = ¢ sobre um conjunto mensuravel A, entao / fdx=cM(A).
A

(b) Se A é um conjunto de medida M nula, i.e. M(A) = 0, entao / f dax =0, mesmo
A

se f nao for limitada em A.

Observacao . Para os integrais multiplos, a integrabilidade de uma funcao sobre um con-
junto, nao nos diz que f seja limitada sobre esse conjunto. No entanto, vamos somente
considerar nesta parte do curso de Calculo III, funcoes limitadas sobre conjuntos men-

suraveis.

Exemplo 8.2. Considere-se a superficie diferenciavel de equagao z = f(x,y) definida numa
regiao do plano XOY', D, e definimos o sélido
S={(x,y,2) eR*: (x,y) € D, 0< 2 < f(z,y)}.

Calcule o volume de S.

Ideia de cdlculo: Dividimos a regiao D em sub-regioes mediante uma rede quadriculada

de lados paralelos a OX e a OY, que denotaremos por Di, D, ..., D,. Em cada uma
destas regioes escolhemos um ponto (&;,7;), ¢ = 1,2,...,n. Formamos a soma
n
Sy =3 f(&.m) Area(Dy).
k=1
Seja agora A o maior dos diametros dos conjuntos Dj, j =1,...,n,

A= max sup |z —vyl.
ij=1,...n z,yeD,

O volume de S vem dado pelo seguinte limite
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Volume(S) = lim lim » ° f(&,ni) Area(Dy) .
k=1

n—oo A—0

A este tipo de limites designamos por integral duplo de f sobre D C R?, e denotamo-lo

por [[ fla) dzdy c.q.d

Exemplo 8.3. A massa, M, de um sélido S C R?® de densidade p, funcao real continua,
definida sobre S, vem dada por

V= [[[ o) azayaz

Observacdo . Os integrais multiplos foram introduzidos por Euler e constituem um ins-

trumento fundamental para varias areas do conhecimento humano.
Teorema (Propriedades do integral). Supondo que as fun¢oes dadas sdo integrdveis nos
conjuntos mensuraveis indicados, podemos enunciar:
Linearidade: /(01f1 +cofs) do = cl/ fidae+ CQ/ fodz, 1,00 € R.
A A A

Uniao disjunta:/fd:vz/fdx+/fd:1:, onde A= BUC onde BNC C
A B c
fr(B) N fr(C).
Monotonia: /fda:ﬁ/gda: se f(z) <g(x), x € A
A A

[ < [

Valor médio: Supondo g(z) >0, z € A, temos

/Afg dx:u/Ag dz, iggf(x)éuésupf(w)-

r€EA

Modbdulo:

Além disso, se g = 1, entao / fdx=puM(A).
A

Podemos reduzir integrais multiplos sobre espacoes de uma determinada dimensao a
uma sucessao de integrais sobre espacos de dimensao inferior, como nos é referido no
teorema sobre integrabilidade de integrais paramétricos e na observacao que lhe segue.

Este processo vai ser designado por passagem de integrais multiplos a integrais iterados.

Problema 8.1.
(a) Calcule // t/dxdy sendo M = {(z,y) eR*: 0<x<1,a<y<b}.
M 1 b_xa
(b) Mostre que/o e de=In(b+1)—In(a+1).
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Resolucao.

(a) Comecemos por expressar o integral duplo como integral iterado

b 1
/lnxdx/—dy—//xydxdy:/ dy/ Y/ dx.
Inx M 0

Primitivando obtemos

1U,b
/x v dx:// :Uydxdy—/—dy
0 lnflj

Assim // drdy=1In(b+1)—In(a+1
M
Note-se que a funcao integranda do primeiro integral nao é elementarmente primi-

tivavel.

(b) Da resolucao da alinea (a) temos a igualdade pretendida. c.q.d.
8.3. Férmula de mudanca de variavel. Exemplos.

Teorema (Mudanga de varidvel no integral). Sejam A e B dominios de RP com B de
medida finita (i.e. comprimento, drea ou volume finitos). Sejam ainda, uma aplica¢ao
¢ de classe C*, de B para A tal que o determinate do seu jacobiano, J, ndo se anula em

pontos de B e f € integravel em A. Entao, sendo |J| = det D ¢
/fda:ldxg...dxp:/ foplJ| dt; dty ... dt,.
A p=1(A)

8.3.1. Caso geral.

Problema 8.2. Calcule o integral I = / f(z,y) dz dy, onde D = {(z,y) € R?: 23 +

D
Y23 < a2/3} coma>0,e f(x,y) = (CL2/3 — 3 - y2/3)2.

Observacao . Justifique que pode efectuar a mudanca de variavel, ¢, definida por x =

wcos’v, y=usin’v.

FI1GURA 2. Caso geral (transformacao ¢)

Resolucao. Como se pode ver da analise da figura 2 a transformacao apresentada é

bijectiva de [0,27] x R em R2 Além disso, o determinate do seu Jacobiano, |J| =
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= 3ucos® vsin®v. Assim,

27 a
1:3/ cos? v sin? v dv/ (a*3 — ¥y du,
0 0
pelo que I = 3a'%37/80. c.q.d.

8.3.2. Coordenadas polares. Considere-se a aplicacao ¢ de R? em R? definida por

©(0,p) = (apcosB,bpsin ), com a,b € RT que é de classe C(R?).
9(z,y)
a(0, p)

O determinate do seu jacobiano é dado por |J| = |D ¢| = | ‘ = abp. Esta aplicagao
é bijectiva de [0, 27] x RT em R2

Seja f uma funcao integrével em D C R? entao

//Df(:c,y) dx dy://p_l(D)fow(Q,p)abp d6 dp.

Observacdo . Esta mudanca de coordenadas é aconselhavel para descrever regices do tipo
D = {(z,y) e R*: r? < a?/a® +y*/b* < r2, 6; < arctan(bz/(ay)) < 65} .
Neste caso D = ¢([01, 03] X [r1,79]) (cf. figura 3).

Ficura 3. Coordenadas polares

8.3.3. Coordenadas cilindricas. Considere-se a aplicacdo ¢ de R? em R? definida por
©0(0,p,¢) = (apcos,bpsinh, (), com a,b € RT que é de classe C*(R3). O determinate
d(zx,y, 2)
a8, p,C)

do seu jacobiano é dado por |J| = |Dg| = ' = abp. Esta aplicacao é bijectiva
de [0,27] x R x R em RR3,

Seja f uma funcao integravel em D C R? entao

[ sy azavas= [[[  rocnqmpasaac.

Observacido . Esta mudanca de coordenadas é aconselhavel para descrever regices do tipo
D = {(z,y,2) € R®: v¥ < 2*/a®+y*/b* <13, 0, < arctan(bz/(ay)) < O, { <

2 < Gt
Neste caso D = ¢([01, 03] X [r1, 9] X [(1,(2]) (cf. figura 4).
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8.3.4. Coordenadas esféricas. Considere-se a aplicacao vectorial, ¢, de R? em R? definida
por

©(0, ¢, p) = (apsin ¢ cos b, bpsin ¢ sin b, cp cos @) ,
com a,b,c € RY que é de classe C°(R?). O determinate do seu jacobiano

a Y Y
J1=1D¢l =2

Esta aplicacao é bijectiva de [0,27] x [0, 7] x RT em R3.

= abcp® sin ¢

Seja f uma funcao integrével em D C R? entao

///Df(x’y’z) dzdy dz://[p_l(D)fO@(97¢,p)ab0p281n¢ dodedp.

Observacado . Esta mudanca de coordenadas é aconselhavel para descrever regices do tipo
D ={(z,y,2) € R®: v} < 2?/a* +9*/b* + 2*/* <13, 6 < arctan(br/(ay)) <

0y, ¢1 < arctan(z/+/z2/a2 + y2/b2) < ¢} .

Neste caso D = ¢([01,0s] X [p1, o] X [r1,79]) (cf. figura 5).

9. INTEGRAIS CURVILINEOS

9.1. Integrais curvilineos de funcoes reais.

Definicao 9.1. Ao conjunto de pontos
y={(z1,...,2m) € K": z; = X;(t), t € [a,b], j=1,2,...,m}
onde as fungoes X; sao continuas, para j = 1...,m, designamos por curva continua no

espaco vectorial de dimensao m, K™.

F1GUurA 4. Coordenadas cilindricas

FicurA 5. Coordenadas esféricas
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Observagdo . Definimos assim, 7 como o transformado do conjunto [a, b] pela aplicacao
X definida por X (t) = (Xi(¢),..., Xu(t)). Vamos exigir a esta fun¢ao que tenha quando
muito um nimero finito de pontos muiltiplos, i.e.

dados t9,t; € [a,b], com ty #t; = || X(t2) — X(t1)]| #0.

Definicdo 9.2. Seja v uma curva definida por x = X (¢) uma curva continua. Consideremos
a particao, R, do intervalo [a,b], definida por R =a =ty < t; < --- < t, = b e seja

A = max |t; —tj_1| o seu diametro. Se existir o limite
7=1,...n

() = lim S 1X () = X (20|

e for independente da particao do intervalo [a, b], dizemos que £(y) é o comprimento da

curva vy e que a curva vy e rectificdvel.

Observacdo . Caso K = R e n = 3 temos que a norma de X dada por ||X(¢)|| =
VXR() + X30) + X3(1).
Teorema 9.1. Sejaz uma curva rectificivel. Se a funcao X' for integrdvel, entdo
) = [CIx@ e,
Observacdo . Caso K =R e n = 3 temos

b
() = [+ (o) + ) de

A curva v admite infinitas representacoes da forma x = X o f(7), onde f é uma funcao
real diferencidvel em [«, 3], f/(7) # 0 em [a, 5] e f([a, B]) = [a,b]. A 7 designamos por
parametro da curva . Assim, f’ tem sinal constante em [, 3]. Dizemos entdo, que 7y
tem orienta¢do positiva e denotamos a curva por v, se f'(17) > 0, 7 € [a, (], e que 7y

tem orientacdo negativa e denotamos a curva por v_, se f'(7) <0, 7 € [, (]

Dizemos que s é o parametro natural, da curva v definida por x = X (t), se
t

s(t) :/ X (@) d7, e [IX(T)|#0, 7€lab].
Note-se que s(b) = £(y), que passaremos a denotar por /.

Representando v em termos do parametro natural s, temos © = X(t) e v = ¥ o

s(t). Assim, o vector tangente a v em cada um dos seus pontos vem dado por X'(t) =

Y/ (s(t))s'(t), donde se concluf que || X' (¢)|| = ||v'(s(t))]|

ds
1 | Por definicao de parametro

natural = || X'(t)]|, e portanto [|1)'(s)|| = 1. Temos assim que o parametro natural

es
dt
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de uma curva, nos da um processo simples de calculo de um vector unitario, tangente a

essa curva em cada um dos seus pOIltOS.

Problema 9.1. Determinar o dngulo que o wector unitdrio, tangente & curva v C R3?
definida por

r=t, y=t>, z=1t, teR,
faz com o plano OZ, no ponto (1,1,1).

Resolucao. O vector procurado é da forma

ﬁ(dxdydz/ dy2+%2
dt’ dt’dt dt dt

que para t = 1 nos da v = /\/ 14. A sua projecc

o sobre OZ é o vector U, =

H LUHZ) = arccos\/H/14. c.q.d.
Uy

Problema 9.2. Calcule o comprimento da curva v definida por

ca
u

(1,2,0)/+/14, pelo que o angulo pedido é dado por arccos(

r=acost, y=asint, z=0b, tel0,2n],
com a,b € R,

Resolugao. Aplicando a deﬁnigéo de comprimento de uma curva diferenciavel temos

N () 4 (5) o

e portanto £(y) = 2wV a2 + b2 1)2 c.q.d.

Definicdo 9.3. Sejam, s o parametro natural da curva v C R”, definida por x = X (s),

s € [0,4] e f uma fungao real continua definida em R". Ao integral
¢

I—/foX ds—/f(Xl() | Xa(s)) ds

designamos por integral curvilineo de uma funcao real f ao longo da curva v, e denota-

mo-lo por /f ds.
gl

Observagdo . Tomando para ~ outra parametrizagdo, x = X(t), t € [a, b], temos que [

toma a forn%a

| rexmixi at,
donde se concluf que o integral curvilineo de fungoes reais é independente da orientacao

da curva 7.

Definicao 9.4. Seja v uma curva de densidade por unidade de comprimento, p. Definimos

massa de v e denotamo-la por M, como M = / ) ds.
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9.2. Integrais curvilineos de funcoes vectoriais.

Definicdo 9.5. Sejam, s o parametro natural da curva v C R", definida por x = X(s),
s € [0,¢] e F uma fungao vectorial continua definida em R" por

F(z) = (Fi(x),..., Fy(x)).
Ao integral

¢
I:/O FoX(s)|X'(s) ds

¢
= [R5 X)) X 5) d
0

designamos por integral curvilineo de uma funcao vectorial F' ao longo da curva v, e

denotamo-lo por
/Fl dxl"‘"’_Fn dxn;
v

pois Xi(s)ds=dwxj, j =1,2,...,n.

Observagdo . Tomando para « outra parametrizagdo, x = X(t), t € [a, b], temos que [

toma a forma
I:/ (FX1(t)+ -+ F, X, (t) dt.
Vemos assim, oofue
/Fldxl—l—---—l—Fndxn:—/ Frdoey+---+ F,dx, .

Y+ -

Definicdo 9.6. Dizemos que a curva v, definida por x = X(t), t € [a,b] é fechada, se
X(a) = X(b). Neste caso ao integral curvilineo de uma funcao vectorial F', designamos

por circulagao de F' ao longo de .

Observacdo . No caso em que a funcao vectorial F' de expressao analitica
F(x) = (Fi(x),...,Fy(z)), xe€R",
se pode representar como o gradiente de alguma fungao real, i.e. F' = grad f(x), entao

14
X
]:/F1d$1++Fndxn:/Mds’
0

. ds
e portanto I = fo X(¢) — f o X(0).
9.3. Aplicacoes.

Problema 9.3. Suponhamos que um sélido se desloca ao longo de uma curva v sob a ac¢ao
de uma forca

F(z,9,2) = (P(x,y,2),Q(x,1, 2), R(x,1, 7))
Calcule o trabalho da forca F.
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Demonstracao. Exercicio. c.q.d.

Problema 9.4. Considere a curva vy definida pelas equacoes z+z=1, 2>+ +22=1.

(a) Identifique a curva 7.
(b) Calcule, usando cdlculo integral, o comprimento da curva a partir do integral de

comprimento de arco.

(c) C’alculeI:/zdx+xdy+y4dz.
Y

FiGuraA 6. Superficie do problema 9.4

Resolucao.

(a) A curva v é a circunferéncia intersecc¢ao, do plano perpendicular ao vector (1,0, 1)
passando pelo ponto de coordenadas (1,0,0), com a esfera centrada em (0,0,0) de raio
1 (cf. figura 6).

(b) O comprimento pedido é dado por () = / ds onde ds designa o elemento de

Y
comprimento de arco, i.e. |T|| dt onde T é o vector tangente a v em cada um dos seus

pontos e t é o parametro natural da curva ~.

As equacoes cartesianas de v sao dadas por
120
(172 (1/v2)?2

pelo admite a seguinte parametrizagao
1 1 1
=§(1+cost), y = —=sint, z=§(1—cost), t €0,2n].

V2

Assim, T = (—smt/Q cost/V/2,sint/2), e portanto

5(7):/ 1/v2 dt = v2r.

0
(¢) Aplicando a defini¢ao de integral temos

I= /27r {(1 — cost)/2(—sint/2) + (1 + cost)/2(cost/V/2) + (sint/\/§)4(sint/2)} dt
ie., ]0: V2r /4. c.q.d.

z=1—x,
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10. INTEGRAIS DE SUPERFICIE

10.1. Integral de superficie de fungoes reais.

Definicao 10.1. Uma superficie diferencidvel, T, é dita orientdvel, se em cada um dos seus
pontos x, podemos determinar um vector normal unitario 7, de forma que a aplicacao

de T em R" definida por 7 = 7i(z) seja continua em 7.

Dizemos que a superficie diferencidvel T tem orientagao positiva se t; X to |7 > 0 em

cada ¢ € T, onde t;, {5 sao os vectores directores do plano tangente a T em z € T.

Da mesma forma dizemos que a superficie diferencidvel, T, tem orientacao negativa
se ty X to |1 < 0 em cada & € T, onde t1, 1y sdo os vectores directores do plano tangente
alT emzel.

Vimos ja que um vector normal unitario 77 a uma superficie diferenciavel T" definida
em coordenadas cartesianas por f(z) = 0, onde f é uma funcao real definida em R", vem

dado por
ni(z) = grad f(z)/| grad f(z)|, z€T.
Além disso, se T C R? estiver definida em coordenadas paramétricas por

(11) r=Xuv), y=Y(wv), z=2Z(u,v), (u,v)eDCR?,

onde D é um dominio, entdo um vector normal unitario 7 em cada ponto (x,y,2) € T,

Tl .

vem dado por

(\ o(Y, Z) ‘ 'a(z, X)

A(u,v) || du,v) || d(u,v)
onde || = |8<Y’Z)2 |a<ZvX>2 |M
d(u,v) A(u,v) B(u, v)

Definicdo 10.2. Seja T uma superficie diferencidvel definida parametricamente por (11).

Ao integral

0= [ \/| % f>)

designamos por drea da superficie diferencidvel T, e denotamo-lo por o(T) = / / ds,
T

2 2

02, X) du dv

0(u,v)

2 |a(X, Y)
A(u, v)

i

onde d S representa o elemento de drea de superficie.

Considere-se a funcao real, g, diferencidvel em R3, ao integral

//Tg(a?,y,Z)dS://Dg(X(u,v),Y(u,v),Z(u,v))H.H dudv,
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oy, z o4, X
¥, 2) (2, X) , designamos por integral de su-

onde |.|| = \/8(%1}) 0(u,v)

perficie da funcao real g sobre T .

2 '8(){, Y)
(u, v)

Observacao . Este integral nao depende da orientagao da superficie.

10.2. Integral de superficie de fungoes vectoriais.

Defini¢do 10.3. Sejam T uma superficie diferenciavel definida parametricamente por (11)
e F' uma funcao vectorial continua definida em R? por

F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y,2)).
Ao integral

J[Fas=[[ Fiias

designamos por wntegral de superficie da funcao vectorial F' sobre T, onde a curva frT

esta considerada com a orientacao positiva.

10.3. Aplicagoes.

Problema 10.1. A drea de superficie do triangulo de vértices A = (a,0,0), B = (0,b,0) e
C'=(0,0,¢) coma,b,c e R € Va2b? + a2 + b2c2 /2.

Ficura 7. Triangulo sobre o Paralelogramo

Resolucao.

Primeiro Método: As equagoes paramétricas do plano onde o triangulo se encontra,
i.e. o plano que passa pelo ponto (a,0,0) e tem a direcgao dos vectores AB = (—a,b,0)
e AC = (—a,0,c) (cf. figura 7), sao dadas por

r=a—sa—ta, y=sb, z=tc, (s,t) € [0,1] x[0,1].

—  —

AB x AC = (bc, ac,ab).

Assim, um vector perpendicuar ao plano vem dado por 7

Temos entao que area vem dada pelo integral

L 1 2 2 2
5/0 ds/0 V (be)? 4 (ac)? + (ab)? dt,
i.e. a drea pedida é \/(bc)? + (ac)? + (ab)?/2.
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Segundo Método: A equacao cartesiana do plano onde o triangulo se encontra, é dada
por
—+dio1

Assim ﬁ = ( c/a —c/b,1), é um vector perpedicular a regiao, cuja norma é ||77|| =

+ (ab)?/ab. Obtemos entdo a area da superficie dada por meio do integral

_|_
(1-z/a)
/ da / il dy,

pois o triangulo é descrito em coordenadas cartesianas por
{(z,y,2) ER3: 0<z<a, 0<y <b(l—x/a), z=clz/a—1y/b)}. c.q.d.

Problema 10.2. Calcule a drea de superficie do cilindro de equacdo x* + y* = x, contido

na esfera de equacao z? + y2 + 22 < 1.

Resolucao. Comecemos por descrever a esfera dada em coordenadas esféricas, i.e.
r=rsingcost, y=rsingsinf, z=rcoso,
com 0 < p<1,60¢€]0,2r] e¢ € [0,n]. Além disso, a equagdo da superficie cilindrica
neste sistema de coordenadas vem dada por psin ¢ = cosf. Assim, a superficie procurada
vem dada por
T =cos’f, y=cosfsinh, z=cosfcotane,
com 6, ¢ sujeitas a condigdo 0 < cosf/sing < 1 e (0,¢) € [0,2n] x [0, 7], i.e. para
0<¢<7/2
T/2—¢p<0<7/2, ou , 3r/2<60<31/2+¢
eparanw/2 < ¢ <
—m/24+¢<0<7w/2, ou , 3n/2<0<bHn/2—¢

Agora, como ||7]| = | cos 6|/ sin® ¢ temos que a érea de superficie vem dada por
/2 d¢ /2 37/2+¢ /2 5m/2—¢
/ — / cosf dd +/ cosf db
0 Sin“¢ 37/2 Jo sin® ¢ 77/2—|—¢ 37/2
que ¢é igual a 4. c.q.d.

Problema 10.3. A drea da superficie terrestre de raio v, T', compreendida entre os meri-

dianos de longitude 61,605 e 0s paralelos de latitude ¢, po € dada por
72(0y — ;) (sin ¢y — sin 1) .

Resolugao. Comecemos por descrever a superficie indicada no enunciado (cf. figura 8)
r=rsingcosf, y=rsingsinf, z=rcosqo,
com 0 € [91,62] e QZS € [7’(’/2 — ¢2,7T/2 — gbl]
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Sabemos também que o vector normal exterior vem dado por
7l = r%sin ¢(sin ¢ cos , sin ¢ sin 0, cos ¢)
cuja norma é ||7i|| = r*sin ¢.

Aplicando a definicao de area de superficie temos

/ 02 T/2—¢1
Area(T / d9/ r’sing d¢, ie.
61 /2= 2

Area(T) 72(0y — 1) (sin ¢y — sin ®1). c.q.d.

Problema 10.4. Calcule I = // F |7 dS onde S € a superficie definida parametricamente
S

por:

r=u+v, y=uv, z=u*—-v*, (u,v)e€[0,1]x][0,1],

e F(r,y,2)=(z,2,9).

Resolugao. Antes de mais representemos a superficie dada (cf. figura 9). Assim, vamos
determinar um vector normal em cada um dos pontos da superficie dada

i = (=2(u® 4+ v%),2(u +v),u —v).
Por definicao I vem dado por

1 1
I:/ du/ (—2(u* — o1 4+ 2(u + v)* + uv(u —v)) dv
0 0
cujo valor é [ =7/3. c.q.d.

FiGurA 9. Superficie do problema 10.4
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11. TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKY

Teorema (de Gauss-Ostrogradsky ou da Divergéncia). Seja F' uma funcdo vectorial de
classe Ct sobre um dominio D C R®, de expressdo analitica

F(z,9,2) = (P(2,, ), Q(a, . 2), R, 1, 2))
Seja G um conexo e fechado de D cuja fronteira, frG =T C D, é uma superficie de

classe C'. Entdo,

///GdiVF(‘”’y’Z) dV://TF(x,y,z) ds,

onde dV e dS representam respectivamente, o elemento de volume e de drea de su-

perficie.
Problema 11.1. Seja M = {(z,y,2) € R®: 2*/a® + y*/b° + 2% /* = 1}.

(a) Represente geometricamente a regiao M.
(b) Justifique que pode tomar (0, ¢, p) como um sistema de coordenadas em R?, onde
r=apsingcosf , y=0bpsingsin€ , z=cpcoso.
(¢) Descreva o interior geométrico da regiago M neste novo sistema de coordenadas.
(d) Calcule o volume da regido descrita na alinea anterior.
(e) Indique um vector normal unitdrio, (cosa, cos 3, cos?), a regigco M em cada um
dos seus pontos.

(f) Calcule o integral de superficie

I= // (xcosa+ycosf+ zcosy) dS
M
onde (cosa, cos 3, cosy) € o vector normal unitdrio a regiao M.

FicuraA 10. Elipsoide

Resolucao.
(a) Ver figura 10.
(b) As funcgoes de expressao analitica

X(0,0,p) =apsingpcosf, Y(0,0,p) =bpsingsing, Z(0,¢,p) = cpcoso
sao funcionalmente independentes em D = [0, 27] x [0, ] X [0, oo[, e definem uma bijeccao
entre D e R?.
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(¢) M =10,2x] x [0,7] x [0,1].

(d) Sabemos que o volume de M vem dado por

2w T 1 X Y Z
Volume(intM):/ d@/ dgb/ M‘dp,
0 0 0
J(X,Y, Z)' g . )
mas |——————| = abcp” sin ¢, pelo que o volume ¢ igual a 4abem/3.
90.5.9) /

(e) 7 = p®sin ¢(besin ¢ cos B, acsin ¢ sin 6, abcos ¢).

(f) Aplicando o Teorema da Divergéncia obtemos que
I = 3 Volume(int M) = 4aber . c.q.d.

Problema 11.2. Sendo T = {(x,y,2) € R?: 2® +y* + 2* < r?, 2® +y* —rz < 0}, mostre

que
Volume (T) = %// (x,y,2) |1 dS,
s

onde S € a superficie que limita T, orientada com a normal exterior n.

FiGuraA 11. Interseccao entre cilindro e esfera

Resolu¢ao. Como se pode ver na figura 11 a regiao 7' é um sélido fechado e limitado de

R3. Podemos entao aplicar o Teorema da Divergéncia,

J[wvaiias=[[[ awwyzav=s[[[av

pelo que se tem o resultado enunciado. c.q.d.

12. TEOREMA DE RIEMANN-GREEN

Teorema (Teorema de Riemann-Green). Seja F uma funcdo vectorial de classe C' sobre
um dominio D C R?, de expressao analitica F(xz,y) = (P(x,y),Q(z,y)). Seja A1 um

conezo e fechado de D cuja fronteira fr Ay = v C D € uma curva de classe C fechada.

Entao,
//A1 (%—a—P) dA:AF(x,y) ds,

onde dA e ds representam respectivamente, o elemento de drea e de comprimento de
arco.
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Demonstracao. Consideremos que no teorema da divergéncia, F' nao depende da varidvel
z, R =0 e que G é um cilindro de base A; e de altura h. Considere-se ainda que
admite a parametrizagao

r=X(), y=Y(t), teltt].
que é percorrida no sentido directo. Assim, por um lado

J[[ avrav- /d// (5”3 8Q)dA

e por outro

//TF dS:/Ohdz/t:l(Pcos(ﬁ,OX)+Qcos(ﬁjgy)) dt

pois nas bases do cilindro G o integral é nulo (F'|7 = 0, pois 77 = (0,0,1)). Pode ainda

ver-se que

Y X
cos(n,0X) = (31_t’ cos(1,0Y) = _Cii—t

Entao do teorema da divergencia temos que

ty
oxr 0Jy to

e tomando Q em lugar de —() nesta ultima formula temos o resultado procurado. c.q.d.

12.1. Aplicacoes.

Problema 12.1. Seja M wum conjunto conexo cuja fronteira é uma curva diferencidvel,

fechada e simples, v. Entao:

(a) Se u,v sdo funcdes de classe C*t, tem-se

/Wuv(d:chdy)://M{v(%—g—Z)nL (%—g—;)}dxdy.

(b) Se u,v sio fungoes de classe C?, entio:

/{(v?—u?)dxnt(u?—v— dy} // (uAv —vAu)dxdy,
Y Y

0* 9
onde A = @ —|— @
(c) Seu é tal que Au =0, entdo/{ Ou dx+% dy} = 0.
” 8y ox
Resolucao.

(a) e (b) Aplicando o teorema de Riemann-Green as fungoes de expressao analitica
Fa(,y) = (uwv, wv) e

Fy(x.y) ou dv 0Ov ou

r,y)=|v——u Ur— — V=

ot Y 0y oy’ Ox  Ouwx

reais x, y, respectivamente obtemos o resultado enunciado.

, onde u e v sao funcoes reais nas variaveis
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(¢) Tomando v = —1 na igualdade da alinea (b) obtemos

/{—@dx%—%dy}:// Audz dy.
y dy ox M

Agora aplicando a hipdétese temos o pretendido. c.q.d.

13. TEOREMA DE STOKES

Teorema (de Stokes). Seja F' uma funcio vectorial de classe Ct sobre um dominio D C
R3. Seja v uma curva fechada e de classe C' em D que € a fronteira de alguma superficie
ortentada T' C D, i.e. fr’T'=~. Entao,

/F(x,y,z)ds:/rotF(a:,y,z)dS,
T

onde ds e dS representam respectivamente, o elemento de comprimento de arco e de

drea de supertficie.

Observacdo . O teorema que acabamos de enunciar diz-nos que o fluxo do vector rot F'
através da superficie orientada, T', é igual a circulacao do vector F' sobre o bordo, v que
delimita T

13.1. Aplicagoes.

Problema 13.1. Seja F :R* — R?® definida por
— x

o Yy - - a7
F(x,y,z)—x2+y2z+x2+y2]+e k.
Calcule o I = C#yy? dx + #@;2 dy+ e *dz, quando:

(a) C ={(z,y,a) e R®: 2> +y* =1*} com a € R.

(b) C' for uma qualquer curva fechada no espaco que nao contiver nenhum ponto do
eixo OZ no seu interior geométrico.

(¢) C é uma qualquer curva fechada, simples, parcialmente suave no plano z = a, que

contém o ponto (0, 0,a) no seu interior geométrico.

FicuraA 12. Curvas fechadas no plano z = 3
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Resolucao.

(a) Comecemos por descrever a curva C' em coordenadas paramétricas
r=rcosf, y=rsinf, z=a, 0€]0,2n].
Assim um vector tangente a C' em cada um dos seus pontos, ' = (—rsinf,r cos@,0),

pelo que
2T/ _rsinf r cos 0
I= / (—2(—rsin(9) + ——5—(rcosf) + e“(O)) dt.
0 T T
Vemos entao que [ = 2.

Note-se que nao podemos aplicar o Teorema de Stokes para resolver este exercicio pois

a funcdo F nao é de classe C' no interior geométrico de C.

(b) Neste caso podemos aplicar o teorema de Stokes pois F' é de classe C! no interior

geométrico de C'. Agora, como o rotacional de F', rot F' = (0,0,0), conluimos que I = 0.

Note-se que como o rotacional é o vector nulo existe uma funcao real de variaveis reais
(x,y,2), g, tal que F = grad g(z,y, z), e portanto o integral é independente do caminho
considerado, numa regido que nao contenha pontos da forma (0,0, z), z € R. Desta

forma concluimos também que I = 0.

(¢) I = 2m. De facto, considere-se a circunferéncia C; de raio infinitamente pequeno
centrada em (0,0, a) que com C admite uma representacao do tipo da figura 12. Cons-
truimos assim a curva v = C7 U C' que admite a decomposicao que se mostra na figura
12, i.e. v =~y U~vy_. Agora,
J = 2——y2 dx+% dy+e *“dz.
N5+ Y T +y
Além disso, como no interior geométrico de cada uma das curvas v, e v_, F é de classe C?,
podemos aplicar o teorema de Riemann-Green a cada um dos integrais anteriores em que

se decompoe J, concluindo desta forma que J = 0.

Eliminando os caminhos que sao percorridos nos dois sentidos, vemos que
— x
J:/(_2—y2dx—l—ﬁdy—|—e_zdz,
cuc; L7t Y T4y
e portanto, aplicando as propriedades do integral curvilineo

I = dr+ ————=d e “dz
Clx2+y2 +I'2+y2 v
e pela alinea (a) temos o resultado. c.q.d.

Problema 13.2. Sendo v a curva definida pelas equacoes
x =cost, y=cos2t, z=cos3t, te]|0,n],

entdoI:/(y—l—z)dx—l—(z—i—x)dy—l—(m—l—y)dz:8/3.
o
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Resolucao.
Primeiro Método: Tendo em atencao que o vector tangente a curva dada é
—(sint, 2sin(2t), 3sin(3t)),
e que a curva dada nao é fechada (cf. figura 13) temos que
I= /7T —[(cos(2t)+cos(3t)) sin t+(cos t+cos(3t))2 sin(2t)+(cos(t)+cos(2t))3 sin(3t)] d ¢,
e portoanto I =—4.

Segundo Método: O campo de vectores de classe C'(R*) de expressdo analitica

F(x,y,2) = (y+ z,x 4+ z,x + y) é conservativo, pois

1 J k
rot F=| &% 2 35 | =0i+07+0k.

y+z r+z r+y
A curva diferenciavel, v, une os pontos Py = (1,1,1) e P, = (—1,1,—1). Considere-se a

— _
curva diferenciavel fechada I' = v U P, Fy, onde o segmento de recta orientado PPy esta
definido por

r=2t—-1, y=1, 2=2t—1, tel0,1].

Aplicando o teorema de Stokes sobre a curva I', temos que

/Fds:// rot FdS=0.
T int(T")

1

Assim,I:—/_>Fds:—/ [(1+2t—1)24+ (2t —14+2t—1)0+ (2t — 1+ 1)2] d ¢,
P, P, 0

e portanto =14

Terceiro Método: Vimos ja que o campo de vectores F' é conservativo. Determinemos

entao uma funcao real, f, definida em R3 tal que F' = grad f, i.e.

of N of n of N

— = Z, —=x+2z2, =—==x :

0x Y oy 0z Y
Da primeira condicao obtemos por primitivacao relativamente a variavel x que existe uma
funcdo real de classe C', h, tal que f(z,y, 2) = (y + 2)x + h(y, 2). Derivando em ordem
a variavel y e comparando com a segunda condicao inicial temos, que existe uma funcao
real de classe C', g, tal que h(y,z) = yz + g(2). Assim, f(z,y,2) = vy + 22 +yz + g(2),

para alguma funcdo real de varidvel real g de classe C'. Derivando esta funcio em

Ficura 13. Curvas do problema 13.2
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ordem a variavel z e comparando com a terceira condicao inicial temos que g = ¢ com
c constante real arbitraria. Pelo que um exemplo de funcao f procurada tem expressao
analitica f(z,y,z2) = xy + vz + y=.

Assim, I = f(—1,1,—-1) — f(1,1,1) = =1 — 3 = —4. c.q.d.

ExXERcicIOS DE REVISAO

1. Seja M = {(z,y,2) € R3: /22 +y2 < z < 4}. Verifique se

27 /4 4/ cos(6)
/ \/x2+y2+z2dV:/ de/ d¢/ p°sin gdp .
M 5 0 O2 0

x z
2. Seja S a superficie de equacao T + 97 + 9 = 1.

a) Identifique geometricamente a superficie S.
b) Justifique que pode tomar (6, ¢, p) como um sistema de coordenadas em R3,

onde
x =2psingcos , y=psingsinfd, z=3pcoso.

c¢) Mostre que a equagio cartesiana do plano tangente a S em (a,b,c) € SN(RT)?

é dada por
ax cz

Z + by + ? =1.

d) Mostre utilizando célculo integral que a area de superficie do triangulo de vér-
tices (A,0,0), (0,B,0) e (0,0,C) com A, B,C ntimeros reais positivos, é dada
por

VA2B? + A2C? 4+ B2C?/2.
Utilize este resultado para calcular a area de superficie de
Q={(z,y,2) €R®: x,y,2>0, %+by+% =1}.
e) Indique o integral triplo iterado que lhe permite calcular o volume, V', do sélido

R={(z,y,2) €R*: x,y,2>0, %+by+%<1}.

4

Note que V' é fungao de (a, b, c).
f) Determine o minimo de V' sobre S, onde V' é o volume de R.

g) Relacione o volume do sélido R com o integral

//(:ccosoz+ycosﬁ+zcosy) ds,
Q

onde (cos a, cos 3, cosy) é o vector normal unitario exterior a R.
3. Calcule / (x + y)dx 4+ (z — y)dy ao longo dos seguintes caminhos I' que unem os
pontos OF: (0,0) e M = (m,m):
a) Segmento de recta OM.

b) Curva y = x + sin .
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Comente o resultado obtido.
H
4. Calcule | F -n dS onde S é a superficie definida parametricamente por:

S
r=u+tv, y=w, z=u’—2v*, (u,v)€l0,1]?,

e ?(x,y,z) = (z,,y) .
5. Sendo T' = {(m,y,z) ER?: 2?2 +y?+22<r? 2?2+ —rx < 0}, mostre que

V(T) = é/ (2,9,2) -7 A5,
onde S é a Super%cie que limita 7', orientada com a normal exterior n.
6. Considere o sélido definido por
S={(z,y,2) eR*: 2 + 9 + 22 <2, 2’ +9y*+ 2* <2z, y < 0}.
a) Represente-o graficamente.

b

) Descreva S em coordenadas cilindricas.
¢) Descreva S em coordenadas esféricas.

d) Calcule / / / d V' e interprete o resultado obtido.
S

e) Seja F' a uniao das superficies nao planas que limitam S, orientada com a

1
normal exterior 7i. Mostre que V(S) = 3 /(x, y,2)|n ds.
F

7. Seja C' a curva de interseccao das superficies de equacao
x2+y2+22: 1, 22+22=2, em y>0.
a) Determine um vector tangente a curva C' em cada um dos seus pontos.
b) Indique o integral que lhe permite calcular o comprimento da curva C.
Indicacao: Descreva a curva em coordenadas cilindricas.
c¢) Verifique se o campo de vectores F' : R? — R? definido por F(z,y,2) = (2x3 +
r—y? — 2y, 2y° +y — 2° — 22y, —1) é conservativo.

d) Calcule /(2:1:3+a:—y2 —2zy)dx + (2y° +y — 2% — 2wy)dy — d .
C

8. Considere o integral / e 'cos(at) dt .

) Verifique que é uniformemente convergente para todo o x € R.

) Calcule / dt / cos (xt) dx.

9. Considere o integral eV dg.

0
a) Verifique que o integral dado é uniformemente convergente para todo o y € R™.

Indicacao: Justifique que pode usar como funcao de comparacao e *.
400 +o0

b) Calcule / dy eV du.

0 0
Indicacao: Justifique que pode usar coordenadas polares.
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10. Considere a curva C' de equacoes cartesianas z = —2> —y> +2, 2y+2=2,eo0
campo de vectores, I, definido em R? por F(z,y,2) = (y + 2,z + 2, v +y).
a) Estabeleca o integral que lhe permite calcular o comprimento de C.

b) Verifique que o campo de vectores F' é conservativo e determine uma fungao
real, f, definida em R? tal que grad f = F.

c¢) Mostre que/(y+z) de+(r+2)dy+(z+y)dz=0.

o]
d) Mostre que / F(z,y,2)|ndS=0,onde T =T, UT, com
T

Ty ={(z,y,2) €ER*: 2 = —2? — > + 2,
2 +2>2}, Ty={(z,y,2) €ER*: 2 < -2 —9* +2, 2y+2=2},
e . é o vector normal unitario, exterior a T

e) Estabeleca o integral duplo que lhe permite calcular

// F(x,y,z)|ndSs.
T

11. Considere o campo de vectores F': D C R?* — R? de classe C'(D).

a) Dé uma condicao necesséria e suficiente para que F' seja conservativo.

b) Diga em que condicoes se tem /F\fds = /rotF|ﬁ ds.
0% r
c¢) Defina curva integral associada ao campo de vectores F'.

12. Seja v a curva de equacdo x> +y° = 32%, 2>+ > + (z — 1)2 =1.
a) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento de ~.

b) Calcule | F'| tds, onde F é o campo de vectores definido em R? por
g
F(z,y,z) = (Qxyzer L ze" + 2yeV yer) :

c¢) Descreva em coordenadas cilindricas e esféricas a regiao
T={(r,y,2) € R: 2* + 9+ (2 —1)* <1, 2> 1/2}.
d) Estabeleca o integral que lhe permite calcular o volume de 7.

e) Calcule o integral / G |7 dS, onde G é o campo de vectores definido por
S1US
G(z,y,2) = (xy*, =y, 2(5+2y%)), S; é a superfice de equacio

r=rcost, y=rsint, z=r/V3, (t,r) € [0,2x[x[0,v3/2],
e Sy é o interior geométrico da curva 7y .
13. Considere o campo de vectores F: D C R® — R3 de expressao analitica F (x,y,2) =
(y,2,@).
a) Verifique se o campo de vectores F' é conservativo.

http://www.mat.uc.pt/~ajplb/teaching/m4.htm p. 57



Caderno Tedrico 2005-06 Matematica |V

b) Aplicando o teorema de Stokes, calcule o integral / F| tds,onde C éacurva
c
de equacio 22 4+ 2> + 22+ 4y =9, y==z.

c) Estabelega o integral que lhe permite calcular o comprimento de C'.
d) Defina curva integral associada ao campo de vectores F'.
14. Seja T a regido de R? dada por
T={(x,y,2) € R®: 2? + 9+ 22 <1, 2*+9y*<2*, 2<0}.
a) Descreva em coordenadas esféricas a regiao T .

b) Estabeleca o integral que lhe permite calcular o volume de T'.
c) Mostre que (y,z,z)|1n dS = 0, enunciando os resultados que aplicar e

identificando am%ronteira de T, OT .
15. Seja F um campo de vectores de classe C? em R3.
a) Mostre que div(rot F') = 0.
b) Calcule o seguinte integral, por definigao e aplicando o teorema de Stokes,
G|tdt, onde v={(z,y,2)eR>: 2> +2* =1, 2 =0},

o
e G é o campo de vectores de expressao analitica G(z,y,2) = (—y,z, 2) .

¢) Mostre, enunciando os resultados que aplicar, que
/rotF|ﬁdS: 0, onde
L
L ={(sinscost, sinssint, coss), s€[0,n], te]|0,2n]}.
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