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(3.5) 1. Considera as fungoes

g:R? — R? de expressio analitica g(z,y) = (1: Y,y — xQ) , e

0 0
f:R?* = R diferenciavel tal que u —f +o —f =2f.
ou ov

a) Determina o diferencial da funcao g .
b) Justifica que a fun¢ao h = f o g é diferencidvel e calcule o seu diferencial.

¢) Mostra que h = f o g verifica a equacao diferencial em derivadas parciais

(4.0) 2. Considera as superficies, Sy e Sy, de equagao cartesiana
Sy a?4+4yP4+222=1, Sy: 20 +4y+22=3.

a) Identifica S; e Sy e define curva diferencidvel em R .

b) Aplicando o teorema das fungoes definidas implicitamente mostra que,
numa vizinhanga de (1/2,1/4,1/2), S; N Sy, admite uma representacao
paramétrica

r(t) = (t,y(t),z(t)), t€]1/2—¢€,1/2+ €[, para algum € > 0.

c¢) Determina um vector tangente a curva de intersec¢ao de Sy e S no ponto

(1/2,1/4,1/2).

4 2
(2.5) 3. Considera o integral I :/ dx/ flz,y)dy.
0 vz

a) Inverte a ordem de integragao no integral dado.
x

ity

b) Calcula o valor de I com f(z,y) =
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(3.5) 4. Seja T a regido de R® definida por
T={(z,y,2) ER®*: 2* + 1y + 22 <8, 2 <2’ +9°, 2<0, >0}

a) Identifica a regiao T .
b) Calcula, utilizando coordenadas esféricas, o integral / zdV.

T
¢) D& uma interpretacao fisica para o integral calculado na alinea anterior.

6.5) 5. Considera as superficies S;, .Sy definidas por
( p , p
S ={(r,y,2) ER®: 2® +¢y* =1}, So={(n,y,2) ER*: y+2=1}
e o campo de vectores, F, de classe C!' em R? de expressiao analitica

F(z,y,2) = (~y, z, 2).

a) Determina o rotacional e a divergéncia de F'.

b) Estabelece o integral que te permite calcular o comprimento da curva, 7,

interseccao de S; com Sy, indicando uma parametrizacao para -y.

¢) Enuncia os teoremas de Stokes e da divergéncia.

d) Calcula o integral / F| tds,onde v = 51NSs, por dois processos distintos.
Y
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(4.0) 1. Considera a funcio h : R? — R? de expressdo analitica
hz,y) = (2 + 22y, x +y) .

a) Mostra que h é localmente invertivel numa vizinhanga de (1,1).

b) Seja f a inversa da restrigao de h a uma vizinhanga de (1,1). Determina
o diferencial de f em (3,2).
c¢) Seja g : R? — R? de expressdo analitica
g(u,v) = f(3 sin(2u 4+ v) , 2 cos(2u —v)),
onde f é a funcao definida na alinea anterior. Determina o diferencial de
gem (7/8, m/4).

(3.0) 2. Considera as equagoes,
2y +22=0, e +e¥4e*=3.

a) Aplicando o teorema das funcoes definidas implicitamente mostra que,
numa vizinhanga de (0,0,0), as equagdes anteriores definem uma curva

de classe C!.

b) Determina um vector tangente a curva dada no ponto (0,0,0).

(3.0) 3.
a) Considera a funcdo H : R* — R de expressdo analitica
H(x,y) = /Hy G(t)dt—&—/zy G(t)dt
onde G é uma %un(;éo real de variavel real contfnua. Calcula as derivadas
parciais de primeira ordem de H.

b) Calcula o valor do integral / cos(z? +y*)d A, onde
M
M ={(z,y) eR*: 2* +y* < 7/2, v < 0}.
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(3.5) 4. Seja T a regido de R® definida por
T={(z,y,2) €ER®’: /a2 +y2<z2<4, 2>0,y>0}

a) Identifica a regiao T .

b) Descreve em coordenadas esféricas e em coordenadas cilindricas a regiao 7.

c¢) Calcula o integral / vai+y?+22dV.
T

(3.5) 5. Considera o integral I = /F |td s, onde v é o segmento de recta que vai do
ol
ponto (1,0) ao (0,1), e F' é o campo de vectores em R?, de expressdo analitica

F(,y) = (2 —y*, -2 —y?).
a) Enuncia o teorema de Riemann-Green.

b) Calcula o integral I.

¢) Seja ar a curva tridngular, orientada com o sentido positivo, que une os pon-

tos (0,0), (1,0) e (0,1). Calcula o integral /F |tds por dois processos
diferentes. ¢

(3.0) 6. Considera a superficie S; definida por
r =sinucosv, y=sinusinv, z=cosu, (u,v)€|0,n]x[0,27],
e o campo de vectores, F, de classe C' em R? de expressiao analitica
F(x,y,2) = grad f(z,9,2), e f(x,y,2) = 2> +y* + 2°.

a) Calcula a drea de superficie de S; N Sy onde Sy = RT x RT x R* .

b) Calcula o integral /F| tds,onde y =S, NR x R x {0}.

5
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(4.0) 1. Considera as fungoes f : R* — R? e g : R* — R? de expressdo analitica

fla,y)= (P +y,z+e) e glx,y) = (42, zy).
a) Justifica que h = g o f é diferencidvel e, usando o teorema da derivada da
fungcdo composta, calcula DA(1,0).

b) Prova que h é localmente invertivel numa vizinhanga do ponto (1,0). Sendo

h~! a inversa local de h na vizinhaca considerada, calcule Dh™*(4,2).

(3.0) 2. Considera as superficies S, Sy definidas respectivamente, por
4yt —2=1le 22 -2 +22=0.

a) Identifica S; e Sy e define curva diferencidvel em R3.

b) Aplicando o teorema das fun¢des definidas implicitamente mostra que, numa
vizinhanga de (1,1,1), C' = S; N Sy, admite uma representagdo paramé-
trica de classe C!

r(t) = (x(t),t,2(t)), t€]l —e 1+¢[, para algum e > 0.

¢) Determina (1) e diga o significado geométrico deste vector.

(3.0) 3. Considera o conjunto R = {(z,y) e R2: 0 <y <3z, 1/2 < 2> +1y> <1}

e o integral I = / e dr dy .
R

a) Calcula o integral I usando coordenadas polares.

b) Estabelece o integral I, usando o sistema de coordenadas definido pela
aplicacdo g : U — U, de expressdo analitica g(z,y) = (2> + 9, y/x),
onde U = {(z,9) €R?*:2 >0, y >0}.
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(3.0) 4. Seja T a regido de R® definida por
T={(z,y,2) ER*: 2* +¢y* -2 <1,0<2z<2}.

a) Identifica a regido T' e descreve-a em coordenadas cilindricas.

b) Calcula o volume da regiao 7.

(3.5) 5. Considera o campo de vectores em R3, de expressao analitica

F(z,y,2) = (yz, zz, xy) .
a) Verifica se existe uma funcao real, g, definida em R® | tal que grad g = F.
b) Calcula o integral / F|tds, onde v, é o segmento de recta que vai do
ponto (0,0,1) ao (1,711,0).
¢) Calcula o integral / F|tds, onde v, é a curva de equacio vectorial

72
r(t) = (sint, 1 — cost, cost), t € [0,7/2].

Comente o resultado obtido tendo em atencao o teorema de Stokes.

3.5) 6. Considera a superficie S; , orientada com a normal exterior, 7, definida por
( p : 7, P
z=2b—a22—y?, z>4
e o integral J = / F|7dS, onde F é o campo de vectores definido em R*® por
S1
F(z,y,2) = (cosy, °, 2* + 1),

a) Estabelece o integral duplo que te permite calcular J.

b) Calcula, usando o teorema da divergéncia, o valor de J.




