Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra 2005-06
Solugbes do Caderno de Exercicios Calculo (Vectorial) Diferencial e Integral

Matemética IV ENG. QUiMICA E DE MATERIAIS

1. CALCULO DIFERENCIAL

Limite, continuidade e diferenciabilidade de fungoes vectoriais de varias variaveis.

L (a) Fz,y) = (Fi(z,y), Ra(2,y)), com Fi(z,y) = —y/(@" +v°), Falz,y) = /(@ +y7);
(b) Dp = Dp, N Dp, = R?\ {(0,0)}; (c) O dominio de continuidade de F é R*\ {(0,0)};

vy y* — 9‘52] /(@ +y?)?, (z,y) #(0,0).

y? — 22 —2xy

2. (a) Jf<x,y>=lsi‘ ! y] (b) Jg<x,y7z>:[ oo = ];

yet  2ye zcos(xz) 0 x cos(zz)

(d) Matriz jacobiana de F', Jp(x,y) =

) e*cosvsinw —e“sinovsinw e“cosvcosw
(c) Ju(t) = [_ S t] i (d) Jp(u,v,w) = [e*sinvsinw € cosvsinw e sin v cos w
cos { e’ cos w 0 —e" sin w
) cos # sin ¢ —p sin 0 sin ¢ p cos O cos ¢
3. (a) Jp(r,0) = [ZTEZ _rrczlsn:] . (b) Ja(p,0,0) = |sinfsin ¢ pcos@sing psinbcosol;
det (J(r, 0)) = 7 cos ¢ 0 —psin ¢

det(Ja(p,6,¢)) = —p” sin ¢ .
4. Dyg(m,—2,1) = Jy(m,=2,1) -u = [67 +20 — 3]"; D,p(0,7/4,7/4) = J,(0,7/4,7/4) - u

t
1 00

= -13VRT s (R = | 1] . Daf(Py) = Jp(R) - it = [1/VZ — 1/v2 —1/V]'.

Derivada de fungoes compostas.

6. uy(w,y,2) =32° F(y/z,z/x) —xy F.(y/x, 2 /) — 22 Fy(y/z,2/x); u,(z,y,2) =2 F,(y/z,2/x);
u,(z,y,2) = 2° Fb%y/x,z/x) 7. zp(w,y) = —1/22 ¢ (1) +Iny); 2z,(x,y) =y+1/yd'(1/zr+Iny).
8 () go(u,v) = o= [f(1/u*)] = 03 (b) gu(1,0) = —4. 9. -

10. (a) we(w,y,2) = —foly— 2z, 2 —z,x —y) + fely — 2,2 —z, 0 — y); wy(z,y,2)
=faly—z,z—mx—y)— fly—z, 2 —z, 2 —y); w(w,y,2)=—foly—zz2—z,2—1y)
+hy—z,z—x,2—y).

62
) 5050 gwx 1.2) = —fuly = 22 =20 = ) + fouly = 2.2 — 0,0 = Y) + fualy = 7.2 2,2~ y)
2
_f02< — I, T — y) 0 w(x Y,z ) fab( — T, T — ) fac( - a:x—y)
—fo2(y— 2,2 —x,2 — y) +fbcy 2,7 — xa:—y)
OF

1. (a) 5—(2,y) = 20u(22,y )/9(2x,9%); gz(x,y) =2y g,(22,9°)/9(2x,5%) . (b) -
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12.

13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

22.

OFf () = Of .
(@) 55 @) =9l ty): Fo(@.y) = gl +y);
(b) g—f(x,y, z) = g(sin (z sin (y sin 2))) sin (y sin z) cos (z sin (y sin 2)) — 42° g(z*) ;
T
%(m,y, z) = g(sin (z sin (y sin z))) cos (z sin (y sin z)) x sin z cos (y sin z);
g—f(x, y,z) = g(sin (z sin (y sin z))) cos (z sin (y sin z)) xy cos z cos (y sin z).
z
, g 1 0%g 1
A f(r cos 6,r sin §) = W(T’0)+ﬁw(r’9>+;'
A f(psin ¢ cos 0, p sin ¢ sin 6, p cos ¢)
_ 9%g 1 0%g 0 g 20g 1 Oy
= 8_102(p797¢) + e 8752@’9’ o) + 7 sn? w(ﬂ, 0,0)+ p a—p(0797¢) + 2 tan 0 8_¢<p’9’¢) :

Jp(0,0) =V F(0,0)= [1 0]. 16. -

f é de classe C™ em R* e g é de classe C° em R?; logo go f é de classe C™° em R? portanto,
det 4et 4et 464]

diferencidvel em R* e Jop(1,1,1,1) = J,(2,2) J;(1,1,1,1) =
iferencidvel em RY e Jyoy(1,1,1,1) = J,(2,2) J;(1,1,1,1) [16 s 16 s

Jtog(,y) = [4y cos (4zy) 4x cos (4xy)] :

20+ 2y° + y?z day +4y° + 22yz zy?
Joor (T4, 2) = | 20y%z +y'z doydz 4 20%yz 2Py + xy?

xy3z 2, xy?z

2

y2ze 2xyze

Jreg(1,1,2) = [-36 0 6] 21 Jp(1,7/4,7/2) = [\/5/2 —V2/2 —2]'

V2 (O

(a) = (b) Se v = (v1,v2) # (0,0) entao 2—5(0,0) = v v5(v] +v3); ==(0,0) = ==(0,0) =0.

Teorema da funcao implicita. Teorema da fungao inversa. Dependéncia funcional.

23. (a) (wg,x0 + /22 +1) ou (xg, 29— /23 + 1); (b) Os mesmos da alinea anterior.
dz 0z 0% 2
dz dz 0%z
2. 26 (a) 5 (b) 5 (8,-8) = 1/5: 5o (3,—8) = —4/5; 5 (8, -8) = 18/125.
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2
27. (a) — (b) ga:<1/2 2/e) = —2; (9 (1/2 2/e) =e/4; Z?Z (1/2,2/e)) = —e/4.
0z 0z

28. (a) — (b) 6:E(1 0) = 8y(1 ,0) =0, logo (1,0) é ponto critico de z(z,y).

29. (a) — (b) h(2,1) =1 é minimo local. 30. (a) — (b) hy(0,1) =—=30. 31. (a) = (b) ¢'(0) =9.

0x 0x 0 x

3. () (0) S0) = 0. (¢) 201 1) = 1. 34 ()~ (b) f1(0) =0,

35. J,(1,0,1) = [J;(1,0,0)] " = diag{1/2, 1, 1}.

—~~(0,1) = 20.

36. (a) Py = (x0,y0) : o £ 7/24+kn,k€Z N yo#0; (b) Py = (ug,vo,wp) : wo#kmw, k€.

37. (a) h é localmente invertivel numa vizinhanga de cada ponto da forma Py = (z¢,y0) : yo # 0;

(b) hHu,v) = (v/2 — Vv2 — 4u/2, Vv2 — 4u/2), (u,v) € B((8,6),R),R > 0.
38. (a) — (b) fH(u,v) = (Yu,v), (u,v) € R*. 39. -

@2 =227/ + g7 —day/ (2 +yP)
10 (@) o) = [ day/(@ 4 (20— 20 )
() # 0,00 (0) £~ (m,0) = (2u/(u + %), ~20/(u + 1) (u,0) # (0.0).

41. (a) — (b) det Jp— e 2.

pdet Jp(z,y) = 4/(2* +y%)*

-1 0

42. (a) — (b) J,(0,0 [ ] o (0,0) = [O 0] . (d) det J,-1(0,0) = 1.

-3 4
43. (a) — (b) J,4(1,2) = [ 5 3 . (c) g é declasse C' numa vizinhanga de (1,2) e
det J4(1,2) = =1 # 0 logo g é localmente invertivel e det J,-1(1,—-2) = —1.
44. (a) F é de classe C* em R? e det Jp(0,0) = —1 # 0 logo F ¢ localmente invertivel e

0 1
Jpoi(1,—1) = [1 ;

1

1 1
JF—loG(L_l) - [1 1

mente dependentes em R?; f(R?) = {(u,v) ER*:v=1/u* A u>0}. 47. A=4, Av =

- (0) () Do = {(u,v) € B u 0 A w0} (i) Jaur(0,0) = [_11 1] |

45. —.  46. det J;(x,y) =0, (z,y) € R? logo f1 e f» sdo funci

70,

I

ional-

—3.

48. A=3. 49. A=D; ={(z,y) ER*:y #0 ANy # —z}; f(A) ={(u,v) ER*:v = (u—1)/(u+1)}.

Algumas nogoes geométricas do calculo diferencial: curvas e superficies.

50. — 51. (a) ¥ = 4 arccosy/2, 2z =3/2\/4 —y%,y € [-2,2]; (b) y =2 cosz/4, y*/4+*/9=1,

r€[0,87]; (c)x+1=3y*,y>0. (d)z=y, y*/2+/4=1.

http://www.mat.uc.pt/~ajplb/teaching/m4.htm
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52.

53.

o4.

95.

56.

o7.

63.

64.

66.

69.

70.

()z=t, y=t, 2=2t>,teR; (c)z=cost, y=sint, z=1,t€[0,2x]; (b)x=1/V5cosht,
y=2/v5cosht, z=sinht V o = —1/v5cosh t, y = —2/V5cosh t, z =sinht, t € R.

(a)z=-1, y=2m—2z; (b)3z+2z2=1, y=2.

Recta tangente a I'y em (7/4,v2/2,v2/2): z—n/d=1—-V2y, z+y=+2;
Plano normal a I'y em (7/4,v2/2,V/2/2): o —V2/2y+V2/22—n/4=0.
Recta tangente a I'y em (1,1): 5z — 4y = 1; Recta normal a I'y em (1,1): 5y +4x=9.

Recta tangente: (x +2)/54 = (y — 1)/56 = (z — 6)/8; Plano normal: 27x + 28y +4z+2=10.

(a) Plano que passa em (1,0,2) e é perpendicular ao vector (17,10, —6); uma equagdo cartesiana

deste plano é 17x 4+ 10y — 6z = 5. (b) Paraboldide eliptico de equacdo cartesiana z = z* + y*.
(¢) Cone eliptico de equacio cartesiana z® = y*>+ 2>. (d) Cilindro circular de equacdo cartesiana
2, 2

y+z2z7=1.

r(s,t)=(1+s+t2+s—t,—3+s+1t), (s,t) €eR>. 58. r(s,t) = (s,t,£VI+ 2+ 12), (s,t) €
[—1,1] x [~3,3]. 59. (a) Plano tangente: v2x + v/2y + 2 = 3; Recta normal:
(z—V22)/V2=(y—+2/2)/V2=2—1. (b) — 60. (a) Plano tangente: 2z + 2y — z = 2; Recta
normal: (x —1)/(=2)=(y—1)/(=2) =z —2; (b) — 61. Plano tangente: 2z =y; Recta normal:
=0, 2y+2=5. 62. (a)2xr—4dy—z=5; (b)z+y+2=2; (c) cos(f)x —sin(A)y =r; (d)
3r+4y =25.

Se Sy :2?/16 +y*/9 =22, Sy :2® +y* + (2 — 10> =90, Py = (0,3,1), P, = (0,—3,1), entdo

Plano tangente a S; em Fy: y = 3z; Plano tangente a Sy em Fy: y = 3z;

Plano tangente a S; em P;: y = —3z; Plano tangente a S, em P;: y = —3z.

- 65. (2,0,¢),(0,0,¢),(1,1,¢),(1,—1,¢), ce R. 68. (a) —; (b) -
r+y+2=11v6/6, x+y+2=—11v6/6; 67. (4/3,4/3,1/3), (—4/3,—4/3,—-1/3).
(a) g—g(x,y, 2) = Gulzy, v +y,2%) z + Gylay, z +y, 2%); %—Z(x, y,2) =22 Gy(zy, x +y,2%);
ZZZ (z,y,2) = > Ge(zy, 2 +y,2%) + 2y Guo(zy,  + 3y, 22) + G (xy, 2 +y,2%) . (b) 24+ 2=0.

(a) — (b) %(1,0):—\/5/2, 3—5(1,0):—2\/5. (c)z+4y+vV22z=2. 71 (a) — (b) -

2. CALCULO INTEGRAL

Superficies quadricas.

72.

(a) Em R?, o conjunto definido pela equacdo z = y* é uma pardbola no plano YOZ com vértice
(0,0), eixo ZZ" e concavidade voltada para a parte positiva de ZZ'.
(b) Em R?, o conjunto definido pela equacio z =%* é um cilindro parabdlico; a directriz é a

parabola de equacio z = y?, no plano YOZ e as geratrizes sao paralelas a X X'
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73.

74.

75.

76.

(a) Relativamente & superficie 22 + 2y* + 22 = 1: — o trago no plano z =k, k € [—1,1], é o
ponto (—1,0,0) se k = —1; o ponto (1,0,0) se k = 1; a elipse de equacdo z*/(y/1 — k2/2)? +
2/(WV1—k%)% =1,se k€] —1,1[; — o traco no plano y = k, k € [—=1/v/2,1/v/2], é o ponto
(0,—1/v/2,0) se k = —1/+/2; o ponto (0,1/v/2,0) se k = 1/y/2; a circunferéncia de equacio
22+ 22 =(V1-2k??%, se k € —1/v/2,1/v/2[; — o traco no plano z = k, k € [—1,1], é o
ponto (0,0,—1) se k = —1; o ponto (0,0,1) se k = 1; a elipse de equacio x2/(v/1— k2)? +
v2/(\V/1—k2/2)? =1, se k € —1,1[; Relativamente & superficie y?> = 22 4+ 22: — 0 traco no
plano z = k, k € R, é o par de rectas y=2 V y= —z se k = 0; a hipérbole equilatera de
equacdo y*/k* —2?/k* =1, se k # 0; o traco no plano y = k, k € R, é o ponto (0,0,0) se
k = 0; a circunferéncia de equacao 2+ 2> =k*, se k # 0; o traco no plano z = k, k € R, é
o par de rectas y =x V y=—x se k = 0; a hipérbole equildtera de equacao yQ//f2 — 352/l€2 =1,
se k # 0; (b) A equagdo x? + 2y* + 2% = 1 representa um elipséide com centro (0,0,0) e de
semi-eixos a =1, b=1/ V2ec=1.A equacao y? = x? + 2% representa uma superficie cénica de
vértice (0,0,0) e eixo YY'.

(a) Cilindro circular; a directriz é a circunferéncia de equacdo x> + z* = 9 e as geratrizes sdo paralelas
a YY’; (b) Hiperboldide de 1 folha com eixo YY’; (c) Elipséide com centro (0,0,0); (d)
Hiperboléide de 2 folhas com eixo ZZ'; (e) Cone circular com vértice (0,0,4) e eixo ZZ'; (f)
Paraboléide eliptico com vértice (0,0,0) e eixo YY’ e concavidade voltada para a parte positiva
de YY’; (g) Esfera com centro (0,0, —1) e raio 1; (h) Paraboldide hiperbélico com eixo YY”; (i)
Paraboléide eliptico com vértice em (0,0,4), eixo ZZ' e concavidade voltada para a parte negativa
de ZZ'; (j) Cilindro parabélico; a directriz é a pardbola de equacio z = 2 + y* e as geratrizes sdo

paralelas a X X'.

(a) Sy:(z+3/2)%/(V13/2)% +4%/(V13/2V2)* — 22/(v/13/2)?, é um hiperboléide de uma folha
com centro (—3/2,0,0) e eixo ZZ'. Sy:2?/(5(4V2))* + (y —5/8)%/(5/8)% — 22/(5/(4V/2))?, &
um hiperboléide de 1 folha com centro (0,5/8,0) e eixo ZZ'; (b) S1 NSy = {(z,y,2) € R* :
v+ 2y — 22+ 32z =1 A 62+ 5y = 2}, logo estd contida no plano de equacio 6z + 5y = 2.

(a) S; é um paraboldide com vértice (0,0,0), eixo ZZ' e concavidade voltada para a parte positiva
de ZZ'. Sy é um cilindro parabdlico com geratrizes paralelas a XX’; (b) C = {(z,y,2) € R® :
22 4+29* =1 A z = 1—y*}. A projecciode C: — no plano XOY éaelipse de equacio 2° 4 2¢y* = 1;
— no plano YOZ é a parabola de equacdo z =1 —y%; — no plano XOZ é a parabola de equacio
v =2(z—1/2). 77. 78 -

Integral duplo. Definicao e propriedeades.

79.

(a) 60; (b) 75/2; (c) 3;(d) 47. 80. —. 81. (a) >0; (b) >0; (c) >0;
(g) <0; (h) 0; (i) <0; (j) 05 (k) 05 (I) >0; (m) >0; (n) >0; (o

~— =
S~
—~

T

~—
o~
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Calculo do integral duplo em coordenadas cartesianas.

1 pn/2 2 2
82. (a) 9/20; (b) —9/8; (c¢) —17/20. 83. (a)/o / ‘ f(z,y) dx dy; (b)/o /0 f(z,y) dy de;

(©) /0 /:f(x,y)dxdy; (a) /0 /Oﬁf@c,y)dydmf /Q_xﬂx,y)dydx;
o [ [ sz /” [ semaean @ [ [ steaa

3—2y
// f(z,y)dxdy. 84. //\/1—v2dudv—1/3

w/2 sin x T
b/ / cos V1 +cos? xdyder =22 —1/3; (c // y cos (v?) dy dx = 1/(4 sin 81);

(d) // Va3 +1dyde =2/9 (2V2 - 1); // e dudy=1/4(c*—1). 85. (a) —1/4;
(b) 7/6 In2; () 1/6: (d) 8/3In2; (e) e* —4e/2; (f) 1/8; (g)8/3; (h) 66 —8V/3.

Mudanga de variavel no integral duplo.

86. (a) 19(2—+v2)/6; (b) 3m; (c) 32/57; (d) 7/2; (e) 7/67r—\/§/4. 87. (a) — (b) In V2 +
/6

1/(2v2)—1/2; ( 1_//2/7r/6 sm29/md0dr+/ / sin 260/v/cos 26 d6 dr .

1/2 arccos 1/(r?

88. (a) 2 sinh 1; (b) 1/37*; (c) 3/2. 89. -
Algumas aplicagoes do integral duplo: Areas de regioes planas.

90. (a) 64/3; ( )e2+e—2—2 (¢)m/12+3/4—1/2; (d )1/(2\/') arctan 1/v/2: (e) 3 arctan 2/3—
arctan 2; ~In4-9/8. 91. 7/3—3/4. 92. (b) -

7r/4 sm@ w/2  pcos 6
92. (a) T — / / rdrdd+ / / rdrdd: () 7/8—1/4. 93. (a)— (b) (i), (iv), (viii):
()5/37r—2f 94. (a) R={(z,y) eR2:0< 2 <3 A z<y<2z}: (b)9/2.

Volumes.

95. (a) 2v/2/3: (b) m; (c) 227; (d) 487 —64/9; (e) 6v3 —5/37; (f)1; (g) 32/37; (h) 3/167.
96. 4/3 7.

Massa, Momentos e Centro de massa.
97. (a) m=a"k/6, M, =M, =d"k/15, C = (2/5a,2/5a); (b) m = 13/20, M, = 19/42, M, =

3/10, C = (6/13,190/273); (c) m=a"/2, M, =d"/2, M, =0, C =(0,3a/27); (d) m =
12, M, =18, M, =24, C = (2,3/2).
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Integral triplo. Calculo do integral triplo em coordenadas cartesianas
2V2  pa/8—y2/2
98. (a) In vV2—5/16; (b) 4; (c) 0. 99. / / / xdxdzdy;
y?+422)/4

V2 2 pVAz—422
(71) / / / rdydrdz; (b) 4/3m.
0 22 JO

Mudanca de variavel

10 Y4m; (b)4mIn3/2; (c)3/107; (d)0; (e) 7/67; (f) 3/27% (g)O. 101. (a) 0; (b) —; (c)

0.
f/2 V3/4—a?  py/1-a2—
/ / / 4y dzdydx. 102. / / Vat+y?+ 22dzdyde.
-1 _ 7 m2+y2,1

—V3/2 Va2 /3

Aplicagoes do integral triplo: Volumes.

103. (a) 4/377%; (b) 27; (c) n/3; (d) 7/6; (e) 64/37w (V2 —1); (f) 10/3x. 104. (a) 14/37; (b)
(8v3—-9)/8x.

Massa, Momentos e Centro de massa.

105. 124/5km. 106. C' = (0,0,1/2), My, =1/12kx. 107. C = (0,0,9/4). 108. m = m/2 arctan 1/2.
109. m = 11/4 k.

Integral curvilineo. Integral curvilineo de funcoes escalares.

110. (a) 1/3(v/ (1 +€2)3—=2v2); (b) VBIn2; (¢c) =16 —33/8V17+1/32In (V17T +4): (d) 127.
111. (a) 2v272%; (b) 2v/5/3; (c) 457; (d) 2/37w. 112. — 113. (a) z =1/2+1/2cost, y =
1/V2sint, z=1/2—1/2cost, t € [0,27]; (b) V2m. 114. (a) 7/2; (b) 2. 115. 360 euros.
116. m=72; C' = (0,0).

Integral curvilineo de funcgoes vectoriais: Calculo e aplicagoes.
117. (a) 3w —8/3; (b) 3; (¢) 2; (d) m. 118. (a) —w/4—2/7; (b) —47. 119. 1/2. 120. 0.
Campos conservativos. Independéncia do caminho.

121. —2sin 2. 121. (a) g(z,y,2) = 2yz; (b) 1/2e*sin 2. 122. 64/3. 123. ¢(z) =2z —4. 124.
—30.
Teorema de Green.

126. 87. 127. 64/15. 128. A(R) = —k. 129. 1+7/8. 130. (a) k=1/6: (b) — 131. (a) 56/15; (b)
28/15. 132. a=3. 133. 7/16. 134. (a) 27; (b) 0. 135. / (—y dz + x dy) /(2> + y*) = 0 se
C

r<+2eéigual a 21 ser >+/2. 136. (a) 2 arctan 2; (b) 27.
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Integral de superficie. Integral de superficie de campos escalares.

137. (a) 05 (b) > 0; (c) <0; (d) <05 () 05 (f) 05 () 0; () 0; (i) 0; (G) > 05 (k) 05 (1) 0; (m)
<0; (n)<0. 138. (a) 40V2r; ( )0; (c) 167r (d) 128/37; (e) 407; (f)5/12v/57 +31/607;
(g) 32/3. 139. (a) 247: (b) 247; (c) 607. 140. 0.

Aplicacgoes.

141. (a)4ma®; (b) (17V1T+47)/67; (¢) 36 (V2 +1)m. 142. (a) 187; (b) V67; (c) /4 — arctan 2/2.
143. (a) Sy : (s, t) = (s cost,—1+1V2ssint,2—v2s sint), 0<t<271,0<s<1;
Sy o, y) = (2,y, /222 + 202) (1, ) s 22+ (y+1)2/2< 15 (b) A(Sy) = 27; A(S,) = V6.
144. (a) 87%; (b) 2272.

Integral de superficie de campos vectoriais: Definigcao, propriedades e calculo.

145. (a) (i) < 0; (ii) > 0; (iii) 0; (iv) 0; (v) 0; (b) (i) 0; (i) O; (iii) 0; (iv) < 0; (v) 0. 146. (a) 727;
(b) 05 (c) 0; (d) 367; (e) 4w/e; (f) (8 —5V2)/127; (g) 10/3 7. 147. 27. 148. 0m>/s. 149.
(a) 4mq; (b) 5 (c)4mq.

3. TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO CALCULO VECTORIAL

Teorema de Stokes e Teorema da Divergéncia.

150. —. 151. —. 152. (a) div E=3—p/|r|P. p=3. 153. —. 154. (a) 81/8; (b) (i) 7/2; (i) n/8.
155. (a) 647; (b) 1447. 156. (a) 3/27; (b) 9/47. 157. (a) 8m; (b) 4m. 158. 1287. 159. 0.
160. (a) 7m; (b) 637. 161. (a) 7/37; (b) 0. 162. (a) 0; (b) 47. 163. (a) - (b) (i) — (ii) 4
164. —. 165. —. 166. (a) —27; (b) 0; (c) 4/3. 167. —. 168. (a) —7w/2; (b) —7/2. 169. (a) — ( )
75w, 170. (a) m; (b) 0; (¢) m; (d) F(z,y,2); (e) w. 171. 3/27. 172. —427. 173. (a) /
(b) 0;. 174. 97. 175. 16. 176. —757. 177. 3/2r—1/2. 178. (a) a=—1/3, b=0, c =
(b) i. G(x,y,2) = (0,22%, —1/32%); ii. 967.
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