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Cdlculo Diferencial 1

1. LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNQ()ES VECTORIAIS

1.1. Pontos, vectores e abertos. Desde o ponto de vista da Algebra Linear podemos con-
siderar R™ como um espaco vectorial ou como um espaco afim, mas que ninguém se assuste
com este comeco, pois isto nao é mais de que uma forma aristocratica de dizer, que os
seus elementos podem ser considerados como vectores ou como pontos. Ficara claro esta
ambiguidade, denotando os pontos e os vectores com letras mais escuras.

Quando se fixa o sistema de referéncia canoénico, cada £ € R", esta representado pelas
suas coordenadas. No caso dos pontos escreveremos £ = (xy,...,2,), enquanto que para
vectores as convengoes da algebra linear exigem que estes sejam descritos por matrizes n x 1
em vez de 1 X m, i.e. sejam vectores coluna. Por razoes tipograficas seremos forgados a
escrever = [x1 - -+ x,]%, onde o superindice ¢ indica a operac¢ao de transposi¢ao. O simbolo
0 representara o ponto ou o vector com todas as suas coordenadas nulas. Além disso, no
espago vectorial R™ podemos medir comprimentos e angulos, através da nogao de produto

interno definido por z|y = x'y, pelo que R™ é um espaco euclideano. A norma de um vector

z é dada por ||z|| = \/z|z, e 0 dngulo entre dois vectores x e y é o nimero real « € [0, 7]
tal que x|y = ||z||/||y|| cosa. Com estes conceitos podemos estabelecer uma geometria, que

designaremos por R"™-metria, onde a distancia entre dois pontos, estda determinada pelo
comprimento do vector que determinam, i.e. se @ = (a1, ,a,) e b= (b, -+ ,b,), entdo a

distancia entre a e b vem dada por
d(a,b) = ||b—al = /(b1 — a1)2 + - + (b — an)?.

Desta forma expressamos a nossa fé no teorema de pitdgoras para além do caso bidimen-

sional.

Enunciados todas estes entes matematicos conhecidos, vamos pronunciar uma palavra que
costuma causar pavor entre estudantes da Licenciatura em Matemaética: topologia. FEste
conceito marca a diferenca abismal entre o cdlculo de uma e vérias variaveis, e impede ou
dificulta enormemente a escrita de um livro de este tltimo tipo de calculo, que satisfaca
igualmente a estudantes com ambicoes utilitarias e a matematicos agudos.

A dificuldade topoldgica em R™ reside no facto de para n > 2 existir muito espaco, que
permite aos objectos geométricos que la vivem o poder-se retorcer e desenfocar de muitas
formas, criando com tais contorcionismos uma variedade complexa.

Também as propriedades locais de R", que sao bésicas para estudar a continuidade e
diferenciabilidade, se vém afectadas pelas mudancas qualitativas topoldgicas no caso mul-
tidimensional. Por exemplo, os tnicos subconjuntos de R de uma peca so, sao os inter-
valos, pelo que ao aproximar-nos de um ponto, somente podemos fazé-lo pela sua direita
ou pela sua esquerda, se estd na fronteira, e pelos dois lados se estd no interior. No en-
tanto, por exemplo, em R? niao podemos aproximar-nos de (0,0) por elementos do conjunto

A = {(z,y) € R?: 2* <y < 2%}, pelo norte, pelo sul, pelo este, pelo oeste, ou por outra
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2 A.Branquinho

qualquer direcgao linear (cf. figura 1). Desta forma, existem nao somente infinitas direcgoes,

mas também caminhos curvos que nao nos podemos esquecer. Neste curso nao vamos estu-
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Ficura 1. Conjunto A

dar a estrutura de espaco topoldgico genérico, mas tao somente os abertos, que sao as pecas
bésicas, no caso particular de R"™. Estes conjuntos sao os que contém de alguma forma o
que podemos designar pela vizinhanca de cada um dos seus pontos. Geometricamente sao

0s que nao contém pontos da sua fronteira.

Definicdo 1.1. Definimos bola aberta em R™ de centro a e raio r como o conjunto B,.(a) =
{x e R": d(z,a) <r}. A partir delas criamos a defini¢ao geral, i.e. dizemos que U C R™ ¢

um aberto se para todo a € U, existe r > 0 tal que B.(a) C U.

1.2. Exemplos de fungoes vectoriais. Vamos apresentar alguns exemplos de funcoes reais
de varias variaveis reais que correspondem a nogoes geométricas, fisicas, algébricas ou pura-

mente matematicas, que os estudantes ja conhecem.

Exemplo 1.1. A drea de um rectangulo expressa-se em termos do comprimento, z, e da largura,
y, por s(x,y) = xy. Da mesma forma, o volume de um paralelipepedo rectangulo vem
dado por v(x,y,z) = xyz, onde z,y, z correspondem ao comprimento, largura e altura do

paralelipepedo.

Exemplo 1.2. A férmula pv = RT expressa a relagao entre o volume v de uma quantidade de

gas. temperatura T' e pressao p.
Exemplo 1.3 (Definigdo por composicdo). A funcao de expressao analitica

fl@.y,2) =In(l —a2® —y* — 2%

estd definida em D = {(z,y,2) € R*: 2° +y* + 2> < 1}, que ¢ a esfera centrada em (0,0,0)

de raio 1.

Exemplo 1.4 (Soma Algébrica de fungdes). A fungao de expressao analitica

fx,y,2) = o(x) + d(y) + o(2),
onde ¢ é uma fungao real de variavel real definida em [0, 1], estd definida no cubo

D={(r,y,2) eR*: 2€[0,1], y€[0,1],2 € [0,1]}.

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Cdlculo Diferencial 3

Definicdo 1.2. Definimos funcdo vectorial, F', em R™ com dominio D C R", n,m € N a uma

aplicagao de D em R™ com expressao analitica

F(xy,...,z,) = (fi(ze, .. cyxn), ooy fn(@n, ooy xn))

onde as funcoes f; com j =1,...,m sao reais e com dominio D.

Para representarmos o grdfico de funcoes reais de duas varidaveis, f, num referencial
ortonormado OXY Z, i.e.

G={(z,y,2) €eR*: 2 = f(z,y), (z,y) € D},
devemos comecar por representar as suas curvas de nivel, i.e a interseccao de G com planos

paralelos a OXY. Bem como a interseccao com os planos OX Z ou OY Z.

Exemplo 1.5. Identifique geometricamente o gréfico da funcao real de duas varidveis reais,
definida pela expressao analitica f(z,y) = 2% + y>.

As curvas de nivel do gréfico de f sao circunferéncias centradas na origem e raio ,/z; com
z; € R*. Além disso, a intersec¢ao do gréfico de f com o plano OXZ é a pardbola z = a?,
e com o plano OY Z é a pardbola z = y?. Sendo assim, o grafico de f é um paraboloide de
revolucao.

Vemos assim que é fundamental a introducao de conceitos geométricos como o de curvas
e superficies, bem como o de vectores, rectas e planos para o estudo de fungoes reais ou

vectoriais de varias variaveis reais.
1.3. Limite e continuidade de fungoes vectoriais.

Definicdo 1.3. Sejam f uma funcao real definida num aberto D de R™ e @ € D. Dizemos

que b € o limite de f quando x tende para a, e denotamo-lo por lim f(z) = b, se para toda
r—a

a sucessao nao constante de pontos de D, (") que converge para @ se tem que a sucessao

(f(z™)) converge para b.

Observagdo (Limite de fungBes vectoriais). Na definicao de limite de fungdes reais definidas
em abertos D C R", dizemos que £ = (z1,...,z,) tende para @ = (ay,...,a,), quando e
s6 quando x; — a; com j =1,...,n. Da mesma forma dizemos que existe 9161511 flx)=0>
onde b = (by,...,by) e f = (f1,..., fm) é uma fungdo vectorial definida no aberto D C R"

e a € D, se e somente se existirem os limites lim f;(x) =b; paraj=1,...,m.
Tr—a

Teorema (Cauchy). Sejam f uma funcgdo vectorial definida num aberto D de R™ e a € D.
Uma condigcao necessaria e suficiente para a existéncia do limite de f quando x tende para

a ¢ dada por
Ve>030>0: |f(x)—fly)|<e <« z,yeD, ||x—al<de |ly—al] <0.

Teorema (Sandwich). Sejam f, fi, f_ trés funcoes reais definidas numa vizinhanga do ponto
a, tais que f_ < f < fi. Se existem os limites lim f_(x) e lim f,(z) e forem iguais, entdo
r—a Tr—a

existe o limite lim f(x) e coincide com os limites anteriores.
r—a
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4 A.Branquinho

Observacdo . Este teorema tem uma versao vectorial, i.e. supondo que a funcao f: D C
R™ — R™ com D aberto, tem expressao analitica f(x) = (fi(z), ..., fm(x)), onde as fungdes
fj sao reais definidas em D para j = 1,...,m. Se existirem fungoes ff e f; tais que
f; < f; < f;7 numa vizinhanga de um ponto @ € D, e os limites 71513‘11 fi(x) = ilirlll fi (@) = ¢

para j = 1,...,m, entao existe o limite lim f(x) = (¢1,...,0n).
r—a

Definicdo 1.4. Sejam f uma funcao vectorial definida num aberto D de R" e a € D. Dizemos

que f é continua em a se para toda a sucessao (") que converge para a se tem que a Sucessao

(f(z™)) converge para f(a).
Teorema (Composicdo de fungdes). Sejam f e g duas fungoes vectoriais definidas por
f:UCR"—SR™, g:VCR" —RP,

com U eV abertos em R™ e R™, respectivamente. Seja a € U tal que f(a) € V. Se
f € continua em a e g continua em f(a), entao a fung¢ao h definida de U para RP por

h(z)=go f(x) =g (f(zx)), € continua em a.

Teorema (Limite por curvas). Sejam f uma fungdo vectorial definida numa vizinhanga do
ponto a € R™, e h uma funcdo vectorial definida num intervalo aberto I C R, e continua
em ty € I com h(ty) = a, que designaremos por curva continua. Eziste o limite lim f(z) e
¢ wqual a £, quando e so quando existir e for igual a £ o limite tllr%f o h(t), sob;':e_)godas as

curvas continuas h que passam por a .

Exemplo 1.6 (Limite direccional). Sejam f uma funcdo vectorial definida num aberto D de
R"™ a € D e w um vector de norma um. Suponhamos que uma vizinhanca dea € D, U C D,
contém o segmento de recta de equacdo £ = a + tw com t €] — tg, t[. Considere a fungao
vectorial ¢, definida em | — to, to] por ¢(t) = f o h(t), onde h é a fungao vectorial definida
em | — to, o] por h(t) = a + tw. O limite 15% @(t) é um caso particular da definigdo anterior

e serd designado por limite de f em a sequndo o vector w.

Observagdo . Ainda que nao exista um algoritmo que nos permita decidir sobre a existéncia
de limite, ou sobre a continuidade, de uma fun¢ao num ponto, podemos comegar por calcular
os limites direccionais nesse ponto. Se o resultado alcancado depender da direcgao ou do
sentido do vector dado, entao nao existe limite. Caso contrario, teremos de procurar curvas
mais complexas que os segmentos de recta dos limites direccionais ou tentar aplicar o teorema

da sandwich.

Definicdo 1.5. Seja f uma fungao vectorial definida num aberto D de R"™. Dizemos que f é

uniformemente continua em A C D se

Ve>036>0: ||[f(z) —f@)| <e < z,yec A, |lx—y| <d.

Exemplo 1.7. Seja f a fungao real de varidvel real definida em ]0, 1[, com expressao analitica

f(z) = sin(1/z). Sabe-se que f assim definida é continua. Considerando a sucessdao de
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Cdlculo Diferencial 5

pontos x, = 1/(nm+7/2), n =1,2,... temos

flzan) =1, f(xons1) =—1 e Xopy1 — T2, — 0,

no entanto |f(xo,11) — f(x2,)| =2, n=1,2,..., pelo que f nao é uniformemente continua.

Definicdo 1.6. Dizemos que A C R™ é um compacto, se toda a sucessao (x,) C A tem uma

subsucessao convergente com limite em A.

Teorema (Continuidade uniforme). Seja f uma funcao real, definida e continua sobre um

conjunto compacto A. Entao, sao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) O conjunto {y e R: f(x) =y, x € A} € limitado;
(b) 3z, 22 € A: sup f(z) = f(z1) e ;felgf(-'”) = f(@2) ;

€A
(c) f € uniformemente continua.

Observagdo . A condigao (c) do teorema anterior é conhecido na literatura como teorema de

Weierstrass.

2. DIFERENCIABILIDADE DE FUNQ@ES VECTORIAIS

2.1. Derivada parcial e gradiente. Interpretagcao geométrica. Considere-se a fungao
de expressdo analitica z = f(x,y), denfinida num aberto D € R% Para y fixo, temos uma
funcao real de varidvel real z = f,(z). A derivada desta funcao designamos por derivada
parcial de f relativamente a x, e denotamo-la por % = f;. Note-se que a derivada parcial
¢ ainda uma funcao real de duas variaveis reais.

Para cada y fixo, o gréafico de z = f, () representa uma curva que ¢é a interseccao do grafico
de z = f(z,y) com o plano paralelo a OXZ e distando y unidades dele. Desta forma, a
derivada parcial de f relativamente a x, representa geometricamente o declive que a tangente

a curva de equacao z = f,(x) faz com a direcgao positiva de OX.

Definigdo 2.1. Seja f uma fungao real de n varidveis reais (xy,...,z,) definida num aberto
D c R". Definimos derivada parcial de f relativamente a varidvel z;, e denotamo-la por
of

——, a derivada da funcao real de variavel real de expressao analitica

0w,

= fﬂﬁl,..-,wj—1,$j+1,~-~,2n (LU]) :

Vimos j& que a derivada parcial de f relativamente a x; nos da a variacao de f na direcgao
do eixo OX;, paracada j = 1,2,...,n. Faz entao sentido definir derivada de f segundo uma

qualquer direccao.

Definigdo 2.2 (Derivada direccional). Sejam f uma fungao real definida num aberto D de R”,
a € D e w um vector de norma um. Suponhamos que uma vizinhanca dea € D, U C D,
contém o segmento de recta de equacdo £ = a + tw com t €] — tg, tp[. Considere a fungao

real o, definida em | — to, %] por ¢(t) = f o h(t), onde h é a funcao vectorial definida em
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6 A.Branquinho

| = to, to[ por h(t) = a + tw. A derivada ¢'(0) designamos por derivada de f em a sequndo
0
o0 vector w, e denotamo-la por ¢'(0) = a—f(a).
w
2.2. Diferenciabilidade. Para estudar, como primeira aproximacao, uma funcao real na
vizinhanca de algum dos seus pontos procuramos, caso exista, a funcao linear que melhor
aproxima o seu incremento. Definido este objectivo analisemos um resultado que nos guiara

no estudo que agora iniciamos.

Teorema (Incrementos finitos). Seja f uma fungdo real continua definida num conjunto aberto
D de R™. Se existem as derivadas parciais de primeira ordem de f em qualquer ponto de
D, entio dadosa € D eb € B.(a) C D, existem pontos ti,...,t, € D e constantes reais

Qaq, ... Qy tais que

0 0
f6) - fl@) = gL+ ettt

Demonstracao. Comecemos por relembrar a definicao de conjunto convezo, i.e. conjunto
que contém os segmentos de recta entre cada par de pontos do conjunto. Como exemplo de

conjunto convexo temos B,(a) C D.

Considere os n + 1 pontos de B,(a), s; = (b1,...,b;,a41,...,a,) com j =1,...,n—1,
a=(ay,...,a,) eb=(by,...,b,). Note que por definicdo s =a e s, = b. Assim,
f®) — fla) = (f(sn) = f(sn-1)) + (f(8n-1) = f(8n—2)) + -+ (f(s1) — f(50)) -
Definindo as n funcoes reais de varidvel real continuas, ¢; com j =1,...,n por

@;: [min{a;,b;}, max{a;,b;}] — R
t = gpj(t):f(blv"'7bj—17taa'j+17"'7an>a

temos que a expressao anterior toma a forma

n

F®) = fla) = (g;(by) — ¢;(ay)) -

Jj=1

of

Tendo em atengao que ¢j(t) = 8_@(tj) com t/ = (by,...,bj_1,t,aj51,...,an), J=1,...,n,
vemos que as fungoes ¢; sao derivaveis no seu intervalo aberto de definigao.

Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange a cada uma das fungoes ¢; no intervalo
min{a;, b;}, max{a;,b;}|, temos que existe [; € | min{a;, b;}, max{a;,b;}[,j=1,...,n tais

que

0i(bj) —wjla;) = (b —a))¢;(ly), j=1,....n.

Assim,
F) = fla)=> (b — aj) 5 ),
=1 !
onde no enunciado do teorema temos «o; = b; — a;, e t; = l; j=1....n. c.q.d.

Estamos em condicao de definir o conceito fundamental do Calculo Diferencial.

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Cdlculo Diferencial 7

Definicdo 2.3. Dizemos que a funcao real f definida no aberto D C R" é diferencidvel em
a € D se existem duas fungdes reais, uma linear que denotamos por d f(a) definida em R™,

e a outra € definida numa vizinhanca da origem, V' C R", tais que
fla+h)~ f(a) = d f(@)(h) + [hlle(h) ¢ Jim e(h) =0,
Nesta condigoes, dizemos que d f(a) é o diferencial de f em a.

Observacio .

(1) Por defini¢ao de fungao linear, d f(a) : R® — R, tem expressao analitica d f(a)(h) =
[ag ... ap]|h, pelo que passaremos a denotar a expressao analitica de d f(a) por
d f(a)h.

(2) Se f ¢ diferencidvel em a existe uma tunica diferencial de f em a.

(3) Tomando limite quando h tende para 0 em ambos os membros da igualdade anterior
vemos que se f é diferencidavel em a é também continua nesse ponto. O reciproco é
falso, em geral. Dizemos assim, que uma condi¢cao necessdria de diferenciabilidade
de uma funcao real f em a € que f seja continua em a.

(4) Tomando h = [h; 0 ... 0] na definicao anterior

fla+h)— f(a) = arhy + |hi]e(h1,0,...,0), com lim €(hy,0,...,0) =0.

h1—0

Pelo que, dividindo ambos os membros por h; e tomando o limite quando h; tende

para zero, obtemos que o = a—(a).
I
Tomando h = [0 ... 0h;0 ... 0] e procedendo como no caso anterior obtemos o; =
9f
—(@a),j=1,...,n.
8%( ); J

(5) Se a funcao real de n varidveis reais for diferenciavel em a entao
df(a): R — R
h — df(a)h=grad f(a)lh.
(6) Se f é diferencidvel em a, entdo a derivada direccional de f em a segundo um qualquer

0
vector, u, de norma um, vem dada por —f(a) = d f(a)u, ou em notagdo matricial

o/ ou
—-(a) = grad f(a)|u.

(7) Iczyerpreta(;éo geométrica do diferencial: Dizemos que a superficie, S, de equagao carte-
siana z = f(x,y) tem o plano m como plano tangente no ponto Py = (z0, o, z0) de S,
se o angulo que 7 faz com uma secante PoP onde P = (z,y,2) € S, tende para zero
quando (z,y) tende para (xg, yo). Assim, f, como fun¢ao real de duas varidveis reais,
¢ diferenciavel em (xq,yo) quando e sé quando a superficie, S de equagao z = f(x,y)

tem plano tangente em (xo, Yo, 20) € S. Neste caso, o plano 7 tem equagao cartesiana
af af
zZ—zp = — (@, T — xo) + — (2o, — .
0 8x< 05 %0)( 0) 8y( 05 %0) (Y — Yo)
Problema 2.1. Seja f : R® — R definida por

f(z,y,2) = ax’y + by*z + cz’x.

Eng. Electrotécnia e de Computadores Calculo 111



8 A.Branquinho

Determine as constantes a, b, c para que o valor mdrimo do modulo da deriwada direccional

no ponto (1,1,1) seja 13, na direcgio do vector (1,5,0).

Resolucdo. Como a funcao f é diferencidvel em R? a derivada direccional de f segundo o
0
vector u = (1,5,0)/4/26, vem dada por 8_'¢J:(1’ 1,1) = (2a + ¢,a + 2b,b + 2¢)|u, e é maxima
quando o angulo entre estes dois vectores for zero. Assim,
20+c=a, a+2b=5a, b+2c=0, ie.

a=2b=—c=a,ecomoa H%(l,l,l)“ = 13, i.e. |[lgrad f(1,1,1)| = ||(a, 3, 0)|| =

Va2 +9a? = 13 e portanto, a = 1/v/26. c.q.d.

Definicdo 2.4. Dizemos que a fun¢ao vectorial f: D C R" — R™ é diferencidavel em a € D
se existem duas fungdes em R™, uma linear definida em R™ que denotamos por d f(a), e a

outra € definida numa vizinhanca da origem, V' C R", tais que
fla+h)—fla) =df(a)h+[hlleh), e lime(h)=0.
Nesta condigoes, dizemos que a funcao d f(a) é o diferencial de f em a.
Observagdo . Tendo em atencao que f tem expressao analitica f(z) = (fi(@),..., fm(x))

onde as fungoes f; sao funcoes reais definidas em D C R", a condicao de diferenciabilidade

reescreve-se co1no

fila+h) = fi(a) = d fi(@)(h) + ||hll;(h), 5 =1,...,m,

e portanto f é diferencidvel em a se e somente se as fungdes reais f; o sdo, para todo o

j=1,...,m. Além disso, a matriz que representa o diferencial de f em a vem dada por
oh ... Of
8z1 a-'En
Jp(a)=| : :
afm ... afm
B.Il 8431

e designa-se por jacobiano de f em a.

Definigdo 2.5. Seja f uma fungdo vectorial em R™, definida num aberto D C R, por f(z) =
(fi(@),..., fu(x)). Dizemos que f é de classe C' num ponto a € D se as fungdes derivadas
de primeira ordem de f; com j =1,...,m forem continuas em a. Dizemos que f ¢é de classe

C! em D se esta propriedade se tiver em todos os pontos de D.

Teorema (Condicdo suficiente de diferenciabilidade). Se f ¢ de classe C' ema € D onde D é

um aberto de R", entdo f € diferencidvel em a.

Demonstracao. Seguindo o processo descrito no teorema dos incrementos finitos e pela con-

tinuidade das fungoes derivadas parciais temos o resultado desejado. c.q.d.
Problema 2.2. Seja f : R? — R definida por

2, 3
fla) = 25— @) £ 0.0) € £(0.0)=0.
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(a) Verifique que f admite em (0,0), derivada direccional sequndo qualquer vector uni-
tario.

(b) Mostre que f nao € diferencidvel em (0,0). Comente o resultado obtido.

Resolugao. (a) Por definicao de derivada direccional de f segundo um vector u unitério, i.e

u = (cos a, sin o) temos

df(0,0) _hmf(tcosa,tsina)—f(O) L , cosae =0
ou =0 t ] —2cosa+3sina ,cosa#0
. L . af of
(b) As derivadas parciais de f em (0,0) vém dadas por 8—(0,0) = —2e a—(0,0) = 0.
T Y
Assim, se f é diferencidavel em (0,0) entdo a derivada direccional f segundo um vector
df(0,0
unitario w vem dado por fé ) = (—=2,0)|(cosa,sina) = —2cosa. Como este resultado

nao coincide com o calculado em (a), pela alinea (6) da observagao que aparece a seguir a

definicao 2.3, temos que f nao é diferencidvel. c.q.d.

Teorema (Composicdo de fungdes). Sejam f e g duas fungoes vectoriais definidas por
f:UCR"R", g:VCR" =R

com U eV abertos em R™ e R™, respectivamente. Seja a € U tal que f(a) € V. Se f €

diferencidvel em a e g diferencidvel em f(a), entio a funcao h definida de U para RP por
h(z)=go f(x) =g (f(x)), € diferencidvel em a e

Jn(a) = Jo(f(a)). Ji(a).

Problema 2.3. Seja f a funcdo real definida em R? por

f(x,y):{@ +y?)sin(1/y/22 + y2) y) # (0,0)

0 ) (x>y):<0a0) .

(a) Determine o seu domfm’o de continuidade.
(b) Defina as fungoes 5 95 ¢ —y indicando os respectivos dominios de continuidade.

(c) Estude f quanto a dzferencmbzlzdade.

Resolugao. (a) A fungdo f é a composi¢ao das fungoes continuas, g real de varidvel real
definida em R com expressao analitica g(z) = z?sin(1/z), z # 0 e g(0) = 0, e a fungao real,
h, definida em R?, com expressdo analitica h(z,y) \/m Assim, f = goh em R?, e
portanto é uma fungao continua.

(b) As funcdes derivadas parciais estdo definidas em R? por

ar {2xsm /2% +y?) — x//a? + y? cos(1//2? + y?) y) # (0,0)

dx 0 , (I y) = (0 0)
of _ 2ysin(1/\/2? + y?) — y//x? + y? cos(1//2? + y?) y) # (0,0)
dy 0 7(1’9):(00)’
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Note-se que o cédlculo de %(O, 0) e de g—;j((}, 0) tem de ser efectuado por definicao, i.e.
af _ o J(0) = f(0,0) o f(0,k) — f(0,0) 9f
T A

Pode ver-se que as funcdes que acabamos de definir sio sdo continuas em R*\ {(0,0)}.
(c) Como a fungao h ¢ diferencidvel em R? \ {(0,0)} e g diferencidvel em R\ {0}, f ¢
diferencidvel em R?\ {(0,0)}.

A anélise da diferenciabilidade de f no ponto (0,0) vai ser feita por defini¢ao:

f(h1, ha) = £(0,0) = (h? + h3)sin(1/4/h3 + h3) = /b3 + h3e(ha, o),

onde €(hy,hy) = \/h3+ h3sin(1/4/h3 +h3) é tal que  lim  €e(hy, hy) = 0, logo f ¢é

(hl 7h2)ﬂ(070)
diferencigvel em (0, 0). c.q.d.

Observagdo . Acabamos de apresentar um exemplo de uma funcao diferenciavel num ponto

que nao é de classe C! nesse ponto.

Problema 2.4. Averigiie se a funcdo f : R*> — R? definida por

o) = (22 + 2?sin(1/x),y)
fz,y) {(O,y) Cr=0

¢ diferencidvel em R2.

Resolucao. Aplique as ideias apresentadas na resolucao do problema anterior. c.q.d.

2.3. Polinémio de Taylor. E sabido que para funcoes reais de variavel real, f, uma func¢do
analitica em I C R é aquela que admite uma representacao em série de Taylor, uniforme-

mente convergente numa vizinhanga de cada ponto xy € I, i.e.

n

f(2) :if(n)<!“’°)(x—xo)n, {z€R: |z —xo| <7} C 1.

Vejamos como estender este tipo de representacoes para funcoes reais de n varidveis reais.
Para tal considere-se uma func¢ao real f analitica definida num aberto D C R™. Defina-se
para cada £° € D a funcao auxiliar ¢ como a composicao de f com a funcao vectorial X
definida em [0, 1] por X (t) = 2" + t(x — 2°) com X ([0,1]) C D, i.e.
o: 0,1] — R
t o= o(t) = (X))

Assim, como ¢ é uma fungao real de variavel real analitica, pois é a composicao de funcoes
analiticas f e X, temos que

¢'(0)

n!

t", {teR:|t|<r},

JX0) =)

n=0
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onde ¢(0) = f(z°), ¢'(0) = grad f(z°)(z — 2%)" = d f(z°)(z — 27),

2f _o%f
8:5% Tt 0z 0z
¢"(0)=(z—2°) | : (z —2°)" = &* f(z°)(z — 2°),
A f &% f
oxpndx1 oz2 20

e mais geralmente,
p™M(0) =d" f(z°)(z —2°), n=0,1,....

Tomando t = 1 e denotando h = £ — z° temos que a série de Taylor de f em z° vem dada

por
@) = £a) + d flaOn + LM L STER
e o polinomio de Taylor de ordem n de f em.zo ¢ dado por |
T.(f;2%) = f(2°) +d f(z")h + %ﬂ +- 4 dnfriﬂ-

Definicdo 2.6. A matriz da forma bilinear d? f(z°), i.e.

2f _orf
8m% Q10T
Hf(mo) = : :
o f o f
Oxndx1 oz2 20

designamos por hessiana de f em x°.

3. APLICACOES DA DIFERENCIABILIDADE

3.1. Teoremas da funcgao implicita e da fungao inversa. A partir de fungoes reais
de duas variaveis reais podemos definir fungoes reais de variavel real. De facto, dada uma
fungao real diferencidvel de duas varidveis reais, f, considere-se a equagao f(x,y) = 0. Em
geral esta equacao define em R? um conjunto que designaremos por curva. Estes conjuntos
representam frequentemente graficos de fungoes reais de variavel real de expressao analitica
y = ¢(x) ou x = YP(y). Neste caso, dizemos que estas funcoes estio definidas implicitamente

pela equagao F(x,y) = 0.

Exemplo 3.1. A equacao z2+y?—r? = 0 define, por exemplo, as funcoes de expressao analitica

filr)=vr2 =22 xe€l—rrle foly) = —/r2—y* y €] —nrrl

Note-se que uma equacao pode nao definir nenhuma funcao real de variavel real, como é

ocasode 22 +y*+1=0.

Defini¢do 3.1. Sejam U C R"™ x R uma vizinhanga de um ponto (a, ..., a,;b) e F' uma fungao
real definida em U. Dizemos que a equacao F(z;y) = 0 define implicitamente y como fungao

de x, em U, se existir uma vizinhanca, U, e uma unica fungao real continua, f, tal que

b= f(a), F(z;f(x))=0, ze€U,.
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Teorema (Existéncia da fungdo implicita). Considere a funcao real, F, definida e continua
numa vizinhanga do ponto (a;b). Se F(a;b) =0 e F' ¢é estritamente mondtona considerada
como fun¢ao da varidvel y, entao a equacao F(z;y) = 0 define y como fungao implicita de

x numa vizinhanga de (a;b).

Observagdo . Se a condigao de monotonia da funcao F' considerada como funcao de y, for

substituida por, a funcdo derivada parcial de F' em ordem a y € continua numa vizinhanga

de (a;b), a—(a; b) # 0, e existirem as derivadas parciais de F' relativamente a x; em (a;b),
)
entao existem as derivadas parciais de f, numa vizinhanca de a, e sao dadas por
df OF L oF
_ = — | —— N _— N Ua 5 ) = 17 ce .
i@ == |G i)] ST @), et i=L.

Teorema (Diferenciabilidade da fun¢do implicita). Seja a funcgdo real, F, definida e conti-
nua numa vizinhanga do ponto (a;b). Se F(a;b) = 0, a—(a; b) # 0 e F € diferencidvel
em (a;b), entao a equacio F(x;y) = 0 define y como funcao implicita de x, diferencidvel,
numa vizinhanga de (a;b). Além disso, as derivadas parciais da fun¢ao assim definida,
y= f(z1,...,2,), sdo tais que
-1
i@ =~ |G @) Gr ). i=1.n,

Observagdo . Desta forma se vé que as condigoes de regularidade de F' passam directamente
para a fungao definida implicitamente pela equagao F'(z;y) = 0, i.e. se F' é de classe Ck

numa vizinhanca de (a;b) entdo existe uma vizinhanca de a onde f é de classe C*.
Estes teoremas vao ser agora estendidos ao caso de m € N equagoes.

Teorema (Fungdes implicitas). Sejam U C R™ x R™ wma vizinhanca de um ponto (a;b) =
(@1,...,ap;b1,...,by) e F uma fungao vectorial definida de U para R™, por F(z;y) =
(Fi(z,y),... Fu(z;y)), onde as fungées Fj sio reais, definidas em U. Se F € de classe C'

em U, F(a;b) =0 e o determinante do jacobiano de F considerado como fun¢do dey é nao

nulo, 1.e.
OF a(F,,..., Fy o oo
G| =[G ) | | o
Yy Y1, -+ Ym) 0Fn ... 0Fn
81}1 aym (avb)

entdo a equacdo F(a;b) = 0 define implicitamente y como funcdo de x, de classe C* numa
vizinhanga de (a;b), i.e existem uma vizinhanca de a, U,, € uma unica fungao de classe
C', £, em R™, definida em Uy pory = f(@) = (@), ... fu(@)) tal que Flz; f(z)) =0,

s, - . . . a IR
x € U,. Além disso, a matriz que representa o diferencial de f em U, Jp = M
8(951, c. ,l’n)

vem dada por

oh ... 94 om . okt orm .. OR

Oz Oxn oy1 OYm O Oxn

f Sl = : : : ;
Ofm .. Ofm OFwm .. OFm OFwm .. OFm
aml OTm 8y1 Bym (m7f(m)) 8:E1 Oxn
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A(F,. .. ,Fm)} L O(Fy, ... Fy)

ou em notagao funcional Jf = — [ )
Y1, Ym) 01, .., xy)

Definicdo 3.2. Dizemos que a funcdo f definida do conjunto C para D, é bijectiva, se cada
elemento de D é a imagem de um s6 elemento de C'. Neste caso definimos fungao inversa de
f, e designamo-la por f~! & funcdo de D para C, que a cada elemento d € D corresponde

um tnico ¢ € C tal que f(¢) = d, e portanto f~1(d) = ¢ é equivalente a f(c) = d.

Vamos analisar a existéncia de inversa local de uma fungao vectorial, i.e. a existéncia de

inversa na vizinhanca de um ponto determinado de C', considerado aberto de R".

Teorema (Funcio inversa). Sejam f uma funcio de V C R™ definida e de classe C' num
aberto U C R", ea € U. Se o jacobiano de f em a, Jg(a), for invertivel, i.e. |Jg(a)| # 0,
entao f admite inversa local em a, i.e. existem vizinhancas, U, C U dea eV, C V de
b = f(a) tais que f considerada como uma funcio de U, em Vy € bijectiva. Além disso, a

fungio f~1 inversa de f € de classe C' em U, e tem-se
T (f@) = [p@)] " Jp(e) = [T (F(2)]
Problema 3.1. Considere o sistema de equacoes
Ty +3=0, e —au=0.

(a) Mostre que o sistema define, nas condi¢oes do teorema das fungéoes implicitas, (u,v)
como fungdo de (x,y) numa vizinhanca do ponto (xg, Yo, g, vo) = (1,2,1,—2).

(b) Calcule a matriz Jacobiana (ou o diferencial) da fun¢ao, g, definida na alinea anterior
no ponto (1,2).

(c) Justifique que g € localmente invertivel e indique sem calcular |Jg-1(1, —2)].

Resolucgdo. (a) Considere as funcoes reais f1, fo definidas em R* por fi(z,y,u,v) = e* ™% +

yv + 3, folx,y,u,v) = ¥’ — zu, que sdo funcoes diferencidveis em R*. Além disso,

Ff1(1,2,1,-2) =0 = f5(1,2,1,-2), ‘M(m, 1, —2)' =140,

oz, y)

como queriamos demonstrar.

(b) Aplicando o teorema da func¢ao implicita temos

T—U -1 T—U
e v —e Y
Jg(xa y) - = |: y+v:| |: y+”u:| )
O ey L T O Jayeew)
e portanto Jy(1,2) = :g ;1 :
(c) [Jg-1(1,=2)] =1/]J4(1,2)] = —1. c.q.d.

3.2. Dependéncia funcional.
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Definicdo 3.3. Sejam D € R™ um aberto e f;, 7 = 1,..., m fungoes reais definidas em D de
classe C' em D. Dizemos que fi,..., fmn sdo funcionalmente dependentes em D, se existir

uma funcao real F' # 0 definida em R™ tal que

F(filz),...,fm(x)) =0, z€D.

Dizemos que fi,..., fn s@o funcionalmente independentes em D, se nao forem funcional-

mente dependentes.

Observacdo (Linearmente independente). Note-se que se um conjunto de fungoes é funcional-
mente independente, entao também ¢ linearmente independente. No entanto o reciproco nao
se tem. De facto, as funcoes sin : R — R e cos : R — R sao linearmente independentes,
mas verificam sin?z + cos?z — 1 = 0, 2 € R, pelo que existe uma funcio F: R> — R nao
constantemente nula, tal que F(sinz, cosz) = 0, r € R. Basta tomar F' com expressao

analitica F(z,y) = 2>+ y? — 1. Logo sin e cos sao funcionalmente dependentes.

Teorema (Condigdo necessaria). Sejam D € R™ um aberto e f;, j = 1,...,m fungdes reais
definidas em D de classe C' em D, com m < n. Se as funcées fjcomyj=1...,m sao
funcionalmente dependentes em D, entao o determinante do jacobiano das funcoes fi,..., fm
relativamente a m das n varidveis xq,...,T, € nulo em D, i.e.

Ofrses fm) ()|=0, zeD,

Ty, --5xj,)
onde os ji, € {1,...,n} e sao todos diferentes.

Definicdo 3.4. Seja A uma matriz de dimensao m x n. Dizemos que A tem caracteristica
r < min{n, m} se todos os determinantes de ordem r + 1 que se podem formar com linhas e
colunas de A, i.e. os menores de ordem r + 1, sao nulos e existe um menor de ordem r nao

nulo.

Teorema (Condigdo suficiente). Sejam D € R™ um aberto e f;, j = 1,...,m fungdes reais
definidas em D de classe C* em D, com m < n. Se a caracteristica do jacobiano da funcdo
vectorial, G, definida em D por G(x) = (fi(x),..., fm(x)) € r < m, ie carJg =,
entao para cada a € D existe uma vizinhanca U, C D tal que r das fungoes fi,..., fm sdo

funcionalmente independentes e as m —r restantes dependem funcionalmente das primeiras.

3.3. Curvas e Superficies diferenciaveis. Definimos ja o significado de curva continua
em R" (cf. teorema limite por curvas). Vamos somente acrescentar que as curvas que
considerarmos sdo de classe C' e simples, i.e. sendo h uma curva em R" definida em I C R
por h(t) = (hi(t), ..., h,(t)) onde as funcoes h; sdo todas continuas em I, ||h(t1)—h(t2)|| # 0,
t1 # ty € I ou admitem um numero finito de pontos que nao verifiquem esta condigao que
sao designados por pontos maultiplos.

O vector t = h'(ty), to € I de coordenadas (h)(to),...,h,(ty)) é designado por wvector

tangente a curva h em tg.
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Definicdo 3.5. Sejam fi, ..., f, funcdes reais de classe C' definidas num aberto D de R2.

Definimos superficie diferencidvel S C R™ ao conjunto dos pontos  de coordenadas

x1:f1(87t)7 AR xn:fn(87t)7 <S7t)ED7
para os quais a caracteristica do jacobiano das funcoes f; é igual a dois , i.e.
o fi,..., fn
car—(fl’ 7f):2.
d(s,1)

Observacdo . Nas condigoes anteriores sabemos pelo teorema da condicao suficiente da secgao
3.2, que existe numa vizinhanca, U, C S, de cada ponto a € S, uma funcao F' real de classe
CH(U,) tal que a equacdo cartesiana da restricio de S a U, é dada F(zy,...,7,) = 0 com
| grad F|| 0.

Esta observacao é fundamental, pois é um exercicio simples demonstrar que um vec-
tor mormal a uma superficie de equagao cartesiana F(xy,...,7,) = 0 num ponto z° é
n = grad F(z°). Na verdade basta tomar uma curva de classe C', C C S que con-
tenha z°, de equacio z; = g¢;(t), t € I, j = 1,...,n, ie. 2° = (q1(t0),---,gn(t0)),
para algum t, € I. Entdo, F(gi(t),...,g9.(t)) = 0, t € I, e diferenciando obtemos
grad F(gi(to), ..., gn(to))[t =0, onde t é o vector tangente & curva C' em z°, logo um vector

normal & superficie S em z° é o vector grad F'(z?).

por

O(f2, [3)

De forma geral temos que para superficies em R? o vector n normal a S em z° € S é dado
a(flvf?)) ‘a<f17f2)
Y

":< 0(s.1) a(s.) || 0(s.1) )

Problema 3.2. Um vector normal a superficie de equa¢do ¥ = ucosv, y = usinv, z = v,
(u,v) € R? no ponto de coordenadas (v/2/2,v/2/2,7/4) é (v2/2, —/2/2,1).

?

Resolugao. Vimos ja que os vectores normais a uma superficie sao multiplos escalares do

vector n definido anteriormente, considerando que
filu,v) =ucosv, folu,v) =wusinv, f3(u,v)=wv.
Assim, em cada ponto da superficie n = (sinv, — cosv,u). O ponto dado é atingido quando
(u,v) = (1,7/4), assim n = (v/2/2, —v/2/2,1). c.q.d.
Problema 3.3. Determine uma equagao do plano tangente e da recta normal a superficie de
equacoes parameétricas
r=s8+t, y=s-—t, z:sz—tz,

m (s,8) = (1,0) e (s,£) = (1,1).

Resolugao. As equagoes do plano tangente e da normal a superficie no ponto que correspon-
de aos parametros (s,t) = (1,0), i.e. o ponto de coordenadas Py = (1,1,1) sdao dadas em

termos do vector m normal a superficie em Py por

(x—ly—1,z—1)n=0, (z—1,y—1l,z—1)=tn, teR,
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respectivamente.
Das consideracoes efectuadas aquando da resolucao do problema anterior temos que o

vector n é um multiplo escalar de (1,1, —1). c.q.d.

Problema 3.4. Determine as equacoes da recta tangente e do plano normal a curva C de
equacao cartesiana
20 + 37 + 22 =47, 2P+ 2 =2,

no ponto Py = (—2,1,6).

Resolugao. Temos de calcular um vector tangente a curva C no ponto Py, que denotaremos

por t. Comecemos por ver que o ponto Py pertence a curva. De facto,
2(=2)2 4+ 3(1)* +(6)2 =47, (=2)*+2(1)?=6.
A equacoes pedidas viriam dadas por:
Recta tangente: (x +2,y — 1,2 —6) = ot, a € R.
Plano normal: (x + 2,y — 1,z —6)|t = 0.
Determinacao do vector tangente, t .
Primeiro método: Suponha que a curva C estd parametrizada por z = X(s), y = Y (s),

z2=27(s),s €I CR, eque Py=(X(s0),Y(s0),Z(s0)). Entao o vector tangente a C vem

dado por (X'(sg),Y"(s0), Z'(s0)). O calculo destas derivadas faz-se a partir do sistema
AXX' +6YY' +227' =0, 2XX' +4YY' - 7' =0,

resultante das equacoes cartesianas da curva C, por derivacao. Resolvendo este sistema

obtemos
_42(80) +3 Z(So) +1
2X(80) Y(So)

pelo que um vector tangente a C em P, viria dado por t = (27,28, 4).

X'(s9) = Z'(s0), Y'(sg) = Z'(s0),

Segundo método: Determine dois vectores, mq, perpendicular a superficie de equagao
222 + 3y*> + 2* = 47 no ponto Py, i.e. ny = (4z,6y,2z)p,, € outro ng, perpendicular a
superficie de equacao z° + 2y* = z no ponto Py, i.e. ny = (2x,4y, —1)p,. O vector tangente

a C em Py vem dado pelo produto vectorial destes dois vectores, i.e.

T J  k
t=n, xXnyl|dxr 6y 2z
2¢ 4y -1 Py

4. EXTREMOS RELATIVOS

4.1. Condigoes de primeira ordem. Se uma fungao real de duas ou mais variaveis reais, f,

definida no aberto D, tem um mdzimo (respectivamente, um minimo) no ponto (o, yo) € D,

Le. f($07y0) > f(mvy) (respectivamente f(x()?yO) < f(xay))ﬂ (:U7y) € V(Io,yo); entao ¢
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também méximo (respectivamente, minimo) de f sobre qualquer curva de intersecgao de

z = f(z,y) com um plano paralelo a OXZ ou OY Z.

Teorema (Condig3o necesséria de extremo). Uma condi¢do necessdria para que o ponto de

coordenadas (20, ...,2°) € D C R™ seja ponto extremante de f, i.e. mdzimizante ou mini-

mizante de f, € que
of
dy

af

(z),...,20)=0, ..., 52 (z),...,29) =0.

Um ponto ° € D que verifica o sistema anterior diz-se ponto critico de f em D.

Observacdo . Neste ponto asume particular importancia os chamados raciocineos indirectos,
i.e. seja f uma funcao diferenciavel que atinge um minimo em D. Se somente existir
um ponto que verifica a condigoes necessarias de extremo entao o minimo da funcgao deve

alcancar-se nesse ponto.

Problema 4.1. Construir uma caiza de latdo de volume fixro V usando a menor quantidade

de material.

Resolugao. Denotando por z,y os lados da base da caixa, a altura, h, vird dada por V/(zy),

pelo que a superficie da caixa vem dada por
Vv 1 1
S(x,y) =zy+ —Q2x+2y) =ay+2V(—+-).
Ty r oy
Note-se que x, > 0 e o problema reduz-se a minimizar a funcao S em D = R™ x R*.
Pela condigao necesséaria de extremo temos
0S8 2V 0S8 2V
—:y——:(), —_— = — — =
Ox x? Jy y?
Assim (z0, yo, ho) = (V2V, V2V, /V/4) é o candidato a solucio do nosso problema. Note-se

que, como D nao é um compacto, nao podemos garantir que S atinga o seu valor maximo

0.

em D.

Vejamos como demonstrar que este ponto ¢ a solugao que procuramos. Para tal seja
(x1,y1) um ponto arbitrario de D e N = S(z1,y1). Tome-se R € RT tal que R > N,
2VR > N e construa-se um quadrado de lado R, Dg, cujos lados sao paralelos aos eixos
coordenados e estao a uma distancia igual a 1/R dos eixos, e o vértice inferior esquerdo esta
na posicao (1/R,1/R).

Procuremos um infimo para S em D \ Dg. Assim em pontos de D tais que x < 1/R,

temos que
S(z,y) >2V/x >2VR > N.

Da mesma forma se mostra que para pontos de D tais que y < 1/R entao S(x,y) > N.

Além disso, nos pontos de D tais que x > R1/R e y < 1/R temos

1
S(x,y)>xy>}—%R2:R>N,
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e também nos pontos tais que x < 1/Rey > R+ 1/R se tem S(z,y) > N.
Acabamos de provar que para todos os pontos de D situados fora do quadrado Dy se
verifica S(z,y) > N, pelo que o minimo de S tera de ser alcancado em pontos de Dg.

Agora Dy é um compacto, entao S atinge ai o seu valor maximo e minimo. c.q.d.

4.2. Condigoes de segunda ordem.

Definicdo 4.1. Seja A uma matriz n x n. Dizemos que a matriz A é definida positiva (respec-

tivamente, definida negativa) se para todo o x € R" se tiver
x'Ax > 0, respectivamente, z'Azx < 0.

A matriz A é semi-definida positiva (respectivamente, negativa) se as desigualdades estritas

forem substiuidas por desigualdades em sentido lato.

Definindo forma quadrdtica, f, associada a uma matriz n X n, A, como uma funcgao real
definida em R™ por f(z) = z'Az. Nestas condi¢oes dizemos que A é a matriz da forma
quadrdtica f. Diremos que a forma quadrdtica é (semi)-definida positiva (respectivamente,
negativa) se a matriz da forma quadréitica for (semi)-definida positiva (respectivamente,

negativa).
Exemplo 4.1. A matriz hessiana de f em z°, H;(2°), é a matriz da forma quadrética d* f(z).

Teorema (Condicdo suficiente de extremo). Considere-se uma funcgao real f definida num
aberto D C R", de classe C*. Seja x° € D um ponto critico de f, i.e. grad f(z") = 0.
Entao:

(1) Se d* f(x°) ¢ definida positiva entio f atinge em x° um minimo relativo.

(2) Se d® f(x°) ¢ definida negativa entio f atinge em x° wm mdzimo relativo.

(3) Se d? f(z°) ndo ¢ semi-definida entdo x° ndo € extremo de f.

Observacdo . Se d” f(z°) ¢é semi-definida e d f(z°) = grad f(z°) = 0 este resultado pode
aplicar-se, quando e s6 quando |H;(z°)| # 0.

Ideia da Demonstracdo. Como f é uma funcio de classe C?, da férmula de Taylor sabemos

que
f@" +h)— fa") = d f(=")h + %dQ f@)h+ |[hlPe(h), lim e(h) = 0.

Mas d f(z°)h = 0, pois z° é ponto critico de f, pelo que o sinal[f(z” + h) — f(x°)] vem
determinado pelo de sinal[d® f(z°)(h/||k|) + e(h)]. Mais, uma vez por ser f uma funcao de
classe C?, a funcao d? f(z°)(h/||h||) é continua sobre, By (0) = {x € R?: d(z,0) < 1}, que é
um compacto. Pelo teorema de Weierstrass, d* f(z), atinge em B;(0) o seu valor maximo

e minimo. Se o sinal de d* f(z°)(h/||h||) estiver determinado temos
sinallf (z° + h) — f(a")] = sinalld® f(z°)h/|A]],

que é que se tem nos casos enunciados no teorema. c.q.d.
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Vejamos um resultado auxiliar de algebra linear para a andlise dos pontos criticos.

Teorema (Sylvester). Seja A = [a; ;] wma matriz de dimensdo n x n simétrica. Entdo A €

definida positiva se e somente se 0s menores principais de A, i.e.

a11 A2 Q13
, Az = Q21 Q22 Q23| , ..., An:’A‘a

31 Gz2 433

a1 ai2
21 22

Ay = a1, Ay =

5G0 Positivos.

Observacio .
(1) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja semi-definida positiva
éque AL>0,k=1,...,n.
(2) Dizemos que uma matriz, A, € (semi)-definida negativa, quando e sé quando a matriz
—A € (semi)-definida positiva, i.e. (—1)"Ag (nao-negativos) positivos, k =1,... n.
(3) Para aplicar o teorema de Sylvester a matriz hessiana de f, temos de substituir os

elementos da matriz A por,

0* f
ajp=——7—, jk=1,....n.
gk 8xj 8xk J
Problema 4.2. Considere-se o sistema material {(P1,m1), ..., (Py,my)}, onde os pontos P;
tém coordenadas (z;,y;,2;) e m; sao as massas de P;, j = 1,...,n. Determinar o ponto

P = (z,y,2) € R® que minimiza o momento de inércia do sistema dado, i.e. que minimiza

a funcao, M, de expressao analitica
M(p2) = Yyl — 0+ (= + (= 2)).
j=1
Resolugao. Comecemos por determinar os pontos criticos de M, i.e.
Qi(:c—xj)mj =0, Qi(y—yj)mj =0, Qi(z— zj)m; =0,
j=1 Jj=1 J=1

e portanto temos um unico ponto critico Py com as coordenadas do baricentro ou centro de

massa do sistema, i.e. no ponto de coordenadas

n n n
1 1 1
x:—g M, y:—g miy; z:—g miz;
m 4 I m 4 Jor m 4 I
J=1 J=1 J=1

n

onde m = g m;. Verifiquemos que neste ponto a funcao M atinge o seu valor minimo.
J=1

Para tal calculemos

d*> M(Py) = 2ml,,

que é uma matriz definida positiva. c.q.d.

Problema 4.3. Determinar os extremos relativos da funcdo real, f, definida em R? por

flx,y) = o'+ y* — 2% + day — 29,
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Resolugao. Comecemos por determinar os pontos estacionarios de f, i.e.

a—f:4x3—4x+4y20, 8—f:4y3—4y+4x20,
dx dy

ou ainda,
v} =~y dx(2* —2) =0,

e portanto, os pontos criticos sao Py = (0,0), Py = j:(\/_, —\/5)
Analisemos para cada um destes pontos as condi¢oes de segunda ordem. Assim

o, 12224 4
df—{ 4 1R -4

pelo que

& f(Py) = {240 240} (P = [_44 _44}
Assim, nos pontos Py a funcao f atinge um méximo relativo, pois os menores principais
sdo positivos. Mas para (0,0) o determinante da matriz d? f é nulo, pelo que o teorema
nio pode ser aplicado. No entanto, f(z,y) = z* + y* — 2(z — 3)?, pelo que em qualquer
vizinhanga de (0, 0), existem pontos para os quais f é negativo (por exemplo, em (h, —h) e
h < 1) e f é negativo (por exemplo, em (h,h) e h < 1), donde se conclui que (0,0) nao é

ponto extremante de f. c.q.d.
4.3. Extremos condicionados.

Teorema (Multiplicadores de Lagrange). Sejam f uma funcao real de n varidveis reais, de
classe C' e g uma funcdo vectorial de classe C' definida em R™, com contradominio em
R™ e m < n, com funcoes coordenadas qi, ..., gm, funcionalmente independentes. Para que
[ tenha um extremo relativo em x° condicionado pela condigao g(x) = 0 é necessdrio que

existam parametros reais Ay, ..., \p tais que a fun¢ao de Lagrange ou lagrangiano
¢=f+ g+ + Angm
tenha um ponto critico em x°, i.e. dd(x") =0, que verifique as condigoes

9(z°) = (01(=") ..., gm(z")) =0.

Teorema (Condig3o suficiente de extremo condicionado). Sejam f e g como no teorema anterior
mas de classe C*. Uma condigdo suficiente para que wm ponto critico ° seja extremo de f

condicionado por g(x) =0 ¢ que d* ¢(x°)h tenha sinal determinado, sobre todas as direc¢oes

h que verificam dg(z°)h = 0.
Problema 4.4. Determine os extremos relativos da fun¢do

flz,y) =zlnz+ylny+ zlnz

definida para x,y,z > 0 e sujeita a sequinte condi¢ao x +y+ z = 3a.
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Resolugao. Definimos o lagrangiano, que é uma funcao real definida em RT x R* x R™ por

o(x,y,2) = f(x,y,2) — AMx +y + 2z — 3a), e resolvemos o sistema
Inr=Iny=lnz=A-1, x+y+2=3a.

Assim, (z,y,2) = (a,a,a) é o unico candidato a solugdo do problema proposto.
Como o conjunto {(z,y,z) € RT x R* x R*: z +y + z = 3a} ndo é um compacto temos
de passar as condicoes de segunda ordem.
Comegamos por determinar as direcgoes ortogonais a grad g(a, a,a) onde g(x,y,z) = = +
y+ 2z — 3a, i.e. as direcgoes u = (u1, ug, u3) tais que (uq, ug, uz)|(1,1,1) = 0. Agora
d* ¢(a,a,a)u = [ul Uy —Up —uﬂ 1/z 0 0 Uy
0 1/y 0 U
0 0 1/z| [—up —us
pelo que d* ¢(a, a,a) = u? + u3 + (u; + us)? é positivo, logo (a,a,a) é um minimizante do

problema dado. c.q.d.

Exercicio . Seja C' a curva de equacao cartesiana

3 7
_ .3 2.2 2 _ 1
Z2=x"+vy, Qx +vy 1

(a) Identifique o lagrangiano que lhe permite calcular os pontos de cota maxima de C'.

(b) Sabendo que os pontos candidatos a extremante sao
+(0,V7/2,V7/2), £(1,1/2,3/2), +(V6/6,v6/2,19V6/36),

resolva o problema enunciado na alinea anterior. Justifique convenientemente a sua

resposta.
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