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Calculo Integral 1

1. INTEGRAL PARAMETRICO DEFINIDO

1.1. Definicao. Vamos aplicar resultados de calculo diferencial ao estudo de funcgoes de

expressao analitica

1) f(x) = / g(z,y) dy

onde g é uma fungao real definida em R™ x R. A fungoes do tipo (1), desigamos por integrais

parametricos.

Observacdo . O estudo que aqui vamos realizar é também vélido no caso em que g é uma

funcao vectorial.

1.2. Propriedades do integral paramétrico. Comegamos por enunciar, sem demonstra-

¢ao, alguns resultados fundamentais sobre integrais paramétricos.

Teorema (Continuidade de integrais paramétricos). Seja g uma func¢ao continua definida em
D xR CR" xR, onde D é um conjunto compacto. Entdo f definida por (1) é continua em
D.

Teorema (Diferenciabilidade de integrais paramétricos). Seja g uma funcdo de classe C' definida
em D x R C R" x R, onde D é um conjunto compacto. Entao f definida por (1) € difer-

encidvel em D e

of _ [" 99 4

- . j=1,2....n
(9xj a 8Z’j y J

Teorema (Integrabilidade de integrais paramétricos). Seja g uma fun¢ao continua definida em

D xR CR" xR, onde D é um conjunto compacto. Entao é vdlida a sequinte igualdade
/f Ydx = / dy/ x,y)d
onde I CR™ tem a forma I = [c1,dy] X -+ X [cp, dy).

Observacdo . Este resultado é valido para regices I C R? simultanecamente vertical e hori-

zontalmente simples, i.e. I admite as seguintes representacoes
I={(z,y) eR*: a <z <, ¢x) <y <o)},
onde ¢, sdo fungdes continuas em [, 3], e
I={(z,y) eR*:a <y <b, hy) <z <k(y)},

onde h, k sao fungoes continuas em [a, b], respectivamente.
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2 A.Branquinho

1.3. Aplicagoes.

Problema 1.1 (Limites de integracdo varidveis). Seja g uma funcdo de classe C' definida em
D xR CR" xR, onde D é um conjunto compacto, e o, 3 duas funcées reais de classe C*
em D, verificando a < a(z) < f(x) < b, x € D. Entdo f definida por

B(z)

fl(fv)z/ g(r,y) dy,

(z)
¢ diferencidavel em D e

X}

of _ [ 0g 08 -
a—%—L(I) 6—%dy+g(x,ﬂ(ar))a—%—g(%a(x))a—%, j=12...,n.

Resolucao. Podemos escrever a fungao

B(x) a(x)
fl(l’)z/ g9(w,y) dy—/ g(z,y) dy

pelo que

fi(x) = Fo¢(x)— Foiy(x), onde F(:E,t):/g(m,y)dy.

e ¢ e 1 sao funcoes definidas em D com contradominio em R2?, com expressao analitica
o(x) = (z,0(x)) e Y(z) = (z,a(r)). Aplicando o teorema da derivada da fungao definida

por composicao obtemos o resultado desejado. c.q.d.

“ dox T
Problema 1.2. Tendo em atencao que / 5 5 = —— calcule os sequintes integrais
0 T4+a 4a

/“ dx /“ dx N
0 (I2+a2>2’ 0 (x2+a2>n’ n :

Resolugio. Como a funcdo de expressdo analitica g(z,a) = 1/(2? 4 a?) é de classe C'(R")

podemos aplicar o teorema da diferenciabilidade de integrais paramétricos. Assim,

/“ —2a da + 1 T

- x - =
o (22 + a?)? 242 a2’
dzx B 247

e portanto, = .
P /0 (22 + a?)? 8a?
Tendo em atengao que g é de classe C*°(R™) podemos aplicar o mesmo resultado de forma

repetida. c.q.d.

Problema 1.3. Calcule os segquintes integrais

1 L N 1
I:/ da:/ eV dy, J:/ dy/ Vrsinz dz.
0 x 0 y?

Resolucao. Qualquer das fungoes integrandas nao é elementarmente primitivavel, pelo que
temos de inverter a ordem de integracao. Podemos efectuar esta operacao pois estamos nas

condigoes do teorema da condigao de integrabilidade dos integrais paramétricos. Assim,

1 T

-1

I:/ e_ydeyZQQ , J:/ rsinx dr =7. c.q.d.
0 € 0
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Calculo Integral 3

2. INTEGRAL PARAMETRICO IMPROPRIO

2.1. Condigoes suficientes de convergéncia.

Definicao 2.1. Seja g uma funcao que tem uma descontinuidade no ponto b € R. O integral

b
/ g(z,y) dy é dito uniformemente convergente sobre o conjunto A C R™, para uma fungao
a

f, se para todo o x € A

Ve>030=0(e) >0:0<b—t <= < €.

/ o(e.y) dy — f()

Teorema (de Cauchy). Seja g uma fungdo que tem uma descontinuidade no ponto b € R.

b
Uma condigao necessdria e suficiente de convergéncia do integral / g(x,y) dy sobre um
a

conjunto A € que, para todo o x € A,

Ve>030=09(e)>0: 0<b—y1 <0, 0<b—yy <0 =

Y2
/ g(z,y) dy‘ <,

n
seb# 400, e

Ve>0dc=cle) >0: y1>c¢, y2 >¢c =

Y2
/ g(x,y) dy‘ <e,

Y1
se b= +oo.

Teorema (Condigdo suficiente). Seja g uma funcao que tem uma descontinuidade em (x,b) €
b

AxR. Uma condi¢io suficiente de convergéncia do integral | g(x,y) dy sobre um conjunto
a

A é que, para exista uma fungao real ¢ com |g(x,y)| < &(y), para x € A, y € [a,b] e

/ab¢<y>dy<oo.

Observacdo . Uma vez demostrada a convergéncia uniforme do integral paramétrico impré-
prio, passam a aplicar-se as propriedades de continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade

dos integrais paramétricos.
2.2. Aplicagoes.

Problema 2.1. Considere o z'ntegml/ e 'cos(xt) dt .
0

(a) Verifique que € uniformemente convergente para todo o x € R.
00 1

(b) C’alcule/ dt/ e tcos(at) dw.
0 0

Resolucao.

(a) A convergéncia do integral é uma consequéncia imediata da desigualdade
1
le7 cos(zt)| < e*, vélida para todo o  em RT, pois / e " dt é convergente.
0
(b) Invertendo a ordem de integragao e tendo em atengao que

/e_t cos(zt) dt =

e (= cos(at) + xsin(at))
14 22

9
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4 A.Branquinho

0o 1 1 1
/ dt/ e~ " cos(xt) dx:/ 5 dz,
0 0 o 1+z

cujo valor é /4. c.q.d.

obtemos

3. INTEGRAIS MULTIPLOS

3.1. Conjuntos mensuraveis a Jourdan. Para conjuntos em espacos multidimensionais,
podemos introduzir nocoes andlogas as de comprimento de um segmento. Surge assim a
nocao de medida de um conjunto.

Vamos introduzir a nocao de medida para conjuntos simples, que designaremos por par-

alelipipedos rectangulares multidimensionais, A, i.e.

A:{(:rl,...,xm)G]Rm: &jﬁﬂ?jé&j‘i‘hj, jzl,m}

Dizemos que a medida de A é dada por M(A) = H h;. Para a uniao disjunta de paralelipi-
j=1

pedos A = U Ay, temos M(A) = ZM(Ak) A medida do conjunto vazio é, por definicao,
k=1 k=1

Zero.
Teorema (Propriedades da medida). A medida de conjuntos elementares, i.e. que se de-
compoem em paralelipipedos rectangulares cuja interseccao € quando muito o bordo, verifica
as sequintes propriedades:

(a) ACB = M(A) < M(B);

(a) A, B conjuntos elementares de R™ entdo
A+ B={zeR": z=x+4+y, x€ A, y€ B}
¢ elementar e M(A + B) < M(A) + M(B).

(c) Se cortarmos um conjunto elementar A por hiperplanos ortogonais x; = ¢ ficamos
com dois paralelipipedos elementares Ay, Ag tais que M(A) = M(A;) + M(A,).

Esta nocao permite-nos definir medida de um conjunto. Para tal considere-se num espaco

de dimensao m (por exemplo R™), uma rede de cubos

PN:{.’EGRmZ kjhngg(k]—i—l)h, kj::izl,...,jzl,...,m,
eh=1/2", NecN}.

Note que quando passamos da rede Py para a Py, cada cubo transforma-se em 2™ cubos.

Seja A um subconjunto limitado em R™. Considerem-se agora os conjuntos elementares
Ap, conjunto dos cubos que contém A e pelo menos um ponto de R™\ A, e A 5, conjunto dos
cubos que contém unicamente pontos do interior geométrico de A. Formamos assim duas
sucessdes de conjuntos tais que as sucessoes (M(Ay)) e (M(Ay)) sdo monétonas decrescente

e crescentes, respectivamente e M(A ) < M(Ay). Como as sucessoes, (M(Ay)) e (M(Ay))

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Calculo Integral 5

sao limitadas, a primeira superiormente por M(A;) e a segunda inferiormente por M(A,),

existem os limites
A}im M(Ay) = M;(A), A}im M(Ayx) = M(A)
que desiganremos por medida interior de A, M;(A) e exterior de A, M (A).

Definicdo 3.1. Um conjunto, A C R™, é dito mensurdvel a Jourdan se M;(A) = M.(A) e
neste caso caso M(A) = M;(A) = M.(A).

s

Teorema (Resultado fundamental de conjuntos mensuraveis). Um conjunto limitado A C R™ ¢é

mensuravel a Jourdan quando e sé quando, o seu bordo fr(A) tiver medida de Jourdan nula,
i.e. M(fr(A)) = 0.

Teorema (Estabilidade de conjuntos mensuraveis).
(a) Sejam M um conjunto limtado de R™', mensurdvel a Jourdan e f uma funcao real
continua definida em M. Entdo o conjunto M x f(M) tem medida nula
(b) Consider a sucessdo de conjuntos mensurdveis & Jourdan, A;, j =1,...,n. Entao,

sao também mensurdaveis a Jourdan os conjuntos
n n
A=J4;, N4
j=1 j=1
(c) Além disso, se os conjuntos A; se ndo intersectarem, entao M(A) = ZM(Aj) :

3.2. Nocao de integral miltiplo & Riemann. Vamos comecar por estender o conceito
de integral a funcoes reais de varias variaveis reais definidas em regioes de R".

Sejam A C R™ um conjunto mensuravel a Jourdan e f uma funcao definida em A.
Considere-se a particao, I, de A em conjuntos mensurdveis A; cuja interseccao de dois
quaiquer elementos ¢ quando muito o bordo. Em cada elemento, A;, da particao considere-

se um ponto ¢; e formemos a soma integral de f sobre R

[y

n—

SR<€> = f(f]) M(A])7 5: (517 cee fﬂ) .

=1

<
Il

Considere-se agora o maior dos diametros dos A; € R, i.e.

A= max sup |z —vyl.
Jj=1,..,n T,yEA;

Dizemos que S é o limite das somas integrais, Sg(§), quando A — 0, se
Ve>030=09(e) >0: VRecom A< e §eA =1|5.(§ — 5| <e.

Desta forma, f é uma funcao integrdvel a Riemann sobre A, se as somas integrais desta
funcao, Sg convergem para S quando A — 0. Desigamos S por integral multiplo de f sobre

A e denotamo-lo por

S:/Afdyc:/Af(x)dxl...dxn.

Eng. Electrotécnia e de Computadores Calculo 111




6 A.Branquinho

Exemplo 3.1.
(a) Se f = ¢ sobre um conjunto mensuravel A, entao / fdx=cM(A).
A

(b) Se A é um conjunto de medida M nula, i.e. M(A) = 0, entao / f dz =0, mesmo
A

se f nao for limitada em A.

Observacdo . Para os integrais multiplos, a integrabilidade de uma fung¢ao sobre um conjunto,
nao nos diz que f seja limitada sobre esse conjunto. No entanto, vamos somente considerar

nesta parte do curso de Calculo III, fungoes limitadas sobre conjuntos mensuraveis.

Exemplo 3.2. Considere-se a superficie diferencidvel de equagdo z = f(z,y) definida numa

regiao do plano XOY', D, e definimos o sdlido
S={(z,y,2) €R*: (z,y) €D, 0< 2z < f(z,y)}.
Calcule o volume de S.
Ideia de calculo: Dividimos a regiao D em sub-regioes mediante uma rede quadriculada de

lados paralelos a OX e a OY, que denotaremos por Dq, Ds,...,D,. Em cada uma destas

regides escolhemos um ponto (&;,7;), i = 1,2,...,n. Formamos a soma

S =" (& me) drea(Dy)
k=1

Seja agora A o maior dos diametros dos conjuntos D;, j =1,...,n, ie.

A= max sup |z —vyl.
j=1,...,n z,y€D;

O wvolume de S vem dado pelo seguinte limite

n—oo A—0

Volume(S) = lim lim » ~ f(&, i) drea(Dy) .
k=1

A este tipo de limites designamos por integral duplo de f sobre D C R?, e denotamo-lo por

//Df(x,y) dzdy. c.q.d.

Exemplo 3.3. A massa, M, de um sélido S C R? de densidade p, funcao real continua,

definida sobre S, vem dada por

M= ///Sp(a:,y,z) dzdyds.

Observagdo . Os integrais multiplos foram introduzidos por Euler e constituem um instru-

mento fundamental para varias areas do conhecimento humano.

Teorema (Propriedades do integral). Supondo que as fungoes dadas sao integraveis nos con-

Juntos mensuraveis indicados, podemos enunciar:

Linearidade: /(clfl +cofe) do = cl/ fide+ 02/ fodx, c1,c0 € R.
A A A

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Calculo Integral 7

Uniao disjunta: /fdx = /fdx—i—/fdx, onde A = BUC onde BNC C
A B c
fr(B) Nfr(C).
Monotonia: /fdx</gdx se f(x) < g(x), z € A.

Moédulo: ‘ / fdzx
Valor médio: Supondo g(z) > 0, x € A, temos

< / fldda

/Afg dI:M/AQ dz, iggf(x)ﬁuésupf(x)-

z€A

Além disso, se g =1, entao / fdz=pM(A).
A

Podemos reduzir integrais multiplos sobre espacoes de uma determinada dimensao a uma
sucessao de integrais sobre espagos de dimensao inferior, como nos é referido no teorema
sobre integrabilidade de integrais paramétricos e na observagao que lhe segue. Este processo

vai ser designado por passagem de integrais multiplos a integrais iterados.

Problema 3.1.
(a) Calcule // rYdzdy sendo M ={(z,y) eR*:0<x<1,a<y<b}.
M

b_l.a

de=In(b+1)—In(a+1).

Inx

Y
(b) Mostre que/
0

Resolucgao.

(a) Comecemos por expressar o integral duplo como integral iterado

b 1
/lnmdx/—dy—// mydxdy:/ dy/ Y dx.
Inz M a 0

Primitivando obtemos

lmb_xa
/0 e dx :// xydxdy—/—dy

Assim // rYdr dy =In(b+1) —In(a+1).

Note-se que a funcao integranda do primeiro integral nao é elementarmente primitivavel.

(b) Da resolugao da alinea (a) temos a igualdade pretendida. c.q.d.

3.3. Formula de mudanca de variavel. Exemplos.

Teorema (Mudanga de varidvel no integral). Sejam A e B dominios de RP com B de medida
finita (i.e. comprimento, drea ou volume finitos) . Sejam ainda, uma aplica¢io ¢ de classe
C', de B para A tal que o seu jacobiano, J, nao se anula em pontos de B e f integrdvel em
A. Entao,

/fda:ldxg...dxp:/ foplJ|dty dty ... dt,, |J|=detDep.
A ©~1(A)

Eng. Electrotécnia e de Computadores Calculo 111



8 A.Branquinho

3.3.1. Caso geral.

Problema 3.2. Calcule o integral I = // f(z,y) dz dy, onde D = {(x,y) € R?: 2?3 +
D

y?? <ad®?} coma >0, e flz,y) = (a®? — 2?3 — ?/3)2,

Observagdo . Justifique que pode efectuar a mudanca de variavel, ¢, definida por

r=ucos’v, y=usin’v.

F1GUuraA 1. Caso geral (transformagcao ¢)

Resolugao. Como se pode ver da anélise da figura 1 a transformacao apresentada é bijectiva

de [0,27] x RT em R?. Além disso, o Jacobiano J = Oz, y)
d(u,v)

= 3ucos® vsin?v. Assim,

2m a
123/ cos® vsin® v dv/ (a?? —u?)?3y du,
0 0
pelo que I = 3a10/37r/80. c.q.d.

3.3.2. Coordenadas polares. Considere-se a aplicacao ¢ de R? em R? definida por
(0, p) = (apcosB,bpsinf), com a,b € RT que é de classe C*(R?).

O seu jacobiano é dado por J = Dy =
0,27] x RT em R2.

Seja f uma funcao integravel em D C R? entao

//Df(x,y) dz dyZ/[Dl(D)fO¢(97p)abp do dp.

Observacdo . Esta mudanca de coordenadas é aconselhdvel para descrever regides do tipo

= abp. Esta aplicagao é bijectiva de

D = {(z,y) € R*: ] < 2?/a® +3*/b* <13, 0; < arctan(bz/(ay)) < 02} .

Neste caso D = ¢([01, 0] X [r1,1r3]) (cf. figura 2).

3.3.3. Coordenadas cilindricas. Considere-se a aplicacao ¢ de R3 em R? definida por (6, p, () =

(apcosf,bpsinf, ), com a,b € RT que é de classe C*(R3). O seu jacobiano é dado por
0
J=Dyp= % = abp. Esta aplicagao ¢é bijectiva de [0,27] x RT x R em R3.
7p7

Seja f uma funcao integravel em D C R? entao

///Df(gj’y’z) dedydz= ///p_l(D)fO¢(9aPaC)abp d6dpdc.

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores
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FicuraA 2. Coordenadas polares

Observacdo . Esta mudanca de coordenadas é aconselhdvel para descrever regides do tipo
D= {(z,y,2) € R®: r} < 2?/a* +*/b* < 13,0, < arctan(bx/(ay)) <0y, (1 <2< G}

Neste caso D = ¢([01, 03] X [r1,12] X [(1,(]) (cf. figura 3).

3.3.4. Coordenadas esféricas. Considere-se a aplicacao ¢ de R?® em R? definida por

(0,6, p) = (apsingcosf, bpsingsinb, cpcos¢), com a,b,c € RT,

0

que é de classe C*°(R?). O seu jacobiano J =D = % = abcp? sin ¢. Esta aplicacao
) ) p

é bijectiva de [0, 27] x [0, 7] x RT em R?.

Seja f uma funcao integravel em D C R? entdo

///Df(x,y,z) dzdydz= ///pI(D)f0¢(9,¢,p)abcp281n¢ dgdodp.

Observacdo . Esta mudanca de coordenadas é aconselhdvel para descrever regides do tipo
D= {(z,y,2) €R®: ] <2?/a* +y*/b* + 2*/c* < r3,
0, < arctan(bz/(ay)) < 0y, ¢ < arctan(z/+/x?/a? + y?/b?) < ¢o} .

Neste caso D = ¢([01, 03] X [¢1, P2 X [r1,12]) (cf. figura 4).

F1GUurA 3. Coordenadas cilindricas

FicurA 4. Coordenadas esféricas

Eng. Electrotécnia e de Computadores Calculo 111
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4. INTEGRAIS CURVILINEOS

4.1. Integrais curvilineos de fungoes reais.

Definicdo 4.1. Ao conjunto de pontos
v={(z1,29,...,2p) € K": 2; = X;(t),t € [a,b], j=1,2,...,m}

onde as fungoes X; sao continuas, para j = 1...,m, designamos por curva continua no

espago vectorial de dimensao m, K™.

Observagdo . Definimos assim, v como o transformado do conjunto |[a,b] pela aplicagao X
definida por X (t) = (X (¢), ..., X;n(t)). Vamos exigir a esta fun¢ao que tenha quando muito

um numero finito de pontos maltiplos, i.e.

dados t,t1 € [a,b], com ty #t = || X(t2) — X (t1)]| #0.

Definicdo 4.2. Seja v uma curva definida por z = X (t) uma curva continua. Consideremos
a particao, R, do intervalo [a,b], definida por R = a =ty < t; < --- < t, = b e seja

A = max |t; —t;_1| o seu diametro. Se existir o limite
Jj=

yeees Tl

—ggXJM Dl

e for independente da particao do intervalo [a, b], dizemos que £() é o comprimento da curva

v e que a curva vy e rectificavel.

Observagdo . Caso K =R e n = 3 temos || X (¢)| = \/Xlz(t) + X3(t) + X3(¢).
Teorema 4.1. Seja v uma curva rectificavel. Se a funcao X' for integravel, entdao

b
=/wamdt

Observagdo . Caso K =R e n = 3 temos
b
— [ VRO CHOP + (0P dr.

A curva v admite infinitas representagoes da forma x = X o f(7), onde f é uma funcao real

diferencidvel em [o, 8], f'(7) # 0 em [a, §] e f([e, B]) = [a,b]. A 7 designamos por parametro
da curva . Assim, f’ tem sinal constante em [«, 3]. Dizemos entdo, que v tem orientagdo
positiva e denotamos a curva por vy, se f'(7) > 0, 7 € [«, (], e que v tem orientagdo negativa
e denotamos a curva por v_, se f'(17) <0, 7 € |o, (].

Dizemos que s é o parametro natural, da curva v definida por x = X (t), se

= [IxX@ldr, e 1X@]£0, 7€y,

Note-se que s(b) = ¢(7), que passaremos a denotar por /.
Representando 7 em termos do parametro natural s, temos x = X(t) e z = ¢ o s(¢).

Assim, o vector tangente a y em cada um dos seus pontos vem dado por X'(t) = ¢'(s(t))s'(t),

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores
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d
donde se conclui que || X'(¢)| = ||¢'(s(2))]| d—j ‘ Por defini¢ao de parametro natural |—

| X' (t)]|, e portanto ||¢/'(s)|| = 1. Temos assim que o parametro natural de uma curva, nos
da um processo simples de célculo de um vector unitario, tangente a essa curva em cada um

dos seus pontos.

Problema 4.1. Determinar o angulo que o vector unitdrio, tangente a curva v C R?® definida

por

faz com o plano OZ, no ponto (1,1,1).

Resolucao. O vector procurado é da forma

7I(dxdydz/ 2 y2+%2
dt’dt’ dt dt dt

que para t = 1 nos dd 4 = (1, /\/ 14. A sua projeccao sobre OZ é o vector u, =

HL H) = arccos \/5/14. c.q.d.

Problema 4.2. Calcule o comprimento da curva v definida por

(1,2,0)//14, pelo que o angulo pedido é dado por arccos(

r=acost, y=asint, z="0bt, te0,2n],

com a,b € R.

Resolugao. Aplicando a definicao de comprimento de uma curva diferenciavel temos

o ) () ()

e portanto £(v) = 27v/a® + b2. c.q.d.

Definicdo 4.3. Sejam, s o parametro natural da curva v C R", definida por z = X(s),

s € [0,¢] e f uma funcdo real continua definida em R". Ao integral

I:/OzfoX(s) dSZ/OZf(Xl(s),...,Xn(s)) ds

designamos por integral curvilineo de uma fung¢ao real f ao longo da curva v, e denotamo-lo

or/fds.

ol

Observagdo . Tomando para 7 outra parametrizacdo, © = X(t), t € [a, b], temos que I toma

a forma

b
/ fo XM X' dt.

donde se conclui que o integral curvilineo de fungoes reais é independente da orientagao da

curva 7.
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Definicdo 4.4. Seja v uma curva de densidade por unidade de comprimento, p. Definimos

¢
massa de vy e denotamo-la por M, como M = / p(s) ds.
0

4.2. Integrais curvilineos de fungoes vectoriais.

Definicdo 4.5. Sejam, s o parametro natural da curva v C R", definida por z = X(s),

s € [0,¢] e F uma fun¢ao vectorial continua definida em R" por
F(z) = (Fi(z), ..., Fa(z)).

Ao integral

I:/O FoX(s)|X'(s)ds

V4
:/O(Fl(Xl(s),...,Xn(s)),...,Fn(Xl(s),...,Xn(s)))|X’(s) ds

designamos por integral curvilineo de uma funcao vectorial F' ao longo da curva v, e denotamo-

lo por
/F1 dey+---+ F, dz,,
N

pois Xi(s)ds=dz;, j=1,2,...,n,

Observacdo . Tomando para 7 outra parametrizacao, © = X(t), t € [a, b], temos que I toma

a forma
b
I :/ (FX{(t)+ -+ F, X, (t) dt.
Vemos assim, que

/ Fy dxl—l—---—l—Fndxn:—/ Fidry+---+F,dx,.

Y+ =

Definicdo 4.6. Dizemos que a curva 7, definida por © = X (t), t € [a,b] é fechada, se X (a) =
X (b). Neste caso ao integral curvilineo de uma funcao vectorial F', designamos por circulagao

de F' ao longo de 7.

Observagdo . No caso em que a funcao vectorial F' de expressao analitica
F(z)=(Fi(x),...,F,(z)), z€R",

se pode representar como o gradiente de alguma funcao real, i.e. F' = grad f(z), entao

¢
d f(X

I:/Fldx1+-~'—|—Fndxn:/ Mds,
. 0 ds

e portanto I = f o X (¢) — f o X(0).

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Calculo Integral 13

4.3. Aplicacgoes.

Problema 4.3. Suponhamos que um solido se desloca ao longo de uma curva v sob a ac¢ao
de uma for¢a F(x,y,z) = (P(x,y,2),Q(z,y,2), R(x,y, 2)). Calcule o trabalho da for¢a F.

Demonstracao. Exercicio. c.q.d.

=1
Problema 4.4. Considere a curva v definida por x2—|— : 9 . o
Yy +2°=1
(a) Identifique a curva 7.
(b) Calcule, usando cdlculo integral, o comprimento da curva a partir do integral de

comprimento de arco.
(c) Calcule I = /zd:v +ody+y*dz.

v

FiGUuRrA 5. Superficie do problema 4.4

Resolucao.

(a) A curva v é a circunferéncia intersec¢ao, do plano perpendicular ao vector (1,0,1)
passando pelo ponto de coordenadas (1,0,0), com a esfera centrada em (0,0, 0) de raio 1 (cf.
figura 5).

(b) O comprimento pedido é dado por ¢(vy) = / d s onde d s designa o elemento de com-

y
primento de arco, i.e. |T|| dt onde T é o vector tangente a vy em cada um dos seus pontos

e t é o parametro natural da curva .
As equagoes cartesianas de v sao dadas por

r—1/2)? 2

CE N
(1/2) (1/v2)

z=1—=z,
pelo admite a seguinte parametrizagao

1 1 . 1
x:§(1—}-cost)7 Y = —=sint, 225(1—C08t), t€[0,27r].

V2
2m
Assim, T = (—sint/2, cost/v/2,sint/2), e portanto £(7y) = / 1/vV2 dt =2r.
0

(c) Aplicando a defini¢ao de integral temos
2m
I= / [(1 —cost)/2(—sint/2) + (1 + cost)/2(cost/V/2) + (sint/v2)*(sint/2)| dt,
0

ie., I =+2n/4. c.q.d.
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5. INTEGRAIS DE SUPERFICIE

5.1. Integral de superficie de fungoes reais.

Definicao 5.1. Uma superficie diferencidvel, T, é dita orientdvel, se em cada um dos seus
pontos x, podemos determinar um vector normal unitario 77, de forma que a aplicacao de T
em R"™ definida por 77 = 7i(z) seja continua em 7.

Dizemos que a superficie diferencidvel T tem orientacdo positiva se t; X & |77 > 0 em cada
x € T, onde ty, 5 sdo os vectores directores do plano tangente a T em x € T.

Da mesma forma dizemos que a superficie diferencidvel, T, tem orientacdo negativa se
1 X ty |77 < 0 em cada x € T, onde ﬂ,fg sao os vectores directores do plano tangente a T’
emze€T.

Vimos ja que um vector normal unitario 7 a uma superficie diferenciavel T definida em
coordenadas cartesianas por f(z) =0, onde f é uma fungao real definida em R", vem dado

por

ni(z) = grad f(x)/|| grad f(2)[|, = €T.

Além disso, se T C R? estiver definida em coordenadas paramétricas por

(2) v=X(uv), y=Y(uv), 2=2Z(uv), (uv)eDCR,
onde D é um dominio, entdo um vector normal unitario 77 em cada ponto (x,y, z) € T, vem
dado por

oY, 2)| 19(2,X)| |OX. )], [|OV.2) C oz X)L o)

A(u,v) || O(u,v) || d(u,v) O(u,v) O(u,v) O(u,v)

Definicdo 5.2. Seja T uma superficie diferencidvel definida parametricamente por (2). Ao

0= ] \/ ‘ % f;

designamos por drea da superficie diferencidvel T', e denotamo-lo por o(T') = / / d S, onde
T

integral

2

02, X) dudov

O(u,v)

2 ‘a(x, Y)

2
" ‘ 9w, v)

d S representa o elemento de drea de superficie.

Considere-se a funcao real, g, diferencidvel em R3, ao integral

[[ e as

designamos por integral de superficie da func¢ao real g sobre T .

2

002, X) du dv

> 9(X,Y)
O(u,v) '

2
- ’ 9w, 0)

Observagdo . Este integral nao depende da orientacao da superficie.
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5.2. Integral de superficie de fungoes vectoriais.

Definicdo 5.3. Sejam 7" uma superficie diferenciavel definida parametricamente por (2) e F

uma funcao vectorial continua definida em R?® por

F(x7 y’ Z) - (P(I7 y? Z)? Q(‘/L‘7 y? 2)7 R(x7 y’ Z)) :

Ao integral

//TFdsz//TFyﬁds
://DF(X(U,U),Y(u,v),Z(u,v))| (‘%(éf)) ‘%((if))‘ 88(();;) ) dudo,

designamos por integral de superficie da fun¢ao vectorial F' sobre T, onde a curva frT esta

considerada com a orientagao positiva.
5.3. Aplicacoes.

Problema 5.1. A drea de superficie do triangulo de vértices A = (a,0,0), B = (0,0,0) e
C =(0,0,¢) com a,b,c € R ¢ igual a Va2b? + a>c? + b2c2/2.

FicuraA 6. Triangulo sobre o Paralelogramo

Resolucao.
Primeiro Método: As equacoes paramétricas do plano onde o triangulo se encontra,
—
i.e. o plano que passa pelo ponto (a,0,0) e tem a direcgdo dos vectores AB = (—a,b,0) e
—
AC = (—a,0,c) (cf. figura 6), sao dadas por
r=a—sa—ta, y=sb, z=tc, (s,t) € [0,1] x[0,1].
Assim, um vector perpendicuar ao plano vem dado por 7 = AB x AC = (bc, ac, ab). Temos

entao que area vem dada pelo integral

%/Olds/01\/(60)2+(a0)2+(ab)2dt,

i.e. a drea pedida é \/(bc)? + (ac)? + (ab)?/2.

Segundo Método: A equagao cartesiana do plano onde o triangulo se encontra, é dada

por
T z
¥y ion,
a b ¢
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Assim sendo o vector perpedicular a regiao vem dado por 7 = (—c¢/a,—c/b,1) cuja norma

6 ||7)l = /(bc)? + (ac)? + (ab)?/ab. Obtemos entdo a drea da superficie dada por meio do

a b(l—z/a) .
/ dz / il dy,
0 0

pois o triangulo é descrito em coordenadas cartesianas por
{(z,9,2) ER*: 0<w<a, 0<y<b(l—zx/a), z=c(x/a—1y/b)}. c.q.d.

integral

Problema 5.2. Calcule a drea de superficie do cilindro de equacdo x* + y* = x, contido na

esfera de equacdo x* + y? + 22 < 1.

Resolu¢ao. Comecemos por descrever a esfera dada em coordenadas esféricas, i.e.
r=rsingcosf, y=rsingsinfd, z=rcoso,

com 0 <p<1 60¢€l0,2r] e ¢ €[0,7]. Além disso, a equagado da superficie cilindrica neste
sistema de coordenadas vem dada por psin¢ = cosf. Assim, a superficie procurada vem

dada por
x=cos>f, y=cosfsinf, z=cosfcotang,

com 0, ¢ sujeitas a condi¢ao 0 < cosf/sing < 1e (0,¢) € [0,27] x [0, 7], i.e. para 0 < ¢ <
/2

T/2—¢p<0<mw/2, ou , 3r/2<0<37/2+ ¢
eparam/2< ¢ <

—m/24+¢p<0<m/2, ou , 3w/2<0<b57w/2—¢

Agora como ||7i|| = | cos 6]/ sin® ¢ temos que a drea de superfl’cie vem dada por
r/ 37 /2+4¢ ™ 5m/2—¢
/ / cosf do +/ cosf do
0 sin ¢ /2—¢ 3m/2 /2 sin” ¢ —7r/2+¢ 3m/2
que ¢ igual a 4. c.q.d.

Problema 5.3. A drea da superficie terrestre de raio r, T, compreendida entre os meridianos

de longitude 01,605 e os paralelos de latitude ¢1, Py € dada por
T2(62 — 91)(8111 (bg — sin le) .

FiGURA 7. Superficie terrestre
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Resolugao. Comecemos por descrever a superficie indicada no enunciado (cf. figura 7)
r=rsingcosfh, y=rsingsinfd, z=rcoso,

com 0 € [01,05] e ¢ € [1/2 — o, /2 — ¢1].
Sabemos também que o vector normal exterior vem dado por

= (el 3s) o))

)

ie.
i = 12 sin ¢(sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 0, cos ¢)

cuja norma é ||7i|| = r*sin ¢.

Aplicando a definicao de area de superficie temos
3 02 T/2—¢1 02 T/2—¢1
Area(T):/ d9/ II72|| d o = d@/ r?sing d¢,
01 7r/2—¢2 01 7r/2—¢2

i.e. Area(T) = r2(05 — 6;)(sin ¢y — sin ¢). c.q.d.

Problema 5.4. Calcule I = // F|7ndS onde S € a superficie definida parametricamente
S
por:

r=u+tv, y=uw, z=u>—-v*, (u,v)€][0,1]x]0,1],

e F(x,y,2) = (2,2,y) .

FiGuraA 8. Superficie do problema 5.4

Resolugao. Antes de mais representemos a superficie dada (cf. figura 8). Assim, vamos

determinar um vector normal em cada um dos pontos da superficie dada
= (=2(u? + %), 2(u +v),u —v).
Por defini¢ao I vem dado por
1 1
I= / du/ (—2(u* — v") +2(u 4+ v)* + uwv(u —v)) dv
0 0

cujo valor é I = 17/3. c.q.d.
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6. TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO CALCULO INTEGRAL

6.1. Teorema de Gauss-Ostrogradsky.

Teorema (de Gauss-Ostrogradsky ou da Divergéncia). Seja F' uma fungdo vectorial de classe

C! sobre um dominio D C R®, de expressio analitica

F(x7 y? Z) = (P(:U7 y7 Z)? Q(x7 y7 Z)’ R(QZ? y? Z)) °

Seja G um conexo e fechado de D cuja fronteira fr G =T C D. Entao,

///Gdivm”’y’z) dv = /TF(x,y,z) ds,

onde AV e d .S representam respectivamente, o elemento de volume e de drea de superficie.

Observagdo . Como a superficie dada no problema 5.4 nao delimita um sélido (cf. figura 8),

nao podemos aplicar o Teorema da Divergéncia para calcular o seu valor.

Problema 6.1. Seja M = {(z,y,2) € R*: 2°/a* + y*/b* + 2°/* = 1}.
(a) Represente geometricamente a regiao M.

(b) Justifique que pode tomar (0, ¢, p) como um sistema de coordenadas em R3, onde
r=apsingcosh , y=bpsingsinf, z=cpcoso.

(c) Descreva o interior geométrico da regido M neste novo sistema de coordenadas.

(d) Calcule o volume da regidgo descrita na alinea anterior.

(e) Indique um vector normal unitdrio, (cosca, cosf3, cosvy), a regiGo M em cada um
dos seus pontos.

(f) Calcule o integral de superficie

I= // (xcosa+ycosf+ zcosy) dS
M

onde (cosa, cos 3, cosy) € o vector normal unitdrio a regiao M.

FicuraA 9. Elipsoide

Resolugao.

(a) Ver figura 9.

(b) As fungoes de expressao analitica X (0, ¢, p) = apsingcosf, Y (0, ¢, p) = bpsin ¢psind,
Z(0,¢,p) = cpcos ¢ sao funcionalmente independentes em D = [0,27] x [0, 7] x [0, 00], e

definem uma bijeccao entre D e R3.
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(¢) M =[0,2x] x [0,7] x [0, 1].

(d) Sabemos que o volume de M vem dado por

2T
Volume(int M) / dé /

‘ = abcp® sin ¢, pelo que o volume é igual a 4aber/3.

dp,

XYZ‘

A(X,Y,Z)

a0, o, p)
(e) 7t = p?sin ¢(besin ¢ cos ), acsin ¢ sin b, abcos ¢).

mas

(f) Aplicando o Teorema da Divergéncia obtemos que I = 3 Volume(int M), i.e
I = 4abcr. c.q.d.

Problema 6.2. Sendo T = {(z,y,2) € R®: 2® + 3> + 2* <1*, 2> +9* — ro < 0}, mostre que

Volume (T') = %// (x,y,2) | dS,
S

onde S € a superficie que limita T, orientada com a normal exterior n.

F1GURA 10. Interseccao entre cilindro e esfera

Resolucdo. Como se pode ver na figura 10 a regido 7' é um sélido fechado e limitado de R3.

Podemos entao aplicar o Teorema da Divergeéncia,

//S(W’Z) |ﬁd5=///mtsdiV(x,y,Z) dV:B///Tdvzs\/olume(T>,

pelo que se tem o resultado enunciado. c.q.d.

6.2. Teorema de Riemann-Green.

Teorema (Teorema de Riemann-Green). Seja F uma funcdo vectorial de classe C' sobre um
dominio D C R?, de expressio analitica F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). Seja Ay um conexo e
fechado de D cuja fronteira fr Ay =~ C D € uma curva de classe C' fechada. Entdo,

//A (a—Q—a—P> dA:LF(x,y)ds

onde d A e d s representam respectivamente, o elemento de drea e de comprimento de arco.

Demonstracao. Consideremos que no teorema da divergéncia, F' nao depende da variavel z
R =0 e que G é um cilindro de base A; e de altura h. Considere-se ainda que v admite a

parametrizagao

c=X(t), y=Y(t), teltot].
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que é percorrida no sentido directo. Assim, por um lado

J[[arav- /d// (” 8Q)dA,

//TF dS:/Ohdz/t:l(Pcos(ﬁ,OX)—|—Qcos(ﬁ’oy)) a1

pois nas bases do cilindro G o integral é nulo (F'|77 = 0, pois 7 = (0,0,1)). Pode ainda

e por outro

ver-se que

dY dX
TR cos(i,0Y) = ———

dt
Entao do teorema da divergéncia temos que

t1
/ o) aa- [T ray+qda
dx  0Jy to

e tomando ) em lugar de —@) nesta ultima férmula temos o resultado. c.q.d.

cos(i, OX) =

6.3. Aplicagoes.

Problema 6.3. Seja M um conjunto conexo cuja fronteira é uma curva diferencidvel, fechada

e simples, v. Entao:

(a) Se u,v sao fungoes de classe C', tem-se

Luv(dx+dy)://ﬂ4{v(%—g—3)+ (%—g—;)}dxdy.

(b) Se u,v sdo funcies de classe C*, entdo:

ou ov ov ou
/{(va—y—ua—y)dac%—(u%—v%)dy}—//M(uAv—vAu)dxdy,

0?02
onde A = m + @
ou ou
7 A — ~ = -
(c) Seu € tal que Au O,enta0/7{ 8yd +8 d} 0.

Resolucao.

(a) e (b) Aplicando o teorema de Green as fungdes de expressao analitica F,(z,y) = (uv, uv)

ou ov (921 ou N . . L )
e Fy(z,y) = (v —u— —v— |, onde u e v sdo fungoes reais nas varidveis reais

dy oy’ Yo dx
x,1, respectivamente obtemos o resultado enunciado.

(¢c) Tomando v = —1 na igualdade da alinea (b) obtemos
/{_8_ud +—dy} //Audxdy
v L 9y
Agora aplicando a hipdtese temos o pretendido. c.q.d.
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6.4. Teorema de Stokes.

Teorema (de Stokes). Seja F' uma fungdo vectorial de classe C' sobre um dominio D C R,

Seja v uma curva fechada em D que € a fronteira de alguma superficie fechada orientada
T CD, e frT =~. Entao,
/F(:p,y,z) ds :/rotF(a:,y,z) ds,
o7 T
onde ds e d S representam respectivamente, o elemento de comprimento de arco e de drea

de superficie.

Observacdo . O teorema que acabamos de enunciar diz-nos que o fluxo do vector rot F' através

da superficie orientada, T, é igual a circulagao do vector F' sobre o bordo, v que delimita 7.
6.5. Aplicagoes.

Problema 6.4. Seja F :R* — R? definida por

-y - x - .7
1+

2y x4y

F(z,y,2) =

Calcule o I = / 2——y2 dx+ % dy+ e *dz, quando:
o Tty v’ +y
(a) C ={(z,y,a) e R®: 2> +y?> =1r?} coma € R.
(b) C for uma qualquer curva fechada no espago que nao contiver nenhum ponto do eixo
OZ no seu interior geométrico.
(¢) C € uma qualquer curva fechada, simples, parcialmente suave no plano z = a, que

contém o ponto (0, 0,a) no seu interior geométrico.

FiGURrA 11. Curvas fechadas no plano z = 3

Resolugao.

(a) Comecemos por descrever a curva C' em coordenadas paramétricas
x=rcosf, y=rsing, z=a, 60¢€[0,2n].

Assim um vector tangente a C' em cada um dos seus pontos, T = (—rsinf,rcosf,0), pelo
que
2m . 2
— 0 0
I= ﬂ(—rsin@)—{—ﬂ(rcos&)%—e“(()) dt = dt.
0 r? r? 0

Vemos entao que [ = 27.
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Note-se que nao podemos aplicar o Teorema de Stokes para resolver este exercicio pois a
funcao F néo é de classe C! no interior geométrico de C'.
(b) Neste caso podemos aplicar o teorema de Stokes pois F é de classe C' no interior
geométrico de C. Agora, como o rotacional de F', rot F' = (0,0,0), conluimos que I = 0.
Note-se que como o rotacional é o vector nulo existe uma fungao real de variaveis reais
(x,y,2), g, tal que F = gradg(z,y,2), e portanto o integral é independente do caminho
considerado, numa regido que nao contenha pontos da forma (0,0, z), z € R. Desta forma
concluimos também que I = 0.
(¢) I =2x. De facto, considere-se a circunferéncia C'; de raio infinitamente pequeno centrada
em (0,0,a) que com C' admite uma representagao do tipo da figura 11. Construimos assim
a curva v = C; UC' que admite a decomposi¢ao que se mostra na figura 11, i.e. v = vy, U~y_.

Agora,

J:/ dx + dy+e*dz.
’yx2+y2 x2+y2

Além disso, como no interior geométrico de cada uma das curvas v, , v_, F é de classe C',
podemos aplicar o teorema de Green a cada um dos integrais anteriores em que se decompoe
J, concluindo desta forma que J = 0.

Eliminando os caminhos que sao percorridos nos dois sentidos, vemos que

—y x _
J= dz + dy+e*dz,
oudy 2%+ 2+ y?

e portanto, aplicando as propriedades do integral curvilineo
— x
[:/ 2—y2dx+ 3 2dy+€7zd2
o) x4 4+ y xre 4+ y

e pela alinea (a) temos o resultado. c.q.d.

Problema 6.5. Sendo v a curva definida pelas equagoes
x =cost, y=cos2t, z=cos3t, te0,n],

entdo]:/(y—i—z)dx—l—(z—l—x)dy—l—(x—f—y)dz:8/3.
v

FiGUuraA 12. Curvas do problema 6.5

Resolugao.

Primeiro Método: Tendo em atencao que o vector tangente a curva dada é

—(sint, 2sin(2t), 3sin(3t)),
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e que a curva dada nao é fechada (cf. figura 12) temos que

I= /7r —[(cos(2t) + cos(3t)) sint + (cost + cos(3t))2 sin(2t)
+ (cos(t) + cos(2t))3sin(3t)] d ¢,

e portanto [ = —4.
Segundo Método: O campo de vectores de classe C'(R?) de expressio analitica F(x,y, z) =

(y + 2,2 + 2,2 + y) é conservativo, pois

i i k )
rot F' = % a% % =0+ 05 + 0k.

y+z x+z x+y
A curva diferenciavel, v, une os pontos Py = (1,1,1) e P, = (—1,1,—1). Considere-se a
curva diferenciavel fechada I' = v U P, Fy, onde o segmento de recta orientado P;Fj esta

definido por
x=2t—1, y=1, z=2t—1, te]0,1].

Aplicando o teorema de Stokes sobre a curva I', temos que

/Fds:// rot dS =0.
r int(T")

1
I:—/_)FdSZ/ [(1+2t—1)2+(2t—1+2t—1)0+(2t—1+1)2]dt,
PRy 0

e portanto [ = —4.

Assim,

Terceiro Método: Vimos ja que o campo de vectores F' é conservativo. Determinemos

entao uma funcao real, f, definida em R? tal que F = grad f, i.e.

of _ of _ 9f _
gz YTH dy A Ty

Da primeira condi¢cao obtemos por primitivagao relativamente a variavel z que existe uma
funcdo real de classe C', h, tal que f(x,y,2) = (y + 2)z + h(y, 2). Derivando em ordem &
variavel y e comparando com a segunda condicao inicial temos, que existe uma funcao real de
classe C!, g, tal que h(y, z) = yz+g(z). Assim, f(z,y,2) = vy +2z+yz+g(z), para alguma
funcdo real de variavel real ¢ de classe C'. Derivando esta funcdo em ordem & variavel z e
comparando com a terceira condi¢ao inicial temos que g = ¢ com ¢ constante real arbitraria.

Pelo que um exemplo de fungao f procurada tem expressao analitica f(z,y, z) = xy+xz+yz.
Assim, [ = f(—-1,1,-1) — f(1,1,1) = -1 -3 = —4. c.q.d.
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