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Introducao as EDP 1

1. INTRODUCAO

1.1. Campos de vectores e curvas integrais. Seja
F:DcR* — R?
(@,y,2) — (P(z,y,2), Qz,y,2), R(z,y,2))

uma funcdo vectorial ou campo de vectores de classe C' definida num dominio D e verificando

(x Y,z ) 7é 0R3

Exemplo 1.1.

= (1,
= (z,y )D—RS\{(OOO)}'

= (y, :UO) D =R\ {(2,9,2) e R*: x =y = 0};
(

(@,

Definicdo 1.1. Dizemos que C' C D é uma curva integral ou linha de for¢ca do campo de

vectores F' se C' for tangente ao grafico de F' em cada um dos seus pontos.

Assim, as solugoes do sistema
dx d y
1 — —
( ) dt 7 Q Y 7

sao as curvas integrais do campo de vectores F'.

O sistema (1) pode descrever-se na forma:

%_Q dz

R

==, —=—, P
de P’ dx P’ #0
de P dz R
v = Ay 3. T A~ Q 0
Iy Q dy @ 97
dx_P dy_Q
d2 R’ dz R’ R#0

ou ainda
de _dy _d:
P Q R’

Exemplo 1.2. As curvas integrais dos campos de vectores do exemplo 1.1 sao as solugoes dos

seguintes sistemas:

o _dy_dz
d1 _do _dO7

x Y z

(b) — =—"=—
Y z

o do_dy_d
y —x 0
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2 A.Branquinho

de dy B dz ‘
(d) ryz  (r+y)/z  exp(rx+y+z)
(e)

dr dy dz
1.2. Sistemas de equacgoes diferenciais. Podemos descrever as curvas integrais associ-

v 2y  —(x+2y)

adas a um campo de vectores F' como a interseccao de duas superficies
(2) u(z,y,2) = c1, ua(w,y,2) = cs.
Para tal as fungoes terao de verificar as seguintes condigoes:
grad u; x grad us # Ogs
gradu |[F' =0, gradus|F =0.

Observacdo . Note que se grad u; x grad us # Ops entao u; e us sao funcionalmente indepen-

dentes.

Definicdo 1.2. As funcoes u tais que v € C'(D), sdo ditas solucées integrais do campo de

vectores F' se

du ou ou
P— — — = D.
(3) ax+Q8y+Raz 0, z¢

A equagoes do tipo (3) designamos por equagdes com derivadas parciais lineares de primeira

ordem.

Teorema 1.1. Sejam uy, us duas solugoes integrais, funcionalmente independentes, associadas

a F' em D. Entdo as equagoes (2) descrevem o espaco das curvas integrais de F' em D.
Enunciemos alguns resultados fundamentais.

Teorema (Geragdo de solugdes integrais).
(a) Seja f uma funcdo real de varidvel real de classe C' e u uma solugdo integral de F
em D. Entao w(x,y,z) = fou(x,y,z) é ainda uma solugao integral de F em D.
(b) Seja g uma funcdo real de duas varidveis reais, de classe C' e u,v duas solugdes

integrais de F' em D. Entao w(z,y,z) = go ¢(x,y,z) onde
¢p:DCR — R?
(,y,2) — (ulz,y,2), v(z,y,2))
é ainda uma solugao integral de F' em D.

1.3. Equacoes com derivadas parciais lineares de primeira ordem. Vamos ver que
as curvas integrais tém um papel fundamental no estudo das equacoes com derivadas parciais

de primeira ordem.

Teorema 1.2. Sejam uy, us duas solucoes integrais de F' em D, funcionalmente independentes.
Seja u uma qualquer solugao de (3) e (o, Yo, 20) um qualquer ponto de D. Entao existe uma

vizinhanga V de (20,0, 20) em D e uma funcio f de classe C' tal que

(4) U(-T7y>2> =fo ¢($ay>z)7 (x,y, Z) =%

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Introdugdo as EDP 3

onde <b(:13,y,z) = (U’l(‘ray72)7u2(xay7z))'

Observacdo . Este resultado diz-nos que, localmente a solucao geral de (3) vem dada por (4)

para uq, us solugdes funcionalmente independentes de (1).

Problema 1.1. Determine a solugao geral da equag¢ao

ou ou du
— — — = D.
x8x+y8y+282 0, ze

Resolugao. Considere-se o campo de vectores F(x,y,z) = (x,y,2) em D = {(x,y,2) €
R3: z,y,2 > 0} e determinemos as curvas integrais de F, i.e. as solucoes do sistema difer-

encial

der dy dz

x Y z

Pode ver-se que as curvas integrais sao descritas por
ylr=c1, z/xr=co, c1,c0 ER.
Assim temos como exemplos de solucoes integrais
u(z,y,2) = z/z, yz/x, )z, sin(y/x), cos(z/x)*.
A solucao geral da equacao vem entao dada por
u(z,y,2) = foo(r,y,z2), feC

e ¢(x,y,2) = (y/x, z/x). c.q.d.

2. EQUAQE)ES COM DERIVADAS PARCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM
Comecemos por definir o objecto principal do nosso estudo.

Definicdo 2.1. Uma equagdao com derivadas parciais de primeira ordem nas variaveis inde-

pendentes x,y, z, € uma relacao da forma

0z 0z
(5) G (x,y,z,%, 8_y) =0

onde G é uma funcéo de classe C' num dominio Q C R, considerada nas varidveis z, y, 2, p, q.

Uma solugao da equagdo com derivadas parciais, de (5) é uma funcao z = f(z,y) de classe

C! que verifica:
(a) Para cada (z,y) € D, (2,y,2,p,q) €
(b) G (2, f(z.y), 3, g—) = 0.
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4 A.Branquinho

2.1. Caso quasi-linear. Vamos analisar agora um caso particular de (5).

Definicao 2.2. Uma equacgdao com derivadas parciais do tipo

0z 0z
(6) P('rawa)%—i_Q(xayaz)a_y _R<x7y72>

¢é dita quasi-linear.

Note-se que neste caso a funcdo G em (5) ¢ linear nas variaveis p, g, i.e.

G(z,y,2,p,q) = P(x,y,2)p+ Q(z,y,2)g — R(x,y, 2) .

Exemplo 2.1.
dz\° 92\’ I
(a) (%) + (0_y> = 1 — Caso nao-linear.
0z 0z )
(b) a(z)% + 9y 0 — Caso linear.
0z 0z

(¢) x— + y=— = nz — Equagao de Euler.
ox dy
(d) Seja g de classe C' com gradg # Ops; entdo g(z,y,2) = ¢, define uma familia de
superficies diferencidveis.
As superficies ortogonais z = f(z,y) a cada elemento desta familia de superficies

verifica a equacao com derivadas parciais

g0z ag% dg

910z 0ydy 0z

que é quasi-linear.

Teorema (Solugdo do caso quasi-linear). Seja u € C' e suponhamos que em cada ponto da

suerficie u(z,y,z) = 0 as sequintes condi¢oes se verificam:
(a) u verifica a equagao (6).
du
b) — #0.
b) 5 #
entao u(zx,y,z) = 0 define implicitamente z como fun¢do de x,y, i.e. z = f(x,y) e esta

fungdo € solugdo de (6).

Sejam wuy, uy fungdes funcionalmente independentes de classe C' que verificam (a) e (b)
do Teorema anterior, entao a solucao geral de (6) vem dada por u;(z,y,2) = fous(x,y, 2),
onde f € C.

Problema 2.1. Determine a solugao geral de

x%—l— %—
Ox yay_z'

Resolugao. Para tal comecemos por determinar a solucao geral do sistema de equagoes difer-

enciais

o,
8
oL

y dz
T Y
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Introdugdo as EDP 5

Vimos j& (cf. problema 1.1) que a solucao geral deste sistema vem dada por
y/r=c1, z/xr=co, c1,c0 €ER.

Assim, a solucio geral da equacio dada vem dada por z = zf(y/z), f € C*,

Problema 2.2. Determine a solugao geral de

%—u% =0, u(0,z)=1+2".
Comecemos por determinar a solucao geral do sistema de equcoes diferenciais
dt dx du
1 —u 0

Assim, u = ¢; e tu + x = ¢y verificam estem sistema, pelo que a solucao geral do nosso

problema vem dada por
u(t,z) = f(tu(t,z) +z), feC'.
Mas u(0,z) = 1+ z?, e portanto, f(s) = s* + 1, i.e. u estd definida implicitamente pela
equacdo u(t, z) = 1+ (tu(t,z) + x)?, i.e.
2(1 + 22) /¢
1—2tr + /(1 — 2tx)? — 4(1 + 22)
¢ a solucao do nosso problema. c.q.d.

u(t,x) =

2.2. Caso geral. Sistema de Charpit-Lagrange. Toda a solucio de classe C' da equacao
(5) é tal que

(7) dr dy dz dp dq
G ~ 9G4 ~ . aG G 9G Gy Xel 9G
9y  aq Pap, T4%,; —(52 +p%7) —(a—y+qE)

O sistema de equagoes diferenciais (7) é dito de Charpit-Lagrange.
Problema 2.3. Serd que as solugoes de (5) e (7) coincidem?

Resolugdo. A resposta é negativa, pois
ds drds Odyds 0dzds Jdpds Jdqds
e portanto, G(x,v, z,p, q) = ¢ sobre qualquer solucao de (7). c.q.d.

No entanto, a resposta sera afirmativa para problemas de valor inicial.

0z\* [0z\°
Problema 2.4. Determinar a solug¢ao geral da equacao (—Z> + ( Z) =1.

ox (9_y
Resolugdo. Neste caso G(z,y, z,p,q) = p*+¢*—1 e o sistema de Charpit-Lagrange associado
vem dado por

de dy dz _dp  dg
20 2¢ 2(p*+¢*) 0 0
: .0z 0z : .
Assim, p =c; e g = ¢o, i.e. 97 g, = Daqui se conclui que z(z,y) = c1x+ ¢y + 3
T Y
com ¢? +c5 = 1. c.q.d.
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2.3. Teorema de Kowalewsky-Cauchy. Considere o seguinte problema de valor inicial

(8) ((11—1; = f(t,u), u(0) = 1wy,

onde f é uma fungao analitica numa vizinhanga do ponto (0, ug). Entédo, existe uma solucao

definida e analitica num intervalo contendo o ponto ¢t = 0.

Método (Kowalewsky-Cauchy para equagdes diferenciais).
u(0) = up — Condigao inicial
u'(0) = f(0,ug) — por (8)
" af of / :
u”(0) = ==(0,up) + ==(0, ug)u'(0) — derivando em ordem a ¢, (8)

ot ou
Procedendo desta forma obtemos
oo tn
_ (n) () __
u(t) = >- u(0),
n=0

que é uma série uniformemente convergente numa vizinhanca da origem.

Considere-se agora o problema de Cauchy

ou ou

) =6 (teu5t) w0 = o)
Método (Kowalewsky-Cauchy para equagdes com derivadas parciais).

u(0,) = ()

u _ 40

S 0,2) = 9" ()

ou ,

0*u oG , oG , du

, u
2
Nesta ultima expressao somente necessitamos calcular ﬁ(o, x). Para tal temos
x

somente de derivar em ordem a x a equacao (9).

Procedendo desta forma obtemos

n n

- U t
u(t,z) =y =—2(0,2)
n=0 ’

que é uma série uniformemente convergente numa vizinhanga do ponto (0, 0).

Problema 2.5. Determine pelo método de Kowalewsky-Cauchy uma aprozimacdo para a so-
lucao geral do sequinte problema
ou du
at oz

Resolugao. A funcao G(t,z,z,p) = zp é analitica pelo que podemos aplicar o método de

0, u(0,7)=1+a2%.

Kowalewsky-Cauchy. Assim, procuremos a solu¢ao na forma

n

= 90" t
u(t, ) = ZW(O,:U)H
n=0 '
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2 7
Agora, u(0,z) = 1 + 22, %(O,x) = 2z, %(O,x) =2re %(O,x) =0, n € N. Com estes
dados podemos comegar a calcular
du 0% u du du ou?
oy —2(1+2?), 22 = 2%0,2)2 Y 0,a).
at(O,aI:) z(1+ %), 57 (0, z) 8t(0’x>8:1:(0’x)+u(0’x)6a:8t(0’x)
0*u du 2 0% u
Como 8x8t(0’x) = <%(0,$)) + u(O,x)W(O,x), temos que
0
a—z(o, z) = 202" + 622 + 2.
Assim,
t2
u(t,r) = 14+ 2% + 22(1 + 2?)t + (202" + 622 —1—2)5 +....

Por este processo dificilmente obteriamos a solucao exacta do problema que pode ser con-

sultada no problema 2.2. c.q.d.

3. EQUAQ()ES COM DERIVADAS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Vamos estudar as equacoes com derivadas parciais de sequnda ordem, i.e.

(10) =

)

82u+2b82u+02u+G @@
522 dx oy Cay2 x’y’u’ﬁx’f)y

onde a,b,c e G sdo funcoes de classe C? e nio se anulam simultaneamente.

3.1. Classificagao. Verifiquemos que as equagdes do tipo (10) tomam formas mais simples

e pré-definidas consoante o sinal do discriminante da equacdo com derivadas parciais
A=V —ac.

A estas formas desiganremos por formas candnicas das equacoes com derivads parciais de
sequnda ordem.

Isto vai ser conseguido por uma mudanca de variavel

o0& 0¢
B - A& | |9 dy
§=&y), n=nlz,y), com ‘G(x,y) |91 9
T Y
Assim,
Du = {@ @} — {@ @} ot gg
Jdxr 0Oy 9 I 097; (9%
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e também
Pu @(g)Q Ou 0€0n  Ou (an>2 dude  oudy
0x? 0¢&? 0£0ndxdx  0On*> \Odx 0£0x%?  Onda?
0*u B @%%—I— 0*u (85877 85877) M@@
0xdy 082 0x0y 0&EIn \Oxdy Oydx on?0zxdy

du 0* ¢ —l—@ 9*n
8581:(93; ondzdy

oy - TETERtE oy) T oco " anog
Reescrevamos a equagao (10) nas novas varidveis
(92 0*u 0*u du du

(11) 852 +2bla£8n+clan2+Gl(57”7”78_678_77)_Oa
onde

L (08,0806 (0€N
(12) a = a(%) +Qb%a—y+ ay

_ 86(‘977 agdn 0§ 0&0n
(13) b = 8938:17 b(@x8y+0y89§ +C@y8y

_ an\* ., 9non on\’

2

Acabamos de ver, que o sinal do discriminante, correspondente a uma equacao com derivadas
) )
parciais de segunda ordem, nao vem alterado por uma mudanca de variavel do tipo consid-

erado.

Definicdo 3.1 (Classificagdo). Considere a equacao com derivadas parciais de segunda ordem
(10). Se A > 0 (respectivamente, A = 0 ou A < 0), (z,y) € D entao dizemos que estamos
em presenca de uma equagao com derivadas parciais de sequnda ordem hiperbolica em D

(respectivamente, parabdlica em D ou eliptica em D).

Exemplo 3.1.
0* 0*
(a) 8—;; - 8—2 = 0 — equagao das ondas
A =0-1(-1) > 0, i.e. é hiperbélica em R?.
0 0
(b) a—;; - a—Z — equagao do calor
A=0-1.0=0,ie. éparabdlica em R
(c) 0w, O'u_, de Lapl
c =0 - equacgdo de Laplace
02 o quag p
A=0-1(1) <0, i.e. é eliptica em R
Pu  Fu
(d) ey + 0_3/2 = 0 — equagao de Tricomi
A = —y, i.e. é eliptica no semiplano y > 0 e hiperbdlica no semiplano y < 0.

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Introdugdo as EDP 9

3.2. Redugao a forma candnica. Do estudo apresentado na seccao anterior vemos que
tomando uma mudanca de variavel £ = &£(x,y), n = n(z,y) solugoes funcionalmente inde-

pendentes da equacao diferencial
(15) ady® — 2bdzdy + cda® =0,

podemos simplificar o problema em analise.

Teorema 3.1. Considere uma equacao diferencial com derivadas parciais de sequnda ordem.
Se for hiperbélica (respectivamente, parabdlica ou eliptica) num dominio D, entdo existe uma
mudang¢a de varidvel, constituida por solugdes funcionalmente independentes de (15) que a
leva a forma canonica
9*u
acan

P u ou Odu
a_§2+G1 (éﬂnvu7a_§78_77) _0

Pu  u ou Ou
8_§*Q+8_772+G1 (&%Uaa—g,a—n) =0)

Problema 3.1. Classifique e reduza a forma candnica as equagoes com derivadas parciais:

+G1 (5777714 au au)

g an

(respectivamente,

O*u O’ u
(a) xzw—f@—yg:o-
O u 0% u O’ u
) . 2
(b) sin xw—%ﬁmxaxay +y T = 0.
2 2 2
0 u N 0 u +28 v _ o

(c) ox2  “dxdy 0 y? -

(a). Neste caso estamos em presenca de uma equacdo hiperbdlica, pois A = 2%y, A mudanca

de variavel esta determinada pelas solugoes da equagao diferencial
2 dy? —y*da’ =0, ie. yr=c, ylr=cy.

Assim &(z,y) = zy e n(z,y) = y/x. Agora tendo em atencao as equagoes (12), (13) e (14),

obtemos
9*u 1O0u
ocon 269y
como forma candnica da equacao com derivadas parciais dada. c.q.d.

(b). Neste caso estamos em presenca de uma equagao parabdlica, pois A = 0. A mudanga

de variavel esta determinada pelas solugoes da equacao diferencial
sin® zdy? + 2y sin wdady + y*de* =0, ie. ytan(z/2) =c1, y=cs.

Assim {(z,y) = ytan(z/2) e n(z,y) = y. Agora tendo em atengao as equagoes (12), (13) e
(14), obtemos

0*u 2én Odu

o 4o

Eng. Electrotécnia e de Computadores Calculo 111
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como forma canodnica da equagao com derivadas parciais dada. c.q.d.

(c). Neste caso estamos em presenga de uma equagao eliptica, pois A = —1. A mudanca de

variavel estda determinada pelas solucoes da equacao diferencial
dy? +2dxdy +2dx* =0, ie. y+aotiz=c, y+x—ir=cy.

Somando algebricamente as duas equagoes obtemos y + x = ¢3, com ¢3 € C. Por outro lado
somando algebricamente as equagoes dadas depois de multiplicadas por ¢ a primeira e por
—i a segunda obtemos = = ¢4, com ¢4 € C. Assim &(x,y) = x+y e n(z,y) = z. Agora tendo

em atencao as equagoes (12), (13) e (14), obtemos

Pu  *u
—_—t — = 0,
o0& On?
como forma canodnica da equacao com derivadas parciais dada. c.q.d.

3.3. Principio da sobreposicao. Seja P um operador linear com derivadas parciais sobre

o espaco das funcoes de classe C™ do tipo

(16) P(z,D) = Y au(z)D*, a=(a,...,a,), la| =) ax, ie

laf<m

P(ciuy + coug) = ¢ P(uy) + co P(ug), ¢1,¢0 € C e ug,ug € C™.

Teorema (Principio da Sobreposicdo). Seja P um operador linear com derivadas parciais do
tipo (16).

(1) Sejam {uy} uma sucessao de funcoes que verificam Pu =0 e (¢;) C C. Se chuk
¢ uniformemente convergente, entao a funcao u = chuk ¢ ainda uma solugao da
equagao com derwadas parciais P =0, 1.e. Pu = 0.

(2) Seja u(z, \) uma familia a um parametro \ solug¢ao de P = 0. Considere-se o integral

paramétrico uniformemente convergente [ g(ANu(z,X) dX. Entdo a fun¢ao u(z) =

/g()\)u(x, A) d A € ainda uma solugio de P =0 se

Pu:P(/g(A)u(:ﬂ,)\) d)\) :/g()\)Pud)\.

(3) Nas condigoes do sequndo principio suponhamos que v(z,\,h) = (u(x,\ + h) —
u(z,\))/h, h # 0 e flLiE(l)U(x’)\’g) = a—i(a Entdo a fungao vy = % ¢ ainda uma
solugdo de P =0 se Pv; =P (a—z) =3 P(u(z, \)).

Observacdo . Este principio esta na base da aplicacao do calculo operacional para a resolugao

de equagoes com derivadas parciais lineares.

Calculo I Eng. Electrotécnia e de Computadores



Introducao as EDP 11

3.4. Calculo operacional. Vamos aplicar transformadas de Laplace para a resolugao de
equacoes com derivadas parciais do tipo

82u ou 82u Gu

onde A, Ay, B, By, C' sao fungoes continuas de z definidas no intervalo [0, {]. O nosso objectivo

=0,

vai ser o de determinar uma solugdo da equagao (17) que verifique as seguintes condi¢ies
MNCIALS
u(w,0) = 6(x), So(w,0) = v(x), w[0.1], 120,

e condicoes de fronteira

u(0.0) = (1), o920, + 574, 1) = u(l. 1)

onde «, 3, sao constantes.
Observagdo . A segunda condicao de fronteira é desnecessaria no caso em que | — oo.

Das propriedades das transformadas de Laplace sabemos que
Lu(x,s) =u(s) = / exp(—st)u(z,t) dt
0

du o du

—— = —st)=— dt

dux /0 exp(=s )833

d*a o 0*u
@ = /0 exp(—st)@ dt.
Além disso,
du

SE = su — u(zx,0)
Fu
SW = s°u — sp(x) —P(x).
Assim, a equagao (17) toma a forma
d?a da
1 AS Y LB L N =
(18) 2 T Bg, tMut 0,

onde M = C—A8*+Bys, N = —A,5¢— A1) — B1¢, que é uma equacao diferencial linear de
segunda ordem. A solugao geral de (17) vem dada como a transformada inversa da solugao
de (18).

Problema 3.2. Resolva a sequinte equacao com derivadas parciais

Pu  10%u . du
52~ g =0 ul#,0)=Asin(mz/l), o (2,00=0, u(0,t)=u(l,t)=0.
Resolucao. Aplicando transformadas de Laplace obtemos
d*a s sA . _ _
(19) @ — ?u = —? Sln(’ﬂ'l’/l) s U(O, 5) = U(l, S) =0.

A solucao geral da equacao homogénea associada vem dada por

up(x,s) = Crexp(s/ax) + Cyexp(—s/ax), Cy, Cy € R.
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Pode também ver-se que uma solugao particular da equagao (19) é
SA
s? + a?n? /12
Assim a solucao geral de (18) vem dada por u = @y, + Uy, i.e.
sA
s? + a?m? /12

Up(z,s) = sin(mz/1) .

u(z,s) = Crexp(s/ax) + Cyexp(—s/ax) + sin(mz/l),

e tendo em atencao as condigoes de fronteira
sA
s? + a?n? /12

Aplicando agora transformada inversa de Laplace obtemos

u(z,t) = Acos(mat/l) sin(mx /1),

u(z,s) = sin(mz/1) .

para solucao do problema inicial. c.q.d.
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R™-metria, 1
area
rectangulo, 2

baricentro, 19
bola aberta, 2

centro de massa, 19
conjunto

aberto, 2

compacto, 5
curva

continua, 4

de nivel, 3

em R2?, 11

simples, 14

derivada
parcial, 5
representagao geometrica, 5
diferenciabilidade
condigao necessaria, 7
condigao suficiente, 8
funcao composta, 9
diferencial
funcao vectorial, 8
fungao real, 7
diferencidvel
fungao real, 7
funcao vectorial, 8
distancia, 1

espaco
afim, 1
euclideano, 1
vectorial, 1
extremos
condigao necessaria, 17
condigao suficiente, 18

forma quadratica, 18
definida negativa, 18
definida positiva, 18
semi-definida negativa, 18
semi-definida positiva, 18

funcoes
analiticas, 10
bijectivas, 13
continuas, 4
de Lagrange, 20
definidas implicitamente, 11

funcionalmente dependentes, 13
funcionalmente independentes, 13

uniformemente continuas, 4
vectoriais, 3

geometria, 1

INDICE REMISSIVO

lagrangiano, 20
limite
direccional, 4
funcao real, 3
fungao vectorial, 3

matriz
caracteristica, 14
definida negativa, 18, 19
definida positiva, 18, 19
forma quadrética, 18
menores, 14
menores principais, 19
semi-definida negativa, 18, 19
semi-definida positiva, 18, 19
momento
de inércia, 19
Multiplicadores de Lagrange
condigao suficiente, 20
método, 20

ponto
critico, 17
de minimo, 17
de méaximo, 17
extremante, 17
miltiplo, 14

superficie diferenciavel, 15
equacao cartesiana, 15
vector normal, 15

Taylor
polinémio, 11
série, 11
teorema
da funcao implicita
diferenciabilidade, 12
existéncia, 12
da sandwich, 3
de Cauchy, 3
de Sylvester, 19
de Weierstrass, 5
funcao implicita, 12
fungao inversa, 13
funcionalmente dependentes
condicao necessaria, 14
condigao suficiente, 14
incrementos finitos, 6
limite por curvas, 4



