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Teoria Construtiva da Aproximacao
Exame — 23/6/99
Duracao: 3h

(4.0) 1. Fracgoes Continuas.

Faca uma exposicao sobre o tema das fraccoes continuas dando particular
antencao as relagoes de recorréncia, representacoes por determinantes, re-
sultados de convergéncia, relacoes com séries numéricas e de poténcias e
alguma aplicacao destes resultados.

(5.0) 2. Caracterizacao da Melhor Aproximagao.

(a)

Seja f uma funcdo continua num intervalo [a,b]. Dé uma condicao
necessaria e suficiente para que um polinémio p* seja uma melhor
aproximagao em norma infinita de f no espago dos polinémios de grau
menor do que o igual a n.

Mostre que se p,, for uma melhor aproximacao de grau n de f ela é
Unica.

Mostre que, se o polinémio p,, de grau n é a melhor aproximagao de
grau n para "' em [—1, 1], entao

2" —p,(z) = 2"T41(x) onde T),(z) = cos(narccosz),

paran =0,1,...

Indique também o valor do erro, E, (2" ; [~1, 1]), cometido com esta
aproximacao.

Mostre que, se existirem um polinémio ¢,, de grau n e um conjunto de
n+2 pontos, {x1, ..., Tpya} C[a, bl comz; < xj1q,7=1,2,...,n+1
tais que

f@g) = qulz)) = (1), j=1...,n+2,
e todos os §; tém o mesmo sinal, entao

En(fila, b)) = n=min{|&], - [€ngal} -

Indicacao: Suponha que se nao tem a ultima condi¢ao do teorema
para algum polinémio de grau n, p,, i.e. para x € [a, b]

[f(@) = pa(@)] < [f(25) = qul@y)|, G=12,...,n+2,

e mostre que os polinémios p,, , ¢, coincidem.
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(4.0) 3. Aproximantes de Padé.

(a) Dé uma definigdo de fungao meromorfa em C.

(b) Defina aproximante de Padé de ordem (n, m), 7, de uma fungao
analitica numa vizinhanca da origem.

(c¢) Explique como procederia para calcular a terceira linha da tabela de
Padé de f, m,2, n=10,1,2,....

(4.0) 4. Teorema dos Blocos.

(a) Decomponha f(z) = m em fracgoes elementares.
1 = .
(b) Sabendo que 1 = g 2", |z| < 1, mostre que o desenvolvimento
— 2
n=0

em série de poténcias numa vizinhaca da origem, da funcao f apresen-
tada na alinea anterior é
1 1

f(z):anznv fn:2_n_3_n’ TZ:O,].,
n=0

Indique também a regiao de convergéncia desta representagao em série.

(¢) Mostre que a sucessao (f,) verifica a seguinte relagdo de recorréncia
da coeficientes constantes

fn+2:5fn+1_6fna n:(),l,...e fOZO,f1:1/6
(d) Tendo em atencao o resultado da alinea anterior determine os elemen-

tos da terceira fila da tabela de Padé 7, o.

(e) Mostre que os pélos dos elementos , 1, formam uma sucessao conver-
gente para 2.

(3.0) 5. Teorema de Montessus de Ballore.

(a) Classifique a fungao tangente quanto as suas singularidades em C.
(b) Enuncie o Teorema de Montessus de Ballore.

(c) Aplique o Teorema de Montessus de Ballore para determinar o disco
de convergéncia dos elementos da linha 2m da Tabela de Padé.

(d) Justifique que os pélos, «,,, dos elementos da segunda fila da tabela de
Padé de exp(z) verificam lim «,, = co.
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