Capitulo 2

Solucao numérica de equacoes e
sistemas nao lineares

2.1 Breve referéncia histoérica

A origem dos métodos numéricos para a resolugao de equagoes nao lineares é bastante antiga.
Os matemaéticos gregos tinham ja notado a importancia do conhecimento da relacao entre a
corda de uma circunferéncia e o arco que ela define. Hiparcos de Niceia, no século II a.C., foi
provavelmente o primeiro a introduzir a fungao corda

cor (20) = 2Rsin 6,

onde R é o raio da circunferéncia e 6 o angulo subentendido.

No entanto, o primeiro matemadtico a tabelar esta funcao foi Ptolomeu (100-178), no seu
Almagest, onde também calculou férmulas para cor(6; + 62) e COI‘(%@). O que ¢ interessante
notar é que Ptolomeu para calcular cor(1°) usou um procedimento iterativo onde obtinha
sucessivas aproximagoes, partindo de varios valores iniciais.

O problema de melhorar o método de Ptolomeu preocupou muitos matematicos, em parti-
cular os do mundo 4rabe, até ao tempo de al-Kashi (séc. XV). Este matematico (e astrénomo)
deduziu um elegante método iterativo que envolvia equagoes algébricas e que, em particular,
permitia calcular o valor de sin 1° partindo de sin 3°. Este problema, conhecido por trissec¢ao
do angulo, constiui um dos problemas mais famosos da histéria da Matematica e, em particular
das equacoes algébricas.

O conceito de equagao algébrica tinha sido introduzido no séc. IX pelo matematico darabe
Mohammed ibn Musa al-Khowarismi (780-850) na obra Ilm al-Jabr wa’i Muquabalah. Nesta
obra eram explicadas, essencialmente, duas operacoes: al-jabr é a operagao que consiste em
fazer passar de um membro da equagao para o outro um termo subtractivo por forma a o
tornar aditivo; al-muquabalah é a operagao que consiste em suprimir os termos idénticos em
ambos os membros da equagdao. O nome de al-Kowarismi deu origem a palavra portuguesa
algarismo e deve-se ao facto de ter sido a obra deste matemdtico que deu a conhecer ao
ocidente a numeracao hindu-drabe. Outro matemaético-filésofo de destaque no contexto das
equagoes alébricas foi o famoso Omar Khayyam (1048-1131), da Pérsia, autor da célebre obra
Odes ao Vinho.

A notagado era, no entanto, bastante deficiente. Importantes contributos no sentido da
simplificacdo da notagao foram dados por Leonardo de Pisa (Fibonacci) (11707-12507) no
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século XIII, Luca de Pacioli (1445?-1517) no século XV, Christoph Rudolf (matematico alemao
que introduziu os simbolos + e —) e Robert Recorde (15107-1558) (matemadtico inglés que
introduziu o simbolo =) no século XVI e, sobretudo, por Frangois Viete (1540-1603), ou a
latina como ele preferia, Vieta, nos finais do século XVI.

Apés os trabalhos de John Napier (1550-1617) e de Henry Briggs (1556-1630) sobre lo-
garitmos, Vieta desenvolveu, em 1595, um esquema iterativo para calcular um zero de um
polinémio de grau 45, problema que tinha sido proposto a todos os matemaéticos do mundo
por Adrianus Romanus (o verdadeiro nome deste matematico era Adriaan von Roomen mas
também preferiu o nome latino; manias da Renascenga...). Vieta nao sé calculou de uma forma
brilhante um zero como também apresentou os 23 zeros positivos do referido polinémio!! E
curioso reparar que, em 1670, o método de Vieta foi descrito como um ’trabalho impréprio
para um cristdo e mais adequado a alguém que queira comprometer-se a remover os Alpes
italianos para a Inglaterra’.

Durante este periodo muitos matematicos se dedicaram a tarefa de deduzir métodos ite-
rativos. Por exemplo, nos meados do séc. XVII, Johannes Kepler (1571-1630) produziu um
esquema iterativo para resolver a famosa equacao

a= [+ esing,

onde (§ é funcao de a a que chamou requla rositionum. Na segunda metade desse século, a
Matematica na Europa ocidental sofreu uma enorme evolucao. E de salientar, nesta época,
as novas teorias e notagoes apresentadas por René Descartes (1596-1650) em La Géométrie
bem como os trabalhos do seu grande rival intelectual Pierre Fermat (1601-1665).

Precedido por este conjunto de resultados, o grande matemaético ingés Isaac Newton
(1643-1727) publicou, em 1669 no seu célebre trabalho Principia Mathematica (Livro 1,
Prop.31,Scholium), 'uma versao melhorada do procedimento exposto por Vieta e melhorado
por Oughtred’ para calcular a solucdo de 3 — 2z — 5 = 0. Este esquema, que ele também
usaria para resolver o problema de Kepler, pode ser representado por

f(zg)

LTi+1 = Tk — f,(mk)u

k=0,1,...,

e constitui um poderoso e simples método para calcular raizes de equagoes nao lineares. Este
método é muitas vezes designado por método de Newton-Raphson pois ele foi sistematica-
mente estudado por Joseph Raphson (7-17157) num trabalho que publicou em 1690. Devido
aos seus excelentes trabalhos, neste e noutros campos, Newton é considerado como um dos
grandes precursores da andlise numérica.

2.2 Introducao

A solucao de equacOes e sistemas de equagOes é um capitulo em que a andlise numérica
encontra uma solucao bastante precisa. Neste capitulo vamos expor alguns métodos que nos
permitem obter uma aproximacao da solucao real de uma equagao real da forma

Vieta, que possuia um profundo conhecimento matemético, serviu-se para o seu estudo de vérias simpli-
ficagGes de notagdo que introduziu, nomeadamente, a de usar letras nao sé para denotar constantes como para
denotar varidveis; as primeiras letras do alfabeto seriam reservadas para as constantes e as tultimas para as
varidveis.




Solucao numérica de equacoes e sistemas nao lineares 15

onde f pode ser algébrica ou transcendente.

Os valores de x* tais que f(z*) = 0 sdo designados por zeros de f, ou raizes de f(z) = 0.
S6 para algumas escolhas particulares de f é que sdo conhecidos processos que permitem
calcular os referidos valores com um nimero finito de operacoes.

Exemplo 2.1 As raizes da equagao do segundo grau
az? +br+c=0

sdo facilmente obtidas pela chamada 'férmula resolvente’

b= Vb2 — 4ac
B 2a ’

a # 0.

x
Exemplo 2.2 As raizes da equacao
2® +pr®+qr+r=0

podem ser obtidas pelo processo que se segue, devido a Scipione del Ferro (1465-1515) e Niccolo
Tartaglia (1499-1557). Fazendo a mudanga de varidvel z = z — § obtém-se assim a equacao

2 4az+b=0,

onde ) )
= —(3q — p* b= —(2p® — 9pq + 277).
a=30B¢-p7) e 57 (207 = 9pq + 27r)
As raizes desta nova equac¢do s3o dadas por
A+B A-B A+B A-B
21 = A+ B; 29 = — * + V=3; 23 = — P V=3,
2 2 2 2
onde
3| —b b2 a3
A= — —+ —
2 + 4 + 27’
poizb_ v @
2 4 27
Assim as raizes da equacdo dada sdo
xlzzl—g' x2:z2—]3' $3223—B.
3’ 3’ 3

E também possivel determinar analiticamente as raizes de uma equacao polinomial de
quarta ordem. Tal férmula é devida a Ludovico Ferrari (1522-1569). A férmula para calcular
as raizes de uma equagao polinomial de quinta ordem foi procurada durante séculos; em
1826, o matemaético noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) provou que essa férmula nao
existe. Assim, para calcular as raizes de uma equacao polinomial de grau igual ou superior a
cinco temos que recorrer a métodos numéricos. Além disso, de um modo geral, ndo existem
férmulas para a determinacao das raizes de uma equacao nao linear nao polinomial. E o caso
de considerarmos, por exemplo,

e’ +tanx + logz = 0.
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A solucao analitica de sistemas de equactes nao lineares também néao é possivel de obter na
maioria dos caso. Como exemplo, considere-se

o2y + 22y —axy = 3
ry? — 2%y + 4oy = —1

Problemas numéricos desta natureza ocorrem com muita frequéncia na resolucao de equa-
coes diferenciais, integracao, determinacao de extremos, etc. Na impossibilidade de obter a
sua solucdo exacta, vamos considerar os chamados métodos iterativos por forma a obter uma
solucao aproximada para o problema.

2.3 Meétodos iterativos

Consideremos o problema (2.1). A filosofia dos métodos iterativos consiste em, partindo de
uma aproximacao inicial g para uma solucao z* do problema, gerar uma sucessao de valores

Tp+1 = g(zp), k=0,1,2,..., (2.2)
que seja convergente para essa solugao.
Definigao 2.3 O método iterativo (2.2) diz-se convergente para z* se

lim e =0,
k—oo

onde e := Axy = x* — x, € 0 erro (absoluto) da iteragdao k.

Dados vérios processos iterativos convergentes para para a solucao z* de (2.1) coloca-se a
questao de saber qual dos processos é mais eficiente. A eficiéncia de um processo iterativo pode
ser medida de varias maneiras: esforco computacional, tempo gasto, etc. Nesta seccao iremos
definir um conceito que servird para medir a velocidade de convergéncia de um determinado
processo iterativo.

Definicao 2.4 Uma sucessdo de iteragoes {xy} diz-se que converge com ordem de convergén-
cia p > 1 para um ponto x* se existir uma constante M > 0, independente de k, e uma ordem
ko € IN a partir da qual

lers] < Mlexl?, (2.3)

A constante M ¢ chamada constante erro.

A velocidade de convergéncia de um processo iterativo estd usualmente associada ao con-
ceito de ordem de convergéncia. Quanto maior for a ordem de convergéncia mais rapida é,
em geral, a velocidade de convergéncia do processo. A razao de convergéncia também pode
ser um aspecto a considerar mas, normalmente, s6 é considerada quando se comparam pro-
cessos iterativos com a mesma ordem de convergéncia. Aqui, quanto menor for a razao de
convergéncia mais rapida é a convergéncia do processo.

Observagao 2.5 Se p =1 diz-se que o método iterativo converge linearmente para x*. Neste
caso a constante erro M terd que ser inferior a 1 (para o método convergir) e a relagao (2.3)
pode ser escrita na forma

lena] < M eg).

Se p = 2 diz-se que a convergéncia € quadratica.
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Outras questoes que surgem naturalmente quando se fala de métodos iterativos sao as
seguintes.

e Como determinar a aproximacao inicial?
e Como definir um método iterativo convergente?

e Como saber que a solugao dada pelo método iterativo constitui uma boa aproximacao
para a solugéo exacta, isto é, como parar o processo iterativo?

As duas primeiras questoes serao respondidas nas préximas seccoes. Consideremos, por
agora, apenas o problema da definicao de critérios de paragem para processos iterativos
aplicados ao célculo das raizes de (2.1).

Seja (2.2) o processo iterativo gerador de uma sucessao de aproximagoes convergente para
a solucao z* de (2.1). Os critérios de paragem mais frequentes, quando se pretende aproximar
a raiz x* com uma precisao €, sdo:

1. Critério do erro absoluto: |z — zk_1| < €;

2. Critério do erro relativo: |z — zp_1| < e|agl;

3. Critério do valor da fungao: |f(xx)| < &1, onde €1 < ¢;
4. Critério do nimero méaximo de iteragoes: k = kmazx.

O primeiro e o segundo critérios sao assim conhecidos uma vez que os valores por eles
obtidos podem constituir estimativas para |Azg| e |rg, |, respectivamente. O ultimo critério
utiliza-se como factor de seguranca, para prever o caso em que O processo iterativo possa
divergir.

Observagao 2.6 Como a sucessio {xy} € convergente, a sucessio {|xy — xr—1|} também o
€ e o seu limite € zero. FEste facto garante-nos a eficdcia dos critérios do erro absoluto e
relativo.

Uma questao final, para a qual nao iremos dar grande énfase, tem a ver com a estabilidade
dos algoritmos. Como ¢é sabido, muitos dos problemas que pretendemos resolver podem ser
sensiveis a erros, isto é, mal condicionados. Um caso disso é o conhecido exemplo de Wilkinson.

Exemplo 2.7 Consideremos a seguinte equacio
(x+1)(x+2) - (x+20) =0.
Se efectuarmos as multiplicagcdes vem que
2 +2102" + - + 20! = 0.

Perturbemos agora o sistema alterando o coeficiente 210 para 210 + 2723, Temos assim um novo
problema para resolver na forma

220+ (210 +27%)21 + ... 420! = 0.
As raizes deste novo problema s3o

~1,-2,...,—8,—14 4+ 2.5, —16.73 £ 2.8i, . . ..

Para estes problemas os métodos iterativos a usar terao que ser escolhidos de forma muito
criteriosa por forma a nao propagarem muito os erros no processo de céalculo.
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2.4 Determinacao da aproximacao inicial

Num processo iterativo é necessario determinar uma estimativa inicial da solugéo do problema
a resolver. Por vérias razoes, algumas delas ébvias, é de todo o interesse que essa aproximacao
esteja o mais proximo possivel da solucao exacta. Existem vérios processos que permitem
encontrar essas aproximacoes iniciais.

Exemplo 2.8 As solucdes de %! — 42 + 2 = 0 podem ser aproximadas inicialmente pelas
solucdes de 22 — 4z +2 = 0.

Exemplo 2.9 Se pretendermos aproximar a maior raiz de z° — 2z — 500 = 0 podemos tomar para
aproximacao inicial z ~ v/500 = 3.468.

As técnicas usadas nos exemplos anteriores sao muito intuitivas e ndo podem ser genera-
lizadas a uma gama elevada de problemas. O processo mais usual de obter uma aproximagao
inicial consiste em determinar um intervalo de pequena amplitude contendo a raiz a calcular.
Para isso iremos considerar dois métodos: o processo da localizagao gréfica e o chamado método
de Rolle.

2.4.1 Localizacao grafica

Este método consiste em tentar obter graficamente um intervalo que contenha a raiz de
(2.1) que pretendemos calcular. Ora, o tragado grafico da fungao f pode nao ser evidente e
constituir, em si, um processo de complicada resolucao. Este problema pode ser contornado
se reescrevermos a equacao (2.1) na forma equivalente

fi(x) = fa(x), (2.4)

sendo f1 e fo fungoes cujo tracado grafico seja mais simples que o de f. Assim as raizes de
(2.1) serao as solugoes de (2.4), isto é, os pontos de interseccao de fi com fo.

O processo de determinacao grafica de um intervalo que contém a raiz deve ser sempre
acompanhado de uma confirmacao analitica, confirmacao essa que pode ser dada pelo seguinte
teorema que resulta como coroldrio imediato do Teorema de Bolzano.

Teorema 2.10 Se f for uma fun¢ao continua em [a,b] e se f(a)f(b) < 0 entao existe pelo
menos um ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Se para além das hipdteses do teorema anterior se verificar que a derivada de f nao muda
de sinal no intervalo [a, b], entao a raiz é tinica nesse intervalo. Temos assim um critério para
verificar a existéncia e unicidade de zero de uma funcao continua f num dado intervalo [a, b]:
se

1. f é continua em [a, bl;
2. f(a)f(b) <0
3. f’ ndo muda de sinal em [a, b],

entao existe uma e uma s6 raiz de f(z) = 0 em |[a, b].

Exercicio 2.4.1 Localize graficamente as raizes de f(x) =0, sendo f(z) = |z| — e*.
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Resolugao: Como
flx) =0& |z =€,

tragando o grafico de y = |z| e y = e (Figura 2.1) verificamos que o seu ponto (tnico) de
intersec¢do, x* (a raiz de f(z) = 0), se situa no intervalo (—1,0).

y=¢€
2.5
2
1.5
y=Ix
0.5
1 0.5 0.5 1

Figura 2.1: Localizagao grafica.

De facto tal acontece uma vez que

1. feC((-1,0));
2. f(=1)f(0) = 0.632 x (—1) = —0.632 < 0;
3. f/(x) = —1—¢€", para x <0, e como tal f'(z) < 0 para todo o z € (—1,0).

2.4.2 Método de Rolle

Quando o método gréfico for de dificil aplicagdo poderemos usar o chamado método de Rolle.
Este método é muito usado quando pretendemos localizar as raizes de uma equagao algébrica.
(Note-se que quando o grau do polinémio que define a equagao algébrica for muito grande o
tragado gréfico torna-se complicado.) A justificagao tedérica do método é dada pelo Teorema
de Rolle e o seu corolério seguinte.

Teorema 2.11 Se f for uma funcao continua e diferencidvel em [a,b] e se a e b sao dois
zeros consecutivos de f', entao existe, no mdzimo, um & € (a,b) tal que f(§) = 0.

Este teorema, em linguagem (muito) informal, costuma ser enunciado de forma seguinte:
entre dois zeros consecutivos da derivada de uma dada fungao, existe, no méximo, um zero
dessa funcao.

Para definir o método de Rolle consideremos, previamente, a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.12 Chamam-se ndmeros de Rolle da equacao f(x) =0, definida em I C IR, ao
conjunto formado pelos pontos fronteira de I e pelos zeros da derivada de f.

Atendendo ao teorema anterior temos que, uma vez ordenados de forma crescente, entre
dois ntmeros de Rolle consecutivos existe no maximo uma raiz real da equacao. Assim se o
valor da funcao tiver o mesmo sinal nos extremos do intervalo definido por dois nimeros de
Rolle consecutivos, a equagao nao tem nenhuma raiz real nesse intervalo; caso contrario, a
equacao tem uma sé raiz real no intervalo.



Solucao numérica de equacoes e sistemas nao lineares 20

Figura 2.2: Corolario do Teorema de Rolle.

Exercicio 2.4.2 Usando o método de Rolle, localize todas as raizes reais de
flx)=2® 22 -5=0.

Resolucao: A funcio derivada, definida pela expressio 322 —2, tem dois zeros —+/2/3 e +/2/3.
Os nimeros de Rolle da equacdo dada sdo

\/5 . \F N
—00 —\/ = = 00.
9y 37 37

Como a funcdo dada é continua em IR e

T —00 —/2/3  +/2/3 400
Jey [ - -

temos que a Unica raiz real da equagdo dada estad no intervalo (1/2/3, +00).

Note-se que o intervalo obtido no exemplo anterior ainda é bastante grande. Podemos
diminui-lo recorrendo ao seguinte resultado, obtido a partir do Teorema de Taylor e valido
apenas para equagoes algébricas.

Teorema 2.13 (Newton) Seja P(z) =0 uma equagio algébrica. Se para x =L (L >0) o
polinémio P e as suas sucessivas derivadas forem ndao negativas entdo L constitui um limite
superior das raizes positivas de P(z) = 0.

Demonstracao: Seja P um poliémio de grau n. Fazendo o seu desenvolvimento de em
série Taylor, em torno de x = L, temos que

P//(L)
2!

Assim é facil concluir que, nas hipétese do teorema, P(x) > 0 para todo o > L, o que prova
o pretendido. [

PM(L)

P(x) = P(L) + P'(L)(z — L) + n!

(x—L)>+ -+

(z — L)".

Um limite inferior [ para as raizes negativas de P(z) = 0 poderia ser obtido usando o
resultado anterior, atendendo a que as raizes negativas de uma equagao algébrica P(z) = 0,
onde P é um polinémio de grau n, sdo as raizes positivas, com sinal contrario, de Q(z) =
(=1)"P(—x) = 0.
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Exercicio 2.4.3 Prove a afirmac3o anterior.
Exercicio 2.4.4 Determine limites superiores e inferiores para as raizes reais de
Px)=2*—2r—5=0.

Resolucgao: Assim, atendendo a que

0 1 2 3
P(x) - - - +
P'(x) +
Pl/ ZE) +
P”/(IL') +

L = 3 ¢é limite superior das raizes de P(x) = 0. Para determinar um limite inferior das

raizes seja
Q(z) = (-1)3P(—x) = 2% =22 +5

Ora, atendendo a que

|0 1
Qx) | - +
Q'(x) +
Q//(l') +
Q///(x) +
temos que [ = —1 é limite inferior das raizes de P(z) = 0.

2.5 Calculo das raizes

Seja f uma fungao continua em [a, b] tal que f(a)f(b) < 0. Entao, pelo Teorema 2.10 existe
pelo menos uma raiz z* de f(xz) =0 em (a,b). Se para além disso se verificar que a derivada
de f nao muda de sinal no intervalo [a, b], entao a raiz é Unica nesse intervalo.

Localizada a raiz?, vamos construir uma sucessio de aproximacdes convergente para essa
raiz. O método mais simples de entre os que iremos estudar é o método das divisoes sucessivas
conhecido por método da bissec¢3o.

2.5.1 Meétodo da bissecgao

No método da bisseccao nao é necessario o conceito de aproximacao inicial mas sim o de
intervalo inicial Iy = [a,b]. Comecemos por determinar o ponto médio de Iy,

b+a
xr1 = .
! 2

Assim, caso f(a)f(z1) < 0, temos que x* € [a, z1]; caso contrario temos que z* € [z1,b]. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, que * € I} = [a, x1]. Obtemos assim um intervalo que

?Localizar uma raiz significa encontrar um intervalo que a contenha essa e apenas essa raiz.
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contém a raiz x* de amplitude igual a metade da amplitude do intervalo inicial. Determinando
agora o ponto médio de Iy,

T +a

T2 = 2 )
podemos obter, de forma andloga, um novo intervalo que contenha a raiz z*, de amplitude
igual a metade da amplitude do intervalo ;. Seja esse intervalo Iy = [z1,22]. O processo

repetia-se determinando uma sucessao {xy} que converge, evidentemente, para x*.
O algoritmo do método da bisseccao pode ser dado como se segue.

Algoritmo 2.1 Método da bissecgdo

Ler a e b;
Se f(a)f(b) > 0 entao parar;
Repetir
c:= 4t
Se f(a)f(c) <0 entao b := ¢ caso contrario a := ¢
até que |b —a| < ey ou |f(c)| < ey;

Escrever z* = c.

Exercicio 2.5.1 Melhore o algoritmo anterior.

Observagao 2.14 Notemos que, no método da bisseccdo, a exigéncia de unicidade de raiz
€ supérflua. A inica exigéncia € a de que a funcdo temha sinal contrdrio mos extremos do
intervalo e tal € verificado sempre que exista, nesse intervalo, um niumero impar de raizes.

Verifica-se facilmente que, sendo o intervalo inicial Iy = [a, ], a amplitude do intervalo I,
(obtido ao fim de n iteragoes) é dada por
b—a
n

uma vez que a amplitude do intervalo I 1 é sempre igual a metade da amplitude do intervalo
I, parak=1,2,....

Exercicio 2.5.2 Considere o método da bissec¢do. Seja L a amplitude do intervalo [a,b] que
contém uma e uma sé raiz * de f(z) =0 e {z1,x9,...} a sucessdo de pontos médios gerados
pelo referido método. Mostre que

. L
Lo|2" = zpp1| < [opgr — 2| = ST
2. O nidmero n de iteragOes necessdrias para garantir uma aproximac¢do da raiz com uma

lnz

precisdo § é dado por n > — .
In2

Resolugao: 1. Faz-se, sem problemas, por inducao.
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2. Ao fim de n iteracdes obtemos o valor x,,. Assim, pela primeira parte, para calcular
qual o n que verifica |z* — x| < §, vamos determinar qual o n tal que

L
|a7n _xnfl‘ = 27 <.

Temos, sucessivamente,

L L In?d
— <= "< =n>——L,
on = 5= "= e

Observagao 2.15 Note-se que, atendendo ao que foi demonstrado no exercicio anterior, a
demonstracao da convergéncia do método da bissecao resulta imediatamente uma vez que

lim |2* — x| < lim £ =0.
k—o0 koo 2K

Este método possui algumas vantagens bem como algumas desvantagens em relacao a
outros métodos que iremos estudar nas secgoes seguintes. A primeira grande vantagem é que
o método da bisseccao converge sempre (desde que exista raiz no intervalo inicial). A segunda
vantagem é que existe uma possibilidade de, a priori, poder indicar um majorante para o erro
cometido ao fim de um certo nimero de iteragoes.

A grande desvantagem do método da bissecgao reside no facto da sua velocidade de con-
vergéncia ser muito lenta quando comparada com a dos outros métodos. De facto prova-se
que, atendendo a definicao de ordem de convergéncia dada, o método da bissecgao converge
linearmente e possui uma constante erro M = %, isto é,

1
lexr1] < Slekl-

Exemplo 2.16 E bem sabido que os planetas ao girar em torno do Sol (e os satélites artificiais
em torno da Terra) descrevem Orbitas elipticas. Para determinar em que ponto da elipse se
encontra o mével num determinado instante ¢ ha que resolver a chamada equacio de Kepler

Tz —esinr = z,

onde e é a excentricidade (conhecida) da elipse (e que é um valor que varia entre zero, caso a
érbita fosse circular, e préximo de um, caso a 6rbita fosse muito alongada) e z é um ndmero que
se calcula a partir de t. Aqui f(z) =x —esinz — 2.

Vamos considerar o caso em que e = 0.5 e z = 0.7. Temos que f(0) = —0.7 < 0 e
f(2) =13-0.5s8in2 > 1.3 —-0.5 = 0.8 > 0. Assim, podemos comecar o método da bissec¢do
com o intervalo Iy = [0, 2]. Pelo facto de f(1) < 0 temos que a solug3o pretendida se encontra no
intervalo I = [1,2]. Apds cinco aplicagdes do método da bissec¢do concluimos que a solugdo se
encontra no intervalo I5 = [1.125,1.1875]. Tomando como aproximagdo para a solu¢do o ponto
médio 1.15625 = (1.125 + 1.1875)/2 temos a garantia que o valor absoluto do erro ¢ inferior a
0.03125.

Exercicio 2.5.3 Usando o método da bisseccdo, determine um valor aproximado para o zero de
f(z) = |z| — €*, com um erro que ndo exceda 0.15.
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Resolugao: Atendendo ao exercicio 3.1, temos que a raiz * de f(x) = 0 existe e é (nica no
intervalo (—1,0). Vamos determinar qual o menor valor de n tal que |z* — z,,| < 0.15. Pelo
exercicio anterior, esse valor pode ser determinado por

In0.15

= 2.74.
In2

1
— <015 n>—
27’L

Logo, n = 3, isto é, temos que efectuar 3 iteragBes. Partindo do intervalo inicial (—1,0)
temos x1 = 0.5. Como f(x1) = —0.16065 vem que

a* € [-1,-0.5].
Prosseguindo o processo obtemos x2 = —0.75 e como f(—0.75) = 2.7776 vem que
z* € [~0.75,-0.5)].

Concluimos entdo que z* =~ x3 = —0.6256 é uma aproximacdo cujo erro n3o excede a
tolerancia dada.

2.5.2 Método de Newton

O método de Newton, que iremos estudar nesta seccao, é um dos métodos mais conhecidos
e usados na determinacao de aproximagoes numéricas de raizes de equagoes nao lineares.
Para o definir, iremos comecar por efectuar uma abordagem analitica fazendo depois a sua
interpretagao geométrica.

Seja f € C?([a,b]), com [a,b] C IR, e z* € [a,b] a tnica raiz de f(z) = 0 nesse intervalo.
Pela férmula de Taylor temos que, se xg € [a, b],

£07) = )+ feo)et —20) + T @ a0, g e 1ot a0}

Como f(x*) =0 e supondo f’(z*) # 0 para todo o x € [a, b], vem que

f(l'O) _ f//(f) (ZL'* — )2
Fi(wo)  2f(wo) o

=z — e I{z", x0}. (2.5)
f(20)
(o)

dado pela férmula de recorréncia

Seja x1 = x9 — . Procedendo de forma analoga, poderemos definir um método iterativo

$k+1:$k—M /620,1..., (2.6)

f(ak)’
que pretendemos que seja convergente para z*. Este processo iterativo é designado por
método de Newton ou método de Newton-Raphson ou ainda método da tangente. Esta ultima
designagao resulta da interpretacao geométrica do processo iterativo.
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Interpretacao geométrica: Consideremos a recta tangente a curva y = f(x) no ponto de
abcissa zp. Essa recta é dada por

1
y = f(zx) + m(u’ﬂ — Tk).

O ponto de interseccao da recta tangente com o eixo das abcissas é dado por

_ J(@e)
[ ()

Temos assim que a iteragdo zpy1; dada pelo método de Newton é a abcissa do ponto de
intersecgao da recta tangente a curva y = f(x) no ponto (zy, f(x)) com a recta y = 0.

T = Tk

é(_________

X2 X1

Figura 2.3: Método de Newton.

Vamos agora estabelecer quais as condigoes que deverao ser impostas para que a sucessao
de aproximagoes geradas pelo método de Newton convirja para a raiz * de f(x) = 0.

Teorema 2.17 Se
1. f € C*([a, b)),
2. f(a)f(b) <0,
3. f'(x) #0, x € [a,b],
4. ["(z) <0 ou f"(x) >0, x € [a,b],
entao a sucessao {x}, k=0,1,..., gerada pelo método (2.6), com xo € [a,b] tal que
5. f(wo)f"(z0) >0,
converge para a unica raiz x* de f(x) =0 em |a,b].
Demonstragdo: Vamos supor, sem perda de generalidade, que: f(a) < 0, f' é positiva
em [a,b] e que f” é ndo negativa no mesmo intervalo. Supondo verificadas as hip6teses do

teorema, consideremos xop = b. Provemos que a sucessao {zx} gerada pelo método (2.6) tem
as seguintes propriedades.
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o A sucessao é nao crescente e limitada.

Com efeito, vamos provar (por indugdo) que x4+ € [z*¥, z%], para todo o k € INg. Por
(2.5) tem-se que,

R f,(fb)) (b2 <0, £el{a"b},

isto é, x* < x1. Por outro lado, por (2.6), com k = 0, tem-se que x1 < b.

Suponhamos agora que xy € [z*,25_1] C [z*,b]. Temos entdo que, de modo andlogo ao
efectuado em (2.5),

¥ — (xk — ;/((Q;Z))) = —Zf;/((ikk)) (x* — a1)?, & € I{x", a1}, (2.7)
ou seja )

=g = (z* — zx)> < 0.

2f"(xk)
Isto implica que z* < xp41. Por outro lado, por (2.6) e atendendo as hipéteses do
teorema, temos que xi11 — 2 < 0. Provamos entao o pretendido.

e A sucessao converge para z*.

A convergéncia da sucessao decorre do facto de ela ser nao crescente e limitada. Seja
a = limg_, 4o xg. Vamos provar que o = z*. Tomando limites em (2.6) e tendo em
conta o facto de f € C?([a,b]), temos que

i@
F(a)

o que implica f(a) = 0. Uma vez que z* é a unica raiz de f em [a, b] temos que

o=

o= lim z5 =2z
k—-+o0

Esta assim demonstrado o teorema. [

O teorema seguinte estabelece igualmente uma condigdo necessdria para a convergéncia
do método de Newton. A diferenga em relagdo ao anterior reside apenas na quinta condicao:
enquanto que o teorema anterior nos da um critério para a escolha da aproximagao inicial, o

seguinte dd-nos uma condicao que garante a convergéncia do método para qualquer aproxi-
macao inicial escolhida no intervalo [a, b].

Teorema 2.18 Se
1. f € C*Ja,b)),

2. f(a)f(b) <0,

3. f'(x) #0, x € [a,b],

4. f"(z) <0 ou f"(z) >0,
f(a) f(b) ‘

f'(a) f'(b)

entdo, qualquer que seja xg € [a,b], a sucessio {x} gerada pelo método (2.6) converge para
a unica raiz x* de f(x) =0 em [a,b].

<b-—-a

fi— 7

5

<b—ae’
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Demonstracao: As hipdteses 1, 2 e 3 garantem a existéncia e unicidade de raiz em [a, b].
Provemos que se z9p = a ou xg = b entdo x1; € (a,b). Com efeito, sendo o = a tem-se
z1 =a— f(a)/f'(a) e da hipStese 5 vem que —(b —a) < f(a)/f'(a) < b — a, donde z; < b.
Por outro lado, pelas hipdteses 2 e 3 temos que f(a) tem sinal contrério a f’(a) e como tal
f(a)/f'(a) <0. Assim z1 —a < 0 e logo a < x1. De modo idéntico se provaria que se xg = b
entao x1 € (a,b).

Suponhamos que f(a) < 0. Pela hip6tese 4, para = € [a,b], f"(z) < 0 ou f"(z) > 0.
Consideremos f”(x) < 0. Entao, de (2.5),

1‘* —x = f”(é) (x* . xO)Q Z 0, § c (CL,JZ*),

2f'(a)
e, como tal, 1 € (a,z*). Prova-se também que, nas mesmas condigbes, xo € (z1,z") e,
sucessivamente, rxy1 € (zg, %), k=0,1,....
Provdmos assim que a sucessao {xj} converge monotonamente para x*.
Os restantes casos podem ser considerados de forma andloga. [

O algoritmo para o método de Newton pode ser dado como se segue.

Algoritmo 2.2 Método de Newton

Ler xq;
k:=0;
Repetir
_ S
f'ax)’
Th+1 = Tk — d;
k:=k+1

até que |d| < e1 ou k = kmax;

Escrever x* ~ xy,.

Exercicio 2.5.4 Melhore o algoritmo anterior.

Este método possui vantagens e desvantagens em relacdo ao método da bisseccdao. As
grandes desvantagens do método de Newton residem no facto deste poder divergir (caso a
aproximacao inicial escolhida nao seja suficientemente prozima da raiz) e de haver necessidade
de calcular a derivada da func¢ao (mais esfor¢o computacional). Por outro lado o método de
Newton converge muito rapidamente o que faz com que seja um dos métodos mais eficazes
para a aproximacao de raizes de equacoes nao lineares.

Nao é dificil provar a convergéncia é quadratica do método de Newton. De facto, por
(2.7),

1!
2 i = - O @ fe o).

2f" ()
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Tomando mddulos obtemos
lery1] < Mlex|?,
com Y
. lma’xxe[a,b} ‘f (m)’
2 minze[a,b] ’f/(x)‘
Assim, supondo verificadas as hipéteses do Teorema 2.17, concluimos que o método de Newton
tem ordem de convergéncia p = 2.

(2.8)

Exercicio 2.5.5 Mostre que, se {x}} for a sucessdo gerada pelo método de Newton (2.6) entdo
| = 2| < Mgy — il
com M dado por (2.8).

Outra vantagem do método de Newton em relagdo ao método da bisseccao tem a ver
com o facto do método de Newton se poder generalizar muito facilmente (como veremos)
para sistemas de equacgoes nao lineares. Além disso, este método também se pode aplicar ao
célculo numérico de raizes complexas.

Exercicio 2.5.6 Localize graficamente as raizes de f(z) = 0, onde
flx)=2>-1—In(z+1),

e aproxime a maior delas usando o método de Newton duas vezes.

Resolugao: Como f(z) = 0 < 22 — 1 = In(x + 1), tracando o grafico de y = 22 — 1 e de

y =1In(x + 1) (figura 4) verificamos que f(x) = 0 possui duas raizes reais: =} € (—1,0) e
x5 € (1,2).

1 y=In(x+1)

Figura 2.4: Localizagao grafica.

Facamos a confirmagdo analitica apenas para z3. Assim:
1. feC((1,2));
2. f(1))=—In2<0e f(2) =3—-1n3=1.901388 > 0;
3. fl(x) =22 — (x—1)"1 >0, para z € (1,2).
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Logo a raiz 3 de f(x) = 0 existe e é tnica no intervalo [1,2].

Para aplicarmos o método de Newton temos que primeiro provar a sua convergéncia. Como
fxy=22-1—-In(x+1), f'(z) =22 — (- 1)L e f'(x) =2+ (z — 1) temos que
f € C?([1,2]). Por outro lado, como f”(z) > 0, para todo o x € [1,2], o Teorema 2.17
garante que o método de Newton aplicado a equagao dada gera uma sucessdo de valores
convergentes para x5 desde que z seja escolhido por forma a que f(zo)f"(xo) > 0, isto é,
por forma a que

f(a?o) > 0.
Seja entdo zy = 2. Assim
f(2)
r = 2- = 1.48144;
f'(2)
1.48144
xo = 1.48144 — f(1.48144) = 1.369785.

F/(1.48144)

Uma estimativa para o erro pode ser dada por

|2y — x1] = 0.1116554.

Método da secante. A desvantagem que o método de Newton apresenta ao calcular a
derivada de uma funcao pode ser contornada pelo método da secante. Este método consiste
em substituir em (2.6) f'(x) por (f(zx) — f(zk—1))/(xx — xx—1). Obtemos assim a férmula
de recorréncia

Tl = Th — fa)
flag) = flap—
Em termos geométricos este método resulta do método de Newton pela substituicao da recta

tangente a curva y = f(z) em (xg, f(z)) pela secante que passa pelos pontos (zg, f(xg)) e
(xg—1, f(xk—1)). Essa recta é dada pela expressao

fxr) — flog—1)

T — Tp—1

)(xk—xk,l), k:O,l,....

y=flazx) + (@ — @)

Considerando y = 0 temos que o valor de x obtido é igual ao valor de x41 obtido pelo método
da secante.® Para que a sucessao gerada pelo método da secante convirja para a tnica raiz de
f(z) = 0 em [a, b] prova-se que é suficiente que se verifiquem as hipdteses do Teorema 2.18.
Prova-se ainda que a ordem de convergéncia do método da secante é

14++/5
p:

~ 1.618.
> 618

Por este facto a convergéncia deste método diz-se superlinear.
Exercicio 2.5.7 Construa o algoritmo para o método da secante.

Exercicio 2.5.8 Repita o exercicio 2.5.6 para o método da secante.

3Note-se que o método da secante necessita ndo de uma mas de duas aproximacdes iniciais z_1 e o, muitas
vezes tomadas como sendo os extremos do intervalo que contém a raiz.
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2.5.3 Meétodo do ponto fixo

O método do ponto fixo ndo é propriamente um método mas sim uma classe de métodos (o
método de Newton, por exemplo, pertence a classe de métodos do ponto fixo). Este método
tem grande importancia na resolucao de todo o tipo de equacgoes, incluindo as equagoes
diferenciais e integrais. Neste momento vamos apenas considerar o problema da determinacao
das raizes de uma equagao nao linear f(z) = 0.

O método do ponto fixo consiste em converter o problema de determinar os zeros de uma
funcao no problema (equivalente) de calcular os pontos fixos de uma outra funcao.

Definicao 2.19 Seja f uma fungao definida num intervalo [a,b] € IR. Dizemos que x* €
[a,b] é um ponto fixo de f se z* = f(z*).

Assim, o problema de determinar os valores de x para os quais f(z) = 0 (zeros de f) é
transformado no problema equivalente de determinar os valores de x para os quais g(z) = x
(pontos fixos de g). Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.20 A excentricidade da érbita de Vénus é dada por e = 0.07. Suponhamos que
pretendemos resolver a equacdo de Kepler

f(z) =0« 2 —0.007sinz — z =0,

quando z = 0.7. Como o termo 0.007 sin z é muito menor que 0.7 temos que uma aproximagio
para a raiz da solugdo pode ser dada por x =~ 0.7. Substituindo este valor em 0.007 sin = obtemos
~ 0.007sin0.7 =~ 0.004510. Introduzindo este valor na equacdo de Kepler temos uma nova
aproximagdo para a sua raiz dada por z ~ 0.7 + 0.004510 = 0.704510. Este processo poderia
continuar dando assim origem a um processo iterativo da forma xx1; = 0.007sinx, — 0.7,
k=0,1,..., e xg = 0.7.

Depois de transformarmos o problema na forma da determinacao dos pontos fixos de uma
funcao g, as sucessivas aproximagoes sao calculadas, a partir de uma aproximacao inicial x
dada, pela férmula

Ti+1 = 9(xk), kE=0,1,2,.... (2.9)

A funcéo g é chamada func3o de iteracdo do método. Notemos que, no caso do método de
Newton, a funcao de iteragao é dada por

@
A= ay

No exemplo anterior escolhemos para fungao de iteracao g(x) = 0.7 4+ 0.007 sin x.

A questao que se coloca é a seguinte: dada uma equagao f(z) = 0 com raiz z* € [a, ],
como escolher uma funcao de iteragao g por forma a que as sucessivas aproximacoes dadas
por (2.9) convirjam para z*? Antes de mais notemos que, supondo que g é continua e que
T — x*, se verifica

¥ =limagy, = limg(ag) = g(limxy) = g(z™).

Assim, uma condi¢ao necessiria para que o processo iterativo (2.9) convirja para zero z* de
f é que x* seja um ponto fixo de g.
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Exemplo 2.21 Notemos que a equacdo de Kepler dada no exemplo anterior se pode escrever

na forma
x— 0.7

0.007 °
Neste caso, para a aproximagio inicial g = 0.7 temos que x1 = 0 e x2 = arcsin (—100) que é
um valor que nem sequer esta definido.

x = g(x) = arcsin

Como poderemos decidir qual a melhor escolha para a funcao de iteracao? Em geral,
interessa que g(x) varie pouco com x. O caso ideal seria ter g constante; nesse caso, para

xg arbitrario, teriamos x; = x*. Para responder a esta questao, consideremos o seguinte

teorema.

Teorema 2.22 (Ponto Fixo) Se
1. g € uma fungao continua em [a,b] e
2. g(z) € [a,b] para todo o x € [a, D],

entao g tem um ponto fizo em [a,b]. Se, além disso,
3. |¢'(z)| < K <1, para todo o x € [a,b],

entdo o ponto fixo é unico e a sucessao gerada por (2.9) converge para esse ponto, qualquer
que seja a aprorimagao inicial xo € [a,b].

Demonstracao: Vamos mostrar sucessivamente a existéncia de ponto fixo, a unicidade e,
finalmente, a convergéncia do método.

e Existéncia.

Se g(a) = a ou g(b) = b temos que g tem (obviamente) um ponto fixo. Caso contrario,
e atendendo a hipétese 2 do teorema, temos que g(a) > a e g(b) < b. Consideremos a
fungao auxiliar h(z) = g(x) — = definida em [a,b]. Como h é continua e h(a)h(b) < 0
concluimos que existe um ponto ¢ € [a, b] tal que h(£) = 0, ou seja, tal que g(&) = €.

e Unicidade

Suponhamos que & e & sao dois pontos fixos de g. Entao

&1 — &l =19(&1) — 9(&)| = g’ (n)]|&1 — &l < K& — &,

onde 7 pertence ao intervalo definido por &; e £. Assim sendo (1 — K)|§ — & < 0o
que implica & = &2, uma vez que 0 < K < 1.

e Convergéncia
Considerando zg € [a, b] temos que
21 — 2| = o) — g@™)| = g/ (m)l |z — 7] < Koy — a7,
onde 7 pertence ao intervalo definido por xj e z*. Assim sendo
|zpg1 — ¥ < KFF 2 — 2. (2.10)
Tomando limites e atendendo a que K < 1 temos que
kgriloo Tpy1 =2,

0 que prova o pretendido. [
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Exemplo 2.23 Resolvamos mais uma vez a equacido de Kepler mas, desta vez, consideremos:

1. a excentricidade e = 0.5 e z = 0.7;

2. a excentricidade e = 0.5 e z = 2.

Vamos apenas efectuar os cdlculos para o caso 2, isto é, vamos considerar apenas a equacio
x — 0.5sinz — 2 = 0. Para usar o método do ponto fixo consideremos a funcdo de iteracao

g(x) =0.5sinx + 2, x € [2,3].

Vejamos se, para esta funcdo e para este intervalo, se verificam as condi¢bes de convergéncia do
método.

Como ¢ é uma fungdo continua, vamos provar que g(z) € [2, 3], para todo o = € [2, 3], isto §é,
que o gréfico de g estd totalmente contido no quadrado [2, 3] x [2, 3]. Para isso temos que provar
que ¢(2),9(3) € [2,3] e que o valor g em todos os seus extremos locais também se encontra
nesse intervalo. Ora, g(2) = 2.4546, ¢g(3) = 2.0706 e a fung¢do g é mondtona decrescente (pois
g'(z) = 0,5cosx). Assim sendo, g(x) € [2, 3], para todo o x a variar nesse intervalo.

Para provar que o método converge basta apenas provar que o majorante do médulo de ¢’ em
[2,3] é inferior a um. Como se vé facilmente

|g'(x)| = 10.5cos z| < 0.5,

e, como tal, K = 0.5 e o método =1 = 0.5sinz; + 2, £ =0,1,2,..., converge para a uUnica
raiz da equagdo em [2, 3], qualquer que seja 2y € [2,3]. A determinag¢do das sucessivas iteragdes
é feita de forma ébvia.
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Figura 2.5: Caso 1: g(z) = 0.5sinz + 0.7 e 2o = 0.7.

Observacgao 2.24 Nas Figuras 2.5 e 2.6 podemos visualizar o grdfico da funcao de iteragao
do método do ponto fixo considerado no exemplo anterior, para os casos 1 e 2, respectivamente,
bem como o grdfico da bissectriz dos quadrantes impares. A abcissa da intersec¢ao dos dois
graficos é o ponto fixo que pretendemos calcular. Como se pode ver, o método do ponto fixo
pode ser descrito da seguinte forma (grdfica). A partir de xo, no eizo das abcissas, tragamos
um segmento de recta vertical até intersectar o grdfico de g. A ordenada da intersecc¢do
€ o ponto x1. A partir do ponto de interseccao tracamos um segmento de recta horizontal
até encontrarmos a bissectriz y = x. A abcissa desse ponto final € x1. Para determinar
as restantes iteracdes repete-se sucessivamente este processo: vertical até ao grafico de g,
horizontal até a bissectriz.
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Figura 2.6: Caso 2: g(z) = 0.5sinz + 2 e zg = 2.5.

Regressemos, de novo, a questao de saber qual a melhor escolha para a funcao de iteragao.
O Teorema do Ponto Fixo permite-nos afirmar que se uma fungao de iteragdo nao verificar as
hipéteses do teorema, essa fungao nao deve ser considerada. Pode, no entanto, dar-se o caso
de possuirmos duas fungoes de iteragao que verifiquem, ambas, as hipéteses do teorema. Neste
caso, por qual optar? Notemos que, por (2.10), se considerarmos duas fungoes de iteragao g;
e go tais que

g1(@)] < lga(x)| <1,z € [a,b],
podemos concluir que a sucessao definida pelo método zx11 = g1(zx), k = 0,1,2, ..., converge
mais rapidamente que a sucessdo definida por xpi1 = go(xr), k = 0,1,2,..., pois para o

primeiro método temos |ex11| < Mile| e para o segundo |exy1| < Msleg|, com My < Mo.
Assim sendo, a escolha deveria recair sobre a fungao g;.

Observagao 2.25 Notemos que, no caso geral, o método do ponto fixo tem uma convergéncia
linear. Além disso, essa convergéncia € local, uma vez que ela s6 acontece quando o xg estd
suficientemente proxzimo do ponto fizo.

Consideremos agora os seguintes corolarios do Teorema do Ponto Fixo.
Corolario 2.26 Nas hipoteses do teorema anterior tem-se que

lex| < K* max{zq —a,b— zo}.

Demonstragao: Resulta imediatamente de (2.10). O

Corolario 2.27 Nas hipdteses do teorema anterior tem-se que

k

el < 2|21 — mol.
1-K
Demonstragao: Por um processo analogo ao efectuado na demonstracao do Teorema do
Ponto Fixo temos que
k
|.Cl?k+1 - .CUk| < K ‘1'1 — 3;0|.
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Consideremos | > k e |x; — xj|. Assim

-1 l

ey — g <D fajr —ay| < |y — ol Y K.
=k =k

Logo

l
g <K ;)KJ e

Concluimos entao que

k
|z — x| < 17K|x1—x0.
Tomando limites quando [ — +o00 temos
k
|z* — 2] < 1_K\$1—9«“0,

o que prova o pretendido. O

Como vimos, o método do ponto fixo tem convergéncia linear. No entanto, o método de
Newton (caso particular do método do ponto fixo quando a fungdo de iteracao é dada por
g(x) = x — f(x)/f(x)) tem convergéncia quadratica. O préximo teorema diz-me em que
condi¢oes podemos garantir uma ordem de convergéncia dois no método do ponto fixo.

Teorema 2.28 Suponhamos que, para além das hipdteses do Teorema do Ponto Fizo, se tem
g (z*) = 0 (onde x* é o inico ponto fizo de g em [a,bl), e ¢" limitada em [a,b]. Entdo o
método do ponto fizo (2.9) converge para x* de forma quadrdtica, qualquer que seja xg € [a,b].

Demonstragao: Pelo Teorema do Ponto Fixo temos que o método (2.9) converge para x*.
Falta apenas provar que a convergéncia é quadratica.
Pela férmula de Taylor temos que

* * * * 1 * *
mrpr — " = glzg) — g(27) = ¢'(a7)(z — 27) + 59" (&) (21 — @ 2, e l{at,m )
Como ¢'(z*) = 0 concluimos facilmente que
leria] < Mleg?,

onde

1
M = 3 Jnax 9" ().

Esta assim demonstrado o pretendido. [

Exercicio 2.5.9 Mostre que se no ponto fixo z* de g se tem ¢'(z*) = ¢”(z*) = 0 podemos
concluir (mediante certas condi¢des) que o método (2.9) tem convergéncia cibica. Diga quais
sao essas condi¢cOes de convergéncia.
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2.6 Zeros de polinédmios

Suponhamos agora que pretendemos resolver a equagao algébrica p(x) = 0 onde

1

p(x) = apx”™ + ap—12"" " + -+ a1x + ao, an # 0, (2.11)

é um polinémio de coeficientes reais. Este problema aparece com muita frequéncia e existem
para ele muitos resultados especificos. Nesta seccao faremos apenas uma breve referéncia a
alguns desses resultados.

2.6.1 Resultados basicos

Um resultado béasico sobre polinomios é dado no Teorema Fundamental da Algebra, devido a
Gauss e a Euler e que apresentamos sem demonstragao.

Teorema 2.29 (Teorema Fundamental da Algebra) Seja p um polindmio de grau n >
1 de coeficientes reais. Entao existe x* € C tal que p(z*) = 0.

Temos também que, no caso particular dos polinémios, se z* é um zero real de p entao

p(z) = (z —z%)q(2),

onde ¢ é um polinémio de grau n — 1 de coeficientes reais. Se x* é um zero complexo de p o
seu conjugado x* também o é e, como tal,

p(x) = (z —2%)(z — 2%)q(),

sendo ¢ um polinémio de grau n — 2 de coeficientes reais. Atendendo a estes resultados
podemos escrever.

Corolario 2.30 Se p for um polinomio de grau n de coeficientes reais, admite n zeros, reais
ou complexos, iguais ou distintos.

Corolario 2.31 Se p for um polindmio de grau impar admite, pelo menos, uma raiz real.

A localizacao das raizes reais de uma equacao algébrica pode ser feita por variadissimos
processos. De entre os processos mais populares destaca-se o método de Rolle (ja referido
neste curso). Outro resultado muito 1til para determinar o nimero de zeros reais positivos de
um polinémio foi enunciado por Descartes em 1637: O ntimero de zeros reais positivos de um
polinémio é limitado pelo nimero de vari¢oes de sinal da sucessao dos seus coeficientes’. Mais
tarde Gauss demonstrou que ’o nimero de zeros reais positivos de um poliémio (contando
com a multiplicidade) tem a mesma paridade do niimero de variacoes de sinal da sucessao
dos seus coeficientes’. Temos entao o seguinte teorema.

Teorema 2.32 (Regra de Sinal de Descartes) O nimero de raizes reais positivas da e-
quagao p(x) = 0, sendo p dado por (2.11), € igual ao nimero de variagées de sinal da sucessao
{an,an-1,...,a0} ou um nimero inferior mas da mesma paridade.
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Demonstragao: Vamos efectuar a demonstracao por indugao.

Comecemos por considerar p um polinémio de grau um. Neste caso o resultado é 6bvio
pois a raiz de p(z) = 0, com p(x) = a1z + ag, s6 é positiva quando e s6 quando ajay > 0.

Suponhamos agora que o resultado é valido para todos os polinémios de grau n — 1
e consideremos p um polinémio de grau n dado por (2.11), com a, > 0 (sem perda de
generalidade).

Se ap = p(0) > 0, o nimero de variagoes de sinal da sucessao dos coeficientes de p tem que
ser par pois o primeiro e o iltimo termo da sucessao sao positivos. Por outro lado, o ntimero
de raizes positivas de p(z) = 0 também é par pois lim,_, ;o = +00.

A mesma argumentacao poderia ser usada no caso de ag = p(0) < 0; neste caso, tanto
o numero de varigoes de sinal da sucessao dos coeficientes de p como o numero de zeros
positivos de p sao impares. Concluimos entdo que o nimero de raizes positivas de p(z) = 0
tem a mesma paridade do niimero de variagoes de sinal.

Falta apenas provar que o niimero de variacoes de sinal limita o niimero de raizes positivas.
Suponhamos que p(z) = 0 tem m raizes reais positivas e que o nimero de variagoes de sinal
da sucessao dos seus coeficientes é V' < m. Assim sendo, temos que ter m > V + 2 (para
manter a paridade). Mas, pelo Teorema de Rolle, p’ tem que ter pelo menos V + 1 raizes reais
positivas, o que contraria a hipdétese de indugao uma vez que o nimero de variagoes de sinal
dos coeficientes de p’ (polinémio de grau < n — 1) é inferior a V. Logo m < V. [

Observagao 2.33 Notemos que a regra de sinal de Descartes nao tem em conta a multipli-
cidade das raizes. No entanto, podemos afirmar o resultado demonstrado por Gauss, isto é
que o numero de raizes reais positivas de p(x) = 0 (contando com a multiplicidade) tem a
mesma paridade do numero de variagoes de sinal da sucessdo dos seus coeficientes.

Exercicio 2.6.1 Usando a regra de sinal de Descartes, determine o nimero de raizes reais de
p(z) = 0, onde p(z) = 23 — 22 — 5.

Resolucao: Comecemos pelas raizes positivas. Como a sucess3o de sinais dada pelos coeficientes
no polinémio é {4, —, —} temos que o nimero de variagdes de sinal é 1 e como tal existe
uma raiz positiva de p(x) = 0.

Para as raizes negativas consideremos o polinémio auxiliar ¢(z) := (—1)3p(—x) = 23 -2z +
5. Como a sucessdo de sinais dada pelos coeficientes do polinémio g é {+, —, +} temos que
o niimero de variagdes de sinal é 2 e como tal existem 2 ou 0 raizes negativas de p(z) = 0.

2.6.2 Calculo de valores de um polinémio. Factorizagao

O célculo dos zeros de um polinémio é feito, na maioria das vezes, recorrendo ao método de
Newton. Quando se aplica este método ha necessidade de calcular, em cada iteragao, o valor
do polinémio e da sua derivada num ponto. Esse calculo deve ser efectuado de forma eficiente
uma vez que grande parte do esfor¢o computacional a ele se deve.

Suponhamos que se pretende calcular p(Z), com p um polinémio dado por (2.11). Se
considerarmos o polinémio escrito na forma candnica (tal como em (2.11)) efectuamos n
adigbes/subtracgoes e 2n — 1 multiplicagoes/divisdes. No entanto, se considerarmos

p(x) = ag + x(a1 + z(ag + - - - + x(ap—1 + anx))),
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designada por forma encaixada do polinémio, ao calcular p(Z) sé efectuamos n adigoes/subtra-
ccoes e n multiplicagoes/divisdes. Esta forma é a base do chamado método de Horner.
O algoritmo seguinte permite calcular o valor p(T).

Algoritmo 2.4 Método de Horner

Ler a;, 1 =0,1,...,n;

Ler 7;

P = Qan;

Para ¢ de n — 1 até 0 fazer
p = pT + ag;

Escrever p.

Se p for um polinémio dado por (2.11) e T um ndmero real temos que
p(z) = (x — T)q(x) +r, (2.12)
onde ¢ é um polinémio de grau n — 1, digamos
q(x) = by 12" L+ by_ox™ 2 o 4 by + by, (2.13)

e r uma constante. Note-se que o valor de p(T) = r, ou seja, temos o seguinte resultado
demonstrado por Paolo Ruffini (1765-1822).

Teorema 2.34 (Ruffini) O valor numérico de p(T) de um polinémio p(z) em x =T € igual
ao resto da divisdo de p(x) por (x —T).

A chamada regra de Ruffini, que consiste em substituir (2.11) e (2.13) em (2.12) e igualando
os coeficientes de poténcias de x do mesmo grau, permite obter os valores b;, 1 = 0,1,...,n—1,
e o valor de r de acordo com o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.5 Regra de Ruffini

Ler a;, 1 =0,1,...,n;

Ler 7;

bn_1:= ap;

Para i de n — 2 até 0 fazer
b := bi 11T + ait1;

r = boT + ao;

Escrever r e b;, 1 =0,1,...,n— 1.

Estes dois algoritmos permitem obter facilmente os valores da derivada de p dado por
(2.11) num dado ponto Z. Assim, uma vez que, por (2.12),

p(x) = (2 = 7)¢ (z) + q(),

temos que p'(T) = q(T).
O algoritmo seguinte usa o método de Horner e a regra de Ruffini para calcular o valor
de derivada de p em 7.
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Algoritmo 2.6 Valores da derivada de um polinémio

Ler a;, 1 =0,1,...,n;
Ler,z;

bp—1 = ay;

q = bp—1;

Para i de n — 2 até 0 fazer
b := bi 1T + ajq1;
q = qT + b;;

Escrever gq.

2.6.3 Calculo dos zeros

Vamos comecgar por considerar o caso em que p, dado por (2.11), tem apenas zeros reais
simples. Neste caso, podemos aplicar qualquer um dos métodos iterativos estudados. No
entanto, sugerimos o seguinte procedimento.

1. Determina-se a localizagao (mesmo que grosseira) dos zeros ) < x} | < -+ < x§ < z7.

2. Partindo de um valor xg > =7, usando o método de Newton, calcula-se uma aproximacao
numérica para o maior zero x7, com a precisao desejada (prove que o método converge).

3. Pelo algoritmo de Horner/Ruffini divide-se p por = — x7 e regressa-se ao passo 2 para
determinar z5. Repetindo sucessivamente este processo, determinamos numericamente
todos os zeros do polinémio.

4. Para refinar as aproximacoes obtidas, aplica-se o método de Newton a p sendo as apro-
ximages iniciais os valores obtidos no passo 3.

Exercicio 2.6.2 Construa o algoritmo implicito no procedimento descrito anteriormente.

No caso de alguma das raizes z* ter multiplicidade m > 1 podemos escrever

p(z) = (z — 2%)"q(),

onde o polinémio ¢, de grau n —m, é tal que g(z*) # 0. A aproximagao desta raiz é feita com
recurso ao método de Newton modificado

plak)
P(zr)’
Exercicio 2.6.3 Prove que se z* for um zero de multiplicidade m de um polinémio p, o método
de Newton modificado (2.14) converge localmente (quais as condi¢des de convergéncia?) e de
forma quadratica para z*.

Tyl = Tk — M k=0,1,2,.... (2.14)

Para calcular as raizes complexas de uma equagao algébrica o método da bisseccao nao
pode ser usado. Quanto ao método de Newton (ou o da secante), ele s6 convergird para uma
raiz complexa se a aproximacao inicial for um nimero complexo (e se forem satisfeitas as
condigoes de convergéncia), sendo todo o processo realizado com aritmética complexa. Note-
se que, apos determinada uma raiz complexa, ficamos imediatamente a conhecer outra raiz
(a sua conjugada).
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2.7 Sistemas de equacgoes nao lineares (breve introducgao)

2.7.1 Introdugao

Nesta seccao vamos descrever, de forma sucinta, a aplicacdo dos métodos do ponto fixo em
geral, e do método de Newton em particular, a resolugdo numérica de sistemas de equagoes
nao lineares.

Consideremos o ponto z = (x1,...,z,) € IR" e a aplicacao F, suficientemente regular,
definida por

F IR" — IR"
(@1,.mn) — (filzn,@n), - @, o))
E nosso objectivo determinar a solucdo z* = (z7,...,2}) do sistema de n equagaoes em n

incognitas

f](fl)l,...,SUn) = 0

fn(l‘l, PN ,ZL‘n) = 0
que, noutra notacao, pode ser escrito na forma

F(z) =0, (2.15)

o 1 fi(@) 0
x = :6:2 , F(x) = fQSm) , 0= 0 . (2.16)

Tn fn(x) 0

A resolugéo de sistemas de equagdes nao lineares por processos analiticos pode ser bastante
dificil ou mesmo impossivel. Nesse caso temos necessidade de recorrer a métodos numéricos
no sentido de obter uma solucao aproximada. Iremos considerar métodos iterativos da forma

25 = g®),  k=o0,1,..., (2.17)

Ccom gl(gj)
G(z) = 92@ ) (2.18)

gn(z)

que determinem uma sucessao de aproximagoes para uma raiz x* da equacao vectorial (2.15),
a partir de uma dada aproximagao inicial

o 10

x
20— | 77 : (2.19)

Tn

Uma questao essencial quando se lida com métodos iterativos tem a ver com a convergéncia
do processo: dada uma sucessao de aproximagoes {x(k)} gerada pelo processo iterativo, como
saber se ela é convergente para a solucao x* do sistema? Para definir convergéncia temos que
introduzir, previamente, o conceito de norma vectorial.
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Definigao 2.35 Uma norma vectorial (real) é uma aplicagio | - || : IR™ — IR{ que verifica
1. Vx € IR", |z]| =0< x=0,
2. Vo € IR", VX € IR, IAz]| = [All|z]],
5. Vo,y e IR, |o+yl < |zl + Iyl

Poderiamos definir, de igual modo, normas vectoriais complexas. Deixa-se a construgao
dessa definicdo ao cuidado dos alunos.

Exercicio 2.7.1 Prove que as seguintes fun¢les sdo normas vectoriais:

1. Norma 1: Vz € IR", ||lz|1 = X iz |zl
2. Norma 2 ou norma euclideana: Vz € IR", |z|2 = (i, %2)1/2.
3. Norma infinito ou norma de Chebyshev: Vz € IR", ||z|c = maxi<i<n |Til.

Estamos agora em condic¢oes de introduzir o conceito de convergéncia de uma sucessao de
vectores.

Definigao 2.36 A sucessio de vectores {x(k)} diz-se convergente para z* € IR"™ se, para todo
0 € >0, existe uma ordem ko tal que, para todo o k > ko, se tem ||z*) — 2*| < e. Nesse caso
escreve-se
lim 2% = z*.
k——+o0

Apresentemos de seguida o teorema que garante a convergéncia de um método iterativo
da forma (2.17). Este teorema é uma generalizagdo do Teorema do Ponto Fixo para sitemas
de equacoes e a sua demonstracao nao ira ser considerada.

Teorema 2.37 Seja x* uma solu¢ao de (2.15) e Vy uma vizinhancga desse ponto que nao

contém mais nenhuma raiz da equagao vectorial (2.15). Se x* for um ponto fixo de G, fungdo
dada por (2.17)-(2.18), e se

lJa(2)| < K <1, Vo € Vi,

onde Jg(z) € a matriz de Jacobi de G

og on
8—331(36) @(Z)
8gn 8gn
67951(33) 87%(95)

entdo o método (2.17) converge para x*, qualquer que seja 20 e V,..

Observagao 2.38 De notar que a definicdo e teorema anteriores dependem do conceito de
norma. Uma vez que é possivel considerar varias normas, uma questao legitima seria a de
saber se ¢ possivel que uma sucessdo de vectores convirja quando se considera uma deter-
minada norma e divirja condo se considera outra. Para as normas mais usuais (dadas no
Ezercicio 2.7.1) é possivel demonstrar que se uma sucessao de vectores convergir seqgundo uma
das normas ela também converge quando se considera outra qualquer. Por este facto diz-se
que estamos em presenc¢a de normas equivalentes.
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Consideremos agora o problema da definicao de critérios de paragem para processos ite-
rativos aplicados ao cdlculo das raizes de sistemas de equagoes nao lineares F'(z) = 0.

Seja {x(k)} a sucessao de aproximacoes gerada pelo processo iterativo convergente para a
solugao z* do sistema. Os critérios de paragem mais frequentes sao:

1. Critério do erro absoluto: ||z — z*=D|| < ¢;

2. Critério do erro relativo: ||z — z*=D| < e||z®)||;

3. Critério do valor da funcao: ||F(z®)|| < e1, com £, < ¢;
4. Critério do nimero maximo de iteragoes: k = kmax.

Antes de passarmos a definicao dos processos iterativos vamos considerar o problema da
determinacao da aproximacao inicial que, para sistemas de equagoes, pode ser um problema
de dificil resolucao. Na pratica existem processos que permitem, a priori, determinar boas
estimativas iniciais para a solugao pretendida. Esses processos dependem muito do problema
em questao e como tal nao sao passiveis de um tratamento generalizado.

Existe, no entanto, uma forma de poder obter uma boa aproximacao inicial quando os
sistemas sao de pequena dimensao. Essa forma ¢é a localizacdo gréafica. Este processo consiste
na mera generalizacao do efectuado na secgao anterior e, como tal, nao iremos fazer a sua
abordagem na forma geral mas sim recorrendo a um exemplo.

Exemplo 2.39 Considere-se o sistema de equacgdes ndo lineares

$2+y2 - 1
zy+zx = 1

Tracando o gréfico de fi(x,y) =0 e fa(z,y) =0, com

)

filzy) = 2 +y* -1
fo(z,y) = xy+o—1

verificamos que uma soluc3o do sistema é (z,y) = (1,0) e que a outra estd préxima de (z,)©) =
(1,1).

2 Xy +x =1

Figura 2.7: Localizagao grafica.
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2.7.2 Meétodo iterativo de Newton

Seja dado o sistema de equagoes nao lineares F'(z) = 0 definido por (2.16). Pretendemos
determinar uma aproximacao para a raiz z* = (x7,...,z)) do referido sistema sendo dada
uma aproximacao inicial (2.19). Suponhamos que F' € C?(V,;+), com V.« uma vizinhanga de
z*. Pela férmula de Taylor temos que, se (9 € V,-,

F(a®) = F@) + Jp@@ ) (@* = 2) + -,

onde o7 of
1 1
o1 () - Dy (z)
Jr(z) = S :
Afn Afn
Oar () - Dy (z)

¢ a matriz de Jacobi de F' no ponto z. Como F(z*) = 0 e supondo
det (Jp(x)) # 0, Vo € Vi,
podemos definir, de forma idéntica a seccao anterior, o processo iterativo
g* D = (B _ o0 p ), k=0,1...,

que pretendemos que seja convergente para x*. Este processo iterativo é designado por método
de Newton ou método de Newton-Raphson.

Para provar a convergéncia deste processo iterativo, notemos que o método de Newton
pode ser escrito na forma (2.17) sendo a fungao de iteracdo dada por

G(z) =z — Jp () F(z). (2.20)
Assim, a convergéncia do método resulta do Teorema 2.37 de acordo com o préximo exercicio.

Exercicio 2.7.2 Prove que o método de Newton converge de forma quadratica para a raiz x*
de F(z) = 0 se a aproximagdo inicial for escolhida suficientemente préxima dessa raiz.

Sugestao: Mostre que Jg(z) = 0, sendo G a fungdo de iteragdo (2.20).

Notemos que o cardcter local da convergéncia deste método nos obriga a ter o cuidado
de escolher uma aproximacao inicial que esteja suficientemente prozima da solugao que per-
tendemos determinar.

Antes de apresentar o algoritmo que traduz o método de Newton, notemos que podemos
evitar, em cada iteragao, o cdlculo da matriz inversa J;l(x(k)) se fizermos

Jp(xs®) = —p(xk)

2.21
sk — kD) _ k) (2.21)
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Algoritmo 2.7 Método de Newton

Ler z(0);
k:=0;
Repetir
Se det (Jp(xz®)) = 0 entdo parar;
k

Resolver Jp(z®))§ = —F(z*));
gkt = (k) 4 §;

k=k+1
até que ||d]] < ey ou k = kmax;

Escrever z* ~ (k)

Uma grande desvantagem do método de Newton consiste em determinar, em cada iteragao,

a solucao de um sistema de equacgoes lineares diferente.

Na pratica é usual considerar a

mesma matriz de Jacobi em vérias iteracoes ou mesmo durante todo o processo. Nesse caso,
dizemos que estamos na presenca do método de Newton modificado. Existem ainda outras
modificacdes a este método (para evitar, por exemplo, o calculo de n? derivadas) mas nio as

iremos considerar neste curso.

Algoritmo 2.8 Método de Newton modificado

Ler :1:(0);
Jr = Jp(z0);

Se det (Jr) = 0 entao parar;
k:=0;

Repetir

Resolver Jpd = —F(Sv(k));

k=k+1
até que ||6]| < e1 ou k = kmax;

Escrever a* ~ (%),

Exercicio 2.7.3 Melhore os algoritmos anteriores.

Exercicio 2.7.4 Determine uma aproximacdo para a solucido de

w2 +y? -1
zy+z—1

F(:c):0<:>{

)

diferente de (1,0), efectuando duas itera¢des de método de Newton. Indique uma estimativa para

o erro cometido.
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Resolugao: Seja z* = (z7,2%) a solugdo pretendida. Como vimos, a aproximag3o inicial pode
ser dada por (z,4)® = (1,1).

Para n3o sobrecarregar a notacio consideremos (z,4)*) = (z4,yx), k= 0,1,.... Como
2z, 2yk
Jr(x ) = )
F(Tk, Yk) vet1 1
temos que

det (Jp(zp, yr)) # 0 < 2} — yi — yx # 0.

Apliquemos o método de Newton na forma (2.21).

e Primeira lteracido

Como 2% — 42 —yo = —1 # 0 podemos efectuar a primeira iteragdo do método. Assim
2z0 2y dzg | _ x% + y% -1 - 2 2 oxg | | —1
Yo+1 mo oyo | Toyo + o — 1 21 dyo | | -1 |°

Daqui sai que
ozg | | —0.5
5y0 o 0
T _ 0.5
Y1 I

Como 2?2 — y? —y; = —1.75 # 0 podemos efectuar a segunda iteracio do método.
Assim obtemos, de modo anélogo,

AR

sz | [ 1/28
YIREE

e, como tal,

e Segunda lteracdo

Daqui sai que
e, como tal,

a ~ = = (’,!):;‘};7().8”; 5

sendo uma estimativa para o erro cometido dada por

1 1 1
2" — 2P| ~ |2 — 2| = max{2—8, ?} =~ =0.1429.
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2.8 Exercicios de aplicagao a engenharia

Exercicio 2.8.1 De Santis (1976) deduziu uma relagdo para o factor de compressibilidade dos
gases reais da forma
4yt =y
(1-y)3
onde y = b/4v, sendo b a correcgdo de van der Waals e v o volume molar. Se z = 0.892 qual o
valor de y?

Exercicio 2.8.2 Baseado no trabalho de Frank-Kamenetski (1955), as temperaturas no interior
de um material com fontes de calor embebidas podem ser determinadas pela equagdo

e 2% cosh (e%%) = /0.5 L.

Dado L., = 0.088, determine t.

Exercicio 2.8.3 Um medicamento administrado a um doente produz uma concentracdo na
corrente sanguinea dada por
c(t) = Ate™3 mg/ml

t horas depois de injectadas A unidades. A concentracdo maxima de seguranca é de 1 mg/ml.

1. Que quantidade deve ser injectada para que seja atingida a concentracido maxima de segu-
ranca e em que altura ocorre esse maximo?

2. Uma concentragdo adicional do mesmo medicamento deve ser administrada no doente depois
da concentragdo ter descido para 0.25 mg/ml. Determine quando é que a segunda injecgdo
deve ser administrada (em minutos).

3. Assumindo que a concentracdo apés injeccBes consecutivas é aditiva e que 0.75% da quan-
tidade original injectada é administrada na segunda injec¢do, em que altura deve ser dada
a terceira injec¢ao?

Exercicio 2.8.4 A concentracdo, C', de uma bactéria poluente num lago decresce de acordo
com a expressao
C = 80e % + 20e "1,

onde t representa o tempo. Determine o tempo necessario para que a concentracao de bactérias
fique reduzida a 10.

Exercicio 2.8.5 Em engenharia ambiental a equacdo que se segue pode ser usada para calcular
o nivel de oxigénio, c, existente num rio a jusante de um local de descarga de esgoto:

c=10— 15(670.123 _ 670.5:1:)7

em que x representa a distancia a partir do local de descarga. Usando um método a sua escolha,
determine em que local (a partir da descarga) em que o nivel de oxigénio atinge o valor 4.

Sugestao: Sabe-se que o referido local se encontra, no mdximo, a 5 km a jusante do local
de descarga.
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Exercicio 2.8.6 Em engenharia oceanica, a equagao para a altura de uma determinada onda

num cais é dada por
h—h { . (27mc> (277751)) n _I}
= ho |sin { ——= Jcos { —— e ",

Determine uma aproximac3do para o valor de = sabendo que h = 0.5hg, A =20, t = 10 e v = 50.

Exercicio 2.8.7 Muitos campos da engenharia requerem o conhecimento de estimativas precisas
para o nimero de habitantes de uma determinada regido. Assim, por exemplo, os engenheiros
das areas dos transportes consideram ser importante saber como varia o niimero de habitantes de
uma cidade e dos seus subdrbios.
Suponhamos que a populacdo de uma determinada zona urbana decresce ao longo do tempo
de acordo com a equacgdo
Pu(t) = Pu,maareikUt + Pu,min

e que a populagdo suburbana cresce ao longo do tempo de acordo com

P,
P (t) _ s, max ,
S 1 + <Ps rr(;az _ 1) efkst

sendo as constantes Py, maz, ku, Pumin, Psmaz, Po € ks parametros estimados empiricamente.

Determine o instante ¢t (e os correspondentes valores de P,(t) e Ps(t)) em que as regides
urbanas e suburbanas tém o mesmo niimero de habitantes, usando, para tal, os seguintes valores:
Py maz = 60000, ky, = 0.04, Py min = 120000, Ps ez = 300000, Py = 5000 e ks = 0.06.

Exercicio 2.8.8 Para calcular a aspecto de uma calha de escoamento, por gravidade, com o
objectivo de minimizar o tempo de descarga de um determinado produto granulado (Chiarella,
Charlton, Roberts (1975)), é necessario resolver as seguintes equagdes ndo lineares pelo método
de Newton
fn(01,...,0N)

sin 0,11 sin 6,
SO () g 41) —
Un+1 Un

(1 —pwy)=0, n=1,...,N—1

N
fN(Gl,...,eN) = Athanﬁj - X=0

j=1
onde
(i) v2 = v2 +2gnAy — 2MAchos9 n=1,...,N,
e
(ii) wn——Ayan 31 n=1,...,N.
cosb;’

=1 ]

A constante vy € a veloudade inicial do produto granulado, X a coordenada em x do extremo final
da calha, p a forga de atrito, N o nimero de segmentos da calha e g a constante de gravidade.
As varidveis 0; sao os angulos que os respectivos segmentos da calha fazem com a vertical e v; a
velocidade das particulas no j-ésimo segmento da calha.

Resolva o sistema para 8 = (01,...,0y) usando o método de Newton com p = 0, X = 2,
Ay =02, N =20, v9 =0, e g = 32 pés/seg?, onde os valores de v,, e w, sdo dados por (i) e
(ii). Aplique o método até que

[6%*+D — 9| < 10~ 2rad.
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