Capitulo 4

Interpolacao polinomial

4.1 Breve referéncia historica

Al-Biruni (973-1050), um grande matemético arabe, ja usava interpolacdo quadrética e é
possivel que tivesse tido imitadores e discipulos que o fizessem também. Mas foi s6 no séc.
XVII que se efectuaram os primeiros estudos sistematicos sobre esta matéria, nomeadamente
sobre o calculo das diferengas finitas.

Henry Briggs (1556-1630) teve um papel importante nesta matéria ao usar férmulas de
interpolacao para tabelar os logaritmos. No entanto, é necessario recuar um pouco no tempo
até um colega seu, Thomas Harriot (1560-1621) em Oxford, para encontrar o verdadeiro inven-
tor do céalculo das diferencas finitas. Harriot, tal como Briggs, estava muito interessado em
problemas de navegaciao.! Apesar de contribuir de forma notdvel para esta drea da Anélise
Numérica, os seus trabalhos foram substimados e pouco estudados. Briggs desenvolveu e
aplicou ao célculo logaritmico os trabalhos do seu predecessor tendo sido reconhecido, mais
tarde, pelo grande matematico francés Lagrange.

No entanto, nesta area como em tantas outras, talvez ninguém tenha feito tanto como
o génio inglés Isaac Newton (1643-1727). Ele, aparentemente, desenvolveu os seus estudos
desconhecendo os resultados de Harriot e Briggs. O aparecimento das suas ideias surge numa
carta datada de 8 de Maio de 1675 mas a publicacdo definitiva teve que esperar até muito
mais tarde.

Newton pretendia ajudar um colega seu, John Smith, que estava profundamente interes-
sado no problema de Wallis: determinar a drea do quadrante de um circulo dada por

1
/ v1— x2dzx.
0

Estas preocupacées levaram-no ao aprofundamento das suas ideias nesta matéria até produzir
o conceito actual de diferenca finita. E de notar que o esforco de Newton foi amplamente
reconhecido e meritério, facto esse visivel na numerosa quantidade de formulas ligadas a teoria
da interpolagdo com o seu nome: Newton; Gregory-Newton; Newton-Gauss; Newton-Cotes;
Newton-Bessel, etc.

Da generalizacao de um resultado apresentado por John Wallis que consistia em obter 7
por interpolacao, Newton obteve o que é hoje conhecido por Teorema do Binémio sobre o qual

'Note-se que estamos no tempo dos grandes navegadores isabelinos: Drake, Frobisher, Hawking e Raleigh.
Alids, Harriot foi professor de Walter Raleigh e foi acompanhar um grupo deste navegador na colonizagio da
Virginia.

64



Interpolacao polinomial 65

Fernando Pessoa disse, pela boca de Alvaro de Campos: ’o Teorema do Bindémio é tao belo
como a Vénus de Milo; o que hé é pouca gente para dar por isso’. Este teorema é considerado
como um dos mais brilhantes resultados da Matematica. Note-se, de passagem, que o simbolo
‘00’ para designar infinito foi introduzido por Wallis neste seu trabalho.

O matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) também deu um importante contributo
no capitulo da interpolacao publicando intimeros resultados e introduzindo uma nova e sim-
ples notagao que ainda hoje é usada. Joseph Louis Lagrange (1736-1813) também se dedicou
a esta drea da Anélise Numérica, sobretudo inspirado pelas ideias de Briggs. Lagrange tra-
balhou seriamente estes assuntos publicando numerosos resultados entre os quais poderemos
destacar: o estabelecimento da relagao entre as derivadas de uma funcao e as suas diferencas;
a apresentacao, em 1794/5, da férmula de interpolagdo que actualmente possui o seu nome
mas que ele atribuia a Newton; a descoberta da interpolacao trigonométrica (Alexis Claude
Clairaut (1713-1765) também a descobriu independentemente), etc.

Outros mateméticos brilhantes que também trabalharam nesta matéria foram: Pierre
Simon Laplace (1749-1827) no calculo das diferencas finitas; Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
na determinagao de férmulas de quadratura numérica; Augustine Louis Cauchy (1789-1857)
em interpolagao por fracgoes racionais; etc.

Para terminar é de salientar ainda o nome do matemadtico francés Charles Hermite (1822-
1901) cujo resultado mais conhecido nesta drea é, sem duvida, a férmula de interpolacdo com
o seu nome. Hermite foi também um dos primeiros a notar a beleza e importancia do teorema
dos reziduos de Cauchy e como este poderia ser usado para obter aproximacao de fungoes.

4.2 Introducao

Seja f uma fungao real definida num conjunto de pontos xg, x1, ..., x,. Pretende-se calcular
o valor de f(T), com T # x;, i =0,1,...,n.

Tal situacao é muito frequente, por exemplo, no contexto das equagoes diferenciais. Quan-
do se usam métodos numéricos para aproximar a solucao de uma equacao diferencial esta fica
apenas conhecida num conjunto de pontos. A interpolacdo permite assim encontrar uma
funcdo que passa por esse conjunto de pontos e que pode funcionar como uma aproximacao
a solucao da equacao diferencial.

Exemplo 4.1 Dada a tabela

T 2.2 2.3 24 2.5 2.6
logz; | 0.34242 0.36173 0.38021 0.39794 0.41497 |

calcular o valor de log 2.45.

Em linhas gerais, o conceito de interpolagdo consiste em determinar uma funcao G(z) =
agpo(x) + - - + andp(x), gerada por uma certa familia de fungoes {¢y};_,, por forma a que

f(:EZ) :G(l‘i), i:O,l,...,n.

A funcao G nestas condigoes é designada por funcdo interpoladora de f nos pontos de suporte
(interpolagdo) xq, z1,. .., Tn.

Nada nos garante que o problema da interpolacao tenha sempre solugao. Por exemplo,
fazendo ¢g(z) =1 e ¢1(z) = 22, ndo existe nenhuma funcao G(x) = ag + a12? que passe nos
pontos (1,1) e (—1,0).
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4.3 Interpolacao polinomial de Lagrange

Um caso particular de interpolagdo com grande importancia devido ao grande ntmero de
aplicagoes é a interpolacao polinomial. Neste caso as fungoes geradoras sdo, por exemplo,
op(x) =28 k=0,1,...,n.

Definigao 4.2 Seja f uma funcao definida num intervalo [a,b] e conhecida nos pontos da
particao
a=xg<x1 < <Np_1<xTp=>= (4.1)

Um polinomio P que satisfaz
f(zi) = P(z;) i=0,1,...,n, (4.2)
¢ chamado polinémio interpolador (de Lagrange) de f nos pontos da parti¢io dada.

Exercicio 4.3.1 Dada a tabela do exercicio anterior, determine o valor aproximado de log 2.45,
usando interpolagdo polinomial.

Resolugao: Vamos calcular o polinémio Ps de grau menor ou igual a 3, interpolador de y = log x
nos pontos 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6. De acordo com a definicdo temos P5(2.3) = 0.36173,
P3(2.4) = 0.38021, P5(2.5) = 0.39794, e P3(2.6) = 0.41497. Isto é, se P3(x) = ap+ar1x+
asx? + azx?, temos que

aog + 2.3a1 + 5.29a9 4+ 12.167a3 = 0.36173
aog + 2.4a; + 5.76a2 + 13.824a3 = 0.38021
ao + 2.5a1 4+ 6.25a9 4+ 15.625a3 = 0.39794
ag + 2.6a1 + 6.76a2 + 17.576a3 = 0.41497

Sendo o sistema possivel e determinado tal polinémio existe e é inico. Assim
Ps(z) = —0.33540 + 0.50502x — 0.097502 + 0.008332>

é o polinémio pretendido. Temos entdo que log2.45 ~ P5(2.45) = 0.38916. Compare-se
este valor com o valor exacto log2.45 = 0.38916608 . ... Note-se que o erro cometido na
aproximacdo n3o excede 0.7 x 107°.

Os polinémios interpoladores constituem meios de aproximagao de fungdes muito usados.
Além disso, as formulas desenvolvidas para a interpolagao polinomial estao na base do desen-
volvimento de muitos métodos numéricos para o calculo de raizes de equacoes nao lineares
(método da secante, etc.), cdlculo de integrais e derivadas, bem como a resolucao de equagoes
diferenciais.

4.3.1 Existéncia e unicidade. Férmula de Lagrange

O método de determinar um polinémio interpolador usado no Exercicio 4.3.1 nao ¢ eficiente
nem estavel. Apresentaremos, neste capitulo, alguns métodos mais eficientes para a sua
determinagao.

O préximo teorema estabelece a existéncia e unicidade do polinémio de grau inferior ou
igual a n interpolador de uma funcio em n + 1 pontos distintos. Além disso, indica-nos um
processo que permite a sua determinagao.
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Teorema 4.3 (Lagrange) Seja f uma fungdo definida num intervalo [a,b] e conhecida nos
pontos da particio (4.1). FExiste um e um sd polindmio P, de grau menor ou igual a n
interpolador de f nos pontos dados.

Demonstracao: Consideremos o polinémio P, definido por

P, (x) = Z flz)li(x), (4.3)

=0
em que
i Tr — X
li(x) = — i=1,...,n. (4.4)
j=0,ji 1T T

Notemos que cada [; é um polinémio de grau n. Além disso

lz‘(l’j)Z{ (1] z;? ;

isto é l;(z;) = d; ; onde d; ; representa o simbolo de Kronecker?. Portanto a funcdo P, é um
polinémio de grau menor ou igual a n que verifica as condigoes de interpolacao (4.2), o que
prova a existéncia de solucao do problema em causa.

Para provar a unicidade, suponhamos que P,, e (), sao dois polinémios de grau menor ou
igual a n interpoladores de f nos pontos da particao dada. Entao o polinémio

R () = Pa(2) — Qn(x)

anula-se, pelo menos, nos pontos z;, ¢ =0,1,...,n. Como R, é um polinémio de grau menor
ou igual a n, ele s6 pode ter n+1 zeros se for identicamente nulo. Assim sendo, P, (x) = Q,(x),
o que prova o pretendido. [

As expressoes (4.3) e (4.4) definem a férmula de Lagrange para calcular o polinémio inter-
polador de f nos pontos (4.1).

Observagao 4.4 O resultado anterior diz-nos que por m + 1 pontos passa um e um So
polinomio de grau n. Assim temos que, se a funcao f a interpolar for wm polinomio de
grau n coincide com o seu polinomio interpolador do mesmo grau, podendo assim ser escrita
na forma

n
fl@) =" fla)li(x).
i=0
Exercicio 4.3.2 Mostre que férmula de Lagrange pode ser escrita na forma

Pa(e) = Y flag) ) (15

sendo

w(zx) = H(w —xj). (4.6)
=0

2Leopold Kronecker (1823-1891), eminente matemadtico do século XIX, ficou célebre, entre outras coisas,
por ter afirmado: ’Deus criou os nimeros inteiros; o resto é obra do Homem.’
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Resolucao: Atendendo a (4.6) temos que

e como tal

0 que prova o pretendido.

Exercicio 4.3.3 Dada a tabela

z; 1 2 3 4
Flz) |4 15 40 85 |

determine uma aproximagdo para f(1.5), usando interpolagdo cubica.

Resolugao: Temos que

wo) = SO - -2 -3 a)
he) = SRR — LD 9E- 0
) = LoD DA Ly gy g

2)(1)(=3) 2

ls(x) = ) = - DE-2)E-3)

Assim ;
Ps(x) = Zf(xl)ll(x) = =14z+22+2>
i=0
Atendendo a férmula de Lagrange podemos construir o seguinte algoritmo para calcular o
valor de P, (Z), sendo P, o polinémio interpolador de f nos n+1 pontos distintos zg, x1, . . . , Tp.

Algoritmo 4.1 Férmula de Lagrange

Ler n;

Lerzex;,1=0,1,...,n;

p:=0;

Para ¢ de 0 até n fazer
pi=1

Para j de 0 até n fazer
Se j # i entdo p := p(T — ;) /(x; — x;);
p =D+ f(zi)p;
Escrever p.
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4.3.2 Erro de interpolacgao

Por defini¢ao, o polinémio interpolador coincide com a funcao num dado conjunto de pontos
de suporte. Interessa-nos saber, no entanto, se para os outros pontos do dominio da funcao,
o polinémio interpolador constitui uma boa ou uma ma aproximacao para a fungdo. Nesse
sentido temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5 Seja P, o polindmio de grau menor ou igual a n interpolador da funcdo f mos
pontos da particio (4.1). Se f € C™([a,b]) e se £V for continua em (a,b), entdo para cada
T € la,b] eziste £ = £(T) € (a,b) tal que

FE)

= mw(f), (4.7)

onde w(x) € a fungdo dada por (4.6).

Demonstragao: Se T = x;, para algum i o resultado é, obviamente, valido. Se T # x;,
1=0,1,...,n, definamos a fungao auxiliar

Ora, como F(x) = 0 possui n + 2 raizes distintas em [a,b], uma vez que F(z;) = 0, i =
0,1,...,n, e F(T) = 0, temos, por aplicagdo do Teorema de Rolle, que F’(x) = 0 possui pelo
menos n + 1 raizes distintas em (a,b), F”(x) = 0 possui pelo menos n rafzes distintas em
(a,b) e, sucessivamente, F("*1)(z) = 0 possui pelo menos uma raiz em (a, b). Seja & essa raiz.

Uma vez que

F(n+1)(l-) — f(”+1)(x) _ W<ﬂ$) — P,(7)),

substituindo z por &, obtém-se (4.7). O

Observagao 4.6 Na prdtica o erro de interpolagao aparece, usualmente, na forma

Mol ()|, (18)

le(T)| = [f () — Pu(T)| < 1)

onde

My 41 = max ‘f("ﬂ)(x)‘-
z€la,b]

Note-se a semelhanca existente entre a féormula do erro na interpolagdo e na férmula de
Taylor. A diferenca estd que, enquanto a primeira usa informacgao em varios pontos distintos,
a segunda recorre apenas a um unico ponto.

Exercicio 4.3.4 Determine uma estimativa para o erro que se cometeu na aproximacao efectu-
ada no Exercicio 4.3.1.
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Resolucao: Neste caso temos, atendendo a (4.8),
_ _ - My, _ _ _
les(T)| = |logT — P3(T)| < TW: —2.3)(x —24)(x — 2.5)(%T — 2.6)|,

onde

My = max ’f(4)(3:)‘:

= 0.093116.
z€[2.3,2.6)

xe%%,);ﬁ} z4In 10
Fazendo T = 2.45 vem

0.093116

40 — . <
|log 2,45 — P3(245) < ——

[(2.45 — 2.3)(2.45 — 2.4)(2.45 — 2.5)(2.45 — 2.6)|,

ou seja |e3(2.45)] < 0.917 x 107°.
Exercicio 4.3.5 Considere a fungdo f(z) = cosx para x em [0,7]. Determine o niimero de
pontos a considerar no intervalo dado para que o erro maximo da aproximagdo de f(x) por um

polinémio interpolador nesses pontos seja inferior a 0.5.

Resolugao: Temos que, para x € [0, 7],

max} ‘f(""'l)(a:)‘

z€[0,m

(@) = L2l T

"t ) S mE

Resta assim determinar qual o menor valor de n que satisfaz

7.[.n—l—l
— <0.5.
(n+1)! =
Por tentativas...
a7
n=6 = o= 0.59
8
n=7 = R =0.23.

Logo o menor niimero de pontos que garantem a aproximac3o pretendida s3o 8.

Observagao 4.7

1. Para usar a formula do erro de interpolagdo (4.7) é necessdrio conhecer a derivada de
ordem n + 1 da funcdo a interpolar. No entanto, nem sempre a expressio da fun¢ao

€ conhecida e mesmo quando o € a obtencdo de derivadas de ordem superior € muitas
vezes trabalhosa.

2. No cdlculo do polinomio interpolador usando a férmula de Lagrange, a passagem de Py
a Py11, pela adi¢ao de mais um ponto xn+1 ao suporte de interpolacdo, obriga a que se
refacam os cdlculos dos polindmios de Lagrange. Acontece que, na prdtica, se recorre

com frequéncia a essa mudanca de grau a fim de observar o comportamento da func¢do
erro.
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3. Quanto ao esfor¢o computacional, note-se que quando se usa a formula de Lagrange
para calcular o polinémio interpolador, supondo as constantes

f(xi)

w'(z;)’

calculadas a priori, o cdlculo do valor do polinémio interpolador num determinado ponto
requer n(n + 2) adi¢oes/subtragoes e n(n + 1) multiplicagoes/divisies.

Exercicio 4.3.6 Seja f uma fungdo nas condigdes do teorema anterior e tal que (4.8) se verifica.
Seja P,, o seu polinémio interpolador nos pontos da particdo (4.1).

1. Mostre que o seu erro de interpolacdo verifica

Mn+1 n
|f(z) — Pp(2)| < mh +1 Vz € [a,b], (4.9)

com h = max (z; — Tj—1).
i=1,...,n

2. Mostre que se a parti¢do (4.1) for uniforme se tem

Mn+1
|f(x) — Pu(x)| < m

(b—a)"t, Vz € [a,b].
Resolugao: Vamos apenas demonstrar (4.9). Para tal, basta provar que

hntlp)
<
ﬁﬁﬁhﬂ@l_ T

com w a fungdo nodal (4.6). Vamos efectuar a demonstra¢do por indug3o.
Para n =1 temos que w(z) = (x — xo)(x — x1). Assim, temos que

w’(m):O:>x:$0+x1.

2
o+ 21 xo + 1 h?
— - = < —.

“’( 2 )"w(b)’} ’w( 2 )’—4

Suponhamos que (4.9) se verifica para n e provemos a sua veracidade para n + 1, isto §é,

Como tal,

max [w(z)| = max {\w(a)],
z€[a,b]

que
n+1 +2
W2 (n 4 1)1
VY I G S
gﬁﬁll@ zj)| < I :

coma = xg e Tpt1 = b. Dado x € [a, b] temos que = € [a, z,] ou x € [z, b]. Consideremos
a primeira hipétese. Temos entdo

n+1 n n+1 n+2
h" T in! R4 (n + 1)!
max r— ;)| = max r—xi)||x—0b < n+1)h= ————,
o 1w =2)| = e, [ (2= )| o = (n+1) :

o que prova o pretendido. O caso em que se considera a segunda hipétese demonstra-se de
forma andloga.
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Consideremos uma fungéo f definida num intervalo [a, b] onde estd definida uma partigao
uniforme (4.1) e seja P, o seu polinémio interpolador de Lagrange. Provamos, no exercicio
anterior, que

ma |f(2) — Pafa)] < gL by,

x€[a,b] (n+4 1)nntl

para todo o = € [a,b]. Se existir uma constante positiva M tal que
Mpi1 <M, VneN, (4.10)

concluimos que

M
4 _ < : . _ n+1 = 0.
n—>hr-lr—100 (a:rél[%?i] ’f(fl') Pn($)> - n—>hr—lr—loo (4(7’L + 1)7’Ln+1 (b a) ) 0

Neste caso, o processo de interpolacao é convergente, isto é, o aumento do grau do polinémio
implica um aumento de precisao.

No entanto existem funcoes para as quais nao podemos concluir que um aumento do grau
do provoque um aumento da proximidade do polinémio interpolador com a fungao interpolada.
Isso acontece quando nao é possivel encontrar um majorante (4.10) para as derivadas da
funcao. Um exemplo que ilustra esta situacao foi considerado por Carl Runge em 1901 e é o
apresentado no exercicio seguinte.

Exercicio 4.3.7 Considere a funcio (de Runge) f(z) = 1/(1 + 252%), = € [—1,1]. Verifique
graficamente que

(ax |f(z) — P3(x)] < Jnax |f(z) — Ps(x)],

em que P3 e Pg s3o, respectivamente, os polinémios de Lagrange de grau 3 e 8 interpoladores de
f em parti¢des uniformes de [—1, 1].

4.3.3 Diferencas divididas

Vamos apresentar uma outra forma de calcular o polinémio interpolador que exige um menor
esforco computacional. Para isso temos necessidade de definir o conceito de diferenca dividida.

Definicao 4.8 Seja f uma funcao definida em [a,b] C IR e xg,x1,...,Tn, pontos distintos
desse intervalo. A
f(@it1) = f(zi)

Ti+1 — X4

flzi, i) =

chama-se diferenca dividida de primeira ordem de f relativamente aos argumentos x; e T;y1. As
diferencas divididas de ordem superior definem-se recursivamente. Assim, define-se diferenca

dividida de ordem k relativamente aos argumentos x;, Tiy1,...Tirk, com i+ k < n, por
Sl wigo, o k] — flrs i, - Tige—]
fles, w1, Tigx] = :
Titk — Ti
Denotemos por fiiv; a diferenca flax;, Tiv1, ..., Tits]-

As diferengas divididas sao usualmente dadas pela conhecida tabela das diferencas divididas
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T flx;) fiit1 fiit2 fii+3
T fo
fo1
Ty fi foz2
f1,2 fos
T f2 f13
f2,3
T3 f3
fn—S,n
fn—2,n
fn—l,n
T, In
que pode ser obtida pelo seguinte algoritmo.
Algoritmo 4.2 Diferencas divididas
Ler n;
Ler x;, i =0,1,...,n;
fo = f(zo);
Para i de 1 até n fazer
fi = f(ws);
Para j de i — 1 até n fazer
fii = (i1 — fii—0) /(@i — zj);
Escrever fj;,i1=1,...,n,j=1—1,...,n.

Um resultado importante respeitante as diferencas divididas é o dado no préximo teorema.

Teorema 4.9 As diferencas sdo invariantes para qualquer permutacdo dos indices de suporte.

Demonstracao: Com efeito, tem-se que

flzis zipa] =

f(xig1) = f(@)

f(@i) = f(xiy1)

Titl — &4

Tj — Tit+1

= flwiy1, 21).

Por inducao conclui-se facilmente que o mesmo acontece para as diferencas divididas de qual-

quer ordem. [

4.3.4 Formula de Newton das diferencas divididas

Com intuito de diminuir o esforco computacional no cédlculo do polinémio interpolador, vamos

escrever o inico polinémio interpolador de f nos pontos xg, x1, . .

a n na forma

., T de grau menor ou igual

Py(x) =ag+a1(z—xzo) +az(x —x0)(x—21)+ -+ apn(z—zo)(x —21) -+ - (x — 1), (4.11)
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com agp, ai, ..., d, constantes apropriadas.
Para determinar ag note-se que, se P, (x) poder ser escrito na forma (4.11), temos que
ap = Po(z0) = f(o).
De forma similar temos que a; pode ser determinado calculando P,, no ponto x1. Assim
f(zo) + a1(x — 1) = Pp(x1) = f(21) = a1 = flzo, x1].
Prosseguindo de forma idéntica é possivel provar que
ar = flxo,x1,. .., 2k, k=1,2,...,n.

Conclui-se entao que o polinémio interpolador de Lagrange de f nos pontos da partigao (4.1)
pode ser dado na forma

Po(z) = f(xo) + flzo, z1)(z — 20) + flx0, 21, 22| (2 — T0) (T — 21)

+o+ flro,xr, . xp)(x —xo)(x — 1) -+ (X — Tp—1) (4.12)
n i—1
= f(.%'()) +Zf[m07xla" '7xi] H(QZ‘ _mj)a
i=1 Jj=0

Esta férmula que permite calcular o polinémio interpolador é conhecida por férmula interpo-
ladora de Newton das diferencas divididas.

Observacgao 4.10 Notemos que:

1. o0s coeficientes da formula de Newton estdo ao longo da diagonal da tabela das diferencas
divididas;

2. uma vez determinado Py, para determinar P,41 basta fazer

Poi(z) = Po(x) + flzo, 21, ..., Tny] H(l‘ — Tj).
j=0

A férmula (4.12) pode ser calculada de forma mais eficiente se for calculada pelo método
de Horner.

Exercicio 4.3.8 Escreva a férmula interpoladora de Newton das diferencas divididas usando o
método de Horner.

Observacao 4.11 O cdlculo do polinémio interpolador usando o formula interpoladora de
Newton das diferencgas divididas na forma encaizada, supondo calculados os coeficientes f(x),
flzo, z1], ..., flxo,x1,...,xn], requer apenas 2n adi¢oes/subtracgoes e n multiplicagoes/divi-
soes.

O valor do polinémio interpolador num determinado ponto do seu dominio pode ser dado
pelo seguinte algoritmo.
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Algoritmo 4.3 Férmula de Newton das diferencas divididas

Ler n;
Lerzex;, 1 =0,1,...,n;
fo,0 = f(xo);
Para i de 1 até n fazer
fii = f(zs);
Para j de i — 1 até n fazer
fig = (firri — fiim)/ (@i — @5);
P = fon;
Para ¢ de n — 1 até 0 fazer
p:= foi+ (xr —T)p
Escrever p.

Exercicio 4.3.9 Dada a tabela

2 1 -1 -2
flzi) [0 -3 —4|

determine uma aproximagdo para f(0), usando interpolagdo quadratica.

Resolugao: Temos

T f(z3) fiit1 fii+2
1 0
3/2
1 -3 1/6
1
-2 —4

Assim

Py(x) :0+g(x—1)+

Temos entdo que f(0) ~ P(0) = —3.

| =

Exercicio 4.3.10 Mostre

f(z:)
w'(z;)’

n
flzo,z1,.. ., 20] = Z
i=0

sendo w(z) a fun¢do dada por (4.6).

Como foi visto anteriormente, a determinacao do erro do de interpolacao usando a férmula
(4.7) nao é possivel quando a expressao analitica de f é desconhecida. O seguinte teorema

permite contornar este problema.

Teorema 4.12 (Valor Médio de Lagrange generalizado) Seja f € C"([a,b]) uma fun-
¢do conhecida nos pontos distintos xg,x1,...,x, de [a,b]. Entao existe um £ € (a,b) tal

que

f[x();xla"'vxn] =
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Demonstragao: Seja
e(z) = f(z) — Pu(),

com P, o polinémio interpolador de f nos pontos dados. Assim sendo, a funcéo e tem n + 1
zeros distintos o que implica, pelo Teorema de Rolle generalizado que existe um & € (a, b) tal
que e™ (&) = 0. Assim,

0= f(n)(g) - PTg,n)(é-) = f(n)(é) - f[:Eo,:L‘l, s 7mn]n!7

o que prova o pretendido. [

O teorema anterior permite-nos concluir que, na auséncia de informacao sobre f™+1,

uma boa estimativa para o erro de interpolacao pode ser dada por

w(l‘)f[ﬂi’o,l‘l, ey xnvxn-i-l]a

com w(z) dado por (4.6), caso as diferengas divididas de ordem n + 1 ndo variem muito.

4.3.5 Interpolacao em pontos igualmente distanciados

Quando os pontos xg, 1, ..., T, estao igualmente distanciados, isto é, quando x; — ;1 = h,
para i = 1,...,n, a férmula (4.12) pode ser dada em termos dos chamados operadores de
diferencas finitas. Dentro da classe desses operadores vamos apenas considerar o operador
diferenca progressiva.

Defini¢ao 4.13 Seja f uma funcgdao definida em [a,b] C IR. O operador diferenca progressiva
define-se por recursdo da sequinte forma: a

Af(x) = f(z+h) = f(z)

chama-se diferenca progressiva de primeira ordem de f; a diferenca progressiva de ordem k ¢é
definida por
AFf () = AHAf ().

Exercicio 4.3.11 Prove (por indugdo) que se f for uma fungdo real definida em [a,b] C IR

e o, Z1,..., Ty S30 pontos de [a, b] igualmente distanciados, com z;—1 —z; = h, i = 1,...,n,
entao i (@)
A" f(xo

flzo,...,mk] = T (4.13)

para todoo k € {1,...,n}.

Substituindo (4.13) em (4.12) temos que

x 2 X
Puw) = flao)+ 2L @) BTE) oy
e B e =) w14

T
— ilh <o

S PR SEACOR | (R
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Esta férmula é conhecida por férmula interpoladora de Newton das diferencas progressivas.
As diferencas progressivas podem ser dadas pela seguinte tabela, conhecida por tabela das
diferencas progressivas.

T f(z:) Af(xi) A? f(x) AP f(x)
7o fo

Af(zo)
71 N A? f(x)

Af(z1) A® f(x0)
T f2 A?f(z1)

Af(xs)
T3 I3

A3]0(1%73)
A2f(xn—2)
Af(l‘nfl)

T, fn

Exercicio 4.3.12 Construa um algoritmo para determinar o valor do polinémio interpolador
num determinado ponto do seu dominio usando a férmula interpoladora de Newton das diferencas
progressivas.

Exercicio 4.3.13 Mostre

A arctan x = arctan

1+xh+ 22
Resolugao: Vamos provar que
tan (A arctanx) = #
1+ zh + 22
Como L
tan (A arctan x) = tan (arctan (z + h) — arctanx) = TTah a2

Observacgao 4.14 Atendendo ao Teorema do Valor Médio de Lagrange gemeralizado e a
(4.13) temos que

A" f(zo n

B _ joe) (4.15)

com & € (a,b).

4.3.6 Interpolacao segmentada linear

Consideremos um intervalo [a,b] e uma partigao dada por (4.1). Designemos por polinémio
segmentado linear (ou fun¢&o linear por segmentos) na parti¢ao (4.1), uma fungao continua em
[a,b] que, quando restringida a cada um dos intervalos [z;—1,z;], ¢ = 1,...,n, da partigao,
coincide com um polinémio de grau menor ou igual a um (polinémio que, em geral, varia com

).

Observagao 4.15 Note-se que, em geral, nos pontos x;, i = 0,...,n, que definem a particao
as funcgoes lineares por segmentos apresentam descontinuidadas da derivada.
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Consideremos agora o problema da interpolagao. Seja f uma fungao conhecida nos pontos
da particao (4.1). Pelo que foi visto na secgao anterior, é 6bvio que existe um e um sé polinémio
segmentado linear S tal que

S(:L’l):f(ibl), iZO,l,...,n.

Nestas condigoes, S é chamado o polinémio interpolador (de Lagrange) segmentado linear de f
nos pontos de (4.1).
Temos que
S () x € [xo, 71]
SO () x € [z1, 2]

S(x) = S(i)(:c) ve [wim1, @]

S () T € [Tp_1,Tn)
onde s pode ser escrita na forma seguinte (férmula de Newton)
SO(@) = f(wi1) + floior, @il (@ — 2i1),

ou ainda (férmula de Lagrange)

S (z) = f(zi-1)

T — r — T;—1

"y
————+ f(w) :
Ti—1 — T Ti— Ti—1

O que podemos dizer quanto ao erro que se comete ao aproximar f pelo seu polinémio
interpolador segmentado linear?

Suponhamos que = € [z;_1,x;]. Temos entao que, nesse intevalo,

, Wi
f@) = $D@)| < Z2 max (@ —zi1)(@ — )]
2 $E[Ii,1,xi]

max
TE[Ti_1,T)

com

MQ(i) = max
S [$1’_1 ,$i]

O (x)

, 1=1,...,n.

Mas, como vimos,

max  |(z — zi_1)(z — z)| = i(xi — ;1))

ZE[Ii_l,:Ei]
e, com tal
, 0
max |f(z) - §O(2)| < =2-h,
me[:ci_l,ri] 8
com hl :xi—xi_l,i: 1,...,71.

Consideremos agora x € [a,b]. Atendendo ao que foi dito,conclui-se imediatamente que

max [f(@) — S(2)] < "2

onde Ms = max Mg(i) e h = max h;.

i=1,...,n i=1,...,n
Este limite superior para o erro permite demonstrar que o processo de interpolacao linear
por segmentos é convergente. De facto, se f (2) ¢ limitada, & medida que o nimero de pontos
da particdo aumenta (h diminui) o erro tendo para zero, ou seja, o polinémio segmentado
linear tende para a fungao a interpolar uniformemente em [a, b].
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\

Observacgao 4.16 A interpolacdo linear segmentada possui vantagens em relagdo d inter-
polacao (global) de Lagrange. Note-se que, se n é muito grande o cdlculo do polindmio inter-
polador de Lagrange (global) P,, envolve muito mais operagoes que o cdlculo do polindmio in-
terpolador linear segmentado S. Além disso, como foi visto, o facto de n aumentar ndo implica
que o polinémio interpolador de Lagrange P, tenda para a func¢do a interpolar, mesmo que
essa funcdo seja infinitamente diferencidvel. A desvantagem que o processo da interpolagao
segmentada linear apresenta relativamente a interpolacao de Lagrange € que o polinomio P,
¢ infinitamente diferencidvel enquanto que s pode nao ter (e, em geral, nao tem) derivadas
continuas nos pontos da particao.

4.4 Interpolacao de Hermite

O objectivo da interpolacao de Hermite é o de representar uma fungao f por um polinémio que
seja interpolador de f em alguns pontos do seu dominio e que a sua derivada seja interpolador
da derivada de f nesses mesmos pontos. Isto é, supondo que f é diferenciavel, vamos procurar
um polinémio H tal que

f(xi) = H(xi) .
Flan) = H(z;) ° 1=0,1,...,n. (4.16)

Quando tal situacao acontece dizemos que f e H sao fungoes que 2-osculam (osculam 2 vezes) os
pontos x;, 1 = 0,1,...,n, ou que é um polinémio 2-osculador de f nos pontos z;,¢=10,1,...,n.
4.4.1 Existéncia e unicidade

O proximo teorema estabelece a existéncia e unicidade do polinémio de grau inferior ou igual a
2n+1 que verifica (4.16). Além disso, indica-nos um processo que permite a sua determinagao.

Teorema 4.17 Seja f € C*"*2([a,b]) e xo,21,..., T, pontos distintos em [a,b]. Existe um
e um $6 polindmio Hoptq de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica (4.16).

Demonstragao: Atendendo as condigbes impostas, o polinémio terd que ser de grau inferior
ou igual a 2n 4 1. Para provar a sua existéncia vamos considerar as fungoes

hi(x) = [1 — 20(z) (z — x4)]li(x)* e hi(x) = (z—x)l(2)? i=0,...,n,
com l;, 1 =0,...,n, os polinémios de Lagrange (4.3). Como se pode verificar facilmente

hl(x]) :51'7]', h;(x]) :0, i,j:(],...,n,

- =/

hl(.%]) :()7 hl(xj) :5i,j> i,jz(),...,n.

Assim, o polinémio
n

Hopyr(x) = Y [f(zi)hi(x) + [ ()b

1=0

>
=

2
S~—

tem grau inferior ou igual a 2n + 1 e verifica (4.16).
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Falta apenas provar a unicidade. Seja QQ2,,+1 outro polindmio de grau inferior ou igual a
2n + 1 que verifica (4.16) e

Ront1(z) = Hopy1(x) — Q2ng1(x).

Como Ropti1(zi) = Rh, q(x;)) = 0, para i = 0,...,n, temos que este polinémio de grau
inferior ou igual a 2n + 1 tem 2n + 2 zeros o que implica que terd que ser o polinémio nulo.
Assim sendo, provamos a unicidade pretendida. [

O tnico polinémio de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica as condigoes (4.16) é
também chamado polindmio interpolador de Hermite de f nos pontos xg, x1, ..., Zn.

Observagao 4.18 Note-se que, tal como na interpolacao de Lagrange, se m for o numero de
condicoes impostas para a determinacdao do polindmio interpolador, o seu grau é m — 1.

A obtencao do polinémio interpolador de Hermite pode ser feita de varias maneiras. Vamos
apresenta-la neste curso numa forma que generaliza o polinémio interpolador de Newton das
diferencas divididas.

Consideremos a mudanca de variavel zg = xg, 21 = xg, 22 = X1, 23 = X1, ---, 22n = Tn,
Zon+1 = Tpn. Uma vez que

29i = 22i4+1 = Ti, 1=0,...,n,

nao podemos definir as diferencas divididas

flz2i, 22i41] = flwi, z4).

No entanto, atendendo a que

lim fle 2] = lim £ = (@)

Tz Tz T —T;

= f'(@i),

podemos definir as diferencas divididas generalizadas para pontos nao distintos na forma
flawi @] = ().

Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange generalizado podemos ainda definir

) (.
floi, @iy w) = fi(,%) (4.17)
N e’ T
r+1 vezes

Com esta notagao, pode verificar-se facilmente que o polinémio interpolador de Hermite
de grau 2n + 1 nos pontos da partigao (4.1) é dado por

2n+1 i—1
Hon1(x) = f(z0) + Y flzo,21,--- 2] [[ (= = 2))
i=1 =0

= f(xo) + f'(z0)(z — 20)
+flzo, o, z1](x — x0)2 + flxo, o, 1, 1) (2 — xo)Q(x — 1)

+o 4 flro, oy - Ty T (@ — 20)2 (1 — 1) (2 — 21) (T — T0).



Interpolacao polinomial 81

Exercicio 4.4.1 Prove a afirmac3o anterior para o caso em que se consideram apenas dois
pontos de interpolagdo (n = 1).

O polinémio interpolador de Hermite pode assim ser determinado recorrendo a tabela das
diferencas divididas generalizadas, tabela essa onde cada ponto aparece repetido duas vezes.

Exercicio 4.4.2 Construa um algoritmo para determinar o valor do polinémio interpolador de
Hermite num determinado ponto do seu dominio.

Exercicio 4.4.3 Determine o polindmio interpolador de Hermite de grau minimo para a funcdo
f(xz) =sinz em [0, T].

Resolugao: Temos

T f(xl) f[v] f[??] f[777}

0 0
1

0 0 4;3%
2 _ 16+4r
™ 3
0

o 1

Logo
4—2 1 4
Hi(x) =z + T2 - 0+ 7TxZ(a: —1) = z[1 +2][—0.231 — 0.921(x — 1)]].

2 3
4.4.2 FErro de interpolacao

O estudo do erro na interpolacao de Hermite consiste na generalizagdo do estudo efectuado
para a interpolagao de Lagrange de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 4.19 Seja Hont1 0 polinemio, de grau menor ou igual a 2n + 1 interpolador de
Hermite da funcdo f nos pontos distintos xo,x1,...,T, € [a,b]. Se f € C**2([a,b]) entdo
para cada T € [a,b] existe £ = £(T) € (a,b) tal que

_ _ I R (I
e(Z) = f(T) — Han1(T) = mw (@),
onde w(x) é a fung¢ao dada por (4.6).
Demonstragao: SeZT = z;, para algum ¢ o resultado estd provado. SeT # x;,1 =0,1,...,n,
definamos a funcao auxiliar
w(z)?

F(x) = f(x) - H2n+1(513) — W(f(f) — HQn_H(T)).

Como F(x) = 0 possui 2n + 3 raizes (n + 1 zeros duplos z;, i = 0,...,n e uma raiz simples
) temos, por aplicacio do Teorema de Rolle generalizado, que F(*"+2)(z) = 0 possui, pelo
menos, uma raiz em (a, b). Seja £ essa raiz. Uma vez que

PO (a) = o) - CE (1 (0) — ()

substituindo x por £, obtém-se o resultado pretendido. [
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4.4.3 Interpolagao segmentada cubica

Consideremos um intervalo [a,b] e uma parti¢ao dada por (4.1). Designemos por polinémio
segmentado clibico (ou fungdo cibica por segmentos) na partigao (4.1), uma fungdo continua
em [a, b] que, quando restringida a cada um dos intervalos [z;_1,;], i = 1, ..., n, da particao,
coincide com um polinémio de grau menor ou igual a trés.

Seja f uma fungao conhecida nos pontos da parti¢ao (4.1). Como se sabe, existe um e um
s6 polinémio segmentado ciibico Sy tal que

Su(zi) = f(xi)
St(zi) = f'(zi)

Nestas condigoes, Si é chamado o polinédmio interpolador (de Hermite) segmentado cubico de
f nos pontos de (4.1).
Temos que

1=0,1,...,n.

S}})(aﬁ) x € [zo, x1]
Sg) (x) T € [x1,m2]

9

Sg) (z) T € [xi_1, ]

SJ(L?) () € lrn_1,zn)

onde Sg) pode ser escrita na forma seguinte
SO (2) = f(zic1) + F'(@i1) (@ — 2ict) + flmiot, 2icr, 23] (T — 35-1)?
i1, i1, w, 2] (2 — 2i-1) % (2 — x5).

Exercicio 4.4.4 Mostre que o erro que se comete ao aproximar f € C*4([a, b]) pelo seu polinémio
interpolador segmentado de Hermite ciibico na parti¢do (4.1) é dado por

My,
— < —h
xrg[%]lf(fv) Su(z)] < YL

onde

Mo = o |10

e h= max (z; —x;_1).
i=1,...,n

4.4.4 Polinémios osculadores

Para finalizar esta seccao vamos generalizar o raciocinio efectado na obtencao do polinémio
interpolador de Hermite para determinar polinémios que osculem os pontos de suporte mais
do que duas vezes.
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Suponhamos que, dada uma funcao f suficientemente diferencidvel, queremos determinar
um polinémio Hy que verifique

f(j)(l‘o) _ H](\?)(x(]% j=0,1,...,70
[O@) = HY (@), §=01...,m1 (4.18)
f(])(xn) = Hg)(xn)’ j == 07 17 e 7TTL

Quando tal situacdo acontece dizemos que f e Hpy sdo fungdes que r;-osculam (osculam 7;
vezes) o ponto z;, i = 0,1...,n. Pode demonstrar-se o seguinte teorema.

Teorema 4.20 Eziste um unico polindmio Hy, de grau menor ou igual a N, com
n
N=n+ Z T,
7=0

que satisfaz (4.18).

A determinacao do polinémio referido no teorema anterior pode ser feita de forma analoga
a do polinémio interpolador de Hermite. Nao iremos considerar o caso geral mas sim um
exemplo elucidativo.

Exemplo 4.21 O polinémio interpolador de uma fungdo f para o suporte f(0) = —1, f/(0) =
=2, f(1) =0, f'(1) =10 e f"(1) = 40 pode ser determinado com a ajuda de seguinte tabela

T f($l) f[’] f[??] f['v'7'7'] f['7'7'7"']
0 -1
-2
0 -1 3
1 6
1 0 9 5
10 11
1 0 20
10
1 0

Assim
Hy=-1-2c+322+62%(x — 1) +52%(x — 1) = =1 + 2[-2+ z[3 + (z — 1)[6 + 5(x — 1)]]].

Exercicio 4.4.5 Prove que o polinémio de Maclaurin de f de grau n oscula, com f, n+1 vezes
a origem.

Resolugao: De facto, sendo o polindmio de Maclaurin de f dado por

£ (0)

n!

Pu(x) = f(0) + f/(0)z + - +

)

temos que
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4.5 Interpolacao bidimensional de Lagrange

Nesta seccao vamos considerar a determinacao de um polinémio de duas varidveis que seja
interpolador de uma funcéo conhecida num conjunto de pontos de IR?.
Seja [a, b] x [c, d] um subconjunto de IR%. No intervalo [a,b] consideremos a particio

a=20 <1 <...<x; < < Tp1<Tp=2>b
e, em [c,d]
c=yo<y1 <...<y; < - < Yn-1 < Ym = d.

As duas parti¢oes anteriores induzem em [a, b] X [¢, d] o seguinte conjunto de pontos

{(wiayj)7i:O7-~'an7j:()7-~'am}7 (419)

a que chamamos rede rectangular.

Seja f uma fungao definida em [a, b] X [¢,d] e suponhamos que f é conhecida nos pontos
da rede rectangular (4.19). O nosso objectivo é determinar um polinémio de duas varidveis
x ey,

N M
Pz,y) =Y aia'y’,  (z,y) € IR?,
i=0 j=0

que verifique as condicdes de interpolacio
P(zi,y5) = f(xi,y5), 1=0,...,n,7=0,...,m. (4.20)

O numero de condigoes de interpolagao é (n + 1) x (m + 1) e portanto o polinémio em
x e y que permite resolver o problema de interpolagao podera apresentar (n + 1) x (m + 1)
coeficientes.

Teorema 4.22 Seja f uma fungao definida no rectingulo [a,b] X [c,b] onde consideramos a
rede rectangular (4.19). Dados f(x;,y;),i =0,...,n,j =0,...,m, o tdnico polinomio P de
graumn em x e m emy que verifica (4.20) o polinémio interpolador de Lagrange bidimensional

i=0 j=0
onde .
L) = ] j__”;’f i=1,....n,
k=0,ki ©t K
¢ n
y—

L) = ]I

Yk
k=0,k+j Yi — Yk



Interpolacao polinomial 85

Demonstracao: Definamos l;;(z,y) = l;(x)l;(y), i =0,...,n, 7 =0,...,m,. Estas fungoes

verificam
1 k=t

Assim, concluimos imediatamente que o polinémio P satisfaz as condic¢ées de interpolacao.
Falta apenas provar que esse polinémio é o inico polinémio de grau n em = e m em y que
resolve o problema de interpolacao. Consideremos

n m
Qlz,y) =YY agija'y’
=0 j=0

um poliémio de grau n em = e m em y que verifica as condigoes de interpolagao. Fixemos y;
na partigao de [c, d] e consideremos o polinémio em x

n m n
Qz,y) =Y. > aqya'yl =) aua’
i=0 j=0 i=0
em que
m .
it = Z Qijyi‘
=0

Atendendo as condigoes de interpolacao, os coeficientes deste polindmio devem satisfazer a

n

Zaitx}g:f(mkayt)a k‘:O,...,TL,

i=0

isto é, o seguinte sistema

1 zg 28 xh aot f(zo,yt)
1 2 zf a3 || ax f(@1,ye)
1 zo 23 3 Ty age | = | flz2,y)
1 @, 2y ap | | ant f(@n, ye)

Atendendo a que este sistema é possivel e determinado, existe para cada ¢, uma unica solugao
ait, © = 0,...,n. Finalmente, para os coeficientes ¢;; e para cada i = 0,...,n, temos o seguinte

sistema

n

J _ _
Z(Jijyt_aitv t—O,...,m,
Jj=0

isto é ) 5
T o v (e qio a0
Ly oy vl (i qi1 a1
1w v v Yy g2 | = | ai
L ym ¥4 U ym Gim im

que é também um sistema possivel e determinado. Provdmos deste modo a unicidade do

polinémio interpolador. [J
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Exercicio 4.5.1 Considere a funcdo

f(z,y) = sin (%w) (z,y) €[0.4,0.6] x [0.4,1],

cujo grafico é dado na figura seguinte.

Figura 4.1: Funcao f(z,y) = sin (%xy), com (x,y) € [0.4,0.6] x [0.4,1].

A tabela seguinte tem os valores da fun¢do anterior nos pontos (z,y) da rede rectangular
{0.4,0.5,0.6} x {0.4,0.6,0.8,1}:

o V| 04 0.6 0.8 1

0.4 0.00877 0.01390 0.01754 0.02193
0.5 0.01096 0.01644 0.02193 0.02741
0.6 0.01315 0.01973 0.02631 0.03289

1. Construa o polinémio interpolador de Lagrange de f nos pontos da rede.

2. Determine um valor aproximado para f(0.5,0.7) e compare o resultado obtido com o valor
exacto.

Exercicio 4.5.2 Determine o polindmio de Lagrange de grau 1 em x e de grau 2 em y inter-
polador da funcdo f(x,y) = = + 4%/2, com (z,y) € [0,1] x [0,2], cujo grafico é dado na figura
seguinte.

Figura 4.2: Funcio f(z,y) = = + y?/2, com (x,%) € [0,1] x [0,2].

Determine uma estimativa para o erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio anterior.



Interpolacao polinomial 87

4.6 Exercicios de aplicacao a engenharia

Exercicio 4.6.1 Durante a sedimentac3o da reac¢do de saponificacdo entre quantidades equimo-
lares de hidréxido de sédio e acetato de etilo, a concentragdo ¢ (g mole/litro) de cada reagente
varia com o tempo t (min) de acordo com a equagdo

1 1
= — 4kt
C Co

onde ¢y é a concentragdo inicial e k (litro/g mole min) é a constante de reac¢do. Foram obtidos
os seguintes resultados em laboratdrio a temperatura de 77° F:

1/c | 247 324 384 450 523 65.6 87.6 102 154 192
t 1 2 3 4 ) 7 10 12 20 25 |

1. Obtenha uma estimativa para a concentrac3o inicial.

2. Obtenha uma estimativa para a concentracdo ao fim de 15 minutos e compare-a com a
solugdo obtida em laboratério (ao fim de 15 minutos obteve-se 1/c = 135).

Exercicio 4.6.2 O censo da populacdo dos Estados Unidos, entre 1930 e 1980, produziu os
seguintes resultados:

Ano 1930 1940 1950 1960 1970 1980
Populaggo (x10%) 123203 131669 150697 179323 203212 226505

Use um método de diferencas finitas apropriado para estimar a populacdo nos anos de 1920,
1965, e 2000. Sabendo que a populacido no ano de 1920 era de 105711x 102, o que pode inferir
quanto a precisdo das aproximacgdes obtidas para os anos de 1965 e 20007

Exercicio 4.6.3 Determine uma aproximagdo para o instante na da passagem do perigeu da Lua
em Marco, 1999, a partir dos valores tabelados para as zero horas de cada dia; indique também
a distancia (em raios médios da Terra) da Terra a Lua nesse instante.

dia | 19 20 21
distancia | 57.071 56.955 57.059

Exercicio 4.6.4 Determine uma aproximacdo para a declinacdo aparente de Vénus para o dia
8 de Maio de 1999, as 18h30m45s, por interpolagdo cubica a partir das Efemérides Astronémicas
(onde estd tabelada para cada dia, as zero horas)

dia | 7 8 9 10
§; | +5°51'477.55 +6°22'25"7.20 +6°52'54".57 +6°23'14”.96
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Exercicio 4.6.5 Considere a seguinte tabela de valores da gravidade especifica do acido fosférico
como fun¢do da percentagem de H3POy.

H3POy,% Grav. esp. H3POy,% Grav. esp.
0 1.0000 35 1.216
1 1.0038 40 1.254
2 1.0092 45 1.203
4 1.0200 50 1.335
6 1.0309 55 1.379
8 1.0420 60 1.426
10 1.0532 65 1.475
12 1.0647 70 1.526
14 1.0764 75 1.579
16 1.0884 80 1.633
18 1.1008 85 1.689
20 1.1134 90 1.746
22 1.1263 92 1.770
24 1.1395 94 1.794
26 1.1529 96 1.819
28 1.1665 98 1.844
30 1.1805 100 1.870

1. Aproxime os dados usando interpolacdo polinomial. Comente os resultados obtidos.

2. Use a funcdo determinada por interpolacdo para tabelar a gravidade especifica obtida para

percentagens de 0,5,10,...,100 de H3POy,.
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