Capitulo 5

Derivacao e integracao numeérica

5.1 Breve referéncia histérica

As técnicas de derivacao e integracdo numérica, da forma como as iremos estudar neste
capitulo, tém a mesma origem da interpolacao. No entanto, temos que salientar alguns
matematicos que se destacaram especificamente nesta area.

As técnicas de integracao, tal com as conhecemos hoje, tiveram a sua origem em Bonaven-
tura Cavalieri (1598-1647), cerca de 1639, que descobriu geometricamente a chamada regra de
Simpson (que é também a segunda férmula de Newton-Cotes) e que consiste em aproximar
o valor do integral de uma determinada fungdo num intervalo palo integral do seu polinémio
interpolador do segundo grau.

Outros matematicos do séc. XVII que trabalharam nesta drea foram James Gregory (1659-
1708) (que também conhecia a regra de Simpson), que deduziu uma nova regra de integragao
designada actualmente por regra de Gregory, e lsaac Newton (1643-1727) pelas razoes ja
apresentadas para a interpolagao.

De entre os matematicos do séc. XVIII a destacar pela sua contribuicao nesta area salienta-
mos Thomas Simpson (1710-1761), que apresentou o seu trabalho em 1743, Roger Cotes (1681-
1761) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855) que descobriu as famosas férmulas de quadratura com
0 seu nome.

5.2 Derivacao numérica

Acontece frequentemente sermos confrontados com a necessidade de determinar valores da
derivada de uma funcao num conjunto de pontos conhecendo o valor da funcao apenas nesses
pontos. Na impossibilidade de obter esses valores de forma exacta, vamos considerar a sua
aproximacao através do valor da derivada do polinémio interpolador da funcao nos referidos
pontos.

5.2.1 Aproximacao da primeira derivada

Seja f € C"*1([a,b]) conhecida num conjunto de pontos da particio uniforme

a=x9g<x1 < < xTp=>, (5.1)
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com x; —x;—1 = h, i = 1,...,n. Queremos aproximar a derivada de f num dos pontos g,
ke {0,1,...,n}, da particao (5.1). Usando a férmula interpoladora de Lagrange temos que,
para z € (a,b),

- TARI(3)
f(x) = ;}f(fﬁi)li(ﬂﬁ) + mw(»@),
sendo [;, i = 0,...,n, os polinémios de Lagrange dados por (4.4), w a fungao dada por (4.6)

e £ € (a,b). Derivando esta expressao obtemos

n (n+1) !
) = 3 i) + (mww) .

Podemos, assim, considerar a aproximacao

com erro dado por

o(e) = (f(nJrl)(g)w(w))/ B (f(n-&-l)(g))/

(n+ 1)

Ora, como se sabe,

n—1 n-—1
w'@) =Y, [ (@-);

1=0 j=0,j#1

/
a dificuldade reside no facto de nao sabermos como calcular ( f("H)(ﬁ)) e assim nao con-

seguimos estimar o erro cometido. No entanto, para um ponto z = zy, k € {0,1,...,n}, da
particao (5.1) temos que w(xg) = 0 e como tal

flr) = ; f@a)li(zp) + ESIi (%), (5.2)
Como zj, — x; = (k — j)h temos que

n

flan) = Y flan+ (@ = k)R (), (5:3)

i=0
sendo o erro cometido dado por
O S .
elwr) =L OS] 6.
(n+1! = =044l

Podemos entao concluir que

le(xr)| < CR",

onde C' é um valor que nao depende de h. Por este facto dizemos que a férmula usada para
aproximar a derivada da fungao é de ordem n. E também usual usar a notagao e(xy) = O(h"™).
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Exercicio 5.2.1 Atendendo a que, pela férmula interpoladora de Newton das diferencas pro-
gressivas, o polinémio interpolador de f nos pontos da particdo (5.1) é dado por

+ Z llhz H B :UJ

prove que a férmula (5.3) pode ser escrito na forma

i—1 i—1
f’(xk)zZA{'th ST ¢ . (5.4)

=0 =0 j= 0,]7él

Exercicio 5.2.2 Elabore um algoritmo que permita obter férmulas para aproximar a primeira
derivada de uma fung¢do num ponto com qualquer nimero de pontos.

A férmula de diferencas finitas (5.4), convenhamos, nao é nada simpatica. Vamos particu-
lariza-la deduzindo véarios férmulas de diferencas finitas para aproximar a derivada de uma
fungao f.

Férmulas com dois pontos

Temos que, para = € [Tk, Tg+1],

F@) = fn) + e

(. — 2p) (T — Tp11), £ € (g, Tpqr).

Derivando sai que

o) = T I  THE) e ey )

f,(xk-i-l) _ f(xk) _hf(mk-i-l) + hf 2(6) 5 c (xkaxk‘-i-l)'

Obtemos assim duas formulas de diferencgas finitas de primeira ordem para aproximar a
primeira derivada. A
f(zg) = f(@hs1)

/
€T =
f(@k) N
é usual chamar férmula de diferencas progressivas (ou forward ou forwind) e a

£ () = f(%‘k—l)h— f(zy)

costuma chamar-se férmula de diferengas regressivas (ou upward ou upwind).

Férmulas com trés pontos

Para obter férmulas mais precisas para aproximar a primeira derivada de uma funcao, pode-
mos pensar em aumentar o numero de pontos da interpolacao. No proximo exercicio apre-
sentam-se as formulas de diferengas progressivas, centradas e regressivas com trés pontos.
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Exercicio 5.2.3 Prove que:
2

L f/(@) = 5 (37 on) + 4 ) — fomsa)] + 50 (o)

! 1 h2 i
2. flxk) = 57 [ f(xp—1) + f(zr41)] — e (1);

2h

2
3 (o) = o [fona) = Af(re1) + 35 ()] + 5 ()

Resolucao: Vamos sé deduzir a segunda férmula. Assim, temos que
A _ A2 _
f@) = flar) + S5 @ — ) + SEE @ — ) (@ — )

+f”,6(§) (x — zp-1) (@ — 2g) (¥ — Tp11), &1 € (Tp—1, Tpt1)-

Derivando sai que

Tl — 2 Tl —
flar) = Af(hk 1) + A fz(héc 1)[(:% — apo1) + (2 — 21)]
(&) _ _
+— (T — 1) (Th — Thp1), §1 € (Tp—1, Tpr1)-
Atendendo a que
z; f(xi) Af(xi) A2 f ()

rr—1 | f(zr-1)

fxr) — flzr—1)

Ty, f(zr) f(@rs1) = 2f(@x) + f(@h-1)
f(@rt1) — f(zx)

Tr+1 f(xrg1)

temos

f(zr) — f(zr-1) . F@ie) = 2f(@n) + fzr-1) 2 "(&)

f/(xk) = h 2 6 5

com & € (xp_1,Tky1), OU SEja

Flaw) = gel-fenn) + Fal - L 6 e )

Exercicio 5.2.4 Considere os seguintes valores da fungdo f(z) = xe®:

T 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2
f(z;) | 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030 [

Aproxime o valor de f/(2.0) = 22.167168 usando as férmulas de diferengas finitas dadas no
exercicio anterior e compare os erros cometidos.
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Resolugao: Vamos considerar as trés férmulas separadamente.

e Férmula progressiva de segunda ordem com h = 0.1.

F1(2.0) = —[=3f(2.0) + 4£(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.

1
0.2
O erro cometido é aproximadamente 1.35 x 1071.

e Férmula regressiva de segunda ordem com h = 0.1.

=

(2.0)  —[f(1.8) — 4£(1.9) + 3f(2.0)] = 22.054525.

)

2

O erro cometido é aproximadamente 1.13 x 107.

e Férmula centrada de segunda ordem com h = 0.1.

f(2.0) ~ —[f(2.1) — £(1.9)] = 22.228790.

L
0.2

O erro cometido é aproximadamente —6.16 x 1072,
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Note-se que o erro cometido quando se usa a férmula de diferencas centradas é aproxi-
madamente metade do erro cometido com as outras férmulas, o que confirma o resultado

do exercicio anterior.

5.2.2 Aproximacgao da segunda derivada. Algumas férmulas

Seja f € C""1([a,b]) conhecida num conjunto de pontos da particdo uniforme (5.1), com

r; —xi1 = h,1=1,...,n. Queremos aproximar a segunda derivada de f num dos pontos
zg, k € {0,1,...,n}, da particdo (5.1). Poderiamos, tal como para a primeira derivada,
usar o polinémio interpolador na deducéo das férmulas para a segunda derivada. A obtencao
de estimativas para o erro é, no entanto, mais complicada. Um processo alternativo para a
deducao das férmulas de derivagao (e respectivo erro) faz uso da série de Taylor da fungao.

Desenvolvendo f em série de Taylor em torno do ponto xj temos:

h? h3 ht
flersn) = f(og) + f'(zn)h + 7f”(xk) + gf”’(xk) + ﬁf(@ (&), & € (wp, Thp1);

h? h3 ht
f(r—1) = flag) — f'(zrp)h + Efﬂ(mk) - gf”’(m:) + ﬂfw (&2), 2 € (p—1, 7).

Se adicionarmos estas duas expressoes obtemos

2
£ k) = s F s — 27 ) + )] — o (FOE@) + D).

Admitindo que f 4) ¢ continua em [€}_1,xk11], 0 Teorema de Bolzano permite concluir que

existe um £ € (zg_1,xp4+1) tal que

FOE©) = S((E) + F(€).
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Assim

2
P (a) = (1) = 2 x) + Flann)] — o= 7). (55

Esta formula é conhecida como férmula de diferencas centradas de segunda ordem para aproxi-
mar a segunda derivada. Por um raciocinio semelhante poderiam ser obtidas outras férmulas
de diferencas finitas para aproximar a segunda derivada, nao sé centradas como também
progressivas e regressivas.

Exercicio 5.2.5 Prove que

1

4
= th[_f(xk—Q) +16f(zp_1) — 30f (zx) + 16f (2pr1) — f(wha2)] + %f(‘l) (©),

f ()
com & € (Tg—2, Tht2)-

Exercicio 5.2.6 Considere, de novo, os valores da fungdo f(x) = ze® dados na tabela do
Exercicio 5.2.4. Aproxime o valor de f”(2.0) = 29.556224 usando a férmula de diferengas finitas
centradas de segunda ordem.

Resolugao: Temos que

£1(2.0) ~ ﬁ[ F(1.9) = 2£(2.0) + £(2.1)] = 29.503200.

O erro cometido é aproximadamente —3.7 x 1072.

5.2.3 Aproximacao de derivadas de ordem superior

O estudo efectuado pode ser generalizado para obter formulas de diferengas finitas para apro-
ximar derivadas de ordem superior. Essas férmulas podem ser obtidas quer por interpolagao
quer recorrendo a série de Taylor.

Exercicio 5.2.7 Prove que:

2
1. f"(xp) = %hg [—f(xp—2) +2f(xp—1) — 2f (Trs1) + f(Tri2)] — %f(@(fl)?

2
o Uon2) = 40 @1) + 67(an) = 4 (@) + fonsa)] — 5 1O(€0).

2. fW(ay) =
Um algoritmo para obter férmulas de diferencas finitas de qualquer ordem para aproximar
qualquer derivada de uma fungao pode ser visto em Fornberg (1988).

5.3 Integragao numérica

Para muitas fungbes a obtencgao de primitivas em termos de funcgoes elementares é uma tarefa
dificil ou mesmo impossivel; é o caso que acontece quando a fungdo a primitivar é apenas
conhecida num conjunto discreto de pontos. Nesta seccao vamos obter e analisar as chamadas
férmulas de quadratura numérica que permitem determinar de forma aproximada o integral
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definido de uma funcdo num dado intervalo real. As férmulas que iremos obter serdo da
forma

b n
1= [ fade =3 aif(a).
@ i=1

A grande maioria das formulas existentes baseia-se na ideia de substituir a fungédo integranda
por uma outra pertencente a uma determinada familia de fungoes {¢,(z)}, n = 0,1,..., e
considerar

1) = [ f@de~ [ on@as,

requerendo,usualmente, que

b
e = [ (1@) = dufa)dz — 0, n— .

5.3.1 Formulas de Newton-Cotes

Um processo de determinar essa familia de fungbes pode ser por interpolagao. Seja f uma
funcao conhecida em n+ 1 pontos a = zg < 1 < -+ < p—1 < T = b. Como é sabido, existe
um e um sé polinémio P, de grau menor ou igual a n interpolador de f nos pontos dados tal
que f(z) = P,(z) + en(x), onde

en(z) =

e w dado por (4.6). Assim,

(/) :/abf(:v)dx:/aan(a:)d:n+/aben(x)dx.

Atendendo & defini¢do do polinémio interpolador temos que

b n
16) = [ fayda =y aif (@), (56)
@ i=0

Fer(g)

(n+1)! w(z), ¢ € (a,b),

com b
ai:/ ll(x)dxa

sendo [; as funcoes de Lagrange dadas por (4.4). O erro cometido é da forma

b
= | —= dx.
o) = [ Gy )
As férmulas (5.6) s@o conhecidas como Férmulas de Newton-Cotes e dependem, obviamente,
do grau do polinémio escolhido.

Observacgao 5.1 Note-se que, quando se usam as formulas de Newton-Cotes, se aprorima o
integral de uma funcao f pelo integral de um polinomio.

Uma vez que a n-ésima formula de Newton-Cotes é obtida pela aproximacao da fungao
integranda por um polinémio de grau n, serd de esperar que seja exacta para polinémios de
grau menor ou igual a n. Este facto conduz-nos ao conceito de ordem de precisao de uma
férmula de quadratura numérica.

Definicao 5.2 Uma férmula de quadratura numérica diz-se com ordem de precisdo n se €
exacta para polindmios de grau menor ou igual a n.
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12
10
8 y=f(x)

Férmula dos Trapézios

Figura 5.1: Férmula dos Trapézios

Vamos considerar o caso em que pretendemos aproximar a fungao f € C?%([a,b]) por um
polinémio do primeiro grau que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Como é sabido

1) = s+ 1O ooy T oo )
Assim
b b — f(a //
/af(a:)da: = L(f(a)%—%(:c—a)dx—i—/ FE) (x —a)(z —b)dx
= f(a)(b—a)Jr%(f(b)f f”§ (x —a)(x — b)dz.

Como (z — a)(z — b) ndo muda de sinal em (a, b) temos, pelo Teorema do Valor Médio para
integrais, que

[ f@de = 5@ 0 - )+ 360 - 1@ e -+ TP [ - e - v,

com 7 € (a,b). Deduzimos assim a chamada férmula dos Trapézios

/ab f(z)dx =~

para aproximar o valor do integral definido de uma funcao. O valor do erro cometido na
aproximacao anterior é dado por

Yf(@) + f o)), (5.7)

(b—a)’

er(f):==— 1

'), nelad).

Observagao 5.3 Note-se que a expressdo do erro associado a férmula dos Trapézios nos
permite afirmar, como seria de esperar, que esta tem ordem de precisdo um.



Derivagao e integragao numérica 97

Férmula de Simpson

Consideremos agora o caso em que se aproximar a funcao f € C3([a,b]) por um polinémio do
segundo grau que passa pelos pontos (a, f(a)), (¢, f(c)), com ¢ = (a+b)/2, e (b, f(b)). Como
foi visto no capitulo anterior

fle) = f(a) f(b) =2f(c) - f(a) /"8

f(z) = fla)+ p— (x—a)+ b=a)b—0) (:U—a)(a:—c)—l—T(x—a)(x—c)(a:—b).
75 y=109

Figura 5.2: Férmula de Simpson.

Exercicio 5.3.1 Prove que o valor do integral

b fle) = f(a) f(0) =2f(c) — f(a)
/a <f(a)+ﬁ(x—a)+ b—a)b—0) (a:—a)(:r—c)) dx,

com ¢ = “T“’ ¢é dado por

b—a
6

[f(a) +4f(c)) + f(b)].

Pelo exercicio anterior podemos obter a seguinte férmula de integracao

b—a

[ f@ae~ 50 [ ar (50) + o] 59)

conhecida por férmula de Simpson.

Ao contrario do que foi efectuado para a formula dos Trapézios, neste caso nao pode-
mos aplicar o Teorema do Valor Médio para integrais para determinar o erro cometido na
aproximacao do valor do integral pela férmula de Simpson uma vez que (x — a)(x — ¢)(z — a)
muda de sinal em [a, b]. E possivel, no entanto, demonstrar (ver Valenga (1988)) que o erro
associado a férmula de Simpson é dado por

_a)p
es() =L 00), ye(ab)

Observacao 5.4 Uma vez que a formula de Simpson foi obtida pela aprozimacgao da fungao
integranda por um polinomio de sequndo grau, seria de esperar que tivesse ordem de precisao
dois. No entanto, de forma surpreendente, a expressao obtida para o erro diz-nos que a
formula de Simpson tem ordem de precisdo trés, isto €, a formula € eracta sempre que a
funcdo a integrar € um polindmio de grau menor ou igual a trés!
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5.3.2 Foérmulas compostas

Note-se que, se a amplitude do intervalo [a, b] for muito grande, os erros associados as férmulas
de quadratura numérica também sao grandes. Poderemos pensar entao em dividir o intervalo
em n subintervalos [z;_1,x;], ¢ = 1,...,n, de amplitude constante h = b_Ta e aplicar a féormula
de quadratura a cada um desses subintervalos.

Férmula dos Trapézios composta

Se f € C?%([a,b]), aplicando a férmula dos Trapézios a cada um dos subintervalos, temos

n T; n 3
/: f(z)dr = Z/x flz)dz = (g[f(%'—l) + fxi)] — %f”(&)) 7

i1 i=1

com & € (zj—1,x;), 7 =1,...,n. Concluimos entao que o integral pode ser dado aproximada-
mente por
[ $@yd ~ iste0) 4 27) 4 -+ 20 ) + e (5.9
sendo o erro dado por .-
er(f) = 13 1(@)

=1

Ora, como
n

> f"(&) € [min f’(z), max f"(z)],

et z€[a,b] ’ z€la,b]
pelo Teorema de Bolzano, existe um 7 € (a, b) tal que

n

> (&) =nf"(n).

i=1

Assim sendo,
b—a

€T(.Z') = _?h?f”(n)? ne (aa b)

A férmula (5.9) é conhecida por férmula dos Trapézios (composta).

Observagao 5.5 Na prdtica a formula do erro aparece, normalmente, em valor absoluto. F

usual considerar a erpressdo

h—
12

a
ler(f)] < h?Ms,

com

My = max |f"(z)|.
z€la,b]

O valor do integral de uma determinada funcao f num intervalo [a,b] pela férmula dos
Trapézios pode ser dado de acordo com o seguinte algoritmo.
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Algoritmo 5.1 Férmula dos Trapézios

Ler n;

Ler a e b;

h:=(b—a)/n;

T = a;

§:=0;

Para i de 1 até n — 1 fazer
r:=x+ h;
s:=s+ f(x);

It := (h/2)(f(a) + 25 + f(b));

Escrever ¢ = Ip.

-1
Exercicio 5.3.2 Seja [ = / ze*®dz. Calcule, usando a férmula dos Trapézios, o valor aprox-
: -2
imado de I com trés casas decimais correctas.

Resolucao: Seja f(z) = we?*. Temos que, para = € [—2,—1], o erro para a regra dos trapézios
é dado por

1 1
ler(z)] < Sh*Mp =

M
=12 12022

sendo
Mp= max |f"(z)|= mer[ggfgu(—éle%(fc +1)).

Se tomarmos g(z) = —4e**(z + 1) temos que ¢'(z) =0 = = = —1.5. Logo
M2 - max{g(_2>7g(_15)7g(_1)} = 2673'

Vamos entdo determinar qual o menor valor de n que satisfaz

—n

€ -3

Efectuando os célculos, concluimos imediatamente que n > 4.074 o que implica n = 5.
Necessitamos de 6 pontos igualmente distanciados no intervalo [—2, —1] para obter uma
aproximac¢3do ao valor de I com trés casas decimais correctas. Assim,

I~ 0.1[f(=2) + 2f(~1.8) + 2f(—1.6) + 2 (—1.4) + 2f(~1.2) + f(—1)] = —0.0788762.

Como s6 podemos garantir trés casas decimais correctas temos que I ~ —0.079.
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Férmula de Simpson composta

Poderemos, tal como para a regra dos trapézios, pensar em dividir o intervalo [a,b] num

ntimero n (par) de subintervalos [2;, z;41], i = 0,...,n, de amplitude constante h = =2 ¢

n
aplicarmos a férmula (5.8) a cada um desses subintervalos.

Exercicio 5.3.3 De forma andloga ao efectuado na obtencio da férmula dos Trapézios composta
mostre que, para o caso da férmula de Simpson se tem

/ f(z [f(:z:o)+4f(:171)+2f(:1:2)+4f(x3)+ A2f (xp—2)+4f (xn_1)+f(zn)], n par.

(5.10)
com erro

es(f) = - 28802 nft

A férmula (5.10) é conhecida por férmula de Simpson (composta). A determinacao do
valor do erro que lhe estd associado pode ser feita de forma semelhante ao efectuado para a
férmula dos Trapézios composta. De facto, como

n

> (&) € [min f(z), max [ (x)],

= z€[a,b] z€[a,b]

pelo Teorema de Bolzano, existe um 7 € (a,b) tal que

> &) =nfDn).
i=1

Assim sendo,

ou, o que é equivalente,

eS(f):_;h4f(4)(n)a ne (avb)'
Observagao 5.6 Na prdtica a formula do erro aparece, normalmente, em wvalor absoluto.

Assim, costuma-se usar a expressao

b—
180

les(f)I <

M47

com

My = max |f@(z)].
z€la,b]

O valor do integral de uma determinada fun¢ado f num intervalo [a,b] pela férmula de
Simpson pode ser dado de acordo com o seguinte algoritmo.
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Algoritmo 5.2 Férmula de Simpson

Ler n;

Ler a e b;

h:=(b—a)/n;

T = a;

§:=0;

Para ¢ de 1 até n — 1 fazer
r:=x+ h;

Se ¢ par entdo s := s + 2f(x) caso contrario s := s + 4f(x);

Is = (h/3)(f(a) + s + f(D));

Escrever I =~ Ig.

Exercicio 5.3.4 Melhore o algoritmo anterior.

1
Exercicio 5.3.5 Seja [ = / e® cos xdr. Calcule, usando a férmula de Simpson, o valor apro-

0
ximado de I com erro inferior a 1073,

Resolugao: Seja f(x) = e cosx. Temos que, para x € [0, 1], o erro dado pela regra de Simpson

e
1
4
— My =——M
les (@)l < 357" Ma = g1 M
sendo
My — (4) = 4e” )
4 J&%,’i’f ()] JQ[%,’%]( e” cosw)

Se tomarmos g(z) = 4e” cosx temos que ¢'(z) = 0=z = §. Logo

M, = max{g(0), 9( ), g(1)} = 2v2e™/*.

W~

Vamos entdo determinar qual o menor valor de n que satisfaz

w/4

Efectuando os célculos, concluimos imediatamente que n > 2.42. Como n tem que ser par
temos que n = 4. Ent3o, necessitamos de 5 pontos igualmente distanciados no intervalo
[0, 1] para obter uma aproximagdo ao valor de I um erro inferior ao pretendido. Assim,

1
I ~

~ 5l (0) +4£(0.25) +2/(0.5) +4(0.75) + f(1)] = 1.377903843.

Como s6 podemos garantir duas casas decimais correctas I ~ 1.38.
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5.4 Exercicios de aplicagao a engenharia

Exercicio 5.4.1 A func¢do

f(z) = j% /OaC e dt

€ usada com muita frequéncia em disciplinas tdo diversas como a teoria das probabilidades, dis-
tribuicdo de calor, difusdo de matérias, etc. Usando uma das regras de integracdo estudadas,
calcule uma aproximacdo para o valor do referido integral indicando um majorante para o erro
cometido.

Exercicio 5.4.2 Num circuito eléctrico com voltagem aplicada E(t) e inductancia L, a primeira
Lei de Kirchoff da-nos a relacdo
E(t) = LI'(t)RI(t),

onde R é a resisténcia no circuito e I(t) a corrente no instante ¢. Suponhamos que medimos a
corrente para varios valores de t =t;, ¢ =1,...,5, obtendo

t; 1.00 101 1.02 1.03 1.04
I(t;) | 3.10 3.12 3.14 318 324

onde tempo é medido em segundos, a corrente em amperes, a inductdncia é uma constante dada
por L = 0.98 henries e a resisténcia é 0.142 ohms. Aproxime a voltagem E nos valores de ¢ dados
na tabela.

Exercicio 5.4.3 Fugacidade é o termo usado na engenharia para descrever a trabalho resultante
de um processo isotérmico. Para um gés ideal, a fugacidade f é igual a pressdo P, mas para os

gases reais,
f /P C-1
In = = —d
") P ¥

onde C' é um factor de compressibilidade determinado experimentalmente. Para o metano os
valores de C' s3o

P (atm.) C P (atm.) c
1 0.9940 80 0.3429
10 0.9370 120 0.4259
20 0.8683 160 0.5252 |
40 0.7043 250 0.7468
60 0.4515 400 1.0980

Escreva um programa que calcule o valor de f correspondente a cada valor da pressao dado
na tabela. Assuma que o valor de C' varia linearmente entre os valores calculados e que C' tende
para um quando P tende para zero.

Exercicio 5.4.4 Uma particula de massa m movendo-se num fluido esta sujeita a uma resisténcia
de viscosidade R, que é funcdo da velocidade v. A relacdo entre a resisténcia R, a velocidade v

e o tempo t é dada pela equagdo
. /v(t) m J
= ——du.
v(to) R(u)
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onde R é a resisténcia no circuito e I(t) a corrente. Suponhamos que R(v) = —vy/v para
um fluido particular, onde R é dado em newtons e v em metros/segundo. Se m = 10 kg e
v(0) = 10 m/seg aproxime o tempo necessario para a particula reduzir a sua velocidade para
v =>5m/seg.
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