Capitulo 6

Métodos numéricos para problemas
diferenciais ordinarios

6.1 Breve referéncia historica

Os trabalhos preliminares na area dos métodos numéricos para a solucao de equagoes di-
ferenciais sdo devidos, entre outros, a Isaac Newton (1643-1729) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1643-1716), no século XVII, bem como a Lehonard Euler (1707-1783), no século XVIII. Mas
foi sobretudo devido aos trabalhos deste ultimo que foram impulsionados os estudos que
conduziram aos métodos que hoje conhecemos.

Euler deduziu um processo iterativo que permitia determinar, de forma aproximada, a
solugdo de um problema de condigdo inicial num determinado ponto. A demonstragao rigo-
rosa de que, de facto, o processo por ele apresentado conduzia a solucdo da equacao s6 foi
apresentada mais tarde, em 1824, por Augustine Cauchy (1789-1857) e melhorada por Rudolf
Lipschitz (1832-1908). No entanto, nem assim, o processo apresentado por Euler se tornou
popular. A titulo de exemplo, Karl Weierstrass (1815-1897), famoso matemético alemao do
século XIX trabalhou nestes assuntos sem conhecer os trabalhos de Cauchy e Lipschitz.

Os finais do século XIX e principios do século XX foram muito profiquos ao florescimento
de métodos numeéricos para a resolucao de equagoes diferenciais. Com os desenvolvimentos
efectuados na teoria do calor por Fourier e na mecénica celeste por Adams, Bessel, Cauchy,
Gauss, Laguerre, Laplace, Legendre, Leverrier, Poincaré e outros vieram tornar imprescindivel
a existéncia de esquemas para determinar a solugdo numérica de equacoes diferenciais. A
balistica foi outra ciéncia que comecou a exigir resultados nesta area.

Poderemos dividir os métodos numéricos para determinar a solugdo de equacgoes diferen-
ciais em duas grandes classes: por um lado, os chamados métodos de passo Unico aos quais
pertence o método de Euler-Cauchy-Lipschitz; por outro os chamados métodos de passo
multiplo.

Os sucessores do método de Euler-Cauchy-Lipschitz foram apresentados por K. Heun em
1900 e, sobretudo, por Carl Runge (1856-1927) em 1895 e 1908 e por Martin Wilhelm Kutta
(1867-1944) em 1901, tendo sido considerados como generalizagoes das regras de integragao.
Estes métodos tornaram-se bastante populares devido as suas propriedades e a sua fécil
utilizacdo.!

'De notar que o primeiro sistema de equacdes diferenciais a ser resolvido pelo ENIAC foi integrado pelo
método de Heun.
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Dos primeiros e mais conhecidos métodos de passo multiplo para a resolucao de equacoes
diferenciais sao os chamados métodos de Adams. John Couch Adams (1819-1892), famoso
astronomo britanico que descobriu, em co-autoria, o planeta Neptuno, baseou-se nos métodos
tedricos propostos por Cauchy para apresentar um método novo que usou na integracao da
equacao de Bashforth. Alids, foi num trabalho de Francis Bashforth (1819-1912) de 1883 que
o método proposto por Adams foi apresentado, sendo por isso também conhecido por método
de Adams-Bashforth.

Foi possivelmente a primeira Grande Guerra que veio dar um forte impulso ao floresci-
mento dos métodos numéricos. A grande quantidade de calculos e a complexidade dos proble-
mas que a balistica exige nao poderiam ser efectuadas facilmente sem a ajuda destes processos
alternativos. O primeiro contributo para o melhoramento dos métodos existentes foi dado
pelo matemético americano Forest Ray Moulton (1872-1952) em 1925, propondo uma classe
de métodos conhecida por Adams-Moulton. Em 1928 apareceu um trabalho da autoria de
Richard Courant (1888-1972), Kurt Friedrichs (1901-1982) e Hans Lewy que revolucionou toda
a teoria dos métodos numeéricos para a resolugao de equagoes diferenciais.

No entanto foi s6 depois da segunda Grande Guerra e sobretudo depois do aparecimento do
primeiro computador e dos trabalhos de Herman Goldstine (1903-) e John von Neumann (1903-
1957), em 1947, que estes métodos comegaram a ser usados de forma sistemdtica. Conceitos
como ’erros de arredondamento’, 'nimero de condicao’ e ’instabilidade numérica’ comecgaram
a surgir e a tornar-se de capital importancia para o estudo da teoria subjacente. Os estudos
sobre métodos numéricos para a resolucao de equacgoes diferenciais comecaram a merecer a
atencao de um numero crescente de matematicos e outros cientistas e hoje é uma das areas
mais importantes e profiquas da Matematica em geral e da Andlise Numérica em particular.

6.2 Introducao

As primeiras equagoes diferenciais s@o tao antigas quanto o cédlculo diferencial. Newton
considerou-as, em 1671, no seu tratado de céalculo diferencial e discutiu a sua solugao por
integragao e por expansao em série. Leibniz, o segundo inventor do cdlculo, chegou as equgoes
diferenciais por volta de 1676 considerando o problema geométrico do ’inverso das tangentes’:
para que curva y(x) a tangente em cada ponto P tem um comprimento constante (com o eixo
dos 2’s), digamos a? Este problema conduziu & equacao y' = —y//a? — y>.

Em 1696, Johann Bernoulli (1667-1748) convidou os mais ilustres matemaéticos do seu
tempo para resolver o problema da braquistdcrona (curva de tempo minimo), principalmente
para refutar a resposta, que esperava errada, do seu irmao Jacob Bernoulli (1657-1705). O
problema consistia em determinar a curva y(x) que une dois pontos Py e P; de tal modo
que um ponto, partindo de Py e ’deslizando’, nessa curva, sujeito apenas a forcas graviticas,
atinja P; no menor tempo possivel. A resposta a este problema foi dada dada por varios
matematicos (inclusivé Jacob Bernoulli) e é, como se sabe, a cicliode. Essa curva pode ser
determinada como sendo a solucdo de uma equacao diferencial ordinaria.

Muitos problemas da engenharia e da ciéncia tém como modelo equagoes diferenciais.
Neste curso iremos efectuar uma breve introducgao ao estudo dos métodos numéricos para a
resolugao de problemas que envolvem equacOes diferenciais. Os problemas que iremos con-
siderar serao de dois tipos: problemas com condicao inicial e problemas com condigoes de
fronteira. Neste capitulo nao iremos apresentar a demostracao de todos os teoremas; o aluno
interessado poderd ver essas demonstragoes nas obras referenciadas no final do capitulo.
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6.3 Problemas com condicgao inicial

6.3.1 Existéncia e unicidade de solugao. Condicionamento

Consideremos uma equacao diferencial. ordindria de primeira ordem, isto é, uma equacao da
forma

y(t)=fty),  telad] (6.1)

em que f : [a,b] x IR — IR. O estudo que iremos efectuar para este tipo de equagoes pode
ser facilmente generalizado a sistemas de equacgoes diferencias ordindrias de primeira ordem,
isto é, para o caso em que f : [a,b] x IRV — IRY. Por uma questdao de simplificacio de
exposi¢ao optamos por apresentar o estudo para o caso escalar (N = 1).

Antes de se pensar em resolver uma determinada equacao diferencial hd que garantir que
essa equagao tem solugdo e que é unica. Note-se que a solugao equagao (6.1), se existir, nao
é Unica pois, ao integrarmos, introduzimos sempre uma constante de integragao.

Uma das condigoes para obter a unicidade da solugao é especificar y(¢) num ponto to do
intervalo [a, b], usualmente ¢ty = a. Ficamos assim com o problema de condi¢o inicial (PCl)

y,(t) = f(t’y)v tE[a,b],
(v = 1 o

Apesar de contornado este problema ainda nao temos a garantia da existéncia e unicidade
da solugao do PCI (6.2). Antes de apresentarmos o teorema que estabelece as condigoes
suficientes para que o problema tenha solugao tUnica consideremos a seguinte definigao.

Definigao 6.1 Uma funcdo f(t,y) verifica a condi¢do de Lipschitz (ou € lipschitziana), na
varidvel y, num conjunto D C IR? se existir uma constante L > 0 tal que

[f(ty1) — f(ty2)] < Llyr — w2,
sempre que (t,y1), (t,y2) € D. A L chama-se constante de Lipschitz.
Exercicio 6.3.1 Prove que a fungdo f(t,y) = t|y| é lipschitziana, na varidvel y, no conjunto
D={(t,y) €IR*:1<t<2; —3<y<4}.
Resolucao: Temos que
|f(ty1) — f(Ey2)| = [ty | = tly2ll < 2l[y1| — |yell < 2[y1 — val.
Logo, a constante de Lipschitz é L = 2.

O teorema seguinte (cuja demonstracao pode ser vista em Kress (1998)) estabelece con-
dicoes suficientes para que um problema com condicao inicial tenha solucdo unica.

Teorema 6.2 (Picard) Seja f(t,y) uma funcao continua e lipschitziana (na varidvel y) em
D ={(t,y) :a <t <b,y € IR}. Entao o PCI (6.2) tem solugdo unica y(t) para t € [a,b].
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Observacgao 6.3 A demonstracdo deste teorema estabelece um processo iterativo de aprozi-
magao da solu¢ao do PCI (6.2) conhecido por método de Emile Picard (1856-1941). Se f for
continua em relagdo a t, determinar a solugio do PCI (6.2) € equivalente a determinar y,
continuamente diferencidvel, que verifica

y(t) =a+ /at f(ry(r))dr. (6.3)

O que se prova na demonstraciao do Teorema de Picard € que a sucessio de fungoes (y;(t))
definida recursivamente por

yU(t) = G, .
Yi+1 = a+faf(7-ayj(7—)d7-‘ jzoa]-a-”v
converge para a unica solug¢ao de (6.3).

Como corolario do Teorema de Picard temos o seguinte resultado que apresentamos igual-
mente sem demonstragao.

Corolério 6.4 Suponhamos que f(t,y) estd definida num conjunto convero® D C IR?. Se
existir uma constante L > 0 tal que

af

t)l <L t D
8y(,y)’_ , V(t,y) € D,

entao f satisfaz a condicdo de Lipschitz, na varidvel y, com L a respectiva constante e, como
tal, o PCI (6.2) tem solugdo tnica y(t) parat € [a,b].

Observagao 6.5 Note-se que o conjunto D = {(t,y) : a < t < b,y € IR} €, obviamente,
convexo.

1
/
e ) = —,
Exercicio 6.3.2 Mostre que o problema de condicdo inicial y(®) 1+y2 parat €
yla) =  «a

[a, b], tem solucdo Unica.

Resolugao: Seja D = {(t,y) :a <t <b,y€ IR} e

1
Vamos provar que a fungdo
of —2y
a—(t,y)‘ = ’ﬁ
y (1—y?)
é limitada em D. Para isso ha que determinar
2y
L= — .
velit | (1= )2

2Um conjunto D C R? diz-se convexo se, para qualquer (t1,41), (t2,y2) € D, se verifica

((1 — 9)t1 + Ota, (1 — 9)y1 =+ 9y2) eD, 0 e [O, 1}.
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Como a funcdo que queremos provar limitada é par temos que

2y
L = max PEEOIOR
yeIRT (1_y )

Consideremos

Como

temos que

L = max {g(O), g (g) , lim g(y)} = max{0, 0.6594,0} = 0.6594.

Estd assim provado o pretendido.

Outra questao que se coloca é a de saber se o PCI (6.2) é sensivel a pequenas perturbagoes
nos dados do problema, isto é, se pequenas alteracdes nas condicoes iniciais ndo provocam
grandes alteracoes nos resultados. Jacques Hadamard, em 1923, sugeriu duas condicoes que
devem ser verificadas quando se formula um PCI: (i) a solucao deve existir e ser tnica; (ii)
a solucao deve depender de forma continua dos dados iniciais do problema. Temos entao a
seguinte defini¢ao.

Definigao 6.6 O PCI (6.2) é bem posto se:
1. possui solugdo tnica y(t);

2. for estdvel, isto €, se existirem constantes positivas & e k (independente de &) tais que
o problema perturbado

f(t, z) +6(t), t € [a,b]
Oé+50

——
ST
—
SIS
S— N
|

possui solugdo unica z(t) com
2(t) —y()] <k& V€ ([ab],
sempre que |dp| < & e |6(t)] < &.

As hipéteses do Corolério 6.4 sdo suficientes para garantir que o PCI (6.2) é bem posto
no sentido de Hadamard. De facto, o referido corolario ja estabelece a existéncia e unicidade
e solucao; falta apenas provar que o problema é estavel. Considerando

w(t) = z(t) — y(t),
temos
w'(t) = f(t 2(t) — f(ty(t) +6(t) = fy(t, T))w(t) +5(t),

com a condicao inicial

w(a) = dy,
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em que f, representa a derivada parcial de f em ordem a y e y(t) pertence ao intervalo
definido por y(t) e z(t). Integrando a equagao anterior obtemos

w(t) = eda FrT { / “s(o)e gy 1 o) (6.4)

0 que prova que o problema perturbado é estavel.

Poder-se-ia também provar que, para que o PCI (6.2) tenha solugao tunica e seja bem
posto, é suficiente que se verifiquem as hipéteses do Teorema de Picard. Vamos assumir
todos os problemas considerados neste capitulo verificam tais hipoteses.

e "t) = —y+t+1
Exercicio 6.3.3 Mostre que o problema de condicdo inicial { v (®) yrith para

y(0) = 1,
t €10,1], é bem posto.

Resolugao: Seja D = {(t,y): 0<t <1,y € IR} e f(t,y) = —y+t+ 1. Como

L = max
(t,y)eD

of |
a—yu,y)] 1

temos que o problema de condic3o inicial dado é bem posto.

- 0 o
Observagao 6.7 Note-se que o facto de —f ser limitada nem sempre garante que pequenas

0

perturbacoes nas condi¢oes iniciais z'mpliqugm uma pequena perturbacao na solucao. No en-
tanto, se 6(x) = 0, para todo x € [a,b], € fdcil concluir que se a derivada for negativa entao o
PCI (6.2) é bem condicionado, isto é, que pequenas perturbagoes na condi¢ao inicial implicam
pequenas variagoes na solugdo. Se a derivada for muito negativa, entdo o problema, apesar
de bem posto, pode trazer problemas a sua resolugdo aprorimada por métodos numéricos. Se
a referida derivada for positiva, embora limitada, entdo o PCI (6.2) apesar de estdvel, é mal
condicionado.

Exercicio 6.3.4 Considere a equacio diferencial
y = 100y — 101e” ", t€10,3],

com as condicdes iniciais: (i) y(0) = 1; (ii) y(0) = 1 + 10~13%. Compare as solugdes obtivas.

6.3.2 Métodos numéricos

Consideremos de novo o PCI bem posto (6.2). Os métodos numéricos para resolver este pro-
blema sao métodos dicretos, isto €, sao métodos que determinam aproximacgoes Yo, Y1, - - - » Yn
para a solucao exacta y(to),y(t1), ..., y(t,) nos pontos distintos da malha

a=ty<t1 <- - <tph_1<t,=0.

As distancias h; = t; — t;—1, i = 1,...,n, dd-se o nome de passos (ou medidas do passo) de
malha. Se os dpassos forem todos iguais a malha diz-se uniforme ou de passo constante. Caso
contrario diz-se de passo varidvel. Neste curso vamos apenas considerar malhas uniformes,

isto é, tais que t; = tg +1ih, 1 =0,...,n, onde h = b*Ta‘
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Os métodos numéricos permitem determinar valores y; =~ y(t;) por meio de relacgoes de
recorréncia deduzidas do PCI (6.2) de modo a que o valor de ;1 venha expresso em fungao de
Yis Yi—1, - - - » Yo, sendo yo = y(a) = a. E usual agrupar os métodos numéricos para a resolucao
de problemas de condigao inicial em duas grandes classes.

e Métodos de passo (inico: Sao métodos que determinam o valor de ;11 apenas a custa
de Yi.

e Métodos de passo miiltiplo: Sao métodos que determinam o valor de y;4+1 a custa de
Yis Yi—1s-- -, Yi—r+1. Neste caso diz-se que o método é de r passos.

Neste curso iremos apenas abordar os métodos de passo unico. Estes métodos, por sua
vez, podem ainda ser de dois tipos.

e Métodos explicitos: Sao métodos em que o valor de y; 11 é determinado directamente a
partir de y;. Estes métodos podem ser escritos na forma

Yitr1 = Yi + héd(ti, vi, 5 h). (6.5)

e Métodos implicitos: Sao métodos em que o valor de y;4+1 depende implicitamente de si
mesmo através de f. Estes métodos podem ser escritos na forma

Yir1 = Yi + ho(ti, tiv1, Yir Yip15 h). (6.6)

A funcao ¢ que define os métodos (6.5) e (6.6) é chamada fun¢do de iteragdo ou fungdo
incremento do método numérico.

6.3.3 Meétodos baseados na série de Taylor

Consideremos o PCI (6.2) com f uma funcao suficientemente diferencidvel nas variaveis ¢ e
y. Entao

2
(t) = ylto) + (¢ — to)y/ ko) + L ) 4 -

com tg = a. As derivadas desta expressdo nao sao conhecidas explicitamente visto que a
solucao também nao é conhecida. No entanto, podemos escrever

y/(t) = f(tvy)7

y'(t) = %(t’y) = (fe + Ly )t y) = (fe + fy )t y),
f
ym(t) = %(ty) = (ftt + 2ftyf + fyyf2 + ftfy + f;f)(ta y)a
onde of of
ft(tvy) = E(tay% fy(t7y) = a_y(tvy)7
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Por razdes préticas temos que limitar o nimero de termos na expansao em série de y(t) a um
nimero razoavel, o que nos conduz a restrigoes nos valores de ¢ para os quais a expansao nos
d4 uma boa aproximacao.

Se tomarmos a série de Taylor truncada temos, para t = tq,

h?2 e
y(t1) = y1 = yo + hf(to,yo) + ?f/(to,yo) ++ gf(k Y (to, v0),

onde

, & f
) _2J
JY(to, vo) i (to,Yo)-

Podemos definir assim, para cada k£ = 1,2..., um método de passo unico explicito que
permite obter solugoes aproximadas y; = y(t;) da forma (6.5) em que

k
Bty h) = (6.9) 4 7 (ty) 4+ o fE D ), (67

Os métodos assim definidos sao conhecidos por métodos de Taylor. O método desta classe
mais simples é quando k = 1, isto é, o método

Yivr1 = Yi + hf(tﬂ y’L>7 1= 07 - N, Yo = @, (68>
designado por método de Euler (explicito).

O seguinte algoritmo permite determinar a solucao do PCI (6.2) em ¢ = b, usando o
método com funcao incremento (6.7).

Algoritmo 6.1 Método de Taylor

Ler n e k;

Ler a, b e «;

h:= b_Ta;

t = a;

Y=o

Para ¢ de 1 até n fazer
¢ :=0;

Para j de 1 até k fazer
¢ =+ fOty)h /5

y:=y+ he;
t:=t+ h;
Escrever y.

Exercicio 6.3.5 Considere o problema de condi¢3o inicial Determine, u-

sando o método de Euler, o valor aproximado de y(1), fazendo h = 1, h = 0.5 e h = 0.25.
Compare os resultados obtidos sabendo que y(t) = e~ 2t
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Resolugao: A solugdo exacta deste problema é y(1) = 0.135335283. Consideremos agora as

solu¢des numéricas para os trés casos propostos. Seja f(y) = —2y.
e h=1
y(0) =y = 1
y(H =y = yo+hfly)=1+1x(-2)=-L1L
Logo |y1 — y(1)| = 1.135335283.
e h=05
y(0)=y = 1
y(05)~y1 = yo+hf(yo) =14+05x(=2)=0
y) =~y = y1+hf(y1)=0+05x0=0.
Logo |y2 — y(1)] = 0.135335283.
e h=0.25
y(0) =y = 1
y(0.25) ~y1 = yo+hf(y) =1+025x(-2)=05
y(0.5)~y2 = y1+hf(y1) =05+0.25x (—1) =0.25
y(0.75) ~y3 = y2+ hf(y2) =0.25+0.25 x (—0.5) = 0.125
y(1)~ys = wys+hf(ys) =0.125+0.25 x (—0.25) = 0.0625.

Logo |y4 — y(1)| = 0.072835283.

Nota-se que, quanto menor for a medida do passo mais pequeno é o erro cometido.

1
/
) e ) = —, .
Exercicio 6.3.6 Seja dado o problema de condi¢3o inicial { y(®) 1+ 32" Use o método
y(0) = L

de Taylor, com k = 2, para determinar o valor aproximado de y(1), fazendo h = 0.5.

Resolugao: Seja f(y) = (1 +%2?)~!. Temos que o método de Taylor com k = 2 é dado por

Yirr = Yi + hf(yi) + h;%(yi) =vithy T2 hz(l_g#)g-
Assim, fazendo h = 0.5 temos
y(0) =y = 1
y(0.5) ~y; = 1+1+0.5x % ~0.25 X é = 1.21875
y(1) ~ya = 1.218754+0.5 x m —0.25 x % =1.4.

6.3.4 Meétodos de Runge-Kutta

O método mais simples para aproximar a solugdo do PCI (6.2) é o método (6.8), descrito por
Euler, em 1768, na sua obra 'Institutiones Calculi Integralis’. E um método muito simples de
entender e de programar mas, como se ird ver na préxima sec¢ao, pouco preciso. Por exemplo,
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se pretendermos uma precisao de, digamos, 6 casas decimais, o método de Euler necessita de
aproximadamente um milhao de passos.

Se usarmos outros métodos de Taylor, a precisdo pode ser aumentada. A grande desvan-
tagem destes métodos reside no facto de termos necessidade de calcular muitas derivadas
da fungéo f para obter métodos precisos. Esse cédlculo, além de muito fastidioso, torna im-
praticavel a aplicacdo de tais métodos na resolugao de (6.2) quando a fungao f tem uma
expressao analitica complicada.

Uma alternativa a esses métodos foi dada por Runge, em 1875, e que consistia em, partindo
do conhecimento de y(a), considerar

yla+h)~a+hf <Q+Z’y<a+g>>;

mas, que valor atribuir a y (a + %)7 A sugestao de Runge foi a de considerar o método de

Euler com passo % A aplicagao sucessiva deste processo permitiu a Runge definir o seguinte
método iterativo:

ki = f(ti,vi),
ke = f (ti + 2+ %lﬁ) : (6.9)
Yir1 = Y+ hks.

Como veremos este método, apesar de recorrer ao método de Euler, vai ser mais preciso e
nao necessita de calcular derivadas de f. A generalizacdo desta ideia deu origem & seguinte
definigao.

Definigao 6.8 Seja s um niumero inteiro e a1,a31,a32,...,0s1,..-,0s5-1, €2,C3,...,Cs,
bi,bo, ..., bs, coeficientes reais. O método

kv = f(ti,vi),

ke = f(tl + CQh’a yi + a2,1hk1)7

ks = f(ti +c3h,yi + a3 1hki + az2hks),
ks = f(ti+ csh,yi + asahki +asphko + -+ + ag s—1hks_1),
Yir1r = Yi+ hlbiky 4 boky + - 4 bsk],
é chamado método de Runge-Kutta explicito de s etapas para o PCI (6.2).

Usualmente considera-se
i—1
Ci:Zam‘, i:2,3,...,8. (6.10)
Jj=1

Uma notagao muito usada na pratica para os métodos de Runge-Kutta foi apresentada
por Butcher em 1964 e é dada pelo seguinte quadro, designado por quadro de Butcher:

0
Cy | a2
C3 | as1 a32

Cs | As1 Qs2 Qg s—1

bl b2 e bs—l bs
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Antes de continuarmos, notemos que os métodos de Runge-Kutta constituem uma exce-
lente ideia. A tnica solucao do PCI bem posto (6.2) é uma curva integral em IR?. No entanto,
devido aos erros cometidos, a solugdo numérica vai ser afectada pelo comportamento das cur-
vas integrais vizinhas. E assim importante conhecer o comportamento de toda a familia de
curvas integrais e nao apenas o de uma tnica curva.

Os método de Runge-Kutta usam, deliberadamente, informacao de varias curvas integrais
em simultaneo. A titulo de exemplo considere-se o método de trés etapas

kv o= f(ti,vi),

ko = f(ti+C2h,yi +02hk1),

ks = f(ti+c3h,yi + (c3 — az2)hkr + az2hks),
Yirl = Y+ h[blk‘l + boko + +bgk3].

Para determinar a solu¢do numérica do PCI (6.2) por este método, comega-se pelo ponto
(t;,y;) e aplica-se um passo do método de Euler com passo cah. Seguidamente, calcula-se o
valor de k3 como sendo o vector derivada no ponto obtido. Temos assim dois valores para a
derivada: kq e ko; iremos usar uma média pesada entre estes dois valores (cz3—ag 2)hki+as 2hko
numa nova aplica¢ao do método de Euler, a partir do ponto (¢;, y;), com passo czh. Calculando
a derivada novamente obtém-se o valor de k3. O 1ltimo passo do algoritmo é mais uma
aplicagao do método de Euler, a partir do ponto (¢;,;), com passo h.

/ _ 2

Exercicio 6.3.7 Considere o problema de condicdo inicial Z((lt)) B tg "’ Determine um
valor aproximado para y(1.1), usando o método de Heun, dado por

ki = f(ti,yi); k2 = f(ti + h,yi + hk1);

h
Yit1 = Yi + 5(’?1 + ka),
com h = 0.05.
Resolucao: Seja f(t,y) = ty>. Temos que
y(1) =y = 2
y(1.05) ~y1 = yo+ B(k1 + ko) = 24 0.025(k1 + ko).

Por outro lado

ki = f(to,w) = f(1,2) =4
ks = f(to+ h,yo+ hky) = £(1.05,2.2) = 5.082.

Assim, y(1.05) =~ y; = 2.22705. Continuando a aplicagdo do método

h
y(1.1) & g2 = g1 + 5 (k1 + k2) = 2.22705 4 0.025(ky + k).

Para este segundo passo temos que voltar a calcular k1 e ko. Assim,

ky = f(ti+h,y1+ hk)) = f(1.1,2.487437) = 6.806077.

Logo, y(1.1) = yo = 2.5273954.
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Um método de Runge-Kutta muito famoso é dado pela expressao

h h h h
ki = f(ti,yi); ko = f(ti + 5oVt 516'1); ks = f(t; + ooVt 5762); ks = f(ti + h,yi + hk3);

h
Yir1 = Yi + g(kl + 2ky + 2k3 + ka).

O seguinte algoritmo permite determinar a solugao do PCI (6.2) em ¢ = b, usando este método
de Runge-Kutta.

Algoritmo 6.2 Método de Runge-Kutta

Ler n;

Ler a, b e alpha;

h = b=a.

t:=a;

Y=o

Para i de 1 até n fazer
s:=0;
k= f(ty);
ko := f(t+ 0.5h,y + 0.5hk1);
ks := f(t+ 0.5h,y + 0.5hk2);
k4 := f(t+ h,y + hks);
Y ::y+h(k:1 +2k2+2/€3 +l€4)/6;
t:=1t+ h;

Escrever y.

Exercicio 6.3.8 Construa um algoritmo que permita determinar a solu¢do do PCl (6.2) em
t = b, usando um método de Runge-Kutta explicito de s etapas qualquer.

6.3.5 Estudo do erro

Quando se determinam valores numéricos para aproximar quantidades desconhecidas, temos
necessidade de conhcer estimativas para o erro que se comete nessa aproximacao. No caso
dos métodos numéricos para a resolucao de equacoes diferenciais vamos considerar dois tipos
de erros: o erro de truncatura local e o erro global (ou da aproximagao).

Definicao 6.9 Consider-se o PCI (6.2) e um método numérico de passo tinico
Yit+-1 :yz+h¢(tzaylah)7 i:O,...,n—l, Yo = @, (611)

que determine aproximagoes y; para a solugdo ezxacta y(t;), i = 0,1,...,n. Supondo que
yi = y(t;), a Tiv1 = y(tiy1) — yir1 chama-se erro de truncatura local do método no ponto t;;1.
Se

) Tit1
lim max |—2=|=0,
h—00<i<n—1' h
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o método diz-se consistente com o PCI (6.2). O método diz-se de ordem p > 0 se existir um
C > 0 tal que
[Tyl <CHPH, i=0,...,n—1,

isto é, se |Typ1| = O(hPTY), i =0,...,n — 1.
Da defini¢ao anterior conclui-se que o erro de truncatura local é definido com sendo

Tiv1 = y(tiv1) — y(ti) — hé(ti, y(ti); h).

Assim, o erro local pode ser determinado através dos seguintes passos: (i) substituir na
expressao que define o método numérico a solugdo aproximada no ponto t;y1, y;t+1, pela
solugao exacta y(t;+1); (ii) considerar a hipétese y(t;) = y;; (iii) efectuar o desenvolvimento
em série de Taylor de y(¢;41) em torno de t;.

Certos autores consideram a defini¢ao de erro local de forma diferente. E muito frequente
encontrar a definicdo de erro de truncatura local no ponto ¢;11 como sendo

y(tiv1) — y(ti)

A — &(ti, y(ti); h), i=0,...,n—1.

Tiv1 =

De acordo com esta definicao (que é a que foi usada em Ferreira e Patricio (1999)) o método
(6.11) tem ordem p se |Tj+1| = O(hP), i =0,...,n — 1.

Observagao 6.10

1. Um método € consistente se tiver, pelo menos, ordem um ou, o que € equivalente, se

(b(ta Y; O) = f(t7 y)

2. 0 erro local para o método de Taylor de funcdo incremento (6.7) é dado por

thrl ki
ml/( + )(f)a £ € (ti, tix1),

Tit1 =
ou seja, Tiy1 = O(hFT1) e, como tal, o método tem ordem k.

3. Para o caso particular do método de Euler temos que Tjy1 = O(h?) e assim sendo o
método tem ordem um.

O estudo da ordem para os métodos de Runge-Kutta nao é uma tarefa facil e, como tal,
nao o iremos efectuar neste curso introdutério. A titulo exemplificativo consideremos este
estudo apenas para um caso muito simples.

Exemplo 6.11 O método de Heun é dado por

ki = f(ti,yi); ka2 = f(ti + h,y; + hky);

h
Yitl = Yi + 5(]6‘1 + ko).
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Vamos determinar qual o seu erro local e, consequentemente, qual a sua ordem. Atendendo
a defini¢do de erro local temos que, supondo y(t;) = vi, Ti+1 = y(ti+1) — yi+1. Desenvolvendo
y(ti+1) em série de Taylor em torno do ponto ¢; temos

h? df
2 dt
Por outo lado, considerando o desenvolvimento de ¥;1, recorrendo a série de Taylor para duas
variaveis,

3 a2 f

y(tiv1) =vi + hf(ti, i) + (tisyi) + Fﬁ(tivyi) +oe

h h?
Yirl = it <f(tz‘, i) + f(ti,yi) + h(fe + fy )t yi) + E(ftt +2f fuy + L2 Fyy) (i yi) + - ) :

Subtraindo membro a membro, e uma vez que y(t;) = y;, temos

3
Tiv1 = %(ftt + 2ffty + f2fyy — 2ftfy - 2ff§)(ti,yi) R

Assim sai que

3
Ti—l-l = %(ftt + 2ffty + foyy - 2ftfy - 2ffy2)(§vy(€))7 § € (tiati-l-l)'

Como Tj,1 = O(h?) concluimos que o método de Heun tem ordem 2.

Exercicio 6.3.9 Mostre que o método de Runge (6.9) tem ordem dois.

Vamos considerar agora a definicao de erro global.

Definigao 6.12 Considere-se o PCI (6.2) e um método numérico de passo tunico explicito
(6.11) que determine aprozimagdes y; para a solugao exacta y(t;), i =0,1,...,n. A e(t;) =
y(t;) — y; chama-se erro global do método no ponto t;. Se

L 22 e = O

0 método diz-se convergente.

Note-se que, uma vez que o numero de vezes que aplicamos um determinado método itera-
L b—a ) :
tivoén = 5 podemos ser levados a afirmar que o erro global e(t;) devera ser proporcional
T.
a # Por outras palavras, se T; = O(hP*1) tudo nos leva a crer que e(t;) = O(hP). De facto,

o que se pode concluir é o que vem expresso no proximo teorema.

Teorema 6.13 Seja y(t) a tiunica solu¢ao do PCI, bem posto, (6.2) e (6.11) um método
numérico que supomos ser consistente com o problema e ter ordem p, isto €, |T;y1| < ChPHL,
1=0,....,n—1, p>1. Se ¢ verificar as hipdteses do Teorema de Picard entdo

le(t;)| < %hp [eLW—a) -1, i=1,...,n.

sendo L a constante de Lipschitz de ¢.
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Demonstragao: Considerando a defini¢do de erro global temos que
e(tiv1) = e(t:) + h[o(ti, y(ti); h) — o(ti, yis b)) + Tita, i=0,...,n—1L

Uma vez que a fungao ¢ € lipschitziana, na varidvel y, e o método tem ordem p > 1 concluimos
que
le(tiv1)] < (14 hL)|e(t;)| + ChPTL.

Como e(tg) = 0 obtém-se

: ; 1-(1+hrL)*  C '
1 +1 i+1)hL
le(tiv1)| < CRPF jE_D(l + hL) = ChP T~ (A1 hD) < ZpP {e( +1) 1} .

O teorema fica assim demonstrado uma vez que t;11 =a+ (i +1)h. O

Note-se que a consisténcia, por si s6, nao implica convergéncia uma vez que existem mais
tipos de erros que podem ocorrer para além do erro de truncatura local. De facto, nem as
condicgoes iniciais nem a aritmética usada estao isentas de erros. Temos portanto necessidade
de garantir que os métodos usados sejam estdveis no sentido de que pequenas alterages nas
condigoes iniciais nao produzam, por aplicacao do método, grandes alteracoes nos resultados.
No caso dos métodos de passo Unico, o teorema anterior permite-nos estabelecer o seguinte
resultado.

Corolério 6.14 Suponhamos que o PCI (6.2) é aproximado pelo método (6.11). Se existir
ho > 0 tal que ¢(t,y; h) € continua e lipschitziana, na varidvel y, no conjunto

D={(t,y;h):a<t<bycIR0<h<hg}
entao:
1. 0o método (6.11) é estavel;

2. 0 método é convergente se e so se é consistente.

Exercicio 6.3.10 Mostre que o método de Heun, aplicado a resolugdo do PCl (6.2), é conver-
gente.

Resolugao: Atendendo a definicdo do método de Heun temos que este pode ser dado pela
expressao

Yir1 = Yi + ho(ti, yis h),
com

Blt,yi ) = 517 (6:9) + F(+ oy + Rf (1)

Para provar que o método é convergente vamos provar que é consistente e estdvel.

1. Consisténcia. Provamos que o método de Heun tem ordem dois e, assim sendo, é
consistente. Poderiamos ainda provar a consisténcia provando que ¢(t,y;0) = f(t,y).
De facto,

Blt,50) = 1 () + F(t)] = F(t,).
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2. Estabilidade. Para provar que o método é estdvel vamos provar que ¢(t,y;h) é lips-
chitziana, na varidvel y, em D = {(t,y;h) :a <t < b,y € IR,0 < h < ho}.
Seja L a constante de Lipschitz de f(¢,y) na varidvel y. Ent3o

66913 0) — 6ty = |J1F () + £t + Ry + A (t )]

—l[f(t,yz) + f(t+h,y2 + hf(t,y2))]

2
1
< §[L\y1 —yo| + Liy1 + hf(t,y1) —y2 — hf(t,y2)|]
|
< L|y17y2|+§hL ly1 — y2|

1
< (L + 2hL2> ly1 — 2.

Assim ¢(t,y; h) satisfaz a condi¢do de Lipschitz, na varidvel y, em D sendo a sua
constante de Lipschitz dada por

K = (L + %hoLz) .

Finalmente, tanto ¢ como f sdo continuas em D. Estd assim provada a estabilidade
do método.

Atendendo a consisténcia e estabilidade temos que o método converge para a solucdo de
(6.2).

6.3.6 Meétodos de passo tinico implicitos

Nesta sec¢ao vamos considerar a classe dos métodos de passo tnico implicitos da forma (6.6).
Nao havendo possibilidade de explicitar o valor de y;+1 temos necessidade de o calcular re-
solvendo a equagao (geralmente nao linear)

Yit1 — Yi — hd(tis tiv1, Yis yir1; h) = 0.

Usualmente considera-se um método numérico na resolugao desta equagao.

Se considerarmos o método de Newton, a primeira questao a resolver é a da determinacao
de uma aproximagao inicial yﬁ)l. Normalmente toma-se para aproximacao inicial o valor de
y;; outra hipdtese serd a de considerar a aproximacao inicial obtida pela aplicacao de um

método explicito. Deteminado o valor de yg?r)l temos que

Flyih)
(k+1) (k) Yit1
yi+1 :ny»l_ k) kzovl)"'7

F(y)

sendo
F(yiv1) = Yir1 — ho(ti, tiv1, i, Yir1; h).
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Os métodos implicitos sao usados visto que, em geral, sdo mais precisos e menos sensiveis
a erros que os métodos explicitos. Por outro lado, o esforco computacional exigido no calculo
de y;11 é, para os métodos implicitos, muito maior. Assim, estes métodos s6 devem ser usados
quando ha necessidade de uma precisao muito elevada em problemas sensiveis a erros.

Exemplos comuns de métodos implicitos sao o chamado método de Euler implicito, dado
pela expressao

Yit1 = Yi + hf(tig1,Yit1), i=0,...,n—1, yla)=aq,

e o método dos trapézios, dado por

h .
—[f(tisyi) + f(tiv1, yiv1), i=0,...,n—1, y(a)=oa.

Yi+1 = Yi + 5

Apesar do estudo da consisténcia e convergéncia de um método iterativo ter sido efectuado
apenas para métodos explicitos, estes conceitos ainda sao validos para métodos implicitos.
Para o método implicito (6.6) o erro de truncatura local é definido por

Tiv1 = y(tis1) — y(t:) — ho(ti, tivr, y(ti), y(tita); b), i=0,...,n—L
Vamos considerar o seguinte exercicio.

Exercicio 6.3.11 Considere o método dos trapézios na resolucdo de um problema de condicdo
inicial.

1. Determine a ordem e o erro de truncatura local do método.

y(t) = —ty,
y(0) = 2
aproximagdo em t = 1 usando h < 1. (Considere a solu¢do exacta positiva em [0, 1].)

2. Aplique o método ao problema de condicdo inicial e obtenha uma

Resolugao: 1. Atendendo a defini¢do de erro local temos que T511 = y(ti+1) — Yit1, onde
y(t;) = y;. Desenvolvendo y(t;1+1) e y;+1 em série de Taylor em torno do ponto t;,
temos que

h2 df h3 a2 f

y(tiv1) = vi + hf(ti, i) + 7%(@7%) + g@(tuyi) +---

h df h? d2f
Yit1 =Yi + B <f(t27yz) + f(t’hyl) + ha(tuyz) + ?W(tzayl) T

Subtraindo membro a membro vem
h3 d? f
b = =y w4

Assim sai que
h3 n
Tii=—359 (6, €€ (titin).

Como T;11 = O(h?) temos que o método dos trapézios tem ordem 2.
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2. Seja f(t,y) = —ty? e h = 0.5. Assim,

y(0)=yo = 2
y(0.5) = y1 = yo+ 2[f(to,yo) + f(t1,31)] = 2 — 0.125y3.

Vamos agora resolver a equacdo 0.125y? + y; — 2 = 0. Esta equagdo resolve-se sem
dificuldade pois

0.125y2 + 41 — 2 =0 = y; = —9.6598 ou y; = 1.6568.

Como a solu¢do é positiva temos que y; = 1.6568. Continuando,

Y1) = o =1+ S1F(Ewn) + Flt2,02)] = 1313 — 02503,
Resolvendo a equagdo 0.25y2 + yo — 1.3137 = 0, temos

0.25y5 4+ y2 — 1.3137 = 0 = y; = —5.0422 ou y; = 1.0422.
Como a solugdo € positiva temos que y; = 1.0422.

Exercicio 6.3.12 Considere o problema de condic3o inicial

y = =30y,
y(0) = 1,

e os método de Euler e Euler impicito. Usando cada um dos métodos determine a solugcdo do
problema em ¢t =1 com h < 1, comparando os resultados obtidos.

Resolugao: Seja f(y) = —30y e consideremos h = 0.5. Vamos aplicar os dois métodos sepa-
radamente.

1. Método de Euler

y0) =y = L
y(0.5) =y1 = 1+0.5x(=30)=—14;
y(1)~ys = —14+0.5 x (=30 x (—14)) = 196.
2. Método de Euler implicito
y0) =y = L

y(0.5)~y1 = 140.5x (—=30y;) =1— 15y;.
Resolvendo a equagdo temos que y(0.5) ~ y; = 0.0625. Continuando temos
y(1) = yo = 0.0625 + 0.5 x (—30y2) = 0.0625 — 15y,
e assim, y(1) = yo = 3.9 x 1073,

Atendendo a que a solucdo exacta é dada por y(t) = e 3% temos que y(1) = 9.36 x 10~ 14,

Note-se que, enquanto o método implicito se aproxima da solucdo o método explicito da
um resultado completamente disparatado. Os problemas que n3o podem ser resolvidos por
métodos explicitos sdo chamados stiff e ocorrem com muita frequéncia em problemas de
Engenharia Quimica (ver Hairer e Wanner (1991)).
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6.4 Sistemas de equacgoes diferenciais

A teoria apresentada nas secgoes precedentes pode ser facilmente generalizadas para sistemas
de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Todos os métodos numéricos apresen-
tados podem ser adaptados ao calculo da solugao aproximada do PCI

Y'(t) = F(t,Y), t € [a,b],
{ Y(a) = a (6.12)
onde
Yi(t) Fi(t,Y)
O e N
Yn(t) Fn(t,Y)

Os métodos numéricos irdo, neste caso, determinar aproximacoes Y () para Y(t;). O
método de Euler, por exemplo, é dado por

YD) —yv®O 4 pF(, v ®).

Equacgoes diferenciais de ordem superior a um. Uma situagao importante onde surgem
sistemas de equagoes diferenciais é quando pretendemos resolver uma equagao diferencial
de ordem superior a um. Note-se que qualquer equacao diferencial de ordem N pode ser
escrita como um sistema de N equacgoOes diferenciais de primeira ordem. A forma como essa
passagem se processa ¢ bastante simples e pode ser facilmente compreendida com a ajuda de
um exemplo.

Exemplo 6.15 Consideremos o problema de condic3o inicial
y' =3y +2y=0, y(0)=y(0)=1

Efectuando a mudanca de varidvel z = 3’ obtemos o problema de condico inicial de primeira

ordem , _
W = Mos): : ]
z’(t) = 3z-—2y ‘ | 32- 2%
y(0) = 1 - -
2(0) = 1 [Z](o): ”

Exercicio 6.4.1 Converta num sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem o problema
y" =011 -9y +y=0,  y(0)=1, y'(0)=y"(0) =0.

Resolugao: Efectuando a mudanca de varidvel z = 3/ e w’ = 1" obtemos o problema de condicio
inicial de primeira ordem

yi) = =
Z(t) = w
w'(t) = 01(1-y?)z—vy
y(0) = 1
2(0) = 0
w(0) 0
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Exercicio 6.4.2 Considere a equacdo diferencial y” + 4ty + 2y?> = 0 com condicdes iniciais
y(0) =1ey'(0) =0. Com h = 0.1, utilize 0 método de Euler e de Heun para obter aproxima¢des

para y(0.2) e y'(0.2).

Resolugao: Seja z = 3’. Assim o nosso problema é equivalente a

- vl o [z
Z/Eg ; —4tz — 2y? [21 " _—4tz—2y2
y(0) = 1 "
20) = 0 'Z](O)_ 01.
Seja i
Pl 2) et ]

Yy 'y ] (0) 1]
T roo7M roo700 r 700 r
Y1on~|"Y - | Y1 4wt -
z z z z
T roo1@ roo7m T r
Y102 ~|"Y = Y wnF(n,|? -
z z z z
Temos assim que y(0.2) ~ 0.98 e y/(0.2) ~ —0.392.
2. Método de Heun
(0) P
y | _ | _ |1
y Y (1) [y ] o
[ Z‘|(01)% [ . ] = . +§[K1+K2],
onde
(0) 0
z -2
Y 1@ —0.2
Ky = F [ty+h, . + hK4 :l_1'921.
Logo
1
Y |y _ 0.99
HEEH

-0.2

0.98
—0.392

|
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Continuando a aplicacdo do método temos

(1

Y Yy . Y h
(v o= [2]" =[]+ b
onde
y 1Y 0.196
Kl:Ftl’[z] :[—1.8818]’
o = ploonlv]” g ) Z [ -0ssus
2 - N ! ~1.6335 |-
Logo

v ] 0o~ ¥ @ T 0.988059
z R | —0.371765 |-
Temos assim que y(0.2) ~ 0.988059 e '(0.2) ~ —0.371765.

Exercicio 6.4.3 Adapte o algoritmo 6.2 a sistemas de equag¢des diferenciais.

6.5 Problemas com condicoes de fronteira

Na seccao anterior estudamos as equacgoes diferenciais ordinarias no contexto dos sistema
dinamicos em que a variavel independente natural é o tempo (nem sempre assim é). Vamos
agora considerar o estudo orientado para regimes estacionarios em que o objectivo consiste
em determinar a distribuicao espacial de uma grandeza.

Exemplo 6.16 Um problema comum em Engenharia Civil tem a ver com a deflexdo de uma
barra de seccdo rectangular sujeita a uma carga uniforme quando os extremos estdo fixos. A
equacdo diferencial que serve de modelo a esta situacdo fisica é da forma

S qr
2
w' = ——w+ —=(r —1
EI 2EI( )
onde w = w(x) é a deflexdo no ponto que dista = do extremo esquerdo da barra, e [, ¢, E, S
e I representam, respectivamente, o comprimento da barra, a intensidede da carga uniforme, o
modulo da elasticidade, a tens3o nos extremos e o momento central de inércia. Uma vez que os
extremos da barra est3o fixos, temos associadas a esta equacdo diferencial as equacdes de fronteira

w(0) = w(l) =0.

Quando a barra é feita de material uniforme EI é uma constante e como tal a solucio da equacio
é imediata. Caso contrdrio I = I(x) e temos que usar métodos numéricos para determinar uma
aproximacao para a solucao.

Os problemas fisicos que dependem de uma posi¢do no espago em vez de um instante no
tempo sdo muitas vezes descritos em termos de equacoes diferenciais com condicoes impostas
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em mais do que um ponto: problemas com condi¢cdes de fronteira (PCF). Os PCF que iremos
considerar nesta seccao envolvem uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

y' = f(z,y,9), x€(ab), (6.13)
e as condicdes de fronteira
ary(a) + Bry'(a) = 71,
6.14
{@mw+@y@=7% (6.14)

com ay, B;,7v; € IR, 1 = 1,2. Estas condigoes de fronteira podem ser de trés tipos:
1. Dirichelet, se 51 = 02 = 0;
2. Neumann, se a1 = ag = 0;
3. Robin ou mistas, se |ag| + |ag] # 0 e |51] + |B2] # 0.

Quando v; = 79 = 0 dizemos que as condi¢des de fronteira sdo homogéneas. No caso em que
a equacao (6.13) é da forma

i

v =p(x)y + q(x)y + r(z), x € (a,b), (6.15)
dizemos que (6.13)—(6.14) é um problema com condi¢cdes de fronteira linear.

Tal como no caso dos problemas de condicao inicial também aqui se torna importante
saber em que condigoes (6.13)—(6.14) tem solucao tnica. Esse estudo foge ao ambito deste
curso e como tal nao ird ser apresentado. No entanto, para problemas com condicao de
fronteira lineares a teoria é mais simples e, a titulo ilustrativo, iremos considerar apenas o
seguinte teorema.

Teorema 6.17 Sejam q,r € C([a,b]) e ¢ > 0. Entao o PCF linear

_y// + q(x)y = T(:U)? T e (aa b)v
{ym%=mw=o, (6.16)

tem uma tinica solucio y € C*([a,b]).
Demonstracao: Ver Kress (1998). [

6.5.1 Meétodo das diferencas finitas

Um método muito usado para determinar solugoes aproximadas do PCF (6.13)—(6.14) consiste
em substituir as derivadas que nela intervém por formulas de diferencas finitas.
Suponhamos que o problema (6.13)-(6.14) admite uma e uma sé solucao e consideremos
a particao
a=20<21 < < Tp1<Tp=>0 (6.17)

do intervalo [a,b]. O método das diferengas finitas permite-nos obter aproximagoes y;, i =
1,...,n, para os valores da solucdo nos pontos da particdo, isto é, y; ~ y(z;), i = 1,...,n.
Por uma questao de simplificagao da abordagem vamos considerar a partigao (6.17) uniforme,
ou seja, tal que x; —x;—1 =h,i=1,...,n.
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Exemplo 6.18 Pretende-se obter a solucdo aproximada do problema

—y' +y=u, x € (0,1),
y(0) = y(1) =0,

usando o método das diferengas finitas com uma malha uniforme de espagamento h = %
O PCF dado pode ser escrito, para cada ponto da parti¢do (6.17) na forma

—y//(l‘@)‘i‘y(l?@) = Ty, = 1,...,71-1,
y(.’L‘o) = y(xn) =0,
com x; =1th, i =0,...,n.
Se aproximarmos y” pela férmula de diferencas centradas de segunda ordem (trés pontos)
temos

1
Y (z;) ~ ﬁ(yiq — 2y + Yit1),

com y; ~ y(z;), i =1,...,n — 1. Substituindo na equagdo temos, em cada ponto da parti¢cdo, o
problema (linear) aproximado

i

_(yifl - 2% +y’i+1) + h2yz = ihga 1= 17"'7n_ 1a
Yo=yn =0

Notemos que o sistema linear obtido é da forma

Ay =0,
em que b= (ih?) [ e A = (aij)?,j;ll com
W2+2, i=j
ag={ -1,  j=i-lj=i+1

A matriz do sistema é tridiagonal, simétrica e estritamente diagonal dominante por linhas; logo é
invertivel. Fica deste modo garantida a existéncia e unicidade de solugdo.
Considerando n = 4, ou seja h = %, obtemos

2.03125 -1 0 Y1 1/128 0.03484
-1 2.03125 -1 yo | = | 1/64 | = | 0.05633
0 -1 2.03125 Y3 3/128 0.05004

Vamos considerar, tal como no exemplo anterior, o PCF linear (6.15) com condigbes de
fronteira (6.14) de Dirichlet (a; = aa = 1, 1 = 2 = 1). Este problema pode ser escrito,
para cada ponto da parti¢ao (6.17), na forma

Y (@) = p(xa)y' () + q(@a)y(@:) + (), i=1,...,n—1,
y(xo) = y1,y(xn) = 72,

com x; = ih, i = 0,...,n. Substituindo as derivadas pelas férmulas de diferencas centradas
de segunda ordem
y(ziy1) —y(zio) A

o\ — o e ) ) )
Y (xz) oh 6 Yy (62)7 & € (xl—laxz—l—l)a
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e
y(xiv1) — 2y(xs) +y(wio1) W2
y' (i) = (@is1) (2 ) Fyl@in) _ —yW(ny), ni € (Tim1,Zit1),
h 12
obtemos
y(@iv1) — 2y(z:) + y(@i-1) y(iy1) — y(zi-1)
B = plan) T g(any ()
N ey @] =
+r(a) - 35 |20y (&) —yPm)], i=1..n-1,
y(zo) = 71,9(n) = 72.
Se tomarmos y; ~ y(z;), i = 1,...,n — 1, um método de diferencas finitas com erro O(h?)

pode ser definido pelo sistema linear

Yit1 — 2Yi + Yi-1 Yitl — Yi-1
—p(zi) =

32 57 —q(z)y; =r(x;), i=1,....,n—1,

Yo =71 Yn = 72,

ou, de forma equivalente,
h 9 h 9 )
1+ Ep(arz) Yi—1 — (2 +h q(xl)) yi+ | 1— 51)(3:,) Yig1 = hr(z;), i=1,...,n—1,

Yo = Y1, Yn = 72,
Notemos que o sistema linear obtido é da forma

AY = B, (6.18)

em que Y = [y1,¥2, ..., Yn—2, yn—l}Ta

—2—h%q(z1) 11— %p(a1)
1+ 2p(zo)  —2—h%q(za) 11— Lp(ao)

A= .
1+ %p(xn—2) -2 - hQQ(xn—Q) 1- %p(xn—Q)
1+ %p(xn—l) -2- hQQ(:Un—l)
e
[ RZr(z) — (1 + %p(wl)) Mmoo
h2r(xo)
B = .
h2r(z,_2)

R2r(2,_1) — (1 - %p(x"”» 72

A questao que naturalmente se coloca é a de saber se o sistema (6.18) tem solucao tnica.
Para responder a essa questao considerere-se o seguinte exercicio cuja resolugao pode ser vista
em Burden e Faires (1988).
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Exercicio 6.5.1 Suponhamos que A = (aij)?jzl é uma matriz de ordem n, tridiagonal, com

@ji—1,0541 70, paracadai=2,...,n—1. Se
lai1] > |a12],  |ann| > |an,n—1’
e
laii| < laii-1] +laiita],  i=2,...,n—1,

entdo A é nido singular.

O resultado estabelecido neste exercicio permite concluir, de forma imediata, o seguinte
teorema.

Teorema 6.19 Considere-se o PCF linear (6.15) com condi¢oes de fronteira (6.14) de Di-
richlet (a; = a3 =1, f1 = o = 1) e com p, q,r fungées continuas em [a,b]. Se q(x) > 0, para
todo o x € [a,b], entao o sistema tridiagonal (6.18) tem solugdo unica desde que h < 2/L,
onde

L —
Jnax Ip()].

Pode dar-se o caso (muito frequente) das condigoes de fronteira nao serem de Dirichlet
mas de Neumann ou mistas. Suponhamos que temos o PCF

y' =p@)y +ael@)y+r(z), x€/(ab),
{ /(@) = 11,5/ () = 72 (6.19)

Considerando, tal como para o caso anterior, a substituicdo das derivadas que aparecem na
equcao diferencial pelas férmulas de diferencas centradas de segunda ordem obtemos

(1 + gp(xl)> Yi-1t (2 + th(a:i)> Yi — (1 — gp(xz)> yir1 = hr(x;), i=1,...,n—1,
com y; ~ y(z;), i = 1,...,n — 1. Quanto as equagdes de fronteira, o mais comum é
considerarem-se diferengas progressivas na discretizacao de y'(a) e regressivas na descretizagao
de 3/ (b). Se usarmos diferencas progressivas e regressivas com dois pontos (ordem um) obte-
mos

Yo=vy1—hy, Yo =Yn-1+h2,

onde yo = y(xo) € yn =~ y(x,). Deste modo, o sistema linear a resolver difere, em relagao ao
caso em que consideramos condi¢oes de Dirichlet, apenas nas primeira e tltima linhas. Neste
caso, a primeira e a ultima linha do sistema linear a resolver sao, respectivamente,

(—1 + gp(:m) - h2q(x1)) Y1+ (1 - ;Lp(:m)) y2 = h’r(z1) + h (1 + Zp(:m)) gl

(§]

(1 590) ) vomat(~1 = §p(am1) = Batan) ) sy = Rrtan)—h (1= plaa-)} ) 2o
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Finalmente, facamos uma pequena abordagem ao caso ndo linear. Consideremos o pro-
blema nao linear geral (6.13) com condigdes de fronteira (6.14) de Dirichlet (a; = ag = 1,
f1 = P2 = 1). Tal como no caso linear, vamos substituir as derivadas que aparecem na equgao
diferencial pelas férmulas de diferencas centradas de segunda ordem. Obtemos assim

Y(Tit1) — 22/}(51) tylwio) f <$i,y($i), y($i+1)2—hy(xz‘—1)

2

_% (2p(xi)y///(§i) - 9(4)(7%)))7 i=1,...,n—1,

y(zo) = 71, y(xn) = 72,

com &;,m; € (x;—1,2;41). O método de diferencas finitas que resulta quando se desprezam os
termos O(h?) das férmulas de diferengas centradas e se usam as condigoes de fronteira é

Yitl — 2Yi + Yi-1 Yit1 — Yi—1 .
L2 - f Ly, i)T ; Z—].,...,Tl—17
Yo = 71,Yn = 72,
com y; =~ y(x;), i =1,...,n — 1. Temos entao necessidade de resolver um sistema nao linear
da forma
F(X,Y)=0,
onde X = [x1,22,...,Zn2,Tn 1T, Y = Y1, Y2, -, Un—2,Yn_1]" €
Y2 — M
AX)Y) = —2p+y—h'f <5617y1, 2h7 >+'Yl7
Yi+1 — Yi-1
fi(X,Y) = Yii1— 2y + yip1 — K f (l”i,yz', H2hl), =2,...,n—2,

fn*l(X’ Y) = Yn—2—2Yn—1— h2f (:Enla Yn—1, 72_2571_2) + 2.

Prova-se (ver Burden e Faires (1988)) que este sistema nao linear tem solugao unica se
h < 2L onde

L= , 1.
Jnax, | fyr (@, y, 9|

A sua solucao pode ser obtida, de forma aproximada, pelo método de Newton estudado no
Capitulo 2.



Meétodos numéricos para problemas diferenciais ordinarios 130

6.6 Exercicios de aplicacao a engenharia

Exercicio 6.6.1 Um projéctil é lancado da superficie terreste com uma velocidade V. Supondo
que ndo ha arrasto a equaciao do movimento é

dr gr2’

onde v é a velocidade a distancia 7 do centro da Terra que tem raio R. Considerando g =

9.81 m/seg?, R =6.37 x 10 m e V = 15000 m/seg, calcule a velocidade quando r = 2R.

Exercicio 6.6.2 Uma solu¢3do liquida flui de forma constante ao longo de um tubo na direccdo
x. Alguns dos solutos contidos na solu¢ao difundem-se através da parede do tubo reduzindo a
concentracdo z no tubo. A concentracdo z é dada por

dz
dx

Se tomarmos z = 1.5 em z = 2 determine o valor de z em z = 2.4.

= (0.2 + V/z)e 003,

Exercicio 6.6.3 Uma quantidade de 10 quilogramas de material é despejada num reservatdrio
contendo 60 quilogramas de dgua. A concentra¢do da solucdo, ¢ (em percentagem), vem dada
em fungdo do tempo, t (em segundos), por

k
(60 — 1.2112¢)c’ = (200 — 14¢)(100 — de),

onde k, o coeficiente de transferéncia de massa, é igual a 0.0589. A condig¢do inicial em ¢t =0 é
¢ = 0. Determine a relagdo entre c e t.

Exercicio 6.6.4 A equacdo quimica irreverssivel na qual duas moléculas de dicromato de po-
tassio (K2Cr207) sélido, duas moléculas de dgua (H20) e trés dtomos de enxofre (.S) sélido ddo
origem a trés moléculas de didxido de enxofre (SO2) gasoso, quatro moléculas de hidréxido de
potéassio (KOH) sélido e duas moléculas éxido de crémio (Cr203) sélido pode ser representada,
simbolicamente, pelo esquema

2K5Cre907 + 2H50 + 35S — 4KOH + 2Cr303 + 350s.

Se existirem inicialmente n1 moléculas de 2K5Cr207, ny moléculas de HyO e n3 moléculas de
S a equacdo seguinte descreve a quantidade z(t) de KOH ao fim de um tempo ¢ (em segundos)

) o )
- 1 2 2 9 3 4 )

onde k é a velocidade da reagdo (constante). Se k = 6.22 x 10719, ny = ny = 1000 e nz = 1500,
quantas unidades de hidréxido de potassio serao formadas ao fim de 2 segundos?

Exercicio 6.6.5 Na teoria da proliferagdo de uma doenca contagiosa, podem ser usadas equa-
coOes diferenciais relativamente elementares para prever o nimero de individuos infectados na
populacdo em cada instante, desde que sejam efectuadas simplificacdes apropriadas. Esta teoria
foi estudada por N.T.J. Bayley em 1957 e 1967 em dois livros, um sobre matemdtica aplicada
a medecina ('The Mathematical Approach to Biology and Medicine’, John Wiley & Sons, NY,
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1967) e outro sobre a teoria matemdtica das epidemias (' The Mathematical Theory of Epidemics’,
Hafner, NY, 1957).

Em particular, consideremos que todos os individuos numa populacdo fixa t€m uma probabil-
idade igual de ser infectados e que uma vez portadores da doenca permanecerdo sempre nessa
condigdo. Se z(t) denotar o ndmero de individuos susceptiveis de contrair a doenga no instante
t e y(t) o nimero de individuos infectados, é razodvel assumir que a razdo a qual o niimero de
infectados varia é proporcional ao produto de z(t) por y(t) visto que a razdo depende tando do
nimero de infectados como do niimero de susceptiveis presentes, para cada ¢t. Se a populagio for
suficientemente grande para considerarmos que z(t) e y(t) sdo varidveis continuas, o problema
pode ser expresso na forma

y'(t) = ka(t)y(t),

onde k é uma constante e z(t) + y(t) = m é a populagdo total. Esta equa¢do pode ser reescrita
por forma a depender apenas de y(t). Assim

y'(t) = ky(t)(m —y(t)). (6.20)

1. Assumindo que m = 100000, 3(0) = 1000, k = 2 x 107% e o tempo medido em dias,
determine o ndmero de individuos infectados ao fim de 30 dias.

2. A equagdo (6.20) é conhecida por equagdo de Bernoulli e pode ser transformada numa
equagdo diferencial linear em z(t) se efectuarmos a mudanca de varidvel z(t) = (y(t)) "'
Usando esta técnica, determine a solugdo exacta y(t) da equagdo diferencial (6.20), com as
hipdteses consideradas no ponto anterior, e compare-a com a solucdo numérica obtida.

3. Determine tlim y(t). Este resultado esta de acordo com a sua intui¢do?
—0Q

Exercicio 6.6.6 No exercicio anterior, todos os individuos infectados permanecem na populagdo
ajudando a difundir a doenga. Uma situagdo mais realista consiste em introduzir uma nova variavel
z(t) para representar tanto o niimero de individuos que sdo retirados da popula¢do infectada num
determinado instante ¢, por isolamento, como os que s3o tratados (e consequentemente tornados
imunes) ou os que morrem. O problema posto nestes termos é, naturalmente, mais complicado
mas Bayley mostrou que a solu¢do aproximada do problema pode ser dada na forma

2(t) = 2 ()RR o y() = m - a(t) - 2(0),

onde k; e ko sdo, respectivamente, as taxas de crescimento de y(t) e de z(t), sendo z(t) deter-
minada pela equagao diferencial

2 (8) = ks (m — 2(t) — w(0)e™ /4

Como ndo é possivel determinar a solucdo exacta deste problema, temos que recorrer a solugdo
numérica. Assim, determine uma aproximagdo para z(30), y(30) e x(30) assumindo que m =
100000, z(0) = 99000, k3 =2 x 1076 e ky = 1072,

Exercicio 6.6.7 O estudo de modelos matematicos para estimar a evolugdo de uma populagio
de espécies que competem entre si teve a sua origem no inicio do século com os trabalhos de
A.J. Lotka e V. Volterra. Consideremos o problema de estimar a populagdo constituida por duas
espécies, uma das quais é predadora, cuja populagdo no instante ¢ é x5(t), e que se alimenta
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comendo a outra espécie, a que chamamos presa e cuja populagido é z1(t). Este problema é
usualmente designado por predador-presa. Vamos assumir que a presa possui sempre uma quan-
tidade de comida adequada e que a sua taxa de natalidade em todos os instantes é proporcional
ao nuimero de presas vivas nesse instante; isto é, a taxa de natalidade (presa) = k1z1(t). A taxa
de mortalidade das presas depende tanto do niimero de presas como de predadores vivos nesse
instante. Por uma questdo de simplicidade vamos assumir que a taxa de mortalidade (presa)
= kox1(t)x2(t). A taxa de natalidade dos predadores, por outro lado, depende da quantidade de
comida existente, x1(t), assim como do niimero de predadores existentes para fins de reproducio.
Por essas razdes vamos assumir que a taxa de natalidade (predador) = ksz1(t)x2(t). A taxa de
mortalidade dos predadores serd tomada proporcionalmente ao nimero de predadores vivos nesse
instante; isto ¢, a taxa de mortalidade (predador) = kyza(t).

A variacdo da populacdo de presas e predadores pode ser dada pelas seguintes equagOes

diferenciais
$/1(t> = k‘lxl(t)—k‘gxl(t):tg(t)

.rIQ(t) = kg.l‘l(t)xQ (t) — /€4$2(t)

Assumindo que a populacgao inicial de presas é 1000 e a de predadores 200, e que as constantes
ki1 = 3, ko = 0.002, k3 = 0.0006 e k4 = 0.5, trace o grafico das solucdes deste problema e
descreva o fendmeno fisico representado. Serad que o problema possui alguma solucdo estdvel? Se
sim, para que valores de x1 e xo é que tal acontece?

Exercicio 6.6.8 Num livro intitulado 'Looking at History Through Mathematics’, MIT Press,
Cambridge MA, 1968, N. Rashevsky considerou um modelo para um problema envolvendo o
evolucdo de n3o conformistas® na sociedade. Suponhamos que uma sociedade tem uma populacio
de x(t) individuos no instante ¢, em anos, e que todos os ndo conformistas que acasalam com
outros ndo conformistas tém uma descendéncia que também é nao conformista. Por outro lado,
para todas as outras descendéncias, existe uma proporcdo fixa r que sdo ainda ndo conformistas.
Se as taxas de natalidade e mortalidade para todos os individuos se assumir como sendo as
constantes n e m, respectivamente, e se conformistas e ndo conformistas acasalarem de forma
aleatdria, o problema pode ser expresso pelas equacdes diferenciais

2(t) = (n—mx(t)

y'(t) = (n—my(t) +rn(z(t) - y(t))
onde y(t) denota o ndmero de ndo conformistas na populagdo no instante t.

1. Se a variavel p(t) = y(t)/z(t) for introduzida para representar a propor¢do de ndo con-
formistas na sociedade no instante ¢, mostre que o sistema de equac¢des diferenciais se reduz
a

p(t) =rn(l = p(t)).

2. Assumindo que p(0) = 0.01, n = 0.002, m = 0.015 e » = 0.1, aproxime a solu¢do p(t) para
os primeiros 50 anos.

3. Resolva a equacdo diferencial para p(t) de forma exacta, e compare o resultado com a
solucdo numérica.

3Conformista é a pessoa que adopta ou segue o conformismo (anglicanismo).
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Exercicio 6.6.9 Consideremos um péndulo simples constituido por uma bola uniforme de massa
m e uma barra fina de comprimento [ e massa negligencidvel. Se considerarmos que a resisténcia
do ar é porpocional ao quadrado da velocidade angular do péndulo, a equagao do movimeto é
dada por

0" + 2k (9')2 = —% sin 0,

sendo 6 o angulo agudo que a barra do péndulo faz com a vertical. Considerando que em t = 0
se tem 6 = % determine o valor de 6 e de 6’ nos instantes (em minutos) ¢; = ih, com h = 0.05 e
i=0,1,...,50.

Exercicio 6.6.10 A equac3o de Van der Pol, que aparece na electrdnica, é
" + (1 —a2H2’ +z=0.

Com as condi¢des iniciais (0) = 0.5 2/(0) = 0, determine x, z’ e 2" para nos instantes ¢; = ih,
comh=01e:=0,1,...,40.

Exercicio 6.6.11 Um c3o, num campo ao lado de uma estrada, vé o dono a caminhar nela e
corre para ele. Supondo que o c3o corre sempre na direccdo do dono e que a estrada é rectilinea,
a equacgdo que define a trajectéria por ele seguida é definida pela equacdo

de dy 2
ZJ _ 1 =),
Yoz € + <dac)
sendo ¢ a razdo entre as velocidades do homem e do cdo. Supondo que ¢ = 0.5 e que inicialmente

0 cdo se encontra parado na posi¢do (z,y) = (1,0) e o dono na posi¢do (x,y) = (0,0), determine
em que posicao termina a corrida.

Exercicio 6.6.12 Um circuito eléctrico que é formado por um condensador de capacidede
eléctrica constante C' = 1.1 farad em série com uma resisténcia constante de Ry = 2.1 ohm.
A voltagem E(t) = 110sint é aplicada no instante ¢ = 0. A medida que o calor aumenta, a
resisténcia torna-se funcio da corrente I,

R(t) = Ro + kI(t),

com k = 0.9. A equacio diferencial para I é

(1 + %’Zz‘(t)) ')+ %1@) - RLOE'@.

Determine a corrente I ao fim de 2 segundos, assumindo que 1(0) = 0.
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