INTERPOLACAO POLINOMIAL*

ADERITO ARAUJO!

Resumo. Al-Biruni (973-1050), um grande matemadtico drabe, j& usava interpolagdo quadrética e é possivel
que tivesse tido imitadores e discipulos que o fizessem também. Mas foi s6 no séc. XVII que se efectuaram os
primeiros estudos sistemdticos sobre esta matéria, nomeadamente sobre o cdlculo das diferencas finitas [3].

Palavras chave. Interpolacao, polinémio interpolador

Classificagao AMS. 65D05

1. Intradugao. Seja f uma funcao real definida num conjunto de pontos xzg,z1,...,Zy,.
Pretende-se calcular o valor de f(Z), com T # z;, i =0,1,...,n.

Tal situagao é muito frequente, por exemplo, no contexto das equacgoes diferenciais. Quando
se usam métodos numéricos para aproximar a solugao de uma equacao diferencial esta fica apenas
conhecida num conjunto de pontos. A interpolacdo permite assim encontrar uma funcdao que passa
por esse conjunto de pontos e que pode funcionar como uma aproximagao & solugao da equagao
diferencial.

Em linhas gerais, o conceito de interpolagao consiste em determinar uma funcao
G(z) = appo(x)+- - - +andn(x), gerada por uma certa familia de fungées {¢ }7_,, por forma a que
flx;) =G(x;),i=0,1,...,n. A fungdo G nestas condigoes é designada por funcao interpoladora
de f nos pontos de suporte (interpolagao) zg, z1,. .., Tp.

Nada nos garante que o problema da interpolacao tenha sempre solugao. Por exemplo, fazendo
do(x) =1 e ¢1(x) = 22, ndo existe nenhuma funcio G(x) = ag + a;2% que passe nos pontos (1, 1)
e (—=1,0).

2. Interpolacgao polinomial de Lagrange. Um caso particular de interpolacao com grande
importancia devido ao grande ntimero de aplicagoes é a interpolacao polinomial. Neste caso as
fungoes geradoras sao, por exemplo, ¢y (z) = zF k=0,1,...,n.

DEFINIGAO 2.1. Seja f uma funcao definida num intervalo [a,b] e conhecida nos pontos da
particao

(21) a=20<x1 < < Np_1 <Tp=>b
Um polinémio P que satisfaz
(2.2) f(z;) = P(x;), i=0,1,...,n,

é chamado polindmio interpolador (de Lagrange) de f nos pontos da particio dada.

Os polinémios interpoladores constituem meios de aproximagao de fung¢oes muito usados. Além
disso, as formulas desenvolvidas para a interpolagao polinomial estao na base do desenvolvimento
de muitos métodos numéricos para o célculo de raizes de equagoes nao lineares (método da secante,
etc.), calculo de integrais e derivadas, bem como a resolugdo de equagdes diferenciais.

2.1. Existéncia e unicidade. Férmula de Lagrange. O proximo teorema estabelece a
existéncia e unicidade do polinémio de grau inferior ou igual a n interpolador de uma funcao em
n + 1 pontos distintos. Além disso, indica-nos um processo que permite a sua determinagao.

TEOREMA 2.2 (Lagrange). Seja f uma fun¢ao definida num intervalo [a,b] e conhecida nos
pontos da particio (2.1). Existe um e um sé polinémio P,, de grau menor ou igual a n interpolador
de f nos pontos dados.

Demonstracdo. Consideremos o polinémio P, definido por

(2.3) Py(w) =Y fl@:)ti(w),
i=0

*Este extracto foi retirado da sebenta de Anélise Numérica do curso de Engenharia Mecéanica.
tDepartamento de Matematica da Universidade de Coimbra (alma@mat.uc.pt).

1



2 A. ARAUJO

n
T —x;
(2.4) li(z) = - i=1,...,n
! Hmi—xj

j=0
i

Notemos que cada ¢; é um polinémio de grau n. Além disso

1=,
Wﬂ')_{ 0. i#]

isto é ¢;(x;) = &, ; onde §; ; representa o simbolo de Kronecker!. Portanto a fungao P, é um
polinémio de grau menor ou igual a n que verifica as condic¢oes de interpolagao (2.2), o que prova
a existéncia de solucao do problema em causa.

Para provar a unicidade, suponhamos que P, e Q,, sdo dois polinémios de grau menor ou igual
a n interpoladores de f nos pontos da partigdo dada. Entéo o polinémio R, (z) := P, (x) — Qn(x)
anula-se, pelo menos, nos pontos x;, i = 0,1,...,n. Como R, é um polinémio de grau menor ou
igual a n, ele s6 pode ter n + 1 zeros se for identicamente nulo. Assim sendo, P, (z) = Q,(z), o
que prova o pretendido. a

As expressoes (2.3) e (2.4) definem a férmula de Lagrange para calcular o polinémio interpo-
lador de f nos pontos (2.1).

2.2. Erro de interpolagao. Por definicao, o polinémio interpolador coincide com a fungao
num dado conjunto de pontos de suporte. Interessa-nos saber, no entanto, se para os outros pontos
do dominio da funcao, o polinémio interpolador constitui uma boa ou uma ma aproximacao para
a funcdo. Nesse sentido temos o seguinte teorema.

TEOREMA 2.3. Seja P, o polinémio de grau menor ou igual a n interpolador da funcdo f
nos pontos da parti¢io (2.1). Se f € C™([a,b]) e se 1) for continua em (a,b), entdo para cada
T € [a,b] existe £ = £(T) € (a,b) tal que

05 _ = _ P (z Foe)
(2.5) e(T) := f(T) — Pu(T) = mw(@a
onde w(z) = [[iy(x — 2;).
Demonstra¢ao. Se T = xz;, para algum i o resultado é, obviamente, védlido. Se T # x;,
1=0,1,...,n, definamos a fungao auxiliar

Fla) = £(0) = Pula) = 23 () = Pa(0)
Ora, como F'(z) = 0 possui n+2 raizes distintas em [a, b], uma vez que F(x;) =0,7=0,1,...,n,e

F(Z) = 0, temos, por aplicagdo do Teorema de Rolle, que F’'(z) = 0 possui pelo menos n+ 1 raizes
distintas em (a,b), F”'(z) = 0 possui pelo menos n raizes distintas em (a,b) e, sucessivamente,
F(+1)(2) = 0 possui pelo menos uma raiz em (a,b). Seja & essa raiz. Uma vez que

(n+1)!

FUHD (@) = f0+ D () - W(f@) — P (7)),

substituindo x por £ obtém-se (2.5). O

3. Interpolagao bidimensional de Lagrange. Nesta seccao vamos considerar a deter-
minagao de um polinémio de duas variaveis que seja interpolador de uma funcao conhecida num
conjunto de pontos de R2.

Seja [a, b] x [c, d] um subconjunto de R2. No intervalo [a,b] consideremos a parti¢ao

a=20 <21 <..<T; < <Tp_1<T,=0b

ILeopold Kronecker (1823-1891), eminente matematico do século XIX, ficou célebre, entre outras coisas, por
ter afirmado: 'Deus criou os nimeros inteiros; o resto é obra do Homem.’
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e, em [c,d]
c=yo <Y1 <...<y; < <Ymo1 < Ym =d.
As duas partigbes anteriores induzem em [a, b] X [¢, d] o seguinte conjunto de pontos

(31) {(xivyj)vizoa"'vnaj:01"'7m}7

a que chamamos rede rectangular.
Seja f uma fungao definida em [a, b] X [c, d] e suponhamos que f é conhecida nos pontos da
rede rectangular (3.1). O nosso objectivo é determinar um polinémio de duas varidveis = e y,

n m
Plx,y) =Y > ayz'y’,  (x,y) €R?,

i=0 j=0
que verifique as condigoes de interpolagao
(32) P(xlvy]):f(x’uy])) ZZO,,n,j:O,,m

O ntimero de condigbes de interpolagao é (n+ 1) x (m + 1) e portanto o polinémio em z e y
que permite resolver o problema de interpolagao poderd apresentar (n+ 1) X (m + 1) coeficientes.

TEOREMA 3.1. Seja f uma funcgdo definida no rectangulo [a,b] x [c,b] onde consideramos a
rede rectangular (3.1). Dados f(z;,y;),t =0,...,n,j =0,...,m, o tnico polindmio P de grau n
em x em emy que verifica (3.2) o polinémio interpolador de Lagrange bidimensional

Pr,y) =Y > flaiyp)li(@)l(y),
i=0 j=0
onde £;(z), i=1,...,n, el;(y), j=1,...,m sdo polinémios de Lagrange.

Demonstragdo. Definamos ¢;;(z,y) = 4;(x)¢;(y), i = 0,...,n, j = 0,...,m. Estas fungdes
verificam

|1, i=kej=t,
‘Zij(x’“yt)_{ 0, i£kouj#t

Assim, concluimos imediatamente que o polinémio P satisfaz as condigoes de interpolagao.
Falta apenas provar que esse polinémio é o tnico polinémio de grau n em z e m em y que
resolve o problema de interpolagao. Consideremos

n m
Qz,y) =Y > aya'y’
=0 j=0

um poliémio de grau n em = e m em y que verifica as condicoes de interpolacao. Fixemos y; na
partigao de [e, d] e consideremos o polinémio em z

Qz,ye) =YY auz'yl =) aqa’
i=0

i=0 j=0

m

em que a;; = E ¢y Atendendo as condigdes de interpolacao, os coeficientes deste polinémio
Jj=0

devem satisfazer a

n
Zaitx,lég:f(xkayt% k':O,...,TL,
i=0
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isto é, o seguinte sistema

2 .3
L g x5 xy - xp aot f(zo,yt)
2 3 n
1 x x% x;’ R ait f(w1,yz)
L xy x3 ay - oy ast | = | flza,yt)
2 .3
L oxy ap x, - xp ant f(@n,yt)
Atendendo a que este sistema é possivel e determinado, existe para cada ¢, uma tunica solugao
ai, © = 0,...,n. Finalmente, para os coeficientes g;; e para cada i = 0,...,n, temos o seguinte

sistema
n
E J _ _
qij Yy = Qit, t_07"'7ma
j=0

que é também um sistema possivel e determinado. Provamos deste modo a unicidade do polinémio
interpolador. 0
A titulo de exemplo, considere a fungao
2
f(z,y) = sin <18Oxy), (z,y) € [0.4,0.6] x [0.4,1],

cujo grafico é dado na Figura 3.1. A Tabela 3 tem os valores da fungao anterior nos pontos (z,y)
da rede rectangular {0.4,0.5,0.6} x {0.4,0.6,0.8,1}.

FIGURA 3.1. Funcgdo f(z,y) = sin (%wy), com (z,y) € [0.4,0.6] x [0.4,1].

TABELA 3.1
Valores da funcdo anterior nos pontos (z,y) da rede rectangular {0.4,0.5,0.6} x {0.4,0.6,0.8,1}

w Vi | 0.4 0.6 0.8 1

0.4 0.00877 0.01390 0.01754 0.02193
0.5 0.01096  0.01644  0.02193  0.02741
0.6 0.01315  0.01973  0.02631  0.03289

Como exercicio:
1. Construa o polinémio interpolador de Lagrange de f nos pontos da rede.
2. Determine um valor aproximado para f(0.5,0.7) e compare o resultado obtido com o valor

exacto.
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